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VALORES DE JUEGOS DE MERCADO
SIN PAGOS LATERALES

. Guillermo Owen *

Departamento de Matemdticas
Universidad de los Andes

ABSTRACTO

En este articulo analizamos una situacién de
mercado desde el punto de vista del valor juego-
teorico. La primera parte introduce el mercado ba-
sico y da condiciones paraoptimalidad, en el senti-
do de Pareto y equilibrios competitivos. La segun-
da parte desarrolla una funcién caracteristica para
representar esto en forma de juego. La tercera par-
te explica la teoria de extensiones multilineales y
da la forma de esta extension para el juego de mer-
cado aqui tratado. La cuarta parte desarrolla las
ecuaciones de valor para el juego y muestra, en
particular, que jugadores equivalentes reciben tra-
to equivalente para el valor, La quinta parte estudia
el mercado replicado r veces, y muestra la relacion
entre los dos juegos (el original y el replicado). La
sexta parte considera el caso de mercados ‘‘grandes”
(es decir, r>e9, y da un sistema de ecuaciones dife-
renciales asintOticamente valido para el valor del
juego. La séptima parte trata los equilibrios econé-
micos en general y desarrolla un modelo cuya solu-
cién es efectivamente igual a aquella desarrollada
en la sexta parte.

1. El Mercado Basico

Consideramos aqui una situacion de juego de
mercado, en la cual n jugadores (negociantes) em-

pieza con una dote inicial en m bienes. Asumimos

que éstos se pueden transferir entre los jugadores
de manera a incrementar su utilidad. Ademas, las
preferencias de cada jugador se pueden representar
por una funcion de utilidad individual, que norma-
lizamos a 0 para la dote inicial del ]ugador Mas
exactamente, sea zi (zl sy Zi ) la dote inicial del
jugador i. Entonces para cualquler X = (X1 000Xy )s
definimos

ui(xl sonerX )

como la utilidad del jugador i para el -paquete de
bienes z‘+ x= (z\ +Xy,..., 2k +Xp ). La normaliza-
cién nos da entonces

(1) g u! (0,0,...,0)= 0

Mopmodd.deluwlcmmnbm Correspon-
diente de la Academia.

para cada i=1,..., n. Asumimos que u' es diferencia-

i oul . .
ble, con uj1= 35 >0 para cada j=1,..., m. Si, para
i
cada i=1,..., n, x' es un vector de m componentes,
entonces
X=<x!:x%;..;x">

es una alocacion. La alocacion es factible si, para
cada j,

(2) xj1+ x]?+ et x}‘= 0

Una alocacion factible, X, es eficiente si no exis-
te ninguna alocacion factible Y= <y'; ...; y"> tal
que u'(y!) > ul(xi) para cada i, con ui(y!) > ui(xi)
para por lo menos una i. Asumiendo diferenciabi-
lidad, una condicion necesaria para la eficiencia de
X es la existencia de dos vectores, (Ay,....A,) ¥
(P, sees p,) tales que, para cada i, j:

3) u%(xi) = AP,

Esta condicion es suficiente para la eficiencia de
X si las funciones ul son céncavas. Asumiremos, en
general, que las funciones ul son concavas.

Asumiendo las condiciones (3), el vector p=
(P1,.-.sPm ) ©s €l vector de precios: representa pre-
cios (para los m bienes) tales que ninguno de los ju-
gadores querra cambiar de la alocacion X si los bie-
nes se compran y venden a estos precios. Las can-
tidades A; son multiplicadores de Lagrange que re-
presentan la utilidad marginal de cada jugador para
una unidad de dinero.

Alternativamente, los multiplicadores A; repre-
sentan la tasa de transferencia (local) de utilidad
entre jugadores. Asi pues, si el jugador i cede la pe-
quefia cantidad e);, entonces la utilidad del jugador
k se puede incrementar en la pequefia cantidad eXy,
sin variar las utilidades de los demas jugadores.

Se debe notar, naturalmente, que el dinero no
esta en realidad presente en esta ecopomia; es posi-
ble multiplicar el vector A por cualquier escalar, si
se divide el vector p por el mismo escalar. Asumire-
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mos, sin embargo, que este escalar sea positivo; asi
los precios y los multiplicadores siempre seran posi-
tivos. Asi pues, el vector A esta determinado hasta
multiplicacién por un escalar positivo, y se puede,
en general, normalizar de cualquier manera que de-
seemos, por ejemplo poniendo uno de los A; igual
a1, o poniendo lasuma X +...+ A, igualal.

Si la alocacion eficiente X y el vector de precios
o satisfacen, ademas, la condicion

(4) Pyxi + Pox} +.XP xb =0 .- .7

para cada i=1,...
competitivo.

En esencia, un equilibrio competitivo (x*; p*) se
puede explicar asi: si, antes de empezar las negocia-

ciones, se promulgan los precios p*, entonces las::

ofertas y demandas de los n jugadores seran preci-
samente las de X*, la cual, como es una alocacién
factible, no necesita ajustes. Si, en cambio, se pro-
mulgaran otros precios (es dec1r precios que no
corresponden al equilibrio); -entonces habriaun ex-
ceso de demanda para algunos bienes, y exceso de

oferta nara otros bienes, asi que seria necesario ajus-

tar los precios eventualmente.

Condiciones para la existencia y unicidad de los

equilibrios competitivos se encuentran en la litera-
tura ([8], [9]). En general, la existencia acurre en
muchos casos, pero la unicidad no es comin. Varios
sistemas dinamicos, algunos de los cuales convergen

a un equilibrio (bajo ciertas condiciones), también .

se encuentran en la literatura ([11], [2]).

Los vectores A= (A, ...,A; ), normalizados de al-
guna manera, forman un con_]unto de dlmensmn
n-1. Existe una correspondencia entre estos vecto-
res y las alocacxones eficientes X. Esta correspon-
dencia no es siempre una biyeccion, es decir que
pueden corresponder varias X a un mismo A, 0 va-
rios vectores A a una misma alocacion, Asumlendo
sin embargo, que las funciones ul son diferenciables,
habra un A {nico para cada alocacion eficiente. Si
ademas, las ul son estrictamente concavas, entonces
habra no mas de una alocacion para cada A. Esto lo
entendemos si consideramos que cada uno de los
vectores xi maximiza la func1on lagranglana '

(5) F=lxy, Xy o ] pjx},_ :

para los A;, p;. También maximiza, por lo tanto, -
o1 |

(6) X F=\u'(x))- £ px;

y concluimos que los n vectores x* ]untos maxum-
zan la suma - ‘

, n, entonces X es un equilibrio-

Pero por la condicion (2), esta Gltima suma es
igual a 0. Por lo tanto la alocacion X=<x!;...; x>
maximiza la funcion

o 1
D i, )
i=1 !
sujeto a las restricciones

n
D H=0 =l.m
i=1 ' ‘

" Para funciones u! estrictamente céncavas, la alo-
cacibn maximizante X es naturalmente unica, si
es que existe. Por lo tanto, podremos hablar de una
carrespondencia biyectiva entre los vectores \ nor-
malizados y las alocaciones eficientes X.

Lema 1. Sean 3, A. -dos vectores tales que

v sean x, X= las alocacxones ef1c1entes correspon—
dlentes Entonces

u’ (;‘\l; ) }i.—ul ('-x,,fl ). :
1
Prueba Sabemos que % maximiza 25\ u ‘mien-

tras que X* maxtrmza 2 )\*

Entqnces , o
- ri . - n .-
» 1 e 1
D Tl + > — u‘(x*‘) > 2,
3 *

1.
ul(x)) + 2?‘. u'(x*),

Cancelando términos iguales, esto nos da la de81-
gualdad

o ‘,1
(z\;'

El pnmer féctor de este producto”pdrihipét.esis,
es positivo, porlo tanto el segundo factor esno ne-
gativo, o sea B R

)(u(x) u' (x*‘)) > 0.

u' (X' 0= u' (x*').

‘Lema 2. Stipéngase que los dos jugadores, 1y 2,
son mtercambmbles en el sentido de que las dos
funciones u! y u? son idénticas (esto querra decir
que tienen los mismos gustos y las mismas dotes:
iniciales). Sea A un vector lagrangiano, y sea X la
alocac1on correspondlente Si )\l > 7\2 . entonces

u (X )<u (x ) . - ,;i;z.x:;'

SR



Prueba: De nuevo recordamos que X maximiza la

1
suma 2)\ u’. Por lo tanto
i
1 1 Q1
— u'(x')+ — u'(x?) + — ulxl) >
ou ) }3: - )

n
1 1 1 L
— W (&) +— v (x') + — ul{x'
x1()+M,()§M()

lo que nos da

(% ~%) (v ) - u'(x)) >0
1 2

Aqui, el primer factor es negativo, por lo tanto
el segundo factor debe ser no positivo, y

ul(x' )< u'(x?).

2. Desarrollo Juego-Teorico

Vamos ahora a tratar este mercado como un jue-
g0 an personas (sin pagos laterales). Para una coali-
cion S (un subconjunto del conjunto N=  1,2,...,n
de los jugadores), definimos V(S) como el conjunto
de todos los puntos

y= (¥, Y25 s ¥y,)

tales que existe una alocacion X que satisfaga

(7) -0 j=1,..m

ieS
(8) x; =0 Vig S
9) ui(xi) >V, =1, ...,n

Un punto y es o6ptimo en el sentido de Pareto
(0.s.p.) en V(S) si no existe y’ en V(S) tal que y;>y,
para por lo menos un i. Los puntos o.s.p. y corres-
ponden a las alocaciones eficientes, es aecir, si y es
0.8.p. en V(8), entonces

y; = u(x)

donde X es una alocacion eficiente para S (es decir,
eficiente sujeto alas restricciones (7)-(8) ). De nuevo
la condicidn necesaria que sera suficiente si las
u' son concavas— es gue

(10) ul(x')=np;-

para cada ieS y cada j=1, m (y, ademas que X satis-
faga (7)-(8)).

Definida de esta manera, V es la funcion caracte-
ristica de un juego sin pagos laterales. No es dificil
de ver que cualquier equilibrio competitivo corres-
ponde a un punto.dei corazon, luego el juego, en el

caso general de existencia de un equilibrio (en par-
ticular, si las funciones de utilidad son concavas),
tendra un corazon no vacio. Generalmente puede
haber otros puntos en el corazén.

3. Extensiones Multilineales

Se han sugerido varios métodos para dar un va-
lor a los juegos sin pagos laterales. El método que
seguimos aqui es 1 de Owen [12], basado en laidea
de una extension multilineal [11]. '

Dado el juego a n personas con funcion caracte-
ristica V (cuyos valores son conjuntos), la exten-
siobn multilineal es una funcion F (cuyos valores
también son conjuntos) definida para n-tuples (q;,
A3 seees qn) de variables reales, 0<qg.<1. El conjunto
F(a., 4z, ..., q,)) consiste de todos los (y,, ....y,)
que puedan expresarse en la forma

(1) y=), Pg@y(s)

SCN
donde

(12)  Pg@= [] & [[C-a)
ieS i¢s
y, para cada S, y (S) € V(8).

Para el juego de mercado que estamos estudian-
do, el conjunto F(q,,...q,) consistira de todos los
vectores y que satisfagan

(13) y< D Pglan! (x(9))
SCN

donde, para cada S, X(8) =(x'(8), x2(8S),..., x"(S))
es una alocacion factible, que satisface (7)-(8).

Una condicidn necesaria (pero no suficiente) pa-
ra que A=(\,,..., y,) sea o.s.p. en F(q) es que, en
(11), y (S) sea o.s.p. en V(S) para todo S tal que
Ps(g)> 0. En nuestro caso, quiere decir que, en
(13) debe haber igualdad, y, ademas, cada una de
las alocaciones X(S) debe ser eficiente, sujeto a (7)-
(8). Para cada S, pues (excepto si Pg(q) = 0), exis-
tiran dos vectores, A(S) = (x, (S),..., )\n(S))y p(S)=
(p, (S),...,pn(S)) tales que

u (x(8)) = A(S)py(8)
para todo ieS, j=1,.., m. Notamos que los A.(S)
no tienen importancia (mejor dicho, no estan defi-
nidos) cuando i€ . Para los ieS, los A,(S) estan de-
finidos hasta multiplicaciéon por una constante po-
sitiva.

Se presenta una pregunta en cuanto a la relacion
entre los varios vectores A(S). La respuesta es que,
hasta multiplicacion por una constante, deben ser
iguales:

Lema 3. Sea y, definido por (13) (con igualdad)
o.s.p. en F(q), sean Pg(q) > 0, Pp(q) > 0, y sean i,
ke SN'T. Entonces

A,(S) A (S)

A(T)

N



. Prueba:: Como todos los A(S) >0, y se pueden

multiplicar por un escalar positivo cualquiera, asu-

miremos que. A, (8) = A, (T) = 1. Si el-lema es falso,
A, (S) * Ak(T) No se plerde generalidad al asumir
que
A (S)=2 (T)+h, h>0.
Cambiemos ahora la alocacién X(S) aX(S) ponien-
do, para un j en particular,

' €
z x§<S) = xi(8) - ———
E G SUVR I pj(S)PS(Q)
B Ivisan -
€

X (S) = x" (sm ———
- py(8)Ps(q)

donde ¢ es un nimero muy'péqugf;o pero positivo.
Ninglin otro de los componentes de los varios vec-
tores en X(S) se varia. Obviamente, X (S) satisface
(7)-(8). Ademas

ui (z1 (S))— (x‘(S)) )+0(e)
| e\)\‘k’(S)
l‘(sck(S))- o (xk(S)) - +oe),

donde los 8 (¢) son cantidades desestimables.
De la misma manera, ponemos, para la misma j,
(T)= x(T) + ————
! B p(TPL (@)
£ (T) = x§(T) - ——r
- p(T)P(q)
y aparte de esto dejamos que X(T) sea lo mismo que

X(T). De nuevo vemos gue X(T) satisface (7)-(8), y
tenemos

ot (£4(T))

uk (2%(T))

ul (xi(T)) +.P;q) +0 (¢)

uk (Xk(T)) - e)\l,((T)
't

1l

+ 8(e)

donde de nuevo los 8(e) son deseétimaBles. Si to-
dos los demas X(U) quedan sin cambio, tendremos

gi= > Py (@ (= )

UCN

g,k - > P{,(q)u“ E0)))

UCN

Vemos que la suma para ?i difiere de la de yi solo
que el sumando para U=S se ha incrementado en ¢,

mientras aquel para U=T se ha disminuido en e.
Por lo tanto y'—y (excepto los términos desesti-
mables O(e) Al mismo tiempo, vemos que la suma
para y difiere de la de yk en que el sumando para
U=S se ha incrementado en €A, (S) mientras que
el de U=T se ha dlsmmuldo en e)\k(T) El cambio
neto da

55 =y5+ € (\(8) - A (D)) +6(e)

"§k=yk+eh+6(e)

de manera q}1l1e podemos aumentar y¥ sin cambiar
los demas y"; concluimos que el punto y no es
o.s.p. La contradlccmn prueba el lema.

El lema nos dice que, hasta multiplicacion por
un escalar, los nimero A.(S) son independientes de
S. Esta constante multxpllcatlva se puede incluir en
los vectores p(S) de precios, lo que nos dice que en
realidad s6lo habra un vector Ay s A ) La con-
dicidbn necesaria para que y sea o, s p., entonces
es que, para cada ieS, j=1, ..., m, tengamos

(14) ul (x (8)) = \py(8)

El vector A nos da, como siempre, la tasa (local) de
transferibilidad de utilidad: si i cede la pequeiia
cantidad e),, entonces k puede ganar la pequefia
cantidad eX, .

Como habia sucedido anteriormente, encontra-
mos que cada vector y o.5.p. se caracteriza por el
vector lagrangiano A=(Xy,..., A\ ); la y correspon-
diente se obticne con igualdad en (13), donde cada
alocacion X(S) maximiza

1 i
2 X, u(xi)
1
ieS
sujeto a (7)-(8). Los siguientes lemas son generali-
zaciones directas de los Lemas 1y 2.

Lema 4. Sea ) y A* vectores lagrangianos tales
que

AF >R
NE=R, i=2,..,n

Sean y y* los correspondientes puntos o.s.p. de
F(q). Entonces

\ 7 >Y*

Prueba: Por el Lema 1, vemos que, para cada
S CN, 1eS,

u' X')=>u'(x*').

mientras que, si 1€ S, u' (x* (S)) =u'(0)= 0
Ahora bien,

% S —ZP )



y,.-_gomp‘tqdps los P ? 0, vemos que §, > Y"f .

Lema 5. 8ean los jugadores 1 y 2 intercambia-
bles, en el sentido de que las funciones u' y u? son
idénticas, y supongase que q, = q,. Sea y un pun-
os.p. de F(g), con vector lagranglax;o )\ tal que
X > X,. Entonces

Y1 < ¥Y;:.

Prueba: Existen cuatro tipos de coalicion, segiin
si alguno, ambos o ninguno de 1 y 2 pertenecen.
Asumamos que S es una coalicion tal que 1€ 8,
24 §, y sean

s = suf1}
§=s ufl
S* =S U {1,2}

Es facil ver que P, (q@) = Pg(q), va que q, = qG;-

Podemos aplicar el Lema 1l a §' y §, va yue difie-
ren solamente en que hemos intercambiado los ju-
gadores 1 y 2. Entonces, A, = A., vemos gue

u' (X'(S')) < u (xz(é))
o (x18) <w x*()

Para el conjunto S*, aplicamos el Lema 2, Gue nos da
u' (x’(S*)) <u? (xl(S*))

Finalmente, x' (S) = x?(S) = 0, ya que 1, 2¢ §. Te-
nemos, entonces,

v, = E{Ps'u’ (x'(s) + P‘S',,u"(x' (s*))}

5

= Dl (<0) ¢ rert @)

S

Aqui, los P son no negativos, con Pg' = P, ¥ los
sumandos en la suma para y, son no mayores que
los de la suma paray,.Porlotantoy, < y,.

4, El Valor

Para un juego con extension multilineal F, un
valor se define en [12] de la siguiente manera:

8i restringimos (y,,..., ¥, ) a la superficie 0.5.p.
de F(q), el conjunto de todas éstas (y; q) tiene di-
mensioén 2n-1. Cualquiera de las 2n variables pue-
de entonces tratarse como una funcion (implicita)
de las otras 2n—1. En la mayoria de los casos (in-
_cuyendo, como lo veremos, el presente juego de

mercado), esta funcion es diferenciable, o sea gue
las derivadas

y;

a‘qj
se pueden en general definir. (Esta es la derivada de
y; con respecto a q;» ‘dado que las demas Y 9 No

vanan y que el punto (y,, .., s ¥n ) sigue sobre la
superficie o.s.p. de F(q).

Considérese entonces el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales:

(15)
aa
dt

(16) dy, ay,
dt E-)qi

con valores iniciales y,(0) = g,(0) =
ma se puede resolver para 0 <t<
punto

0. Si este siste-
1, entonces el

y(1)= (v, (1), y2(1), ... ¥,,(1})

es un valor del juego,

Es facil ver, de (15), que q;(t) = t paratodoiy
todo t. Por lo tanto solo nece51tamos considerar
valores de g en la “diagonal principal” (t, t,..., t).
Para tales q, tenemos

P,(a) = t5(1 ~ )™

donde s es el numero de jugadores en la coalicion
S. Entonces

y, = 2 £ (1- ™ u (x'(8))
SeN '
ieS

y asi, dejando que solamente q; aumente {por una
cantidad pequefia) vemos que

2 ! (1-t)™s uf (x (S))

ieS
aul (xi(S))
+ t3(1 - ) =
2: ( ) 89,
ieS . !
Ahora,
au’ m ox!

e



(17)
ayi r
o g £ (1 - ) [u_’ (¥(s) +
| _ies
s ax'(S)
g ps) ——

Ahora, para cuzlquier k # i, tendremos
ayk

—_— 2 =1 - t)n-s [ (Xk(S))

d 9; ieS

~ ¥ (xX(s - m))]

m Bxljf
+ Ay Zts (1-ty™s 2 p,(S) — (S).
S j=1 q;

Pero queremos que ayk/aq']; = 0 pata tbdo k # i,

y por lo tanto

i A T ie8

axX
A8 F 51— gy EPJ‘S’T‘S’
S i=1 94
- 2 ! (1~ 1;)“‘s [uk (xk (S))“ :

- uk (* (s- i} ))] :

Como (7)-(8) debe ser valido para cada X(S)., ten-
dremos

a% . BX}; (é)
—®=- X
9q; ki 0
v, ademas,
. 3%, (8) Lo
' =0 vigs
0q;
Por lo tanto, . ‘
3 | - axi(s)
> tsa—t)"'szp ®)
ieS j aq,

2xi(8)

=2, 2 t5(2 - t)“‘ ZpJ(S)

-—-,_-M_Z,,ﬂu—tff‘ > pjtS) > —
BT S = L
k)]
= 2[2 (1~ 1™ 2 p,-(S) '
k#i 7
¥y, por (18), .esto es igu_al a
2 2 tﬂ-t (1 t)n—s[k(xk{s))
k#i A

- uk(x* s {1 ))]

Si introducimos esto en (17), obtenemos

ay.
ik = 2 1]~ t)r.‘"s[ui.(xi 8))+
ieS :
A,
+ 2 [ (x (S})* uk (x*s- [1}))]]
k#i Ak '

y, recordando que x! (8- {1) } = 0, obtenemos

3y;

— =\ 2 ts";(l -t)"".S 2 [ (xk(S))

9q; S k=12
ieS

-k (e -G

y la ecuacion (16) tiene la forma

19 . ; -
dy.1 n
_ hi 2 t*1 (1 - t)S 2 uk(xk (8)) -
a 5 &
13

ok @ s-li))

A

k

Generalmente, al conocer les y,(i) podemos de-
terminar los:A(t), 108 cuales a su vez nos ayudan a
calcular los vanos X(S), ya que sabemos gue X(S)
siempre maximiza la suma .

E uk (xk)
keS . M -

su]eto a las restricciones (7)-(8). Existe un proble-
ma si los u'no sor estrictdimente concavos yia que,



en ese caso, el problema de maximizacién puede te-

ner varias soluciones: los X(S) no estin completa-
mente determinados. En este caso, se debe nctar
que la diferencia

es lo que en realidad nos interesa, y esta diferencia
esta bien definida si conocemos los A, -- es la expre-
sion que deseamos maximizar, menos otra de estas
expresiones. Por lo tanto, al conocer los A la ecua-
ci6n diferencial (19) esta bien definida.

k(xl‘(S (i} ))

k

x5(8)

Asumiendo la diferenciabilidad de las varias fun-
ciones u'(x), podemos aplicar el Lema 3, y vemos
que los yl(t) automaticamente determinan los 7\
si todos los P (q) son positivos. Esto pasara, natu-
ralmente, si q (t, t,...,t) con 0 < t < 1, y conclui-
mos que las ecuaciones (19) estan bien definidas
para 0 < t < 1; si, ademas, las derivadas de segundo
orden de los u' son acotadas, el sistema sera Lip-
schitziano,

" En t=0, la situacion se complica. Esto se debe,
en esencxa a que la diferenciabilidad de las funcio-
nes u' no nos garantiza una frontera lisa para el
conjunto F(0) — o, en otras palabras, el Lema 3 no
sirve de nada aqui.

Para resolver esta dificultad, notamos que si to-
dos los gradientes

vul (0, 0,..., 0)

coinciden, o son proporcionales, entonces el punto
(0, 0,..., 0) sera o.s.p. para cada V(S); es decir, el
juego es no esencial. En ese caso, las ecuaciones (16)
tienen la solucion trivial y=0.

Supongamos, entonces, que no todos los gra-
dientes Vul (0, 0,...,0) son proporcionales. En ese
caso, para cada i habra por lo menos un k tal que
V( { i,k} ) contiene puntosy con y ¥ Ppositivos,

=() para h#i, h#k.

Consideremos, ahora, el conjunto W de todos los
puntos con forma

n n

= ) wlik))

i=1 k=i+1

donde cada y({ i,k})e'V({ik} ). Es facil ver que
W es convexo. Si§ es 0.s.p. en W, existen nimero

Ay Xa, e Ay tales que y maximiza la suma
MAT Y2 Ya
— +— + L+
7\‘ X2 . 7\n

sujeto a las restricciones (20). Si ponemes entonces

et
]

2 $({ik]} )
i<k

con §({ik}) e V({ik}), es facil ver que §({ i,k})
maximiza

Vi Vi
4 —

A, Ay

1

sujetoay e V({ik}).

. Para cada punto y €W, con el A correspondien-
te, definamos las cantidades
(21)

Vi ({i,k}
¢i = E x -

ki Mk A

y,({ik})

Veremos que existe un punto y tal que, para cada i,
¢, = 0. En efecto, consideremos el vector §y =

()\1¢,, 202, . )\n¢n) definido para cada y en la
superficie o.s.p. de W. Tenemos
8y, yk ({i,k} )
PRI
i M i
y; ({ik})] 2 2 v ({1k})
A i+ k Mg
v, ({ik})

-2 2

i # k SN

y esto es obviamente igual a 0. Por lo tanto 8y es
tangente a la superficie de W.

Supongamos, ahora, que y.=0 para algin i. Para
cada k, sabemos que (0,0,.. (5) e V({ik} ),yen-
tonces, debido a las propiedades de maximizacion
de y, tenemos

y; ({ik]} ) v ({ 1k])
+
A, A
En esta desigualdad, la desigualdad estricta debe
cumplirse por lo menos para un valor de k - ya que

existe k tal que yj, yy pueden ambos ser positivos
y asi, sumando con respecto a k, obtendremos

v ({ik}) y; ({ik})
IR AL
k Ak A

asi que by; = \¢$; > 0. Vemos, entonces, que 5y es

un campo vectorial definido sobre la superficie
0.s.p. del conjunto W*:

= 0.

W= Wn{y|y>=>0}

—H-



y queestecampo,enlasWy—-ﬂdeem con-
junto, esta dirigido hacia el mtaﬂor de la superficie.
Concluimos que existe y* >0, en la superficie
o0.s.p. de W*, tal que todos los ¢, = 0. Sea A* el vec-
tor A con'espondlenbe Veremos ahora que y* trata
a jugadores equivalentes simétricamente:

Lema 6. Sean 1, 2 jugadores equivalentes, y sea
y* tal que todos los ¢, = 0. Entonces yt = y3.

Prueba: Supdngase que y* > y*. Entonces, para
alglin valor de k, y* ( { lk} )> y¥*( {2k}),

oy* ({ 1,2} )>y* ({1,2}). En cualquiera de
estos casos, €l uso del Lema 1 o el Lema 2 nos da

* *
AX< A2

Supongamos primero que A*¥ < A%. Entonces, para
cada k=3, ..., n,

debido al Lema 1. Asi mismo, debido al Lema 2,
y¥({1,2}) >

y éstos no pueden ambos ser negativos, asi que
y* ({1,2} )= 0. Entonces

yi({1,2})

*({12]) vy*¥({1,2}) wy¥({12})
2 =
A% AY A
Por lo tanto
({1,k}) y¥({2k})
D
A
k#1 k k#2 M
y, ademas,

y¥({1k}) y* y* y*

3 A ALY

k1 M RS R Y R

y* (12,k})

Por lo tanto, ¢, < ¢,, lo que contradice la hipote-
sis que todos ¢1 = 0.

Supongamos, b.hbra, que A% OA%. En este caso,

las propiedades de maximalidad de los y* ({1,k})
nos dicen que, para cada k > 3,

v (LK) v (LKD) v* ((2k))  y% ((2.K)
+ = +

A% A A% AE

1

puesto que ambos maximizan la misma expresién,
y por lo tanto

> {’ﬂﬂ”mﬁ“’?

k=1 A At
_ 2 {Y’S ({2,k}) +Y*u({2,k])}
k#2 A% A%

Sean V, y V, los lados izquierdo y derecho, res-
pectivamente, de esta ecuacion. Entonces

v} y%
$r =V, ~2— ¢,=V, ~2—
By At

y,como V, = V,, A% =A% >0, y* > y*, vemos
que ¢; < ¢,. De nuevo encontramos que no todos
los-¢; = 0. La contradiccion prueba el Lema: y* =
ATEE

Volvemos ahora al sistema (19) y su comporta-
miento para valores pequefios de t. Si t es pequefio,
el coeficiente Pg(t, t, ..., t) es aproximadamente
igual a t5) y, como los conjuntos S con s=0 os=1
no pueden dar utilidad, vemos que los valores de
y(t) deben tener orden de magnitud t2. Efectiva-
mente,

(22)

;=8 D v ((ik}) + O(t)
k#i

donde y; ({ik}) = ui(x' ({ik})) ,v, por (19),

(23)
yk ({i,k})

({ik}
-0, z{y {ik})

} + 0(t?)
k#i 1 )\k

Las soluciones ‘““bien comportadas’ son aquellas
que toman la forma de series de potencias de t, o
sea que el coeficiente de t? debe ser constante; por
lo tanto, al diferenciar (22), encontramos

¥i=2t >y, ({ik}) + o)
k#i
y, al igualar esto con (23), tenemos ,

(24)
y; (1K) vy (69)
2 ({i,k}) = A, ‘
2 i (k) =x, 2t
ki : k#i 1 k

o, simplemente, ¢. =

Por lo tanto, las soluciones analiticas deben co-
menzar con los valores iniciales

y; ({ik}) .=

v¥({ik}) ent=0

- 12 —



y los A% correspondientes como valores iniciales de
7\1 estos a su vez sirven para calcular valores inicia-
les de los y,(S) para otros conjuntos S.

En breve, entonces, las soluciones y* de la ecua-
cidn ¢ = 0 nos permiten obtener valores iniciales
para el sistema diferencial (19) en el punto t = 0:

yi(t) = t'y¥ + 0 ().

Después del principio, el sistema (19) contintia
sin mas puntos singulares.

Buen comportamiento de las funciones ul (es
decir, su doble diferenciabilidad) nos garantizara
que (19) tiene soluciones unicas después del co-
mienzo; tendremos, pues, exactamente una solu-
cion de (19) para cada solucién y* de ¢=0. Es im-
portante notar que, si i y k son jugadores equiva-
lentes, tendremos entonces ¥; t) = yk(t) para todo
t € [0,1], es decir que el valor ! siempre trata a los ju-
gadores equivalentes de igual manera.

5. El Mercado Replicado

Consideremos ahora la situacion que se presenta
en caso de lo que llamaremos replicacion r-tuple.
Efectivamente, esta replicacion aumenta el nimero
de jugadores de n a rn (r, un entero positivo), reem-
plazando al jugador, i, del juego original, con r ju-
gadores que llamaremos de tipo i. Cada uno de los
r jugadores de tipo i en el juego replicado tiene una
dote inicial zl, y, mas importante, tiene la misma
funcion de utilidad, u'. Jugadores del mismo tipo
son, pues, equivalentes en el sentido del Lema 2.

Representaremos cada jugador de este juego por
un par (h, i), donde h e i son enteros, 1< h< r, 1<
i < n. El jugador (h, i) es entonces el h-ésimo ju-
gador de tipo i, o la h-ésima réplica de i.

El juego nuevo sigue siendo, naturalmente, un
juego de mercado; lo importante es que la estruc-
tura es un poco mas especifica que la que habia-
mos considerado originalmente. De todas maneras,
todo lo que se habia dicho originalmente sigue
siendo verdad ahora: funcidn caracteristica, cora-
zo6n, valor se definen de la misma manera. Gracias,
sin embargo, a la estructura especial, podemos ob-
tener resultados mas fuertes.

Notamos, ademas, que cada coalicion S se puede
representar por un vector s = (s,, §;,.., 5, ), donde
s; es el numero de jugadores de tipo i en S.

En muchos casos, estaremos interesados, no en
la utilidad que recibe un jugador (h, i), sino en la
utilidad total a todos los jugadores de tipo i en cier-
ta coalicion S (o en todo el juego). Escribiremos

(26) A wé - 2 ui(xhi).
h
(h,i)eS

Asumiendo, como siémpre, la concaxidad de las
funciones u!, notamo$ que w' se maximiza (sujeto
a un total fijo de bienes para todos lod jugadores de

tipo i) si todos los jugadores de este tipo reciben
cantidades iguales:

‘ 1

(27) xhi = —s—zi (h,)eS
i

y entonces

(28)

wis =V siui ('slT si)

donde £ = (¢1, ..., £ ) es la realocacién total a los
jugadores de tipo i en esta coahc1on

Se debe notar que, en la ecuacién (28), w' es
funcién de las m+1 variables £ (=1, ..., m) y s;.
Naturalmente, §; solo puede tomar valores posmvos
enteros, pero no hay razo6n valedera que nos prohi-
ba extender esta definicion a todos los valores rea-
les positivos de s; (y quiza. vomando limites, tam-
bién hasta s; = 0). Definamos, entonces,

@ G, e m) = FRETAY

Como u' es concava, es claro que, para cada
p > 0, w! es concava en las m variables £;. En reali-
dad, lo siguiente es verdad:

pu’ ('1]3

Lema 7. Si ul es concava, entonces w! es concava
sobre todo el conjunto p > 0.

Prueba: Sean, p,p' >0, a+8 =1, a, = 0. Pongamos

ap 8p'
‘7 = ——————— 6 TE e im——
ap + fp’ ap + Bp’

y obviamente y,6 = 0,cony + § = 1.

Entonces, para dos vectores £ ¥ &', tenemos

w(a ¢+ Bt ap + fp') =
£+ pg

+ —_—
(ap + Bp’)u ( p+6p!)

(p+pp)u (7‘ + 6%)

> @+ o) [ru )+ sul)
’ P p
= apll(i) + Bpu (E—:)
p p:

L

aw (£ D) + pw (&' 5")

wum



Esto nos dara .

w(af + Bt';ap + Bp') 2 aw(Ep) + Bw(E';p')
y vemos que w es concava.

6. Valor del Juego Replicado

Ahora estudiaremos el valor del juego. En este
caso, la simetria nos permite una simplificacién. He-
mos visto anteriormente que el proceso de intezra-
cion usado trata todos los jugadores del mismo tipo
simétricamente (puesto que son equivalentes). Asi,
en (19), tendremos

(30) yPi(t) = yht)
y también
(31} Ahi(t) = AQi(t)

paratodo h, #=1, ..., ri=1,..,n y0st<1,

Ahora, para cualquier coalicidn 8, la alocacion
X(8) (t) debe maximizar la expresion

2

(h,i)e8

ui(xhi)
Api(t)

y, debido a la simetria, esto se puede escribir en la
forma

s.u'(x})

n
=1 M)

donde x! es el paquete de bienes de cada jugador de
tipoien 8, y A, es el valor comin de todos los A, .
(h=1, .., r). De nuevo usando la simetria, es facil
ver que el vector x/(S) depende solamente de los
nimeros s, , s;, ..., 8, de jugadores de cada tipo, y
no en los jugadores particulares de cada tipo gue
pertenecen a S.

La alocacion total a todos los jugadores de tipo
i, en S, es entonces

(32) £(S) = s,x/(8)

v la utilidad total para todos estos jugadores es

83)  withs) = suiGx).

Posiblemente sea mas facil tratar las alocaciones
totales, £i, y las utilidades totales, w!, de todos los
jugadores de tipo i en una coalicién dada. Si es asi,
notemos que la alocacion X (8) = (¢! (S),..., £P(8)
debe maximizar la expresion

o, withs,)

2

=1 As

- 1

sujeto a las restricciones

n
(34) 2 g=0
i=1

(35) =0 Si 5,=0.

Las ecuaciones (19) se pueden transformar aho-
ra,si ponemos

(36)

r
= 2 Yhi = hi
h=1

(37)

n
=Y
=1

lo que nos dara
(38)
- Ofq _ pyir— ¢ i i .
ni—SEN 1= 4™ 0 (1(8)s,).
C.

Ahora, si(S) depende, no del conjunto 8, sino
del vector (s, ,..., 5, ). '

Para este vector s, habra

n

I G)= GG .G

k=

conjuntos diferentes, S, para este mismo vector s,
Luego
(39)

n
7 - 2 191 - 1y klz]l(ﬁk) w (5o,

S’

donde la suma se toma sobre todos los vectores s,
enteros, tales que 0 < 5, < r (k=1,..., n).

De la misma manera, la ecuacion (19) sera ahora

n
i = Ay £91 (1 - )20
Y § kzl
(h,i)eS
> u () ()
L Ag
(2,k)eS :



dondg 8 = S ~ {(h,i)} . Paraun valordek dado.
existen sk valores de 2 tales que (E,k)eS, y asi tene-
mos

(h,i)eS

é st (X6) - gt (X(s)
k=1

Ay

donde s} = 8; ~1, 8 = s sik# i De nuevo, ten-

dremos
W () = suk (359)

luego

(40)

.y}u - Ai 2 to—1 (1 _ t)nr—o
(h,i)eS
Z": we £5(S)s, - WS K(S')m,
k=1 M |

De nuevo preferimos expresar esta suma en tér-

minos de los vectores s més que de los conjuntos S.

Dado s, el jugador (h,i) esta naturalmente f1]o y
hay ( 1) maneras de escoger los otros 8 —1

r
jugadores de tipo i. Parak # i, e_xisten( Sk) mane-

ras de escoger los s, jugadores de tipo k. Tenemos
r-1 5 (r)
' = s
(- TG

y por lo tanto existen
g

206
k=1

maneras diferentes de escoger a S, dado s. Tenemaos,
entonces,

(41)
8.
Fii= A Z: —t0(1 - t)™C
hi i r

n -
[-4s,)
. k=1
wE (£,(8)58))

2“} fv* (s'f(s),sk)

k=1

¥, recordando que 3; =ty ;, obtenemos
(42)
7= A —sitﬂ(l—t)'“-" ﬁ (r)

wk (@), )

i wE ()5, )
=1

donde la suma se toma sobire todos los vectores s,
con 0 < s, < r. Naturalmente, el valor para el jue-
go replicado no es, en general, igual al valor para el
juego originat (sin replicar); Se sabe que esto no pa-
sa ni siguiera para los juegos con pagos laterales;
a fortiori, podemos esperar comportamiento mas
extrafio atn de los juegos sin pagos laterales, La
solucion, pues, del sistema (19) para el juego no re-
plicado (r=1) no nos dara, en general, la solucioén
para juegos mas grandes (r > 2). Es interesante, sin
embargo, notar que, para valores pequefios de t, los
juegos replicados y no replicados dan, en efecto las
mismas soluciones.

Teorema 1. Sea

(42)  yH =yt + o)

una solucidn regular (analitica), valida cerca de
t = O, para el sistema (19) del juego no replicado.
Entonces

(43) g =we + o)

es una solucidon regular para (19) del juego replica-
do. Conversamente, toda solucién regular para el
juego replicado tendri 1a forma (43).

Prueba: Sea y;(t) = y¥? + O(t*) una solucidon
para el juego no replicado.

Existen entonces niimeros A%, §; ( { i,k } ) tales
que

vt = D % ({ik})

- k#i

y, para cada (i,k), los nimeros ¥, ({i,k}), ¥, ({i,k})
maximizan

-) ¥y Yy

o
smeto a ye V({l,k}) Ademas, pura cada i,
¥; ({1ik}) ¥, ({Lk})

> “;;——'= 2

] k#i Ak



Para el juego replicado, ahora, sea

i (A0, WOD) = 9, (LK) i 2k

Vi i), 2D =0
A =M

Ahora bien, los dos conjuntos, V( {ik]) en el
juego original, y V({ (h,i), (2,k)}) en el juego repli-
cado son congruentes en el sentido de que, 8i y esta
en el primero de ellos, entoaces existe y' en el otro,
con ¥y = ¥p Yhyp = ¥y convemamente siy' per-
tenece al segundo de ellos, existe tal y en el prime-

ro. Por lo tanto ¥y ({(hi), ®)}), Fgp ({(h i),
{£.k)} ) maximizan

Yhi Yox

Api Mgk

sujeto a ye V({(h,i), (¢,k)}). .

Debido a la sitnetria y concavidad de las funcio-
nes de utilidad, vemos que y;; + yp; < 0 para todo
ye V({(h,i), (2,))] ). Por lo tanto los valores ¥, =
Vg; = 0 maximizan la expresion

Yni - Y1
_—+
A Ay
sobre todo este conjunto.

—r

Finalmente, para cada (h,1) tenemos

A -

(2.k) # (h,i)

_ Vi ({(hy0), (ﬂ,k)})]

Aok

> i [’i’fhi (0, @)

A

k¥#i =1 hi
Vo ({00), (e,k)})}
Agk-

rz ({lk}) Yk({i;k‘;’ﬂ

kabl S . .I

Por lo tanto ese vector § nos dard una éolucié_n
regular de (19). Tenemos

> Tw (@) -

(2.k) # (h,i)

> 2’: R C(CONCEY)
k#i 2=1

P>

k#i
= ry’f

%; ({ik))

¥ vemos que -
Vit = ry¥ t? + 0(t%)

es una solucion regular de (19) de t = Q.
Conversamente, supongamos que

Yhi(t) = yl:i" t? + 0t’)
es una solucion regular para el juego replicado, y

sean Ap¥ los componentes del vector lagrangiano
correspondiente, Entonces

YEP = vIS MR = AW
paratodoh,2 = 1,..,rytodoi=1, .., n

Sabemos que existen nimeros ¥, ({(h i), (2 k)})
tales que

yit= > In (fm, @ x})

(2,k) # (h,i)

que ¥y, ({(h.l), (&, k)}) » Yo ({(h i), (2 k))

maximizan

Yhi Yok
—_— 4
W

para y e V ({(h,i), (2.0} ) , ¥ que, para cada (h,),
v (10D, @0)1)

&) mH M

v ({0 @B))

Mk




Como los A §¥* no dependen de h, pondremos

Ai*= ?Lﬁi"
y, ademis,
1 r
({lk})—— 2 2 Yhi {(hx),(ﬂk)}
AL h=1 =1

para cada par i,k,i# k,

" Ahora bien, el punto ¥ ( { (h,i), (8,k) ] ) perte-
nece a V( { (h,i), (2,k)} ), luego, bajo el mapa na-
tural y,~ v, Vg~ ¥y, nos dard un punto de
V({ ik} ) en el juego no replicado. Como este
conjunto es convexo, el punto $({ik} ), que esel
promedio de estos r? puntos, también pertenece a
V({ik} ). Ademss,

y({lk}) § ik} 1
D)D)

i

Vg (R), (ﬂ,k)) Vo (b, @K
+

* *
% A%

y como cada uno de los sumandos aqui maximiza
y; AY + y, /A%, también Io hace el lado, izquierdo
de esta ecuacion - el promedio aritmético de ellos,
Por lo tanto ¥, (4 i,k}), ¥, (1ik}) maximiza

¥; Yy

AE

sujetoaye V({ik}).
Finaimente, para cada i, tenemos

2 [¥i({ik) ) Sl k) )]

Y ¥

1

[?m {(h,D), ©K)}

1 r
e
r? 0= Rhi

SPPOD>

i

Vo (i), (2 ,kn]
_ i

D> Zr: { Vi ({th,i); (g,k)})_

 hel |k#i 0=1 A

Y (0. ¢, k)})J

ek

~ W

En esta Gltima expresién, le podemos ahadir,
a la suma interna, términos como

v (@D, @) vy (), @)
L3 44 AN

ya que éstos se cancelaran al sumar con respecto a
h (la suma externa). El total de esta suma sera en-
tonces

> » [ Vi (1 (h,i),- @x))

1
? p=1 A

(%,k) # (h,i)

Mk
y, por hipotesis, la suma interna es igual a cero. En-

tonces
[m{i,k}) srk({i,kJ)J .

2 * *
% %

k+i i

v los ¥ ({ i,k } ) nos dardn una solucion regular. Es-
ta es

1= 2

k+#i

1
- g
(44)

gt = 2 3 2 Yai (0, @01)

h=11L k#i =1

¥, (11k})

2’: 2 ¥ (D), (sz,k)l)}

h=1 =1

Ahora, para h+%, sabemos que

Vu ({0, (ﬁ,i)})+ Yoo ((emi, (e,i)})o
At W

porque, debido a la concavidad, esto no puede ser
positivo, pero si puede ser 0 (su valor maximo) si
escogemos yh; yg- = (). Entonces, como )\"’* =

A% tenemos
Y (0D, @)+ Ty (i @i) =0

¥y por lo tanto, en la ecuacion (44), podemos afiadir
los términos ¥,;, ({(h,), (2,i)]) alasuma inter-
na -- ya que estos se cancelarin al tomar la suma
externa {con respecto & h). Por le tanto



1 I -
vt= 21 2w ({(h.i),(ﬂ,k)})}
h=1 | (2,K)#(h,i)
1

r
o 2 o
h=1

Ahora bien, y";ﬁ' es independiente de h, luego

1
yi=T "%
y vemos que la solucion regular es
y;(t) = = %42+ 0(t%)
i r Y hi '

7. Propiedades Asintoticas
Congideremos, en fin, €l comportamiento de las

ecuaciones de valor si r, el niimero de réplicas, au-
menta sin cota. Empezamos con la ecuacion (42)

¢ S oqgme []
7 )Lizs:tt(lt) k=1(sk)

é wE (£5)s) - wE (55 )8,

k=1 Ay

Podemos escribir

n
-y = [ ¢ *ka-tyr=
k=1

luego

n
1 — -0 H r
wa-ome 1 (s)

n
- I B(r,5, 5t)
k=1

donde B(r, 8, ; t) es la probabilidad binominal:
B(r,s,it) = t X(1-t)™ % ()

Por lo tanto, (42) toma la forma
(45)

n Kooy o ,
7= N {HB(r,sk;t)} % » e - W)
B 8 t k=1 Me

donde, por simplificar, hemos escrito w*(s) en lu-
gar de wE(£E(s):s, ), etc. De 1a misma manera, (39)

toma la forma

(46)
= > [H B(r,s, ;t)} wk(s)
8

Aqui, los w¥* (s) dependen delos A, ademasdeloss, .

Hasta ahora, s6lo hemos considerado valores en-
teros para el vector (s;,..., ;). No hay razén, sin
embargo, para no considerar valores fraccionales
de los sy, sobre todo si trabajamos en el n-espacio
(de n dimensiones) en cambio del y-espacio (de m
dimensiones). Definamos, entonces,

W(s, 8, yoresBy ) O0<sg <r
como el conjunto de todos los puntos (n,, 72,...,
n,) tales que

(47) ni< wi (Ei;si)

para alguna alocacidon = = ( ¢',...,t™) que satisfaga

(48) .
> -
i=1

(49) t5=0if 5, = 0

Por otra parte, tenemos los conjuntos ¥ (q), de
todos los (7 ,...,n,,) que tengan la forma

r
ni = 2 yhi i=1,...,n
h=1

para algun ye F{q).

Existe una relacion natural entre los conjuntos
F (q) y W(s), donde s y g cumplen la relacién

r
5 = 2 qy; i=1,.,n
h=1

En efecto, es facil ver que, si todos los g, son 0
6 1, entonces F(q) = V(8), donde S es el conjunto
de los (h,i) con q,; = 1. En ese caso,

F (q) = W(s).

En el caso mas general, en que los g, tienen va-
lores fraccionales, podemos dar un resultado mas
débil:

Lema 8. Sea s, = 2 q,;- Entonces
h

(60) F (a) C W(s)



Prueba: Supdngase que 5 ¢ F (q). Entonces exis-
te y e F(q) con

r
= 2 Yhi
h=1

Yhi™= 2 P; (q) Yhi (T)

TCN*

Y (M<ut (& (1)

donde X(T) = ¢ xM (T} ) es una alocacién factible
para la coalicion T. Entonces

m= ) B @N(T)
TCN

donde
M= Dy Ms X ot (M)
b (T

y
D i (M) <w ()
h
(h,i)eT

Por lo tanto

< 2 Py(@) w'( si(Tj;ti)
TCN

Ahora bien, los Pp{q) son nimeros no negativos
que satisfacen

D Pr@=1
TCN

luego, por la concavidad de wi,

ZPT(Q)“_'i (Ei(T);t»,) < wi (si; ai)
donde

g= D Pr@e ()
T

o= EPT(Q)ti.

Ahora hien,
n n
D H = P D £mM=0
i=1 TCN i=1

va que cada =(T) es una alocacion factible para T.
Supéngase, ademas, que o, =0, Esto quiere decir
que, para cada T, o bien t, =0, o Pp(q) = 0. Pero
si t, =0, entonces £%(T) = 0 también, y entonces -

ifo, = 0, then {¥= ¥ Pr(Q)t“(T)=0
Vemos, pues, que n satisface (48)-(49), asi gue

new(o, ,o,,...,an).
Falta demostrar que (¢, , 03 ,..., 6,) = (81 ,82,...,8, ),
donde s, = 2 q,,;- Esto se debg a que tenemos

o= D Pr(a);

T

Sea, pues, t,; = 08, (h)€ T, t, = 1si(hi)eT.
Entonces

= 2 bhi
h=1 '

y
W 2D P
h T
- {2 PT(q)}
h T
(h,i)eT
Esto nos da
; Pp(q) = q; E Tl Qe
. T (£,k)eT
(h,i)eT (h,))eT | (2,k)#(h,i)
H (1-qg,)
@k} T

¥ la suma en esta Gltima expresion es igual a 1 (ver
p.ej. [10]).Entonces

2 Pr(q) = i
T

(h,i)eT
y
r
h=1



lo que muestra que, efectivamente, ne W(S), con.. .

r
h=1 " o

como se habia planteado, Porlo tanto F (q) € W(S).
/Sé ha visto, en Qé.rticular, que

(51) T (tt.t,....t) CW(rt,rt,....rt)

Sit=0 61, es ficil ver que ¥ y W coinciden, Para
otros valores de t, la inclusion es generalmente pro-
pia (W contiene puntos que no son de ¥). .

Quisiéramos demostrar que, si r aumenta sin co-
ta, los dos lados de (51) se vuelven casi iguales. Es-
to es algo complicado ya que, cuando r crece, los
dos conjuntos aumentan sin cota. Es por lo tanto
necesario normalizar. - S S e

Notamos ante todo que  para cualquler t> 0, las
w! satisfacen

wi(té;tp) = tpu' (% ) = tout ( Ep) = twl (¢;p)

o sea que son homogéneas de grado 1. Vemovs,' pues,
que el punto € W(t,t,...,t) si y solamente sirn ¢
W(rt,rt,...,rt). o

Por otra parte, definamos F (q) como el conjun-
to de todos los n tales que rn € ¥ (q). La inclusién
(51) es entonces equivalente a

(52) P2 (tt0000t) TWE,t)

Ahora bien, en (52)-€l lado derecho es independien-
te de r; el izquierdo si depende de r. Tenemos en-
tonces lo siguiente:

Teorema 2.

Lim  F, (tt,...,t) =
r-)oo
Prueba: Sabemos que W contiene la union de los
F ya que contiene a cada uno de ellos. Mostrare-
mos que W es subcon]unto del limite inferior de los
F'

W(t,t,.,..,t) -

Sea ahora 7 un punto cualqulera de W(t ty..ot).
Entonces 7 satisface™ -

< W)
para alguna alocacion factible = = <! .. £? >
Sea f un niimero, mayor que el valor absoluto de

s¢odos los . Sea § una coali¢ién con todos los s,
- eerca de rt; mas exactamente, para todo k,

(63) "|sf-'—t| < —
r f
r 1

(54) I— -1 <e
5 ¢ ‘

Para todos los S que cumplen (53)-(54), escoja-
mos X(S) como

. r 'A.

x*"(S) =—F

§

| r(h,i)eS

x(8)= 0 (i) s

Para los otros S, sea X(8) = (0;0;...;0). Es facll
ver que, si S cumple (53)- (54), tenemos ~

> £hi(s) = 2 s—?“=r2 =0

(h,i)eS i

luego X(S) es factible. Para los otros S X(S) es ob-
viamente factible, -

Ahora, si S satisface (53)-( 54),

> v @) == = i (8)
r

h Lo Gy B

luego n € F (t,t,...,t), donde

1= pgar (8 2)
.S oo T

En esta ultima expresién,*él‘u'simbolo ' sobre la
sumativa quiere decir que ésta sdlo se debe tomar
sobre los S con (53)-(54). Entonces vemos que

1
— neF, (t,t,....t)
r :
donde
(%)
—n; Z[H B(rsk,t)} ( —)
. r -8

Considérese ahora el lado derecho de (55). El
producto que alli aparece es un producto de proba-
bilidades binomiales, con pardmetros r y t. Cuando
r crece, la probabilidad de que cada s, /r sea cerca
de t se acerca a 1 -- esto quiere decir que (53)-(54)
se cumple con probabilidad cerca de 1, y tendre-
mos, para cualquier §>0, '

_.20__
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%;

(56) >

S

si r es suficientemente grande.

{ Il Bes ;t)} >1-5
k

De la misma manera,

.5 . 5
Wilgi— ) - wigh) = — uf —)— o )

r

o ‘%?i’ )

Ahora bien, el pnmer‘temuno del lado derecho
de esta Ultima expresion:se puede’ hacer arb1trana-
mente pequefio. si S cumple (54), escogiendo e pe-
queno De la misma .manera, el segundo termmo 8e-
ra arbitrariamente pequeno si § cumple (53), debi-
doala contmuldad de u!, deemos pues tener

‘W'(z —) - ‘{s t)!<a

para todo 8 gue satisface (53)~(54). Concluimos que

— ;> (1-8) (7, 5
¥

y, £OMo € es arbltt:arﬁmente pequefio,’ VEmos. que
exlsi'en puntos en F,  arbitrariamente ‘oerca de #,
sires suf1c1entemente grande. Por lo tanto

Wyl R Gy
e O o - T T i S I

¥, como todos los ¥, CW, tenemos

(BT W(bnot) = BT, (bt,ot).

En (57), es interesante ver que, ni el conjunto de
valores de importancia para cada x} es acotado, en-
tonces en (53) se puede usar la misma f para todos
los puntos 7, las funciones ul seran uniformemente
continuas, y por lo tanto la convergencia.sera uni-
forme sobre todo el conjunto W(t,...,t). La con-
vergencia no es uniforme con respecto a t, ya que
valores cerca de 0 requiereti valores miiy grandes de
r para (56); la convergencia sera uniforme en t para
cualqmer interyalo cerrado que no contenga a 0.

Por 10, tanto: 'I‘eorema 3 ~Asumiendo. que los valo-
rés relevantes de los, i sean umformement.e acota-
dos, entonces la convergencia d F (tt...) a
W(t,t,...,t) es uniforme en n sobre todp W, y unifor-
me en''{ sobre cualquier intervalo [J, 1], ,domi&
J>0.

En realidad, la condn:,wn de cota uniforme en
los x; no es tembhmem;e restrictiva. En efecto,
quiere decir que ninguno de los jugadores reciba

nunca mas que un maximo f, de ningiin bien. Esto
es razonhable ya que, en muchos casos, s6lo hay una
cantidad fija de cadabien entre todos los jugadores;
cualquier transferencia adicional a uno de ellos cau-
saria un déficit que probablemente implicaria uti-
lidades negativas y grandes al jugador con tal déficit

Encontramos, pues, que ‘cada. sucésxon conver-
gente de puntos efi tos conjuntos F (t £:..,t) con-
verge a un punto de W (t;t,...,t); sz ademas, los
puntos de la sucesiéon son 0.5 B. en los F; corres-
pondlentes, B Ilmwe también’ serd o.s p en W.
Pues, supdnhgase que n* = lim #(r) no es o.s.p.
en W. Entonces existe ne W con ny > n} para todo
k, n; > n} para una i por lo menos. Una pequefia
cantzdad del bieni'j (arbitrario) se'puede entonces
transfevir 'de 168 jugadores' de tipo i a 1os demids ju-
gadores (es decir, podemos disminuir ¢! una canti-
dad pequefia y aumentar los Ek k#i," cantidades

muy pequena.s), obtemendo asi un punto nuevo,
7. con; :

nﬁﬁ&q

para todo k. Entonces, para r suficieniemente gran-
de, podemos encontrar 7' (r) en 'f‘" arbitrariamente
cerca a . Encontramos entonces que M {r) > My (r)
para todo k, y vemos que n(r) no es o0.s, p enF;

" Conibd los Qomuntos W ¥ F ‘son todos convexos,
convergencia de los con]untos implicara convergen-
cia de los hiperplanos tangentes. Es decir que, si los
puntos o.s.p,.convergen,

n"(r)*n* 7

de la misma manera los vectores (A, ,..., A ) conver-
gen: :
A(r) > A%

donde A (r) y A* son los vectores lagrangianos; defi-
nidos para n(r) y n* respectivamente, y normaliza-

.n -
dos por: - 2 ‘Al ='1. Ademss, debido a una pro-
piedad bien conocida de los conjuntos convexos,
esta convergencia sera uniforme para. cualquler sub-
conjunto compacto de W; en particular sera unifor-
me sobre la parte no negativa de W, que es la inica
que nos interesa.

Cuando r aumenta, encontramos que (46) toma
la forma agrox:mada

(58) S ALER (£’ (£); rt)
o
(59) Cr®F (x (t))

donde x‘(d:l = s‘(t)/rt y donde el error en 59 se
acerca a O cuandé r crece‘sin ser acotado. Aqui,

—FF -



X(t) es una alocacion factible y eficiente, y por
tanto nos dara vectores de precio p(t) y lagrangla.no
A(t) que satisfacen (3).

Consideremos, ahora, la ecuacion (45)

n; = 2{” B(r,sk't)} § |
wE (8% ()isy) - w (8 &%5)

Ay

Aqui estamos mias que todo interesados en los tér-
minos w¥ (% (s);s, ) — k(% (s'):8} );asumiremos que

g5 (5) = £5(s) + 5tk
donde los szk son cantidades pequefias. (Esto pasa

porque los vectores s y s’ casi son iguales). Enton-
ces, para k=i, s, = s, luego

(o) - et )

s Uk (Elefs_))+ skZ—i-k u‘j‘ 85‘;
= wk (gk (s); sk) + )\kz P, lej‘

Asi, para k+#i, tenemos

wk (Ek (S);Sk)

W (erm) B
= - P, 5tk
)\k J=21 ] ]

En cambio, s} = 81, luego

w (£@)8) = (5- Dl (-——i fs)l)
Tenemos, pues, .
£ (s) £ (s)

5;(s; -)

£ (s)
= +

8~ 1 8;

y entonces,

£ (s) (S‘ (s) N i
u (Si’l)_ v 8; ) ¥ "*i(si‘l)2 Bik;

1

o si ponemos x} = E} Is;

i(zi(s))~ i (g(s))
u = u
5~ 1

= e

s—l

y
. g . — 1
w (o) =

w (£ ()9)

i
+)\i2ijj

Por lo tanto,

G (8)i) - W G ®)is}) B
A

1

1 m )
=—wi (¢ (hs) - 2B - IR XL
AiS; =1
luego, en (45), la sumatoria sera igual a
1 m
— wi (£ 6rs)- D, P 2 2 Ptk
Ais =1 k=1 j=

Esta Giltima sumatoria es 0 porque los & Ek deben su-
mar a cero, y vemos que (45) tiene la aproximacion

(60)

3l 0 2

Ahora, bien, la distribucioén probabilistica esta casi
completamente concentrada cerca de 8, = rt, lo que
nos da

(61) .
LA

e

1
—ni—)\irz P.x!
t

o equivalentemente,

1
62 * ~ -

Esto, junto con

v () = tul(x)

nos da el sistema asintotico, es decir, si t crece sin
cota, la solucion del sistema verdadero (19) aproxi-
ma la del sistema asintotico (62).

Si, en lugar de y;, tratamos con ul = y;/t, ten-
dremos

1
63 .._ .
(63) u‘——tJ\iEPj.xJ‘ .




como el sistema deseado. Repetimos que esta apro-
ximacion no es vilida para la vecindad de t = 0,
Cerca de t = 0, la aproximacion

ul (t) = tyt + 0(t?)

donde los y* satisfacen (24), sera valida, y nos da
un punto de sahda

Con el sistema (63), notamos que los puntos de
equilibrio, i = 0, satisfacen

(64) 2 Pxi .

o sea que son los equilibrios competitivos del mer-
cado.- Empero, no se puede esperar que el sistema
{68) sea en general estable; atn si desestimamos los
pequeiios errores debidos a la aproximacion, no
hay garantia alguna de que el sistema converja al
eguilibrio. Por consiguiente, nuestro modelo para
el valor no converge en general. En esto se diferen-
cia del modelo Shapley-Shubik para juegos sin pa-
gos laterales, en el cual el valor converge al equili-
brio competitivo cuando r crece. Esta diferencia
radica, sobre todo, en gue nuestro modelo es diné-
mico y trata {en cierto sentido) de imitar el com-
portamiento temporal de ciertc mercado idealiza-
do; el modelo Shapiey-Shubik, en cambio, es esta-
tico. En la vida real, los mercados no siempre con-
vergen al equilibrio.

8. Equilibrios Econdmicos Generales

. Como se ha visto, el modelo de valor para nues-
tro juego de mercado replicado nos da, asintotica-
mente, un sistema de ecuaciones diferenciales cu-
yos puntos de equilibrio son, precisamente, los
equilibrios competitivos del mercado. En esta sec-
cién presentaremos un modelo de comportamiento
de mercado que nos dari —esperamos— cierta justi-
ficacidn para nuestro sistema asintotico, Nuestra
consideracion aqui no es tanto €l problema juego-
tebrico, cuanto el problema de equilibrio economi-
co general para el mercado descrito en la la. sec-
¢ién de este articulo.

En general, la mayoria de analisis de esta situa-
cién asumen la existencia de un ‘“corredor” que
promulga precios para los varios bienes del merca-
do. Conociendo estos precios, los varios jugadores
(negociantes) ofrecen entonces la venta o compra
de ciertas cantidades de los bienes a estos precios
(estas son las cantidades x!). Si estas ofertas son
compatibles (es decir, si se cumplen las condiciones
(2) ), el corredor las acepta y las transacciones se
Hevan a cabo. Como las ofertas se asumen, de an-
temano, satisfacer (3) y (4} (es decir, todos los ne-

-gociantes tratan de maximizar su utilidad sujeto a

la restriccion de presupuesto), este proceso nos da
un equilibrio competitivo.

Supongamos, empero, que las ofertas no cum-
plen (2). En este caso, el corredor rechaza todas las
ofertas y reajusta los precios, subiendo los precios

de aquellos bienes que muestran excesc de deman-
da, y bajandolos para aquellos que muestran exceso
de oferta. Con estos nueves precios, los negociantes
hacen nuevas ofertas, y el proceso continGa hasta
(tal vez) obtener convergencia. Condiciones para
convergencia al equilibrio se han estudiadoen [1] ¥

(2].

Aunque no deseamos iniciar una polémica en
cuanto a los méritos de este modelo, consideramos
que no es perfecto, luego puede haber provecho en
estudiar otros modelos. Consideremos, pues, el si-
guiente proceso:

Asumamos que los varios jugadores se refinen a
negociar. Puede haber precios promulgados para los
varios bienes, pero aln si no los hay, los jugadores
pueden generalmente aumentar su utilidad al nego-
ciar, luego ciertas negociaciones se llevaran a cabo,
lo que nos dara —implicitamente por lo menos—
precios comparativos para los bienes. Después de
cierto tiempo, las negociaciones pararan, por cuan-
to se habra llegado a una alocacién eficiente, Esta
alocacion determina un ““precio-sombra’ para cada
bien, por la condicién (3). En general encontrare-
mos, sin embargo, que las condiciones de equilibrio
(4) no estan satisfechas; esto se debe a que algunos
de los negocios se llevaron a cabo antes de determi-
nar los precios finales, y por consiguiente algunos
de los jugadores encuentran que hicieron negocio
“malos”, es decir que compraron més caro, o ven-
dieron mas barato, que a los precios finales, Otros,
en cambio, han hecho ‘‘buenos’ negocios, y el
valor final (a los precios del mercado) de su paque-
te final de bienes es superior al de su dote original,
Asi pues, cuando las negociaciones terminan, las
condiciones (2)-(3) se cumpliran, pero no necesa-
rimente las (4).

Para convertir esto en un sistema dinamico, asu-
miremos, primero, que los bienes son perecederos,
y segundo, que los varios negociantes son también
productores, y producen los bienes de manera a
reemplazarlos a medida que se agotan. Mas exacta-
mente, asumimos que, en un pericdo de tiempo,
una pequena fraccién, a, de los bienes existentes
desaparece. Simultineamente, cada negociante pro-
duce la misma fraccién, a, de su dote inicial. La
cantidad total de cada bien permanece, pues, cons-
tante, pero, debido a los negocios, la distribucion
general de estos bienes varia con el tiempo.

_Supongamos que la dote inicial de i era z' =
(2 ,....%,, ). Al pnnclplo de un periodo de tiempo,
sus tenencms son z' + x'. Ahora bien, durante el
periodo el consumo de estos bienes serd az' + ax!;
al mismo tiempo, i produce la cantidad a?i, luego
sus tenencias cambian por la cantidad —ax'. El pue-
de ahora, naturalmente, negociar con los otros ju-
gadores, pero esto se debe hacer a los precios pre-
sentes del mercado, y el efecto neto de todo esto es
que, a los precios presentes, el valor de sus bienes

cambiari por la cantidad total — « 2 pjx}. Es

verdad que las negociaciones haran cambiar los pre-
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cios del mercado, pero si el periodo de tiempo es
corto, y a es pequefio, este cambio debe ser rela-
tivamente pequefio. Tendremos pues la aproxl-
macxon,

. | T m
Z P, Afx}; —a Z ij}
=1 e ;;1 o

donde A x! es el cambio neto en la cantidad del
bien j que el jugador i posee. Esta aproximacion se-
ra exacta en el limite —-dejando que el periado de
tiempo se aproxime a 0— dandonos un gistema di-
ferencial ‘ :

Ahora, debemos tener
' m
o i i
=1

pero u}f—- A;p;, luego

o .,
2 Y
=1

o

=e

(66)

m .
- i
@ 25 By
=1

- Se puedey ver (jue, aparte el factor a que aparece
aqux, y el factor 1/t en (63), los dos swtemas son

idénticos. El cambio de variable T = ae! hara que

m
. , (66) sea idéntico a (63). Asi pues, este modelo de
(65) 2 Pi x; = -« 2 ij; i=1,..,n. mercado ‘‘razonable’” parece apoyar nuestro mo-
=1 ~ j=1 . delo de valor,
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UNA FORMULA DE SUMACION APROXIMADA

Gabriel Poveda Ramos

1. El propésito de esta nota es establecer una fér-
mula aproximada para estimar con alguna aproxi-
macibén el valor numérico de una suma finita de la
forma

©on n=N
2
n=1

siendo Y, = f(n) una sucesion real conocida y defi-
nida en todos los puntos x = 1, 2, 3, ..., N, Un caso
muy frecuente de este problema es el de calcular
sumas del tipo mencionade cuando f(n) es una fun-
cion trascendente. Si f(n) es una funcion algebraica
el problema es muy facil de resolver, porque basta
aplicar la sumacion a cada uno de los sumandos del
polmomlo que da a £ (n), y calcular todos las suma-
ciones de la forma :

(02) N

2 o

n=1

(siendo p un exponente entero positivo, conocido)
que asi resultan. En tal caso existen formulas bre-
ves de sumacion para calcular la suma (02) recu-
rriendo a polinomios de Bernoulli, bastante cono-
cidas (1).

Es evidente que desde el punto de vista del Ané-
lisis Numérico sélo se justifica la bilisqueda de una
férmula de sumacién (siquiera aproximada) cuando
el nimero de sumandos en (01), es decir el nimero
N, es del orden de las decenas o de los centenares,
y cuando no se dispone de recursos de computa-

cion digital (sea del ‘““hardware” o del ‘“‘software”).

Cuando el niimero de sumando N en (01) es del

orden de 10, 20, 30 6 menor, o cuando se dispone

de un computador programado, el problema es un

ejercicio trivial de coOmputo numérico: basta calcu-

lar numéricamente los Nnlimerosreales £(1), £(2),
., f(N) y luego hacer la suma (Ver Fig. 1).

2. E]emplos imaginables del problema que se plan-
tea serian los de calcular los valores numeéricos de
las siguientes expresiones:

a. 150

22 71828184&- 3 base de ioga-

= 1 ritmos neperianos)::

b. 400
2 sen (n. 30°)
n=1
c. 230
2 n3.2842
n=1
d.
2 Jo(2.45 n), siendo Jo(x) la funcidon de
Bessel del primer tipo y de or-
den cero (2)
oo , N
e. ¢ (k)=2 n’k = lim 2 nk ,
‘n=1 Noeo &

que es la llamada
funcion “Zeta” de
Riemann (3).

3. El método que se usara se inspira en la idea de
buscar un ajuste o aproximacion que tenga la for-
ma de parabola de segundo grado (o sea un polino-
mio de segundo grado) para cada terna de términos
consecutivos de la sucesion {Y a que se refiere
la suma (01). Es decir, que nos planteamos el pro-
blema de calcular la parabola de ‘colocacion (como
se dice en Analisis Numérico); de segundo grado,
para cada terna (n—1),n, (n* 1), de nimeros consecu-
tivos, en donde n recorre los nimeros naturales
desde n=1 hasta n=N-1. (Véase Fig. 2).
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Sea pues p(x, n) el polinomio de segundo grado que
corresponde a la pariabola de colocacion que se bus-
ca. En cualquier libro de Anélisis Numérico (4), (5),
se puede comprobar que dicha parabola se caracte-
riza univocamente por la condiciéon

(03) |p(x,n) 1 x x2
Y 1 n—1 (n-1)

n1 _
Y, 1 n n? =
Y,., 1n+1(n+1)?

Expandiendo el determinante de cuarto orden me-
diante la regla de Laplace se tiene:

I n=1 (=11 Vp~1 n—1 (n—=1)"
Pu(x)}|1l n n? Y n n? —x
Dondl (41| n+l (ndl):
Yn—1 L (n=1)* Yn~1 1 (n—1

Yn 1 nt +x* | Y, 1 »n
Yo+l 1 (n+1)? Yn+1 L (n+]

Finalmente, expandiendo estos determinantes de
tercer orden y recogiendo los términos semejantes
se encuentra para el polinomio de colocacion p(x,n):

(04) 2.p(x,n)=Y,  [n(n+l)-(2n+1)x+ x?]
- Y, [2(n*-1)~4nx+ 2x?]
+Y,,, [n(n-1)-(2n-1) x+x?]

facilmente se comprueba que la férmula encontra-
da (04) es la correcta ya que, sustituyendo sucesi-
vamente x por (n—1), n y(n+1) se obtiene en ella

p(n-1n)=Y
p(nn)=Y
p(n+ln)=Y,

como debe cumplirse para el polinomio de coloca-
cacion segin lo prescribimos mas arriba.

4. Una vez determinado el polinomio de coloca-
cion en los tres puntos dados, con abscisas n—1, n,
n+1, podemos escribir para todo el intervalo cerra-
do desde n—1 hasta n+1:

(05) n-1<x<n+1= {(x)= p(x,n) + € (x,n)

en donde p(x,n) esta ya dado por la formula (04) y
€ (x,n) es el llamado error de colocacion. En cual-
quier texto de Analisis Numérico (4) se puede re-
cordar o comprobar que, para este caso, el error de
colocacién es la funcion

(06) € (x,n) = (x-n+1) (x-n) (x—n-1) 1 (x)/3!

en donde

X=X (x,n)eIn= (n-1,n+1)
es un cierto punto no conocido, pero seguramente
existente dentro del intervalo abierto (n-1, n+1),
y que depende del valor que se dé a x para cadan
(desde que f(x) sea de clase C?, es decir, que tenga
tercera derivada continua desde n—1 hasta n +1).

5. También en cualquier texto de Analisis Numéri-
co se puede comprobar que, por ser p(x,n)el polino-
mio de segundo grado que pasa por los tres puntos

(n-1, Yy, ), (n, Yn)’ (n+1, Yn.,,l )

previamente especificados, con abscisas separadas a
1 unidad una de otra, su integral definido en el in-
tervalo de la abscisa mas a la izquierda y la abscisa
mas a la derecha, estd dado por la siguiente formula

(07)
H 1y Ay 1y
p(x,n)dx="3 n“+3 n* 3 "n+a1
(3)

n-1
que es seguramente muy familiar a muchos lectores.

6. Integrando la ecuacién (05) en su intervalo de
validez (n—1, n+1), se tiene

n+1 n+1
p(x,n)dx + f € (x,n)dx

n+1
f £(x). dx:f
-1 n-1 n—-1

o también

n n+1 1
(08) J f(x) dx + f f(x) dx =':-3-Yn+1
n—1 n
n+1 )
+ j‘ € (x,n)dx
-1

Escribamos la ecuacmn (08) para n = 2, 3, 4,..
N—3 N-2, N-1

4 1
f(X) dX = - Yl + — Yz -+ —Y3 +
3 3
+f € (x,2)dx
1

4

3
1 4 1
2 3 3 3 3

4
+f e (x,2)dx
2
4 5
1 4
3 4 3 3 3
5
+j e (x,3) dx
3

(3) De esta formula se deduce justamente, la cono-
cida formula de Simpson.



N-3 N-2
1 4
+ f(x)dx=—Y_ _ +=Y +
4 3 3 N-4 3 N-3

2
1
+=Y, . o+ (x,N-3)dx
3 N-2 j‘n—4

J*N—Z N-1
4
+ f =
-3 J- (%) dx YN 3t 3 IN-2"
N-1
1y
+ 3 N—1+ N_3e(x,N—2) dx

j J f(x)dx—-—YN 9 3Y

+- 3YN f e (x,N-1)dx
-2

Sumando las ecuaciones anteriores obtenemos

ool )

1 5
fx) dx ="V, + =Y, +2 2 Y, +

5 L N-1 j* 1
+ Y =Y +E e(x,n)dx
- N
3 N-2"3 N=2,Jn=1

Sumando y restando dos integrales definidos (de 1
a 2 y de N-1 a N) y cuatro términos en la suma-
ciébn (2Y,, 2Y,, 2Yy_,, 2Yy), dividiendo por 2y
trasponiendo tenemos:

09) 2

N
1
2 Y, = f(x)dx=—-j f(x) dx -
2
n=1 1 /1

N

1 5

-— f f(x)dx+ —(Y, + Yp) +
_1 6

]

)+ E
N-1

en donde E es el “error de sumacién” y esta dado
por la expresion

. . N-1 n+1
E=-= 2 e(x,n) dx

2 n=2 Juo-1-

1
+(Y, +Y
6(z

y sustituyendo la funcidon ¢(x,n) por su expresion
en (06), esto es

N-1 A0t 1
E=—1 2 (x-n+1) (x-n) (x-n-1) % (%). dx/3!
2 n=2 -1

La expresion anterior no se puede calcular explici-
tamente debido a la indeterminacion (y a la even-
tual multivocidad) de la relacion entre X y x. Pero
es posible (y es también lo usual en Analisis Numéri-
co) establecer una cota superior para su modulo asi:

n+1
IE|=~ 2 (x-n+1) (x-n) (x-n-1) £ (%) dx
ll=2 n_
n+1

2 (x-n+1) (x-n) (x-n+1) (%)| dx

Es un sencillo ejercicio de cédlculo elemental el de
mostrar que el polinomio de tercer grado en x

(x-n+1) (x~n) (x-n+1) = x* - 3nx? + (3n® - 1)
x—-n(n®-1)

tiene su méaximo en n-1/vV 3 y su minimo en n+1/
v 3, y que dicho maximo vale + 0.384900179 asi
como el minimo vale —0.384900179. Es decir

| (x-n+1) (x—n) (x-nt1) | < 0.384900179
y en consecuencia
N-1 nt+i
|E] < 0.032075014 2 max | (%)) dx
n=9 n-1 ieln

(10) N-1
EI< 0.064150029 ), max £ (u) |
n=2 ue n

La foérmula (09) es la formula de aproximacion que
buscabamos, y el error absoluto que se comete en
ella al omitir el término E esta acotado por la ine-
cuacioén (10).

Podemos pues poner:

N N
(11) 2 f(n)=f
n-1

1

1 2
f(x) dx - = ( f f(x). dx +
2

N
+f f(x)dx ) + %(f(1)+ £(N) ) +
-1

+ %(f(Z) + f(N-1) )+ E

En donde E esta acotado por la inecuacion (10), si

f(x) es.de clase C*.



7. Ejemplo 1. Una serie bien conocida en Aritméti-
ca es la llamada serie arménica, que se forma con
los inversos de los primeros N niimeros natuales po-
sitivos:

1+1/2+1/3+ ...+ /N

y que se puede también escribir

N
f(n), siendo f(x) = 1/x

n=1

Para usar nuestra formula de sumacion (11), calcu-
lamos las siguientes expresiones, en este caso:

f(1)=1,12)=1/2 , f{(N-1)= 1/(N-1),£(N}=1/N

f(1) + (f(N)= (N+1)/N , f(2) + f{(N-1)=
= (N+1)/2 (N-1)

-2 -2

N
j f(x).dx =J dx - logeZ . J‘ fix).dx =
X -
1 1 -1

N N
dx N
= — =log, — | f(x).dx= log, N
N-1 X N-1

1

M) = 16/x* - max | f''w) | = 6/(n-1)*
UEIn

Aplicando la formula (11) tenemos:

N
1
12 1 = log N -1 N—
(12) n}:‘,l (1/n) = log N~ log 2N/(N-1) +
+ 5 (N+1)/6N + E

siendo
N-1

|EI< 0.064150029 D, max | ()| =
n=2 _ ueln

N-1
= (.0641560029x 6 2 (n—1)*
n==:2

— 0.384900174 (1+1/2° + 1/3* + 1/4* + ..+
+ 1/(N-2)*)

= 0.384900174 (1+0.0625 + 0.0123456 +

+ 0.00390625 + 0.001600

+0.0007716098 + 0.0004164933 +

+ 0.0002441406 + 0.00015241579 + 0.0001 +
...= 1.08215) = 0.4164758
Como se ve la cota superior del error es una suma

de los inversos de las cuartas potencias de los N—2
. primeros nitmeros naturales. Cuando N +og esta su-

ma se convierte en una serie infinita de la cual se
sabe bien que es convergente. Ademas:

lim log|2N/(N-1)1= log 2
N#oo

lim | 5{N+1)/6N | = 5/6
N+no

y por lo tanto

N
lim 2 (1/N) = lim logN + log 2 + (5/6) + E
N—b 1 N—)oo

v E < + o de modo que

N
lim E (1/n) = + =
Nooo 1

lo cual significa que la serie armodnica infinita es di-
vergente, lo cual, por lo demas, es un hecho muy
conocido por otros caminos.

8. Ejemplo 2. Ya que la férmula ha sido obtenida
ajustando arcos de pardbolas a ternas de puntos
consecutivos, con ordenadas f(n—1), f(n), f(n+1),
es claro que la formula sera rigurosamente exacta si
la funcién de que se trata es f(x) = x?, y también si
es f(x) = x. Comprobémoslo para f{x) = x?, fun-
cion elemental y bien conocida:

f(1)=1, §(2)=4 , f(N-1)=N? - 2N+ 1 ,
, f(N) = N?
£f(1) + f(N)= 1+ N* , £(2) + f(N-1)=N?* = 2N + 5

N N 2

J,f(x) dx = J;= dx =}—(N3—1) , fﬂxl dx =7/3
3
1 1 1

N
1 i
f f(x). dx == (3N? - 3N + 1) , 1 () = 0
N-1 :

Sustituyendo en la férmula (11) obtenemos

N .
1 1/7 3N*-3N+
, 3 2|3 3

5 1
+E(N2 +1) + —,‘::'--(N2 -2N+5) + E

- N(N+1) (2N +1) /6 + E
y el error E es:
N-1 -
E[< 0.064150029 O, max [f%(u)| = 0~ E = 0
o |

es decir que el error es cero y tenemos

— 28—
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Esta formula es bastante conocida. y se puede obte
ner por otros varios métodos.

9. Ejemplo 3. La idea de buscar la formula aproxi-
mada de que hablamos surgid cuando el autor de
esta nota se vio precisado a calcular un valor numé-
rico siquiera aproximado para la suma

1, 1

9909 10009

Esta serie la encontrd el autor cuando hacia un es-
tudio estadistico sobre la distribucion de los tama-
fnos de las ciudades en Colombia, medido por su
poblacion humana, al aplicarles una ley empirica
conocida en demografia como Ley de Auerbach. (6)

Evidentemente, se trata aqui de calcular la sumato-
ria

._i_-l- _1__ + ...+
20.9 730.9

(14) 1+

2 f(n) en donde f(x) = x* (coni 2 = 0.9), N =100

Facilmente calculamos:

Hly = 1. fH2) = 1/20 0.535886726

fIN=1) = f199) = 1/990 0.01599294
fIN)Y = f(100) = 1/100%* = ().015848932
J() + JIN) = f(1) + f100) = 1.015848932
f(2) + fIN=1) = f(2) + [(99) = 0.551879667
N ,
N ~ 1 . IN
ftxy dx = x? dx= —=x! =
1-a 1
1 o1 : o .
N'®-1 100 -1 _
= = . = 5.848932
1-a 0.1
2 : 2 9 B
! ) X 1 oo
f- f(x) dx = x*dx = —x' 3 =
1 1 1-a g
P U A SR
=S = 0717785
1-a 0.1 ‘
N N
f(x)dx = x?dx = —1-x"‘i N
1-a N-1
-1 -1
Nl'a - (N-1 1-a 1000.1 - 990.1
= ( ) = = 0.0016921. ...
1-a. 0.1 '

fm(u) =-a (a+ 1) (a+ 2) x¢2

max fm(u) =a (a+ 1) (a+2) (n—l) @) = 0 9x
xely I :
x19x2.9 (n—1)-39 = 4.959 (n—l)" s

Sustltuyendo en la formula (11) obtenemos :

B

(15) s

e s

N - Nl -a _ 1 * Y 1 o -a, T I ‘:w&i‘

> nt= - @2-1+:7"
nel 1-a 2(1~a)

+ N"" - (N—l)“a)

it
'R

.(ﬁ— (17‘)'a )+ E

. 5B ay, 1 o
+ = (L+N?) + = (22 +
6 6
de donde
(15A)
100 T
Dm0 = 5.848932 + (1/2) (0.717735 +
n=1

+ 0.0015921) + (5/6) X 1.015848932 + (1/6) x
x 0.551879667 + E = 7.14711627+ E |

En el caso particular de a = 0.9, N = 100, el error
de sumacion tiene una cota superior de:

99

|E| < 0.064150029 2 max | f (u)|
n=2 ueIn
100 o
= 0064150029x4959 2 (n-1)y39
n=2 -

= 0.318119993 (1 + 0.66985842 + 0.013779298+

+ 0.004487102 + 0.0018793903 + 0.0009230179¢
+0.0005059617 + 0.00030057237 +

+ 0.00018986907 + 0.00012589254 +
+ ..=1.0895) = 0.34655064

El valor relativo de este maximo error posible, sobre
el total estimado como 7.14711627 es de 4.85%/o,
que es relativamente satisfactorio para efectos prac-
ticos.

10. Ejemplo 4. Nuestra formula (11) permite dedu-
cir una expresion para calcular factoriales de niume-
ros naturales, aproximadamente, y también valores
aproximados para la funciéon gama de nimeros rea-
les positivos.

Como bien se sabe el factorial esta definido para
cada niumero natural:

N!'=1x2x3x..xN

o sea, tomando logaritmos naturales (o neperianos)

4log.N!=2 logn - . . Y
T I R

En este Acaso; ténetﬁos.i]ué )eaichl,'ar:

oy

95 —



N .
2 f(n) siendo (f(x) = log x
n=1

Calculamos pues las siguientes expresiones:

£(1) = 0, £(2) = log 2, f(N-1) = log (N-1),

£(N) = log N

N N
N
f(x). dx = logx.dx=x.logx-x| =
1 1 1

= log (NN elN)

~2
f(x).dx = log (2% €!)
J1
<N
log x. dx = log NN (N-1)!"N ¢
JN-1

Aplicamos la formula (11) que hemos deducido,
como férmula aproximada, es decir ignorando el
término de error E, y usando el signo = ( aproxi-
madamente igual) en lugar del signo = (igual):
N

N .1-N 1 2 -1 1
2 logn=log (N" e!"™N)-=log (22 ¢ ')~ —log
1 2 2

I NN(N_I)].‘N e"l l

5l N+11 2+11 (N-1)
=—1lo - lo -lo -

6 5 g BET gk

= log | NN72 + s/6 N_I)N/z—zxs e2-N o5 |

es decir, aproximadamente:
(16) v
N!:4.146967491 NN2+5/6 (N-1)N2 -2/6 &N

Para N=1, la formula anterior nosda 1! = 0, lo cual
es rigurosamente correcto, Para N=10, el factorial

vale 10! = 3628800, y la formula nos da 10! =
3641252, cuyo error relativo es solo del 0.349/o.
Para N= 50, cuyo factorial es 50! = 3.0414093 x
10%, la férmula da, aproximadamente, 50! =
3.051885699 x 10%, incurriendo en un error rela-
tivo solamente de 0.3449/o que en calculos numéri-
cos es un estimativo muy aceptable.

Cuando en la formula (16) sustituimos N por N + 1,
se obtiene después de algunas simplificaciones sen-
cillas:

(17)
1 Nn2
(N+1)!= NI (N+1) —  (N+1)"® (N-1)"* _,
N-1 e
N?/:I
G(N)

Ahora bien, la funcion G(N) tiende asintoticamen-
te a 1, En efecto:

im (N+1)/* (N-1)»*

Neveo N !
im N+1 '  lim |(N/2-1/2)+ 1| N/2 _
N=oo N-1 T N=0 | (N/2-1/2) |

2

lim
= 1+1/h)r =e
pap (1H1/B)
de donde
lim
N=

Es decir que la formula (17) puede escribirse, asin-
toéticamente:

(18)

G(N)=exe! =1

(N+1)!=N!'(N+ 1)

que es la relacién de recurrencia a la cual obedece
la sucesion de los factoriales de los niimeros natura-
les, o la que permite calcular valores para la fun-
cién gama I'(u). Vale la pena notar que G(10) =
1.000.003345, de modo que la férmula (18) sélo
tiene una diferencia relativa con la (17) de 3.34
partes por millén, ya desde un valor bajo de N co-
moes N = 10,
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DOS ECUACIONES EN DIFERENCIAS FINITAS
CON COEFICIENTES VARIABLES

Gabriel Pdveda Ramos

INTRODUCCION

1. Es un hecho curioso que el estudio de las ecua-
ciones en diferencias finitas que se encuentra en li-
bros, textos, revistas, etc. hasta el dia de hoy, ter-
mina en las ecuaciones lineales con coeficientes
constantes, Solamente para la ecuacién lineal de
primer orden se encuentran soluciones utilizables
cuando los coeficientes son variables! , y hay casos
particulares de ecuaciones de primer orden, no li-
neales, que admiten algunos procedimientos par-
ticulares, ad-hoc, para resolverlas?. Los libros dedi-
cados a estos temas, que los abarcan con mayor
amplitud, son los de Milne-Thompson y Ch. Jordan
(Ver bibliografia) y en ellos no se estudian a fondo
las ecuaciones de orden mayor que 1, con coefi-
cientes variables, ni siquiera aquellas que son linea-
les. En general, la teoria de las ecuaciones en dife-
rencias finitas sigue siendo en parte terra incognita,
a pesar de su interés tedrico y de sus numerosas
aplicaciones posibles.

2. El material que se presenta en este articulo ha
sido todo elaborado por el autor, sin poder apoyar-
se en la literatura disponible en nuestro medio, por
la casi total ausencia de bases tedricas en la biblio-
grafia que se estudid. Después de estar escrito el
articulo, el autor advirtid que una parte del trabajo
hecho podia haberse abreviado usando uno o dos
teoremas del capitulo 6 del libro de Levy y Less-
man, al cual ya se hizo referencia? . Sin embargo, el
autor cree ain que el trabajo merece presentarse
por tres razones:

a. Porque contiene deducciones y observaciones
que no existen publicadas en la literatura accesi-
ble actualmente en Colombia.

b. Porque puede tener alguna utilidad didactica.

c. Porque puede estimular en algin lector el interés
por estos temas, que son relativamente elementa-
les pero en los cuales hay todavia un buen cam-
po abierto a la investigacion.

(1) Ver, por ejemplo Miller, Keneth S., An Introduction to the
Calculus of Finite Differences and Difference Equiations, New
York, Dover Publications Inc., 1966, 160.

(2)Ver, Levy, H, y F, Lessman, Finite Difference Equations, New
York, Tihe Macmillan Company, 1961, 278.

Por eso se expondra completamente el trabajo co-
mo fue desarrollado por el autor.

LA ECUACION EN DIFERENCIAS FINITAS
DE EULER--CAUCHY

3. Se trata aqui de deducir un método para resol-
ver la ecuacion en diferencias finitas

Blnm+m-1)" y(n+m)+a (n+m-

-2)™Vy@m+m-1)+.+a,,(n+ 1) yn+2)

+a, ny(m+1l)+a y(n)=0,

cuyos términos tienen el siguiente significado:

y(n) es una sucesion incognita, definida en el do-
minio de los nimeros naturales positivos, o sea que
la variable independiente esn = 1, 2, 3,4,...;mes
un namero entero positivo fijo y predeterminado,
mayor o igual que 1. Se le denomina el orden de

la ecuacion;
n™) =n(n-1)..(n-m+ 1) = n!/ (n-m)!;

a;, a,, ... a_ son constantes reales o complejas, co-
nocidas y predeterminadas. a_ no es cero. Si lo fue-
ra, el orden de la ecuacion seria realmente m - 1y
no m, como es facil apreciar.

Ademas, se pretende que la solucion satisfaga las
condiciones iniciales

(31.1)y(1)=y:1,¥(2) =y, ., y(m) =y |

siendo Y1, ¥z, o0 Yo nameros reales o complejos,
conocidos y predeterminados.” Este tipo de proble-
ma se llama un problema de ecuacion en diferen-
cias finitas con condiciones iniciales, y tiene varias
analogias formales con el conocido problema de
Cauchy sobre ecuaciones diferenciales con condi-
ciones iniciales.

Por otra parte, la forma de la ecuacion (3.1) pre-
senta también cierta analogia con la forma de la
ecuacion diferencial

(3.2) x™ (d™ y/dx™) + a, x™! (d™! y/dx™ ')+

+ a™? x? (d’y/dx*)+a_, x(dy/dx)+a  .y=0

— 31—



-ecuacion a la cual se le llama ecuacién de Euler y
Cauchy, y cuya discusion y solucidén son muy co-
nocidas.

En razon de la analogia de la ecuacion original (3.1)
con la ecuacion (3.2), conviene llamar a la primera
con el nombre de ecuacion en diferencias finitas de
Euler y Cauchy, de orden m, homogénea.

En los tratados y textos corrientes sobre ecuacio-
nes en diferencias finitas no se la presenta en abso-
luto, o al menos no se la presenta como caso apar-
te, dlgna de su propio estudio.

4, Para explicar mejor la forma de la ecuacion, pue-.

de presentarse la ecuaciéon (de Euler-Cauchy) de
40, orden:

n+3)(n+2)(n+1)n. yn+ 4)+ a, (n+2)
(n+1)n.y(n+ 3)+ a (n+t1l)ny(n+ 2) +

+a; ny(n+ 1)+ a;.y(n)= 0

(a4#0,n= 1,2, 3..))

El significado de los términos es el mismo que se
explico atras. Usando el operador de desplazamien-
to E, definido como Ek y(n) =y (n + k) para todo
n y para todo k que sean nimeros naturales, la
ecuacion de 40. orden se escribe también

(n+3)® E* y(n) + a, (n+ 2)®.E? y(n) X

+a, (n+ 1) .E? y(n)+ a; n.Ey(n)+a, . y(n)= 0

5. Las potencias del operador nE.— Definimos el
operador nE sobre la clase de las sucesiones y(n)
definidas en los naturales positivos (n= 1,2, 3,...),
por la identidad.

(5.1’) (nE). y(n) = n.E y(n) = n.y(n+ 1)
Por la aplicacion reiteradas podemos definir las po-

tencias sucesivas de n, asi, la segunda potencia (nE)?
es tal que

(5.2) (nE)? y(n) = (nE) [n.E y(n)] =
.E? y(n) = (n+ 1)@ E? y(n)

n(n + 1).

Puesto que, segan la definicién de E, se tiene
E[n. E y(n)] = (En) . E (Ey) = (n + 1). E? y(n).
La tercera potencia es (nE)3, tal que

(5.3) (E)? y(n) = (nE) [(n+1)® E? y(n)] =

= n(n + 2)? E* y(n) = (n+ 2)® E? y(n)

Observando las identidades (5.1), (5.2) y (5.3), se -

puede escribir:

nE = n®”E (nE)’ = (n+1)¥E?
(nE)® = (n+2)® E?

y en general |

(5.4) (nE)* = (n+K-1)® gk

lo cual puede demostrarse por el método de induc-
ciéon completa. La ecuacion (5.4) permite varias co-
sas, entre otras las siguientes:

a. Definir las potencias del operador (nE):
(5.5) (nE)¥ . y(n)= (N+k-1)®E¥ y(n) =
(n+k-1)® y(n+k)

b. Interpretar expresiones de la forma (n+k-1)%®
y(n+ k) en términos de ese operador

(5.6) (n+k-1)® y(n+k) = (nE)* . y(n)
c. Comprobar que (nE)! (nE)* = (rlE)n+k =
= (nE)¥ (nE)"

6. La Ecuacién de Euler - Cauchy de Primer Orden.
La forma mas sencilla de la ecuacion (3.1) que esta-
mos estudiando, es

(6.1) n'y(n+ D-c.y(n)=
(6.2) (nE-c) y(n) =

es decir

(6.2) y(n+1) - (¢/n) y(n) =

La anterior ecuacidon es un caso particular de la
ecuacion general lineal de primer orden

(6.3) y(n+1) = g(n) . y(n) = Q(n)
cuya solucion general es (1)
(6.4) n—l n-1 ‘

y(n) = g(h) Q k L ia
h=o 2 _ g(J)

0 o bien

0 (n=1,2,3,...)

Siendo A una constante arbitraria, o una funcién
arbitraria pero periddica con periodo igual a 1.

Aplicando la foérmula (6.4) a la ecuacidn (6.2) en-
contramos que la solucion de la ecuacién

n.y(n+l)-c.y(n)=0
es la sucesion (o mejor, la'familia de sucesiones)

(6.5) y(n)= Anc"/n!

(1) Ver, por ejemplo, Miller, op. cit.

en donde A es cualquier constante arbitraria, o, si
se quiere, cualquier funcion definida en los reales
positivos y con periodo igual a 1.

7. Las potencias del operador (nE—c). Es facil com-
probar que las potencias de este operador pueden
obtenerse usando formalmente el binomio de New-
ton, a condicion de tratar como unsélo simbolo el
simbolo nE. Es decir; para todo niimero entero po-
sitivo k se tiene

(1.1) (E-c)* = 2( ) c)“"‘ oE)"
h=o0



v, segin la formula (6.4):

(7.2)

(nE-c)k = 2 C)(—c)k-h (n+h-1)® EP

Observando la férmula (7.2) se deduce que toda
ecuacion en diferencias finitas que pueda escribirse
en la forma ‘ .

(1.8) (mE-ck y(n) =

es también del tipo.

(7.4) 7
(n+k-1)‘k) EX y(n) + ..+ a,, ny(m+l)+a .
.y(n)=

o sea que pertenece a la clase que hemos llamado
ecuaciones de Euler—Cauchy, de orden k.

8. La ecuacion

(8.1) (nE-¢)? y(n)=

puede resolverse (o “sumarse” como podria decir-

se también) facilmente.

Poniendo

(8.2) z(n)= (nE-c) y(n) ‘

la ecuacién (8.1) propuesta se escribe
(nE—c). z(n) = o

que es como la ecuacion (6.2), y su solucion es co-
mo la formula (6 5):

Z(n) = Al ncn/n!‘ EAT

siendo A, una constante arbitraria
Sustituyendo en (8.2) se obtiene
(8.8) (nE~c) y(n) = A,.nc"/n!"
(E-c/n) y(n) = A, c?/n!
La ecuacién anterior, a su vez, ‘puede tratarse co-

mo ecuacion de primer orden en y(n), no homogé-
nea. Usando la féormula general (6.4) obtenemos:

" n-1 n-1 & k
ym =] ] m) |a + D A — ﬂvo’/c)]
1 k=1 ElE1

n—-1 n-1
=TT m a + E A =™ [m-1)]
h=1 7 k=1

[A:+(n-1) A;] = (c"/m!) [ n (A2/c) + n(n-1)

(A JO)] ;-

es decir

y() = (c*/n!) [ K, nP + K, n?]
o bien »
(8.4) y(n) =
en donde C, y C, son constantes arbitrarias que
podran luego determinarse fijando dos condiciones

iniciales (o en dos puntos distintos, eventualmente)
para y(n).

(c®mY[Cin +C;n’] n= 1,2,3,...

9. En general, la solucién de la ecuacién en diferen-
cias finitas. .

(9.1) (nE-c)* (n)= 0 (n=1,2,3,..)

en donde r es un nimero entero positivo y c es un
nimero real o complejo, es

(9.2)

y(n) = (c®*/n!) [ A, n+A, n®@ +o4 A n®]

Este teorema se demuestra por induccion completa.
En efecto. Admitamos que la solucidon (9.2) es
valida hasta algun valor de r. Entonces la ecuacion
de orden r+1 de la forma (9.1) puede escribirse

(9.3) (nE-c)™! y(n)= 0
y, poniendo |
(9-4) (nE-c)y(n) = z(n),
la (9.3) se escribe
(nE-c)* z(n)= 0

a(n) = (¢"/n!) [ A; nt+ A, n"i +..+ A n® )
Sustituyendo en (9.4) y dividiendo por n:

[E-c/n]ly(n)=(c"/n!n)[A, n+ ..+ A n® ]
Esta es una ecuacion en DD.FF., lineal, de pnmei

orden, de la forma (6 2) que se resuelve con la for-
mula (8 4):

n-1 n-1 ‘
y(n) = TT (c/k) 2~.(ck/k!k) [A; k+ ...+
k=1 k=1

+ A kO] TT Grer+ 8,

=1 R
n-1 ¢ n-1 ck K
—ﬂ 2 (B{ +Bik+.. +B'k”)—+B.,
k!
1klk=1

Pero como es bien sabido:

n-1
2 k™ = Polinomio enndegradom+ 1 -
1



de donde BRI
cn—l
n) = B, + B, n+ -+ B n'
y(n) (n+1)! (Bo 1 L)

Muitipﬁéahdo y dividiendo por cn, se tiene
o
y(n)=—(By n+ B, n* + ...
n! '

r+
+B . n")

en donde las B contienen un factor c¢. Transforman-
do las potencias ordinarias de n en potencias facto-
riles se encuentra, finalmente

y(n)= (c"/m!) [ A} n+..+ Al n ]

que es precisamente como lo prevé la férmula (9.2)
al sustituir r por r + 1. Queda asi demostrado que
la formula (9.2) es la solucién general de la ecua-
cién en DD.FF. propuesta en (9.1). ‘

10. Estamos asi en condiciones de tratar la ecua-
cién en DD.FF. de Euler y Cauchy, homogénea, de
orden m:

(3.1)

(n+m-1)™ y(n+m) + a, (n+m-2)™")

y(ntm-1) +..+ a.
(n=1,2,3,4...)

, y(ntl)+a .y(n)=

Usando el operador E, la ecuacién puede escribirse
[(n+m-1)™) E™ + a, (n+m-2)®™D E™ 4+ 4+

a,, nE+a ]ym)=

y, teniendo en cuenta la formula (5.6), podemos
poner también

(10.1)

[(nE)" + a, (nE)™ +.+a  (nE)+a_]

Es facil darse cuenta de que el polinomio-operador
que aparece en el lado izquierdo de la ecuacion an-
terior puede tratarse como un elemento pertene-
ciente a un anillo de polinomios (en el sentido del
Algebra Moderna). Por lo tanto, puede factorizarse
en factores de primer grado en nE. Sean b, b, ,...,
b, los ceros o raices simples del polinomio; y sean

Ci, C3,..., € las raices miltiples, siendo d,, d,,...,
d, sus multiplicidades respectivas. Esto significa
que la ecuacion caracteristica

(10.2)
x™ + g, x™ + 4+ a,  x+a =0

puede factorizarse como
(x-b,) (x=b, )..(x~b, ) (x~¢c, )41 (x-¢c,)%...

(x=¢,)% = ¢
siendo las multiplicidades tales que
(10.3) h+d, +d; + .. +d, = m

En conclusion, la ecuacion ((10.1) es equivalente a
la ecuacion original (3.1), y también puede escri-
birse

(10.4) _

[(nE-b, )..(n b, ) (nE—c, )¢! ...(nE~-¢, k] y(n)=0

Es bien sabido que si a_# 0 en la ecuacién (10.2),
entonces ninguno de los ceros by seees B,y C1see €
puede ser nulo, debido a la 1dent1dad bl b, ... by

C d, e kdk—a

11. Recordemos dos teoremas muy importantes
de la teoria de ecuaciones en DD.FF.

11.1 La solucién general de toda ecuacion en DD.
FF. de orden m, contiene m constantes arbitrarias.
Estas constantes arbitrarias pueden interpretarse,
mas generalmente, como funciones periodicas arbi-
trarias de periodo igual a 1.

11.2 Para toda ecuacidon en DD.FF. que sea lineal,
de orden mayor que uno, si se conocen dos solucio-
nes linealmente independientes, f, (n), f, (n), toda
combinacion lineal de la forma

A, fi(n)+ A, f,(n)

la satisface también, siendo A,;, A, funciones pe-
ribdicas arbitrarias, con periodo igual a 1. A este ti-
po de funciones se les llama “periodica-unitaria’.

12. Estamos ya en condiciones de describir el mé-
todo para resolver la ecuacion en DD.FF. de Euler-
Cauchy de orden m>1, presentada en la forma (3.1).
El algoritmo correspondiente consiste de los si-
guientes pasos:

a. Convertir la ecuacién de la forma original (3.1) a
la forma (10.1), como polinomio-operador en la
“variable” nE, mediante la identidad (5.6);

b. Factorizar el polinomio-operador que aparece en
(10.1), en factores lineales, o sea determinar los
‘““ceros” o raices del polinomio-operador, el cual
quedara en la forma (10.4);

c. 1) Para cada raiz simple real b, , construir el tér-
mino (o solucion particular)

(12.1) A, .nb."/n!
o, si se prefiere,
Ay . b " /(n-1)!

Si la ecuacion es de orden m=1, esta es la solucién
general.

c.2) Para cada pareja conjugada, b,; b, *, de raices
simples complejas,

. * .

b,=R, €’k b, = R, 6%k (R,=mod b,
6, = argb,)

construir el término (o solucidén particular)

(12.2)

(R,"/(n-1)!) (A, senné, + A, +1cosnd, )



siendo A +1, funciones arbitrarias pero peria-
dlcas-umga.nas mutuamente independientes.

c.3) Para cada raiz miltiple real, ¢, , de multiplici-
dad d, , construir el término

(12.3)

cn

k
—_— d
= [By, ntB,, n@ + .+ Bk,‘dk n©p)

en donde las B's sonfunciones peridédica-unitarias,
arbitrarias. Si se prefiere, el polinomio en potencias
factoriales que aparece en la formula anterior pue-
de convertirse a pllinomio en potencias ordinarias
usando las conocidas identidades entre _potencias
ordinarias y potencias factoriales con numeros de
Stirling como coeficientes™.

c.4) Para cada pareja conjugada de raices comple-
jas, maltiples,

¢ = Ci i, ¢* = G40 (€,

j = mod cj,0j= argcj)

con multiplicidad d. para cada una de ellas, cons-
truir la expresion

(12.4)

G
-— sen nej [le

n+.+ B, d.n¥] +
n! il

‘no. (
+ cosnd; [D, n+.+D;, dj.n‘dv]

en donde lasB's y las D! s son funciones arbitrarias,
periodica-unitarias, mutuamente independientes.

d. Construir la solucién general por superposicion
de los téminos resultantes de la etapa anterior. Esto
significa que la solucidon general tendra la forma

(12.5)
1
y(n) = (——T)‘,[Al by +.+ A bh]

n
C
+ '_{_'_ [Bll n+.+ Bl N dl n(dl)] +..+
n.

ok’ B, n+.+B (O
ot [ k1 nr.. k,dk n ]

en donde:

by, b ,.. by son las raices simples (reales o comple-
jas) de la ecuacibn caracteristica (10.2).

€1, €2,..c, € SON las raices miiltiples (reales o com-
plejas) de la misma ecuacion..

d,, dz,..., dj son las respectivas multiplicidades de
Cy yeeey Ck Ala ’Aha Bll’ ’Bld IS Bkl’ Bk’dk
son funcmnes arbitrarias perlodlca-umtanas

(1) Ver, por ejemplo, Hamming, Numencal Methods for Scnentx.sta
and Engineers, Ch:1. -

n=1,23,..., es la variable independiente discreta
que recorre la sucesion de niimeros naturales posi-
tivos.

Desde luego, si algunas parejas de las raices sim-
ples y/o de las raices multiples, son complejas con-
jugadas, los términos que les corresponden en (12.5)
pueden transformarse en términos de la forma
(12.2) y (12.4), respectivamente. En la forma gene-
ral (12.5) puede observarse que el nimero de fun-
ciones arbitrarias periodica-unitarias, es

ht+d, +..+ d,

que es igual a m segan la ecuacién (12.3), y que es
precisamente como lo prevé el teorema de existen-
cia de soluciones para ecuaciones en DD FF. (Ver
No. 11.1, mas atras).

13. Para resolver por completo el problema de la
ecuacion (3.1) con las condiciones iniciales (3.1.a),
estudiamos luego la determinacion de valores para
las funciones arbitraria peridodica-unitarias. Este
punto lo estudiaremos para el caso de la ecuacion
de orden m=4, para evitar una gran complicacién
en la nomenclatura y en las expresiones que siguen,
y porque el analisis que haremos es aplicable a cual-
quier otro valor m>1, sin modificaciones, y en for-
ma que resultara ev1dente Consideramos pues la
ecuacién

(13.1)

(m+3)® y(n+d4) + a, (m+2)® y(n+3) +..+

a,y(n) = 0 (a,#0;n=1,2...)

que puede convertirse en

(13.2)

[(mE)* + a, (mE)? +..4+ a,]y(n) =
con las condiciones iniciales
(13.3)

y(1) =y1,¥(2) =y2,¥(3) =V;, y(4) =y4,
siendo y,,.., V4, nimeros reales o complejos cono-
cidos, no todos nulos,

Supongamos que el polinomio-operador (13.2)
tiene dos raices simples, reales, b, y b,, y una raiz

doble, real, c. Entonces segin la expresién (12.5),
en este caso la solucion general de (13.1) es

(13.4)
n c" )
y(n)= —[A; b," + A; b, "] +;T[Bl n+B,n?]
n! :

en donde b, #0, b, #0, c#0, porque a, #0.

Aplicando las condiciones iniciales se obtiene el sis-
tema lineal

A, b, +A; b, +Bl C=Y1 ]
A, b? +A, b? +B, ¢ +B, ¢* = 2ly,/2
A, b} +A, b3+B, ¢® +B, 2¢® =3!ys/3
A; bt+A; b3+B; ¢* +B, 3c* = 4!y./4

- 8§ —



donde las incognitas son A,, A,, B, B,.Eldeter-
minante de este sistema es

(13.5)
1 1 1 0
b, b ¢ 1

D=b, b, ¢®* |b? b2 ¢ 2| =b; b, c*H
b} b3 ¢ 3¢?

Respecto a c, el determinante H es un polinomio
de grado 4o0., que se anula (como es evidente) para
c=b,, c=b,. Respecto a b,, el determinante es un
polinomio de grado 30., que se an'ala para b; =b2,
b,=c. Respecto a b,, el determinante es un polino-
mio de grado 3o0., que se anula para b, =b,, b, =c.
Por lo tanto el determinante H se puede factorizar.

(13.6)
H=k (b,;-b,) (b;—c)? (by—c)?

en donde k es una constante numérica que esta por
determinar. Para determinar a k basta observar que
el producto de la diagonal principal del determi-
nante H en (13.5) es 3b, c*, y que al expandir el
producto indicado en (13.6) el ultimo término se-
ria kb, c*. Por tanto k=3. Luego el determinante
(13.5) del sistema es

D=3b, b, ¢ (bl“bz)(bl_c)2 (b2—0)2

Por hipétesis, b, es simple, luego b,#b,, b, #c.
Por la misma razon b, #c. Luego

D+#0

Entonces existe un sistemade 4 nimeros A, A,,
B,, B,, no todos nulos, que obligan a la solucion
general (13.4) a cumplir las condiciones iniciales
(13.3), ademas de que satisface la ecuacién en
DD.FF. que se propuso en (13.1).

La aplicacion de este razonamiento a cualquier
ecuacion del tipo que estudiamos, de cualquier or-
den m>1 es evidente por si misma.

14. Por ultimo, examinamos el comportamiento
de la solucion general encontrada (14.5), para valo-
res grandes de la variable independiente n. Observe-
mos que, en general, esa solucidn es una suma de
términos (reales o complejos), correspondientes a
cada raiz c; de la ecuacion auxiliar, que tiene la
forma

(14.1)
¢ 2 d
-n’—!. [B, n+B, n@ +..+ Bi,di n@?)

en donde d;>1 (si d=1, se trata de una raiz c; sim-
ple).

Para valores enteros grandes de n, el factorial
puede representarse asintOticamente por la fé6rmula
de Stirling

n! = (nfe)® 2mn 9122 (0< g < 1)

Sustituyendo en (14.1):
(14.2)

(ec)®

B. n+..+ B, n@
12 B, id; ]

El limite de esta expresion cuando n tiende a in-
finito es cero porque para todo valor entero positi-
vo del exponente d, y para todo namero (real o
complejo), x, se tiene ‘

lim d _lim ,_n, nd,_
oo (xP nd/n?) = 1 (x?/n™d) = 0

Esto significa que cualesquiera que sean los valo-
res iniciales de una sucesion infinita y(n) que satis-
faga una ecuacion en DD.FF. de Euler-Cauchy ho-
mogénea, y cualesquiera que sean los coeficientes
de ésta, la sucesion tiende al limite cero.

LA ECUACION MODIFICADA
DE EULER-CAUCHY (FORMA INCREMENTAL)

15. Una ecuacion en DD.FF. que tiene cierta ana-
logia con la ecuacion (3.1) es la ecuacion

(15.1)
(n+m—1)™ A™ y(n)+b, (n+m-2)"") AT ymy

+.+ b, nAy(m)+b_ y(n)=0

1
en cuyos términos tienen el mismo significado ya
conocido. Los coeficientes b’'s son constantes (rea-
les o complejas) predeterminadas. Esta ecuacion se
expresa en términos de las diferencias finitas sucesi-
vas de y(n), Ay(n),.., A™ y(n), a diferencia de la
ecuacion (8.1), que se expresa en términos de los
valores sucesivos de la secuencia y(n), y(n+1),...,
y(n+m). Por lo tanto, a la ecuacion (15.1) la llama-
remos ecuacion de Euler-Cauchy, homogénea, mo-
dificada. Es importante notar que la una no es re-
ductible a la otra, es decir, que son dos ecuaciones
en DD.FF. distintas.

16. Las potencias del operador nA. El operador
nA se define sobre la clase de sucesiones y(n) (fini-
tas o infinitas) mediante la identidad

(16.1)

nA . y(n)=n [y(n+1)-y(n)] para todo n de la suce-
sién y(n).

El “cuadrado” (o “segunda potencia’’) de nA es
(16.2)

(nA)? y(n)=(nad) [nA.y(n)] =n A(n.A y) =
=n(nA? y+Ay+A%y)=(n+1)n A? y+n Ay =
= [(n+1)® A% +nA] y(n)

En general toda potencia entera positiva (nA )™ de
este operador se define por recurrencia‘l’,

(nA)™ y(n) = n.A [(nA)™! y(n)].

(1) Notese que (uA)k Fnk k, es decir que, (nA)k y¥nk Lky
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La tercera potencia es

(nA)® y(n)=na [(nA)* y(n)]= nA [(n+1)® A% y(n)
+nA y(n)] = n[(n+1)® A%y +2 (n+1) A’ y+
+2(n+1) A’ y+n A? y%Ay%AZy] = [(n+2)<3> A%+
+ 3(n+1)® A® + nA] y(n)

Para deducir estas identidades hemos usado la cono-
cida identidad para potencias factoriales

n® = (n+1)® - n® = | )
La “cuarta potehcia” de nA es ‘
(n4)* y(n) = nA [(na)® y]

Sustituyendo dentro del corchete cuadrado la ex-
presion (16.3) y después de efectuar las diferencias
indicadas y simplificar, se obtiene

(16.4)

(nA)* y(n)={(n+3)® A* +7 (n+2)® A%+
+6 (n+1)® A? + nA] y(n)
17. Teorema. Para toda sucesion y(n), y para cual-

quier nimero entero k mayor que 1, se tiene

(17.1) .

(na)* y(n)= 2 s(h, k). (n+h-1)® A" y(n),
h=1

en donde s(h, k) son los niimeros de Stirling de se-
gunda especie.

Estos nimeros son los que resultan al expresar
una potencia ordinaria en potencias factoriales

(17.2) 7 k

xk = 2 s(h, k) x™
h=1

Obedecen a la ley de recurrencia
(17.3)

s(h, k +1) = s(h, k). h+s (h-1, k)

y los primeros son los siguientes

kb1 2 3 4 5 6 17 8
1 |1

2 |1 1

3 {11 3 1

4 |11 17 6 1 ,

5 [1 15 25 10 1

6.J1 81 90 .65 15 1

7 11 63 301 350 140 21 1

8 |1 127 966 1701 1050 266 28 1|

Se demuestra-este teorema por el método de in-
duccion. Supongamos que la identidad (17.1)-es
valida hasta algn valor de k. Mostraremos que en-
tonces es también valida para k+ 1. En efecto. -Apli-
cando el operado nA a (nA)X y(n) en la férmula
(17.1), se obtiene : ,

k
(nA)5*! y(n)=na 2 s(h, k) (n+h-1)®) Ak y(n)

n=1

k

=n 2 s(h,k) [h (n+h-1)1 Abyip
h=0

(n+h-1)"D AP y(n) + (n+h-1)® ab! y(n)]

pero n(n+ h—l)(}“‘:i = (n+h-1)® asi que la expre-
sion anterior es ' |
N
s(h,k). h (n+h-1)" aby
h=1 )
K _
+ D s(nk) (h(n+h-1)"+n(n+h-1)®] s y(n)
h=1 . |
Cambiando de indice en la segunda sumatoria de la
expresion anterior, h+1=r; y poniendo r=h en la
primera sumacion se obtiene
(17.4)
k k+1
Z s(r,k) 1 (n+1-1)0 Ay+ 2 s(r-1,k).
r=1 B r=1
(n+r-1)0 Ay
k o
= s(k,k) (n+ k)& Akt gy 2 s(r,k).r+s (r-1,k)
’ r=1
(n+r-1)® A"y
Pero segin la foérmula (17.2) para los nameros de
Stirling
s(r,k) r+s(r-1,k) = s(r,k+1); s(k,k)=1=s (k+1,k+1)

de manera que la expresién (17.4) es (usando nue-
vamente a h como indice de sumacion):

k+1 -
(nA YK+t y= E s(h,k+1) (n+h-1)® ab y

h=1
y esta es precisamente la formula (17.1) tal como
resultaria poniendo k+1 en lugar de k. Asi queda

demostrada Ia validez de la formula (17.1) para to-
da potencia entera y positiva k del operador nA.

18, Para todo valor de k, las expresiones de la for-
ma (17.2) tienen sus reciprgcas de la fon;rpa

' k
D stkkx"

xB =
' h=1.
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"en donde th k) son ‘los nimeros de Stirling de
pmnera especie. Asi mismo, la formula (17. 1) tlene
su reciproca

(18.1) X
(n+k-1)® &K y(n) = D7 S(hk) (n4)" y()
h=1

19. De las ecuaciones que estamos estudiando, la
més sencilla es la de orden 1
(19.1)

nA y(n)-ay(n)=0 (n=1,2,..).

o bien

Ay (n)-(a/n) y(n) = 0
La formula (6.4), referida a la (6.3), da como solu-
cién para la ecuacion anterior

y(n) = A(l+a) (1+a/2).. [1+a/(n—1ﬂ, n=1.2,3,..

(19.3) n-1
ym) = A D) (L+a/k), n=123,.
k=1 )
siendo A una funcién arbitraria periddica-unitaria.
Sobre la solucion de la ecuacion en DD.FF. li-
neal, de primera especie, el Anexo a este articulo
muestra un método de solucidén del mismo autor.

Ese mismo método permite deducir que la solucién
a la ecuacion

(19.4) (nA-2a)? y(n) =
es
n-1 n-1
19.5 1
( ) y(n)= ﬂ (1+a/k) | A +A, 2 —_—

y que la solucion a la ecuacion

(19.6) (nA-a)¥ y(n)= 0
e  (19.7) y(n)=(1+a) (1+a/2).[1+a/(n-1)]
n-1 1 n—-1 1
A +A, 2 bt A,
ilvzl ii+a il=1 i, +a
iil 1 b1y
=1l ta 12:1 Iy +a

en donde A,,.., A, son funciones arbltranas perio-
dica-unitarias.

La demostracion de este Gltimo resultado eés un
ejercicio sencillo que puede realizarse usando repe-
tidamente los resultados del Anexo mencionado, y
que se deja al lector.

20. Asi puede desarrollarse ya el algoritmo para
resolver la ecuacidon homogénea, de Euler-Cauchy,
modificada

(15.1)
(n+m-1) ATy(n)+ A, (n+m-2)@D AT y(n)+

+..+ A‘m y(n)=0

que se ejecuta en las siguientes etapas:

a. Expresar cada uno de los términos con potencias
factoriales de la ecuacion anterior (15.1) en poten-
cias del operador n, mediante la identidad (18.1).

b. Simplificar y recoger términos semejantes, y es-
cribir la ecuacion en la forma

[(nA)™+a,(nA)™ +.+a  nA+a Jyn)=0

m-1
c. Factorizar el polinomio-operador del lado iz-
quierdo de esta ecuacion en factores lineales, con
lo cual la ecuacion toma la forma

..(nA-c, }ik] y(n)=0
en donde b, ,.. b son las raices simples, y las c, ,...,

¢, son las raices maultiples, con multiplicidades
dlf yers dk, respectivamente.

[(nA-by)..(nA~Db, ) (nA-c, )d;

c.1) Para cada raiz simple (real o compleja) b, le
corresponde la solucion particular

A, (1+by) (1+by/2)... [1+Db, /(n—1)]
c.2) Para cada raiz multiple ¢, de multiplicidad d
le corresponde una solucion parcial de la forma

(19.9), en donde ¢ tomara el lugar de a y d tomara
el lugar de k.

d. Construir la solucion general de (15.1) sumando
las soluciones parciales ya mencionadas. Esa solu-
cion general contiene un nimero de funciones ar-
bitrarias periodica-unitarias (o constantes) que es
precisamente igual a m.

e. Valorar las constantes A,,. . A usando condi-
ciones iniciales. Se puede demostra.r que esto es
posible mediante una discusion como la que se hi-
zo en el No. 13.

21. Quedan asi resueltas las dos ecuaciones en
DD.FF. que nos propusimos estudiar.
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EINSTEINY LA TEORIA CUANTICA

Por: Guillermo Castillo Torres*

Departamento de Fisica
Universidad Nacional de Colombia

Aunque menos popular que su papel en la teoria de
la Relatividad, también es importante la intervencién de
Einstein en la Teoria cuantica. Pero hay un aspecto pa-
radéjico en ella: por un lado fue uno de sus pioneros
porque formulé varias hipétesis que tuvieron decisiva
importancia en el desarrollo de la teoria, pero por otro
discrep6 frecuentemente de la interpretacién aceptada
como oficial, si bien se ha exagerado mucho sobre la
magnitud de estas discrepancias.

Su primera contribucién importante pertenece al
problema de la naturaleza de la luz. A fines del siglo
XIX la teoria ondulatoria de la luz habia alcanzado
grandisima perfeccién después que Maxwell habia pre-
dicho que la luz era un tipo de ondas electromagnéticas
y que Hertz habia producido en su laboratorio ondas de
esta clase, las hertzianas, de mayor longitud de onda
que las luminosas pero de igual velocidad de propaga-
cidn y susceptibles de ser reflejadas, refractadas, polari-
zadas, sufrir interferencia, etc., en forma anéloga a lo
que ocurre con la luz. El mismo Hertz cuando anuncié
los resultados de sus experimentos, dijo que en conclu-
sion podria afirmarse que la éptica era un capitulo ce-
rrado. Sin embargo, dentro de este mismo informe men-
cioné un hecho, para él inexplicable: en su generador de
ondas electromagnéticas observé que la chispa saltaba
mas facilmente cuando una de las esferas era iluminada
con luz ultravioleta. Este era el efecto foto-eléctrico,
que iba a reabrir el capitulo de la 6ptica y darle a esta
nuevos e insospechados desarrollos.

El efecto foto-eléctrico tal como se fue descubriendo
en los afios sucesivos, requiere la incidencia de las ya
entonces llamadas ondas electromagnéticas, cuyo espec-
tro va desde las ondas que produjo Hertz hasta las que
poco después se descubrieron y se llamaron los rayos y
de las subtancias radiactivas, pasando por la luz visible
y los rayos X. La onda incidente, si es de longitud de
onda adecuada, desprende electrones de una superficie
metdalica. Pero habia algunas cosas no muy claras, des-
cubiertas experimentalmente por Lenard (1): para cada
metal habia una frecuencia umbral, es decir por debajo
de ella no habia efecto foto-eléctrico; la energia cinética
de los electrones més veloces dependia de la frecuencia
de la onda incidente y no de la intensidad; esta Gltima

* Trabayo leido en la sesidn solemne conmemorstiva del Centenario
de Einstein. - KA i :

propiedad influia sobre el ntimero de electrones emiti-
dos.

Estos hechos surgirieron a Einstein una hipétesis (2):
la energia incidente no esta distribuida continuamente
como lo prevé la teoria ondulatoria sino mas bien esta
concentrada en paquetes de energia o cuantos de luz co-
mo los llamé Einstein, o forones como se les bautizd
mas adelante. Para ello, Einstein se guié por los resulta-
dos de la hip6tesis de Planck sobre la distribucién espec-
tral de la energia en el cuerpo negro, donde se habia
supuesto que las frecuencias de los osciladores que pro-
ducen la onda era un multiplo entero del célebre cuanto
de Planck hu, donde 4 es la constante de Planck y v es
la frecuencia de la radiacién emitida. E! cuanto de luz
tiene también la energia hy y desaparece en el proceso de
la expulsion del electr6n. Como es un proceso de un fo-
tén por cada electrén, se podrad escribir una ecuacién
que indique la conservacién de la energia.

hv = hyg + 1/2 mv? mx

La energia del foton Av se convierte en el trabajo de
extraccién de hv, y en la energia de los electrones mas
veloces. vo es la frecuencia umbral. Los electrones me-
nos veloces requieren mas energia para ser extraidos y
la ecuacién contiene mdas términos.

Einstein mostré que su ecuacién no contradice las
mediciones de Lenard (1) cuyos resultados ya habiamos
mencionado y fue comprobada exactamente por Milli-
kan en 1916 (3) incluyendo el valor numérico de A.

Esta hipétesis tuvo después importantes consecuen-
cias: por ejemplo Bohr en su &tomo de Hidrdgeno supu-
so que en la transicion atémica que da lugar a las lineas
espectrales el electrdn pasa de un nivel de energia E,, a
otro nivel de energia E,, y emite un cuanto de luz

Em— En =hv
es de nuevo la frecuencia de la radiacién

donde v
emitida.

Sin embargo, este regreso a la teoria corpuscular fue
recibida por muchos con bastante escepticismo. Desde
entonces y durante muchos afios méas se hablé de la dua-
lidad onda-particula que muestra la luz en su naturaleza
y sobre cuya solucidn, que se alcanzd varios afios des-
pués no tenemos tiempo de extendernos aqui.
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Después del modelo atdmico de Bohr la teoria cuan-
tica pas6é por un periodo de desorientacién en que se
echaba de menos una serie de principios coherentes que
sirvieran de guia y que permitieran calcular no sélo las
frecuencias sino también las intensidades de las lineas
espectrales. Aqui intervino de nuevo Einstein con el
concepto de probabilidad de transicién (4), introducido
a propdsito de su tratamiento fenomenolégico de la
emision espontdnea y la emisién estimulada. Este con-
cepto reemplazé la nocién clasica de intensidad de la
radiacién.

En muchos centros universitarios de Europa se em-
pezé a trabajar sobre estas ideas. En 1925 nace l1a Mecé-
nica Cuéntica (matricial) de Heisenberg, Born y Jordan
y poco después la Mecanica Ondulatoria de Schrodinger
que no trabaja con matrices sino con funciones de onda.

Al poco tiempo Schridinger demostré la equivalencia -

de los dos métodos con lo cual quedé a disposicién de
los fisicos una teoria abstracta fuertemente matematica,
que hoy se llama Mecanica Cuéntica y que ha tenido
éxitos indudables en los terrenos de la Fisica Atémica,
de la Fisica Molecular, de la Fisica Nuclear y de la Fisica
del Estado Solido. Una caracteristica notable de los
nuevos métodos es que reemplaza el determinismo de la
Fisica Clasica por las ideas de probabilidad de encontrar
la particula, de probabilidad de transicién, probabilidad
de algtin valor definido, etc.

Y aqui viene uno de los hechos paraddjicos, de los
cuales esta llena la intervencién de Einstein en la teoria
cuantica. Max Born, el responsable de la interpretacién
del cuadrado de la funcién de onda [y | (2) como
densidad de probabilidad de encontrar la particula, de-
claré en su discurso de aceptacion del Premio Nobel en
1954, que la idea que le sirvié de guia vino de Einstein
cuando este interpreté el cuadrado de la amplitud dptica
como densidad de probabilidad de presencia de fotones.
Sin embargo, en la larga polémica epistolar que mantu-
vo con el mismo Born entre 1916 y 1955 (5), Einstein
manifiesta sus reservas sobre la interpretaciéon probabi-
listica de Heisenberg, Born y Jordan y asevera varias
veces que Dios no juega a los dados. Parece sin embargo
exagerada la afirmacién de que Einstein rechazé total-
mente la interpretacién probabilistica y de que aspiraba
auna interpretacién determinista como la de la Mecéa-
nica Clasica. :

Tanto en su articulo con Rosen y Podolski (6) como
en las cartas a Born de los ultimos afios, lo que se dice
es que la Mecanica Cuéntica no describe sistemas indivi-
duales, sino mas bien ‘‘ensembles”’ similarmente prepa-

rados. Einstein fue muy explicito en hacer notar que sus
discrepancias con los miembros de la llamada escuela de
Copenhague (Bohr, Heisenberg, Born, etc.), versaban
sobre puntos de interpretacién y no ponfan nunca en
tela de juicio la formulacion matematica. Tampoco re-
chazd, como a veces se dice, el principio de incertidum-
bre. Tuvo si una interpretacion diferente (5), (6): preco-
niz6 que la particula libre tiene en realidad una posicién
determinada y un momentum determinado, si bien no se
pueden verificar ambos al mismo tiempo, en el mismo
caso individual, a través de una medicidn; la interpreta-
cion corriente entre los fisicos es que la particula no tie-
ne en realidad ni una posicién, ni un impulso determina-
do; la localizacién definida que resulta en una mediciéon
es producida solamente por la inevitable (esencial) inter-
vencion de la medida. (Tomado casi textualmente de
una de sus cartas a Born).

(Hasta dénde favorecié Einstein una interpretacion
determinista? Es cierto que él sostuvo repetidas veces (7)
que la formulacién conocida de la Mecanica Cuéntica es
incompleta en el sentido de que no puede describir com-
pletamente sistemas individuales y que serd reemplaza-
do més tarde por una descrip¢ién completa (no se dice si
determinista). '

De ahi resulta otro interrogante. Apoya Einstein la
concepcion de las variables ocultas, es decir creia él en la
existencia de nuevas variables cuyas leyes no conocemos
en detalle y el promedio de cuyos valores es lo que medi-
mos en-definitiva?

En realidad el punto de vista de Einstein.es compati-
ble con las variables ocultas si bien no las exigié expre-
samente. Cabe mencionar, sin embargo, que cuando
Born hizo una interpretaciéon completa de la Mecanica
Cuantica a base de variables ocultas (8) esta solucién le
merecié a Einstein el calificativo de ‘*barata’’. Se ha su-
gerido (9) que probablemente Einstein creia por aquella
época (1952) que la *‘descripcién méas general’’ de que
habia hablado varias veces la iria a suministrar su teoria
del campo unificado, que a la sazén ocupaba su aten-
cidn, pero que en la postre no dio el resultado esperado.

El caso de Einstein con la teoria cuantica ilustra muy
bien uno de los rasgos de su caracter: a pesar de haber
sido uno de los pioneros de esa teoria, de haber origina-
do con sus ideas muchos desarrollos importantes, nunca
perdi6 su costumbre de analizar cuidadosamente las ba-
ses de toda teoria sin aceptar incondicionalmente los
enunciados generalmente admitidos, sino por el contra-
rio, sometiéndolos a un agudo escrutinio. Esa es la acti-
tud que se espera de los verdaderos cientificos.
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LAS DESIGUALDADES ENTRE OPERADORES
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. Desigualdades entre operadores [1}]

Sean dos operadores autoadjuntos A y B.
Sediceque A<B 1)

Si<y |AlYy><<Y|Bly> (2)

para todo | ¢ ) del espacio de Hilbert que perte-
nezca a la interseccion de los dominios de los 2
operadores.

He aqui algunas propiedades ttiles:

a)SiA<B y B< A, entonces A=B
B)SiA< By BLC,entoncesA <C
¢) Se llama cota superior de A, M(A), el maxi-
mo valorde (Y| A {y) para llyll = 1
d) Se llama cota inferior de A, m(A), el minimo
valor de (Y |AlyY) sillyll=1
e) Para todo valor propio A de A, vale m(A)
< A < M@A) :
f)SiA>0
K | Alp)? < (P ALY) (plAlyp) para todo
¥ ¥ ¢ del dominio de A
- g) Sea 2 = A — B, positivamente definido, Q@ > O
y |¥) =Tl¢, siendo T un operador que admite
un inverso.

Entonces (¢| |¢) = @IT"QTip)
" Luegosi A> B, (¢ |IT*QT|¢) >0 - (3)
o bien T*AT > T*BT (4)
" h) Si en (3) hacemos T = Q™
wi@y'*'QaQlipyw>0
pero{p| (27)*'Q Q7'lpy = WIQ 1Y) >0
;71 obiensiQ> 0, Q% >0 . &

2. Raiz cuadrada de un operador [1]

Para B autoadjunto B’< 0

Entonces surge la pregunta: Todo operador au-
adjunto no negativo es el cuadrado de otro ope-
rador autoadjunto? Larespuesta es: Dado A < 0,
autoadjunto, existe un unico B autoadjunto tal
que B? = A v

_Tiene sentido pues la notacién B = A" para la

raiz cuadrada positiva.

. Otras propiedades de las desigualdades [4]

a) Si A > 1, sabemos que A" existe y es autoad-
junto si A lo es. Pongamos ahora

T=A"? en (4):
(A7%)* AA™'? > 1ydeahrl> AT
b)Sea A> B> 0
Poniendo T = B¢ en 4)
(B*2)* AB'? > (B'?)* BB 0 bien
B¢ AB" > 1
y de 3 a)
(B¢ AB'%)' <10 bien
B'? A B" < 1 es decir
B'2 A" B' < B'" B B'%, lo que significa
en virtud delg) A" < B
Enresumen:si A>B>0
: B'>A'>0 (5)

. Ordenacion de los valores propios [2,3]

La idea de usar las propiedades de los parrafos
anteriores para obtener desigualdades entre valo-
res propios, se remonta probablemente a Weyl

: en1912.



Dados A< B
Si los valores propios de A y B son ay y by res-
pectivamente, entonces

ag < by (6)
Demostracion.

Como ag y by son valores propios
Auk = auy B vy = bgvk (7)

Del principio variacional podremos deducir para
el valor propio méis pequefio

a; < (v, lAlv)), b, = (v; IBlv,) (8)

lo que usando (2) nos da
a; < ‘bl

Después se considera la funcién auxiliar ¢, =
v, B; + v;8, normalizada y ortogonal con v, .
Por esta Gltima razén, usando de nuevo el princi-
pio variacional

2, < {p2 |Alp2) < {9, |Blys)

Pero (g, |Bly;) = by 18, 1> + by 1B, 1*<b,,

ya que por la normalizaciéon de ¢, sabemos que
18112 + 18212 = 1 y suponemos b; < b,.

Es decira, < b,

Luego se considera 3 = vy 8; + v, 8, + V383,
normalizada y ortogonal a u, y u, y se llegara a
a3 < b; etc.

. Proyecciones interiores

A. Weinstein, N. Aronszajn, N. W. Bazley [2] ¥
posteriormente P.O. Lowdin [3,4], usaron el
concepto de proyeccion interior.,

Sea A un operador autoadjunto definidamente
positivo, A > 0. Si Q es un operador de proyec-
cion, la expresion A' = A¥? Q AY? sellama “pro-
yeccion interior de A respecto al proyecto Q.

Para el operador de proyeccion “exterior” Q sa-

bemos que

Wi = WIQ W) = WIQ*QY) =
=0

(‘QYIQY)

Este conjunto posee una matriz

A = (I con elementos A k, = (f, |f)

Sea un vector g que descomponemos en uno gf,
contenido en el sub-espacio (12) y otro g, per-
pendicular al 1o.

Hagamos gr = f¢c, donde £ es la matriz fila con
los elementos f*, ..f*ny ¢ la matriz columna

de los coeflclentes del desarrollo de g; por me-
dio de los f

Entonces(flg)= 1D e+ flgly=Ac
asique c=A"(flg y gfr=1fA" (i

Entonces el operador Q = |f) AT (f]
(con la condicién Qg = DA™ (ig) = g¢)

cumple los requisitos para ser el proyector sobre
el sub-espacio dado. Entonces, en la expresiéon
de la proyeccion interior,

Al = A" [EX(EIETIEI AT (13)

podemos hacer varias substituiciones:

a) f= A‘ég_ o

conlocual A!' = Alg)A ! glA

donde A =(glAlg (14)
byf= A" b

! = |h) A (h| donde A =(h|A™|h)  (15)

Estas formas se usan en los métodos que descri-
bo en el parrafo siguiente.

. Método de los hamiltonianos intermedios [2, 5]

Este método sirve para encontrar cotas inferiores
de 1os valores propios. Los métodos variacionales
nos permiten encontrar cotas superiores, pero
como observan Bazley y Fax [2] sin cotas infe-
riores no es posible una estimacion sobre la exac-

Como esto también vale para el proyecto titud del calculo.

P = 1—Q en el subespacio complemento ortogonal,

resulta La ecuacién de valores propios para el hamilto-

0< Q<1 o (10) niano completo es

Esto significa que, segin (4) con T = A y ' Hy; = E;¥; (16)
T*=A" S
1 I upongamos que hemos ordenado esos valores
0<A% QA <A (11) propios
Las ecuaciones (6) y (11) son el fundamento de . <E, <...

varios métodos para fijar cotas inferiores a los
valores propios, algunos de los cuales describire-
mos abajo. Pero antes veamos algunas formas al-
ternativas del operador A!:

~ Los valores degenerados aparecen un niimero de
veces igual a su multiplicidad. :

Supongamos también que el Hamiltoniano H se

Sea pues un conjunto de estado que determinan puede escribir

un sub-espacio
£={fi,f, ...fq} (12) H=H"+H! (17)



Donde H' es definidamente posmvo pero no ne-
- cesariamente pequefto.

El problema de valores propios para HO se supo-
ne resuelto

H® y{=E; ¥} - (18)

y los respectivos niveles de energia los supone-
mos ordenados

E? < Ej <

y que ademas suponemos estin abajo del espec-
tro continuo. En virtud de (6), como H° < H,

E <E; (19)

Asi que los valores propios de H° producen un
acotamiento por debajo (bastante impreciso) de
los valores propios de H.

El método consiste en elegir un conjunto de “Ha-
miltonianos intermedios” H¥, tales que

H < Hf< HK*' < H

Los valores propios de estos Hamiltoniangs in-
termedios estan situados entre los E;y ios E‘l-’.

Definimos los Hamiltonianos intermedios
Hk — HO + Hl Pk

siendo PX un proyector sobre un cierto.subespa-
cio de dimension k, que luego determinamos de

la manera mds conveniente. El operador P¥ se
puede poner

k —_ I§> (_g_lHl |£)'l (.Elﬂl
(verifiquese que pK - (Pk)2 )
Entonces H' P¥ = H! |g) (gH' |99 @lH'  (20)

que es de la forma (14) para la proyeccion inter-
nay H' Pk < H'.

El problema de valores propios se plantea asi: |
HE yl= (H° + HIPK) ¢} = Ek ¢!

osea (EX - H®) y!= H'Pk y!

o bien w‘ (EX - H° ) THIpE ¢! (21)
De (20) y (21) '

lyh = (EX-H°)T H'|g) a2 donde

a= (@HglgH iy}

Multiplicado por la izquierda por

@H'1p! @ H,

a= @Hg@H(EX - H°y'H|pa,

0 bien

{«qH® - @H(EX - H°)1H]| §>} a=

Comoa# 0
o - oplpk ~ly7] -
~ det [@H - H(ET-H°)"H|g]=0

Ecuacién secular del pwblema de donde salen
los Ek

. Aproximacié6n de Padé (6, 71

Esta aproximacion que Padé sugmo desde el si-
glo pasado, se puede estudiar con ayuda del ope-

rador de proyeccmn interna. .

Veamos primero cuil fue laideade Padé. Sea una

funcién j(z) que admite un desarrollo en serie

(=]

i2)= 7 a2 e
=0 o

Se llama “aproximante de Padé” [N, M] de esta
funcién el cociente de dos polinomios P(z) y Q(z)
de grados M y N respectivamente,

M) = =2 () (23)
Q@ '

con Q(0)= 1.
Se demuestra que se puede elegir [N, M] de ma-

nera que coincida con j(z) hasta la potencia
M+ N.

-El reemplazar la serie original por el aproxunan-

te es muy ventajoso cuando dicha serie converge
muy lentamente o no converge en absoluto. En
el caso de desarrollo en serie de operadores, esta
sustitucion conserva la unitaridad.

En las referencias [6] y [7] se muestra como se
puede expresar [N, M} como un producto de de-
terminantes,

Las condiciones de convergencia de [N, M] al
crecer N y M son muy bien conocidas cuando
(22) es una serie de Stieljes

f-2)=g@) =D, a2, (g4
i=0
donde los coef1c1entes a; son los momentos de

una distribucién, _ -
aj=f uldy(u).
0

¢ (u) es una funcion acotada no decreciente.
Para usar el método de las proyecciones internas
se introduce un operador R no negativo y se
aplican las formulas (11) y (15)

R > thy(hiR™ |hy! (h| (25)
Luego se hace R = R (z) = (1 + z A)! (26)
Consideremos una propiedad fisica dada por

g (z) = WIR (z) {¥). (27)
Desarrollando el denominador de R

g(z) =, (-2) Wik, (28)

Entonces (Y |A1h[/) corresponde al a, de (22).

En el operador de la proyeccion interior (15) es-
cogemos

Ih) = A*! [¥)



- yusanklo (2b) se liegaa -

[N,N] = g(z)= [N, N-1], (29)

propiedad que se puede deducir también [6, 7]
por manipulacién de los determinantes,

La aproximacion de Padé se ha utilizado entre
otras muchas-cosas, para el caso de los desarro-
llos en serie que aparecen en la teoria de pertur-
baciones, donde los aprox1mantes {N,N]y[N,N-1}
sirven de cota superior e inferior respectivamen-
te [8j. Analoga situacion se presenta en el desa-
rroilo de polarizabilidades por medio de los mo-
mentos.

8. Método de Particion [4, 5]

En ¢l método de los Hamiltonianos intermedios,
en general se requiere ordenar los valores propios
de los Hamiltonianos H® y HX, lo que en gene-
ral presupone que s¢ hayan determinado todos
esos valores propios. Con e] objeto de evitar ese
problema, P.O. Loéwdin [4,5], propuso como al-
ternativa la introduccion de una funcién de “orac-
keting” & = f (& donde &es una funcién que se
extiende sobre todo el plano complejo. Tal fun-
- cién cumple la condicion de que entre &y &; se
halla siempre un valor propio de H. El autor de
este Gltimo método sostiene también que en él
se ateniian las dificultades que se han presentado
en el método de los Hamiltonianos intermedios
para introducir adecuadamente las contribucio-
nes de la parte continua de H°,
Para todos esos fines, se introduce el * ‘operador
resolvente reducido”

T = (- PHP)'P

siendo P un operador de proyecciéon, . .
En el caso de una perturbacion V definidamente
positiva

H=H"+V
se tiene, segiin se demuestra en los art{culos ori-
ginales
& = Eg + (pol tipy)
t es el ““operador de reaccion”
t=V+VIV=(1-VRy)'V
SiT, = (&- PH,P)'P
E, ¥ l¢e) son un valor propio ¥ un ket propio de
HO

También se demuestrat™ = V! - T,.

Ademas, de las propiedades de las desigualdades
entre operadores sale &< EY, siendo E¢ la ener-
gia del estado fundamental.

T, <0
tP >Vt
obien 0<t<V

Luego aplicando el concepto de proyeccion inte-
rior, se logran iimites inferiores mas precisos pa-
rat.

Esta teoria tiene como casos particulares las teo-
rias de perturbaciones tipo Brillouin y tipo Schro-
dinger.

En la referencia {4] se indica donde se describen
algunas aplicaciones de este método.
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INTRODUCCION-ALQUIMIA**

La Quimica Analitica es el conocimiento de la carac-
terizacion de las sustancias y por esta razén es la rama
de la ciencia que se ocupa de las reacciones quimicas,
reconociendo las propiedades estructurales de las espe-
cies que intervienen en las mismas, sus condiciones de
equilibrio y sus mecanismos.

Esta disciplina es el resultado de la curiosidad del
Fombre por conocer de qué estan formadas las cosas y
por qué se forman, cuya primera manifestacion de la
que se tenga noticia sucedié en Grecia cuando el Rey
solicité a Arquimedes la investigacidn para determinar
si la corona que le entregara el orfebre era de puro oro o
no. El genio de Arquimedes dio la solucién establecien-
do el primer método que permite conocer la composi-
cion de una sustancia determinando su peso especifico.
Sin embargo este destello creador fue Gnico en la anti-
guedad, puesto que el hombre pensaba entonces princi-
palmente en buscarle utilidad a las sustancias de que dis-
ponia para asegurarse alimento, vivienda y ciertas co-
modidades; por esta razén el pensamiento quimico de
esta época fue principalmente de sintesis obteniéndose
como resultado un desarrollo industrial en metalurgia,
ceramica, tintoreria, cerveceria y en el nacimiento de la
inquietud sobre sustancias que embellecieran el cuerpo o
prolongaran la vida. Este pensamiento reiné .durante
-aproximadamente 15 siglos (Siglo XIII D. de C.).

Durante toda esta época florecié la Alquimia, pen-
samiento que entretejia una Quimica rudimentaria con
otros extensos dominios de la experiencia humana como
eran la religién, el folclore, la mitologia, la magia, el
misticismo.

Durante el Imperio Romano los conocimientos al-
quimicos se conservaron principalmente en los paises
africanos de donde vinieron a Europa con la invasion de
los Moros.

El pensamiento analitico durante todo este tiempo
fue bastante superficial como lo demuestra un escrito
del Codex Germanicum publicado en el Siglo XIII que

** Origen posiblemente oriental. Introducida a Europa por los
musulmanes.

* Trabajo presentado el dia de su poses:bn como Mlembro Corru-
pondiente de Ia Academia. - - .

prescribia para determinar la pureza del azufre: (1) *‘Si
quieres probar si el azufre es bueno o no, coge un terrén
en tu mano y llévatelo al oido. Si chasca en forma que t8
lo oigas es bueno, pero si guarda silencio y no chasca no
es bueno”’. y

Sin embargo la idea de control por pesada 1deada por
Arquimedes no se habia perdido en el transcurso:del
tiempo, como lo denota una ilustracién de un eserito
titulado Ordinal de Alquimia publicado en 1477 en Bris-
tol y en el cual aparece el autor del libro Thomas Norton
frente a una balanza protegida por una caja. Este alqui-
mista a diferencia de sus contemporaneos trabajaba con
balanza sensible y no al ojo. :

Llegamos asi hasta la época del Renamiento a co-
mienzos del siglo XVI, época en la cual las doctrinas
tenidas como firmes en la época medieval comenzaron a
ser objeto de duda y ataque.

IATROQUIMIA*

Apareci6 en los primeros afios de este siglo el suizo
Theophrastus Paracelso (3) llamado a ser el iniciador de
una nueva doctrina, la Iatroquimia que surgia de la cri-
tica a la alquimia y a la medicina.

- Considerando Paracelso el cuerpo humano como un
organismo en el cual sucedian cambios quimicos, pro-
puso que en caso de enfermedad, dicho organismo nece-
sita sustancias quimicas que le comuniquen sus propie-
dades para reajustarlo.

Esta doctrina seguramente dio nuevo impulso al
pensamiento analitico pues planted el problema de veri-
ficar la potencia, virtudes, posibilidades y eficacia de los
medicamentos quimicos.

Parece ser que la experimentacién en aquella época
era de tipo directo. Se lee (1) que Basil Valentin un mon-
je que se preocupaba por estos problemas, por la época
de- 1608 estaba experimentando con cierta sustancia.
““Noticioso de que los cerdos del monasterio aumenta-
ban en grasa luego de devorar los residuos de sus expe-
riencias, introdujo cierta cantidad en la comida de sus
desprevenidos hermanos, cuidando de exceptuarse -él
mismo a modo de control; el efecto sobre sus cofrades
fue tan desgraclado que ‘la méglca sustancxa acabd por

* Siglo XVi - Siglo XVII



ser conocida con el nombre de antimonio, es decir, ene-
migo de los. monjes”’.

Como aporte positivo de la época de la Iatroquimia
se le puede atribuir el mérito de haber mantenido viva la
tradicion experimental durante los siglos XVI y XVII,
dando lugar al descubrimiento de nuevas sustancias.

El principal obstaculo para el desarrollo del pensa-
miento analitico en esta época fue la rigidez mental he-
redada de la reciente época de la alquimia. Hasta enton-
ces se podria decir que los que se interesaban en la qui-
mica eran trabajadores practicos con escaso interés por
la teoria. Sus ideas teéricas se asimilaban facilmente con
las nociones mas corrientes. La segunda mitad del siglo
XVII marcé el comienzo de una nueva éra. En 1675 es-
cribia Nicolas Lémery (1) ‘‘La vida del hombre es dema-
siado corta para intentarlo todo; el hombre piensa solo
en lo que le es mas necesario y gusta de seguir las rutas
trilladas por otros’’. Sin embargo Lémery trat6 de lu-
char contra esta inercia del pensamiento como queda
consignado en su publicacién ‘‘Curso de Quimica’’, que
muestra-que su autor era un experimentado diestro y sus
indicaciones, consecuencia indudable de su propia la-
bor. Intent6 relacionar las propiedades de las sustancias
con unas supuestas formas de sus particulas ultimas en
una especie de teoria atémica, pero reconociendo sus
limitaciones en el conocimiento.

Por esta época también aparecié la enciclopedia qui-
mica Opera Omnia publicada por Glauber en Amster-
dan en la cual su autor pone de presente las limitaciones
existentes para recoger y analizar sustancias gaseosas y
hace notar que el problema que ocupaba principalmente
el pensamiento quimico de entonces era el estudio de la
combustién. Asi vemos surgir a Robert Boyle (2), (3),
(4), (5) Robert Hooke, John Mayow, Tachenius y Sthal.

Boyle fue el primer exponente del sistema filos6fico
inductivo de Francis Bacon basado en la experimenta-
cion, la observacién y la medida.Desarrollé algunas
ideas razonadas concernientes a las reacciones y propu-
so algunos métodos sencillos de andlisis quimico, entre
ellos el empleo de ciertos jugos vegetales como indica-
dores de acidos, bases y sales. Boyle siempre trabajé en
forma planeada y metddica aun cuando no siempre lle-
g6 a interpretar correctamente sus observaciones. Fue
ademas un critico especialmente de los iatroquimicos a
quienes les ponia en evidencia la falta de claridad en sus
escritos que denotaban la falta de conceptos claros en la
teoria. El mayor servicio que Boyle prest6 a la Quimica
radicé en el campo de las.concepciones tedricas pues lu-
ché en contra de las ideas estancadas en los ‘‘elemen-
tos’’ Aristotélicos y de los ‘‘principios’’ Paracélsicos.

Dio la primera definicion moderna de ‘‘elemento’’
asi: (1) “‘Entiendo por elemento, ciertos cuerpos primi-
tivos y simples, que no estando formados unos de otros,
son los ingredientes de que se componen de modo inme-
diato los cuerpos y en los cuales se resuelven Gltimamen-
te’’. Simultaneamente Robert Hook y John Mayow es-
tudiaron los fenémenos de la combustién y de la respi-
racion; sin embargo como desconocian la técnica de ais-
lar y manipular gases, s6lo pudieron llegar al umbral de
la verdad en cuanto a la composicién del aire y la natu-
raleza de la combustion.

En la misma época Tachenius demostrd poseer algu-
nos conocimientos de las reacciones quimicasy delanali-
sis, entre ellas figuraron ‘‘la aplicacién de la tintura de
las agallas de ciertos pescados como reactivo cualitativo
de algunas sales metalicas disueltas’ (1).

FLOGISTO**

A finales del siglo XVII public6é Stahl (6) la teoria
del Flogisto, nombre que dio al principio inflamable de
los cuerpos combustibles, teoria basada en una observa-
¢ién superficial del fendmeno de la combustién y que
confundia la combustibilidad, es decir, una propiedad,
con una sustancia material hipotética. Estateoriaignora-
ba dos hechos bien establecidos para entonces: 10.- Que
los metales aumentaban el peso al arder, y 20.- Que un
volumen de aire confinado se contrae en vez de expan-
dirse, al hacer arder un cuerpo en su seno. Esta teoria
coordind cierto numero de observaciones que de otra
forma habrian permanecido inconexas, pero los descu-
brimientos experimentales de importancia realizados en
aquel periodo, lo fueron a pesar de la teoria mas que por
su causa. Sin embago, la teoria fue aceptada porque no
existia en ese momento ninguna otra, aun por el quimi-
co que se distinguié en esta época, Herman Boerhaave,
quien a pesar de que en sus escritos nunca mencioné el
flogisto, dej6 entrever que en su mente existia tal confu-
sion (1).

Tal error no podia persistir por mucho tiempo y asi
sucedié que a mediados del siglo XVIII Joseph Black
quien se consideraba médico, adelant6 estudios sobre
sustancias que pudieran disolver los calculos urinarios.
Con este fin examind la ‘‘magnesia alba’’ (Carbonato
basico de magnesio) descubriendo que producia eferves-
cencia con los 4cidos y que por ignicion se convertia en
un polvo blanco que ya no presentaba dicha propiedad y
que habia perdido siete doceavos de su peso original.
Black demostré que esta pérdida se debia a un gas que se
habia separado del material al calcinarlo y al que deno-
mind ‘‘aire-fijo’’. Una vez mas el conocimiento analiti-
¢o surge para impulsar a la Quimica una nueva era y
destruir 1a marafia de errores que la tenian frenada. Este
experimento realizado en 1754 le permitié, ademas, co-
nocer al autor, que el aire fijo formado por la calcina-
cién de 1a magnesia era el mismo que se formaba por la
combustion del carbén vegetal; Priestley (7) propuso
por la misma época una nueva técnica a la que llamé
quimica neumdtica, la cual al ser aprovechada junto con
los experimentos de Black condujeron al descubrimien-
to de otros gases y a comprobar el caracter del agua
€Omo cuerpo compuesto.

Boyle habia sembrado la inquietud sobre qué sustan-
cias se consideraban compuestas y cuiles elementales;
esta inquietud empez6 entonces a dirigir los pasos de la
curiosidad humana que a la vez perseguia el conoci-
miento de ¢6mo sucedian las transformaciones
quimicas.

Aparecié entonces en el panorama quimico el sueco
Sheel, dedicado a la farmacia, quien hizo numerosas ex-
periencias originales con multitud de sustancias para de-
terminarles sus propiedades. Sin embargo, su trabajo

** Finales Siglo XVIl - Principios Siglo XVIil.



fue de tipo cualitativo en contraste con el que estaba de-
sarrollando su contemporéineo Black.

En Inglaterra también se trabajaba especialmente
sobre el mismo problema:/'Joseph Priestley investigaba
cualitativamente sobre ‘‘diferentes clases de aire’’ y
Cavendish, por el contrario, gran exponente del trabajo
cuantitativo fino y exacto, logré establecer la diferencia
entre el ‘‘aire fijo’’ y el “‘aire inflamable’’ estableciendo
su peso especifico. Ademas, hallé que la explosién de
una mezcla de dos voliimenes del llamado ‘‘aire infla-
mable’’ con una de‘‘aire desflogistizado’’ conduce a la
formacién de agua comprobando asi que el agua era un
compuesto de hidrégeno y oxigeno. Con su metédica
forma de trabajar logré notar el proceso de fijacién del
nitr6geno atmosférico y el de produccién de 4cido nitri-
co. Ademas determiné los pesos relativos de potasio y
calcio necesarios para neutralizar pesos idénticos de un
4cido y le dio el nombre de pesos equivalentes.

Sin embargo, el gigante de esta época podria decirse
que fue Lavoisier (8), (9) ‘‘el cual nunca concecié a la
especulacién nada que pudiera decidir el experimento,
prestando constante atencién al aspecto cuantitativo en
sus experiencias’’ (1). Sus numerosos experimentos so-
bre calcinacion y combustién lo llevaron al conocimien-
to irrefutable de que la supuesta pérdida del flogisto era
en realidad la combinacién con un constituyente gaseo-
so y activo de la atmdsfera al que dio el nombre de
oxigeno.

CIENCIA QUIMICA - INORGANICA
Estequiometria**

En un tratado publicado en 1789 afirmé Lavoisier
(1) “‘se puede sentar en principio que en toda operacién
existe igual cantidad de materia antes y después de ella;
que la cualidad y cantidad de los principios es la misma
y que s6lo existen cambios y modificaciones. Sobre este
principio se funda todo el arte de hacer experiencias qui-
micas’’. Desde este momento la Quimica Inorganica
adquiere el caricter de ciencia exacta.

A finales del siglo, Richter (10) y Proust formulan
por primera vez las leyes que sientan las bases de la este-
quiometria. Son ellas la ‘‘Ley de las Proporciones Reci-
procas’’, ‘‘mediante la cual se fijan las proporciones
ponderables exactas para neutralizar una serie de 4cidos
por otra de bases”’, (1) propuesta por Richter y 5 afios
mas tarde en 1799 Proust enuncié la *‘ley de las Propor-
ciones Constantes’’ 1a cual dice que un mismo compues-
to contiene siempre los mismos elementos combinados
en las mismas proporciones ponderables’’ (1).

Estas leyes abrieron un nuevo horizonte a la Quimi-
ca Analitica y le infundieron el espiritu que permiti6 su
inmenso desarrollo en el siglo XIX. Empero a los quimi-
cos en esta época les preocuparon principalmente dos
problemas: hallar una clasificacién de los elementos co-
nocidos y por otra parte establecer una nomenclatura
comin,

Respecto a las leyes recién establecidas, John Dalton
(11) aplicé en 1801 la concepcién atémica propuesta por
Newton en 1642 en apoyo de su propia observacién de
las presiones ejercidas por los gases. Llegb a explicar

**Finales Siglo XVIII.

segln su teorfa, ‘‘que los 4tomos simples de un elemento
determinado son perfectamente semejantes entre si en
peso y figura; no pueden crearse ni destruirse y se pue-
den unir con otros 4tomos simples en proporciones sen-
cillas para formar moléculas’’ (1).

La teorfa de la combustién de Lavoisier y la teorfa
atomica de la constitucién de la materia de Dalton son
los dos pilares sobre los que se ha construido toda la
teoria de la Quimica actual.

El desarrollo de la Quimica Analitica en el transcur-
so del siglo XIX es tan abundante en descubrimientos 'y
el nimero de investigadores es tan grande que no-es po-
sible tratar con detenimiento cada una de las distintas
personalidades, dentro del marco reducido de este resu-
men historico. Trataré de presentar Gnicamente un es-
bozo de ese inmenso trabajo. .

En relacion con el problema de clasificacion de los
elementos seglin sus propiedades, podemos recordar en
primera instancia a Dobereiner (12) quien establecié
triadas de elementos en las cuales el elemento interme-
dio poseia propiedades analiticas también intermedias
entre los dos extremos. Posteriormente Newland (13) en
1863 indicd “‘que si se ordenaran los elementos conoci-
dos en el orden creciente de sus pesos atémicos se da el
caso de que varios elementos presentan propiedades si-
milares a los de otros situados siete lugares antes o des-
pués de ellos’’.

Pocos afios mas tarde, en 1869 el quimico ruso Men-
deleieff (14), (15), (16) elabor6 la misma idea y estable-
ci6 el famoso sistema peridédico de clasificacién de los
elementos. Acentud la importancia de la periodicidad en
las propiedades y explicé las discrepancias existentes su-
poniendo lugares vacios atn, debido a la ausencia de
elementos existentes en la naturaleza pero atin no descu-
biertos. Este sistema periédico de los elementos ha sido
perfeccionado y completado posteriormente y se ha con-
servado como la mejor clasificacién general.

En cuanto a nomenclatura, en 1787 fue publicado un
nuevo sistema elaborado por los quimicos franceses (1)
Lavoisier, De Morveau, Berthollet (17) y Fourcroy los
cuales vertian al francés los textos latinos y daban deno-
minaciones precisas a algunos compuestos, tales como
oxido de plomo, sulfato de barita, acido sulfurico; estas
denominaciones fueron aceptadas y traducidas a otros
idiomas.

Sin embargo, a principios del siglo, Dalton, siguien-
do atn la linea de la costumbre alquimica, representéd
los elementos y los compuestos con simbolos, pero con
una diferencia importante: Cada simbolo alquimico re-
presentaba una sustancia dada en cantidad indefinida,
mientras que los simbolos de Dalton vinieron a repre-
sentar un atomo simple, o un atomo compuesto (mo-
lécula) de dicha sustancia.

Berzelius (18), (28), sustituyé més tarde los simbolos
de Dalton por letras, cada una de las cuales sirvié para
representar el 4tomo y desarroll6 el simbolismo que per-
mite al quimico interpretar en forma sencilla y exacta las
transformaciones, sobre todo con las ecuaciones.

Al mismo tiempo que se ventilaban estos asuntos de
interés general, los métodos de investigacién analitica
fundamentados en las leyes recientemente aceptadas ad-
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~ quirieron un impulso tal, qie practicamente todo el co-
nocimiento actual en lo que llamamios analitica clasica
se lo debemos a este siglo. Tanto la quimica inorgénica
como la naciente Quimica Organica sufrieron este
influjo.

A comienzos del siglo se distinguié por sus trabajos
en Quimica Analitica Mineral, Martin Heinrich Kla-
proth (26), (19), (20), quien perfeccion6 la desintegra-
cién de los silicatos mediante la fusién con potasa en
crisol de plata. Introdujo la desecacién y calcinacién
cuidadosa de los precipitados y la costumbre de dar no
solamente los resultados finales de los andlisis, sino
también las pesadas parciales de los precipitados obteni-
dos. Con esta manera cuidadosa de operar, tuvo la for-
tuna de hallar una serie de sustancias fundamentales
hasta entonces desconocidas.

Klaproth tuvo como alumno y colaborador directo a
Berzelius (24) quien desplegé gran destreza en el analisis
cuantitativo tanto inorgénico como organico, ademas
de su gran aporte a la nomenclatura. Compuso ademas
un escrito en 1835 sobre los fen6menos enigmaticos de
aceleracién de procesos quimicos por presencia de sus-
tancias en cantidades pequefias y las cuales aparente-
mente no participaban en el proceso. A dicho fenémeno
le llamoé “‘catélisis’’.

CIENCIA QUIMICA ORGANICA**

“En 1831 Liebig (21) introdujo métodos experimen-
tales adecuados para determinar la composicién porcen-
tual exacta de gran numero de sustancias organicas y
gracias a éste la quimica organica adquirié su caracter
de ciencia exacta’’ (1). ‘

‘“En 1832 Wohler (22) y Liebig publicaron un estu-
dio en el cual demuestran la existencia de asociaciones
comunes de 4tomos, que llamaron radicales y que po-
dian permanecer inalterados a lo largo de una serie de
transformaciones provocadas por medios quimicos, en
las restantes partes de las meléculas que los contenian”’
m.

En 1852 Edward Frankland propuso la teoria de la
valencia que designa a cada 4tomo una cierta capacidad
de combinacién con los demdas dtomos, expresable por
un nimero determinado. En este mismo afio Kekulé (23)
llevé adelante su teoria fundamental sobre la estructura
molecular de los compuestos organicos. Establecié la te-
travalencia del &tomo de carbono y la capacidad de este
4tomo para unirse con otros iguales y formar cadenas.

Casualmente en el mismo afio otro quimico, Archi-
bald Scott Couper expresaba las mismas ideas en una
revista francesa. :

ESTEREOQUIMICA

Los conocimientos fisicos empezaron a utilizarse en-
tonces para analizar materiales. El primer experimento
de que se tiene noticia fue aquel llevado a cabo por Pas-
teur en 1848, quien por aplicacion de luz polarizada so-
bre sales de acido tartarico pudo determinar que en una
sola sustancia pueden presentarse dos formas cristalinas
que son entre sf como un objeto y su imagen, imposibles
de hacer coincidir. A este fenémeno se le dio el nombre
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de isomeria optica y fue el comienzo de la estereoqui-
mica.

Empez6 entonces una época de sintesis de sustancias
nuevas, especialmente aquellas de aplicacién ttil, época
que atin se est4 viviendo, pero en la cual el pensamiento
analitico siempre sigue o antecede al sintético.

El inglés Michael Faraday aport6 en este tiempo to-
da su experiencia al desarrollo de la electroquimica y de
los métodos de investigacion cuantitativos. Sus leyes so-
bre la electr6lisis publicadas en 1834 fueron muy impor-
tantes para el desarrollo ulterior de la Quimica. Ademas
fij6 1a nomenclatura de los procesos eléctricos que ha
llegado hasta nosotros.

Bunsen (25) quien fue un gran investigador en Qui-
mica Analitica, establecié en 1859 un nuevo método
analitico, el analisis espectral, aprovechando el mechero
de gas de su invencién. En este empefio le colaboré Gus-
tav Kirchhoff logrando establecer su utilidad para de-
terminar cantidades pequefiisimas de sustancias que por
los medios ordinarios no hubieran podido reconocerse
lo que condujo al descubrimiento de nuevos elementos y
al desarrollo del anélisis de indicios.

Averigué ademas, la composicion del sol y de las
“‘estrellas fijas’’ lo que -hasta entonces se consideraba
imposible.

FISICOQUIMICA **

En 1867 Maximiliam Guldberg y Peter Waage (26),
(27), formulan la ley de accién de masas, fundamento
para el calculo de los equilibrios quimicos. Nombres fa-
miliares para todo quimico son los de Fehling, Liebig
(28), Kjeldahl (9), Mohr, Volhard, Nessler, pues todos
ellos propusieron diferentes métodos que en el presente
son usados como los establecieron en el siglo pasado con
ligeras modificaciones. Otros autores tal vez son menos
conocidos, es el caso de Fréderic Margueritte (29), quien
descubre por primera vez una técnica basada en oxida-
cion reduccion, la determinacidn de hierro con perman-
ganato de potasio, y Frederick Penny quien utiliza para
el mismo fin el dicromato de potasio, perfeccionando
asi la teoria propuesta por Mhor.

Ademas de métodos idearon la forma del material de
vidrio apropiado para cada operacion y construyeron la
mentalidad de lo que es hoy un laboratorio de anAlisis
quimico.

Y asillegamosalumbral del siglo XX, comprobando
que gran parte de la historia de la ciencia quimica, es la
historia del continuo perfeccionamiento de los métodos
analiticos, a la luz de todas las leyes que se han logrado
establecer sobre el comportamiento de las sustancias
quimicas.

MICROANALISIS

Comienza a preocupar principalmente el analisis de
pequefias cantidades de sustancia, la determinacién
cuantitativa de los elementos en indicios y la estructura
interna de las sustancias. Denigés (30) inicia el estudio
para la determinacion de trazas de fosfatos y arseniatos;
junto al perfeccionamiento de las técnicas analiticas es-
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- tablecidas, el austriaco Fritz Pregl traté de encontrar la
forma de aplicar estos métodos cuando se cuenta con
una muestra muy pequefia. Por los resultados alcanza-
dos en el establecimiento del microanalisis orgénico se
hizo acreedor al premio Nobel de Quimica en 1923.

METODOS FISICOS

El amplio desarrollo de la ciencia fisica, especial-
mente en los campos de la 6ptica, la electricidad y la
electronica han sido de una ayuda enorme en el campo
del analisis quimico.

Haré un recuento breve de los adelantos con que
contamos en el presente (31):

En 1704 Isaac Newton anoté que un rayo de luz
blanca se puede dispersar en rayos de luz de diversos
colores por medio de un prisma. En 1800 Sir William
Herschel descubri6 que el espectr del sol se extendia més
alla del rojo y en 1835 Melloni estudié el espectro infra-
rrojo.

Estos estudios a los que se les dio el nombre de Ana-
lisis Espectral o Espectroscopia se iniciaron para descu-
brir las caracteristicas de las radiaciones luminosas, pe-
ro pronto se revelaron como métodos excelentes de ana-
lisis quimico desde el tiempo de Bunsen (32) cuando se
establecieron las interacciones entre la luz y la materia.

Asi se ha podido establecer que la absorcién de la
radiacion ultravioleta y visible es conveniente tanto para
analisis de sustancias organicas como de inorganicas. La
radiacién en esta regiéon es de suficiente energia para
causar transiciones de electrones de valencia o exterio-
res. Las bandas de absorcion que se obtienen en este
analisis son ideales para medidas cuantitativas, pero su
aplicacion esta restringida a un nimero limitado de gru-
pos funcionales llamados croméforos. Este es un per-
feccionamiento del método colorimétrico que fue pro-
puesto por Nessler.

La absorcion de la radiacion infrarroja se usa princi-
palmente en la identificacion de compuestos organicos
ya que la frecuencia de esta radiacién igualaala frecuen-
cia de las vibraciones rotatorias y de deformacion de las
moléculas como son las de tijeras, oscilacion, sacudida y
torcién.

Coblentz, del United States Bureau of Standards,
construyé a principios de siglo el primer espectrégrafo
infrarrojo y en 1919 Randall e Imes de la Universidad de
Michigan obtuvieron el primer espectro que revelaba es-
tructura rotacional. En 1935 qued¢ establecido el méto-
do como herramienta de analisis para aplicaciones in-
dustriales.

La espectrografia de masa que fue ideada por Aston
en 1910, permite medir la masa atdmicadeloselementos
que constituyen una sustancia, obteniendo el espectro
de masa de dicho compuesto. Su utilidad reside en la
posibilidad de separar los is6topos de los elementos, re-
solviendo asi la incOgnita surgida al examinar muestras
de un mismo elemento, pero provenientes de diferentes
fuentes geolGgicas y que mostraban distintos pesos atd-
micos, 1o que permitia obtener fracciones de diferente
densidad. Los pioneros de esta investigacién fueron
T.W. Richards v sus colaboradores en Harvard (33).

Muchos sistemas quimicos son fotoluminiscentes, es
decir, pueden ser excitados por radiacién electromagné-
tica (U.V, 6 R.X) como consecuencia vuelven a emitir
radiacién de la misma longitud de onda o de una longi-
tud de onda modificada. Si el proceso luminiscente cesa
casi inmediatamente después de suspender la radiacién
se trata de fluorescencia. En base a esta propiedad des-
cubierta por Rdentgen, se desarroll6 el método de fluo-
rometria por los afios de 1955. Su uso es limitado, a
pesar de ser un método muy sensible, debido al nimero
relativamente pequeilo de sustancias que presentan esta
propiedad.

La radiacién luminosa se dispersa al atravesar un
medio transparente que contenga una segunda fase for-
mada por particulas. Esta propiedad ha sido aprovecha-
da para desarrollar dos métodos, la turbidimetria y la
nefelometria muy utilizados en andlisis de control de
aguas.

En 1928, el fisico hindi Raman, descubri6 ademas
que en determinadas circunstancias, la longitud de onda
de parte de la radiacion dispersada por moléculas difiere
de la del haz incidente y ademdas que este cambio depen-
dia de la estructura quimica de la molécula. La espec-
troscopia Raman es ahora un util instrumento para cier-
tos andlisis cuantitativos, y tiene su principal aplicacion
en estudios estructurales de sistemas organicos e inorga-
nicos.

En 1955 Walsh y Alkemade propusieron en Estados
Unidos el estudio de la absorcién de energia radiante
U.V. y visible por 4&tomos neutros en estado gaseoso; asi
nace el método de absorcion atémica de amplio uso en
el analisis de elementos metalicos.

En 1969 se estudid la accidn de la radiacion de radio
frecuencia sobre los nicleos que pueden dividirse segin
sus propiedades magnéticas, dando comienzo al 1til mé-
todo de Resonancia Magnética Nuclear, usado para la
determinacion de la estructura de especies organicas e
inorganicas.

Cuando la radiacién de microondas es absorbida por
los electrones en un campo magnético, proporciona
también informacion estructural. A este método se le
denomina Resonancia Giratoria Electronica.

METODOS QUIMICOS

A pesar del auge despertado por la utilizacién de mé-
todos fisicos, la investigacién en métodos quimicos no
se ha dejado de lado pues es innegable que para micro-
andlisis, son éstos los mas importantes.

El anélisis volumétrico ha tenido dos principales
aportes como son: La introducciéon de acomplejantes y
la utilizacidén de solventes no acuosos.

La molécula del acido etilen diamino tetracético, por
su propiedad acomplejante revoluciond las técnicas
analiticas de los iones metalicos hacia 1946. El primer
trabajo cuantitativo presentado por Schwarzenbach (34)
fue la determinacién de calcio y magnesio, procedimien-
to que fue rapidamente adoptado para la determinacién
de la dureza del agua. Desde entonces la aplicabilidad de
esta titulacion ha sido extendida a la determinacién de
aproximadamente 50 elementos.



Otra modalidad rhuy utilizada actualmente ¢s 1a va-
loracién de-4cidos y bases en solventes no acuosos tales
como el etanol y el 4cido acético glacial.

Con la obtenci6n de nuevas sustancias por sintesis el
campo de la analitica se amplia cada vez més. Es el caso
de la tioacetamida, compuesto orgénico que al hidroli-
zarse deja en libertad gas sulfhidrico y que actualmente
se esta estudiando por la posibilidad de su utilizacién en
el campo cuantitativo, para reemplazar el incomodo
método clasico del burbujeo.

Con el avance en los conocimientos de las propieda-
des de las sustancias han surgido métodos tales como la
cromatografia en la cual se aprovechan los fenémenos
de absortividad, capilaridad y solubilidad en sus distin-
tas modalidades, para separar sustancias en cantidades
pequefiisimas. Su aplicacién en quimica orgéinica y en
fitoquimica es muy importante en la actualidad (35).

Para no alargarme mas voy a omitir algunos méto-
dos fisocoquimicos para nombrar finalmente como lti-
mo desarrollo en el tiempo, el analisis por activacién
que se basa en el hecho de que cuando se bombardean
con neutroneslosiatomosdeun elemento, éste se vuelve
radiactivo con un tiempo de vida media caracteristico,
que medido, puede darnos la respuesta analitica desea-
da. La cantidad de material empleado en este tipo de
analisis es del orden de la diezmillonésima de gramo y
dia a dia se impone en el campo de la Bioquimica.

EN COLOMBIA

Precursores

En el siglo XVII las Sociedades Cientificas Europeas
(36) tenian fijos sus ojos en América y se tiene noticia de
varias expediciones organizadas para efectuar el inven-
tario de los recursos de estas regiones. A la Nueva Gra-
nada vino don Antonio Ulloa (1716-1795), espafiol,
quien a su regreso a Espafia en 1748 llevé platino y com-
probd que se trataba de un cuerpo simple mediante los
conocimientos analiticos con que contaba.

Posteriormente vino el vasco Juan José D. Elhuyar
(1754-1796) quien a solicitud de D. José Celestino Mu-
tis, organizé los trabajos de mineria y la capacitacion de
personal en esta rama, en un sitio cercano a Mariquita
(Tolima).

El primer laboratorio quimico organizado con fines
didacticos de que se tenga noticia fue traido al pais por
Don Jorge Tadeo Lozano (1771-1816) quien estudio
quimica en Madrid y establecié la catedra en el Colegio
Mayor de Nuestra Sefiora del Rosario. En este colegio le
sucedieron en la catedra de Quimica Ezequiel Uricoe-
chea (1834-1880) y Liborio Zerda (1830-1919) y en 1858
Vicente Restrepo (1837-1899) quien habia estudiado
quimica y mineralogia en Parfs, establecié en Medellin
un laboratorio para fundir y ensayar metales.

En los.lapsos de las guerras de la Independencia y
posteriormente a finales del siglo con motivo de la gue-

rra civil, los estudios elementales de quimica fueron sus-
pendidos en ¢l nivel de bachillerato; en 1919 Antonio
Ma. Barriga Villalba, quien fue discipulo y luego suce-
sor en la citedra de Liborio Zerda, logré queestosestu-
diossereanudaran oficialmente enel programa de secun-
daria.

En los comienzos del siglo se distinguieron como ca-
tedraticos en Quimica a nivel universitario Francisco
Montoya (1850-1922) y Eduardo Lleras Codazzi (1885-
1960).

El doctor Montoya cursé carrera de Medicina en la
Universidad Nacional, encargandose posteriormente de
la catedra de Quimica Orgéanica. Su interés cientifico lo
llev6 a reunir una coleccion de minerales que se conser-
vO en el Museo de la Salle hasta el 9 de abril de 1948.

El doctor Lleras Codazzi comenzé a trabajar en
1909 como ‘‘ensayador’’ en el Laboratorio Municipal
de Bogota y luego ascendié en 1914 a Quimico Toxico-
logo; como tal pasé a dirigir el Instituto de Medicina
Legal, en donde se constituyd en una autoridad en la
materia; dicté durante varios afios la catedra de Quimi-
ca en la Escuela de Ceramica del Colegio Mayor de
Cundinamarca y en la Facultad de Ingenieria de la Uni-
versidad Nacional iniciando a sus alumnos en los rudi-
mentos analiticos.

La Quimica Analitica es ahora instrumento de tra-
bajo en practicamente todos los campos de la ciencia.
Su influjo en la medicina, la geologia, la metalurgia y
las tecnologias en general hace de su estudio materia
obligada a todos los estudiantes de estas disciplinas.

El estudio de esta materia en nuestro pais como cam-
po profesional es relativamente reciente como conse-
cuencia de las circunstancias de nuestro desarrollo; se
inici6 con la llegada del doctor Jorge Ancisar Sordo a la
Universidad Nacional, quien viniendo doctorado en
Quimica de Europa, logré interesar a las directivas en
tan importante materia.

La primera catedra de Analisis Cualitativo se dictd
como curso regular en la Escuela de Farmacia en el afio
de 1933, incluyendo los principios basicos como el uso
del soplete y la marcha sulfhidrica. Posteriormente se
amplié a la catedra de andlisis cuantitativo, y mas re-
cientemente adn, por los afios 60 se empezaron a cono-
cer los métodos instrumentales. Este desarrollo ha sido
acorde a las necesidades del pais, puesto que el desarro-
llo industrial solo se empez6 en la década de los 30, y si
inicialmente los industriales no le dieron mayor impor-
tancia al analisis quimico en sus factorias, con el desa-
rrollo posterior que ha impuesto la calidad del producto
como factor de precio, el analisis quimico ha venido a
ser un instrumento importante en el proceso econémico
del comercio interior y exterior.

Esta necesidad ha impulsado la creacion de nuevas
catedras dentro del pensum de formacién del Quimico
como son los Analisis Aplicados, en los cuales se fami-
liariza el futuro profesional en el manejo de las normas
internacionales de andlisis, y la interpretacién de sus re-
sultados en funcién de la calidad del producto.

Laboratorios Actuales

La amplitud de aplicaciones de este conocimiento 'y
sus necesidades en la sociedad colombiana se hicieron
sentir desde comienzos del siglo XX; en 1925 la Nacién
adquirié un laboratorio fundado en 1917 por los médi-
cos Bernardo Samper y Jorge Martinez, concentrando
en esta entidad las consultas en las cuestiones quimicas
que se presentaban a la Direccién Nacional de Higiene;
asi mismo se ocup6 del analisis de aguas, bebidas alco-



holicas y algunos alimentos. Simultdneamente existia
otro Laboratorio en el que se resolvian los problemas
quimicos del Ministerio de Industrias y del Departamen-
to de Minas y Petréleos del mismo Ministerio. Este la-
boratorio fue el inicio del Laboratorio Quimico Nacio-
nal adjunto actualmente a Ingeominas. Posteriormente
se organizaron laboratorios en el Instituto de Investiga-
ciones Tecnolégicas, Instituto Colombiano Agropecua-
rio y en la Superintendencia de Industria y Comercio
desde donde se ejerce el control analitico de la calidad
de muchos productos que se someten a exportacion o
provienen de la importacién, o se dan las bases de desa-
rrollo o de optimizacidén de nuevas industrias.

En la labor analitica al servicio de la patria en las
entidades citadas, se han forjado varios de nuestros ac-
tuales maestros de los cuales se pueden nombrar como
mas distinguidos entre otros, a: Antonio Maria Barriga
Villalba, Luis Montoya Valenzuela, Jose Vicente Az-
cuenaga, Luis Enrique Gaviria Salazar, Bernardo Fajar-
do Pinzén y Alvaro Mondragén. La labor desarrollada
estd dando su fruto en la superacién de la calidad de los
productos nacionales de exportacién, consecuencia de la
toma de conciencia de la industria quimica. Ademas,
mediante la Quimica Analitica enriquecemos cada vez
mas el conocimiento de nuestros recursos naturales am-
pliando el horizonte de sus aplicaciones.

CONCLUSION

Sin lugar a duda podemos afirmar que en quimica
no hay investigacién que no incluya una fase analitica
de laboratorio y por esta razén, encontramos una enor-
me produccién mundial literaria que en una u otra for-
ma esté relacionada con el tema. Asi, el lenguaje analiti-
co ha dejado de ser dominio de unos pocos, pues se ha
difundido ampliamente con el establecimiento de Nor-
mas de Anilisis Quimico por parte del ICONTEC.

Finalmente podemos ver que la Quimica Analitica a
través de los tiempos ha recorrido un extenso camino:
en su infancia seguia ciertas tendencias misticas que po-
co a poco se fueron volviendo mas curiosas; al pasar el
tiempo esta curiosidad le permitié explicar muchos fe-
némenos naturales convirtiéndola en gestora de la mo-
derna ciencia quimica y en su madurez da su mano y su
consejo para el mejor desarrollo y aprovechamiento de
los recursos por parte de la humanidad.

Para terminar este viaje a través del tiempo en com-
pafiia del pensamiento analitico, quiero rendir un home-
naje a los pioneros en este campo de la ciencia, quienes
sin mas medio que su ingenio y su voluntad debieron
llegar a la verdad y sentar las bases para convertir el
mito en ciencia.
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INTRODUCCION

Uno de los temas de gran interés hoy en dia para los
cientificos es el estudio de las enzimas. Con la invencion
de la electroforesis, se puso de manifiesto la existencia
de varios tipos de enzimas que adoptan mds de una for-
ma. Se llaman isoenzimas y presentan entre ellas diferen-
cias en la secuencia de aminodcidos (Latner y Skillen,
1968; Weyer, 1968).

Entre las isoenzimas més conocidas se encuentran
lasdeladehidrogenasaldctica (LDH), las de la deshidro-
genasa del dcido mélico (MDH) v las de la deshidroge-
nasa del acido glutdmico (GDH).

En los mamiferos, la enzima maés estudiada ha sido
la LDH, la cual se ha presentado en por lo menos cinco
formas diferentes de tetrdmeros producidas cada una de - FIGURA 1
el_las por la unién de dos mondmeros en proporciones Electroferograma representativo de las isozimas de MDH
diferentes. Uno de los mondmeros se presenta mas que ori hisevos sin fertilizar.
todo en el tejido del corazén y ha sido denominado
“H" y el otro en el misculo estriado y se conoce como
“M" (Dixon v Webb, 1964). Asociando estos dos mo-
nomeros se puede observar la composicion polipeptidica
de los cinco tetrdmeros asi:

H, LDH,
H.M LDH.
H.M, LDH,
HM, LDH,
M, LDH;
[*} Este trabajo se llevé a cabo mediante una ayuda de Investiga- FIGURA 2 i,
citn del Fondo Colombiano de Investigacionss y Proyectos Electroferograma representativo de las isozimas de MDH
Especisles Francisco José de Caldas, COLCIENCIAS. en huevos en primar clivaje (estado 3.
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FIGURA 3
Electroferograma representativo de las isozimas de MDH
en huevos en segundo clivaje (estado 4).

FIGURA 4

Electroferograma representativo de las isozimas de MDH
en huewvos en tercer clivaje (estado 5.

FIGURA B

Electroferograma representative de las isozimas de MDH
en Blastula (estado 8).
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FIGURA &

Electroferograma representativo de las isozimas de MDH
en Géstrula (estado 12).

FIGURA 7

Electroferograma representativo de las isozimas de MDH
en Néurula (estada 16).

FIGURAR. . .

Electroferograma representative de-
en Boton de Cdla lestadd 3R ecl anai



FIGURA 9

Electroferograma representativo de las isozimas de MDH
en embriones de & mm (estado 201,

FIGURA 10

Electrofercgrama representativo de las isozimas de MDH
en ambriones de 7 mm (estado 21).
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Las isoenzimas de la MDH como las de la LDH pa-
recen tener también dos tipos de mondmeros organiza-
dos en cinco diferentes combinaciones detetrdmeros, los
cuales entre otras propiedades difieren en su movilidad
electroforética ¥ en su punto isoeléctrico.

La deshidrogenasa del acido mélico es una de las en-
zimas que acta en el metabolismo de los carbohidratos.
Es una oxidorreductasa que cataliza la interconversién
entre el acido malico y el &cido oxaloacético, usando
como coenzima el Dinucledtido de Nicotinamida Adeni-
na (NAD).

Market v Moller en 1959 empleando el método de
separacién por electroforesis en gel de almidén y traba-
jando con tejidos frescos de animales encontraron que
la MDH se separaba en dos fracciones diferentes. En
1960 Tsao utilizando la misma técnica obtuvo los mis-
mos resultados en varios tejidos de rata. Estos cientifi-
cos coincidieron en sus investigaciones al encontrar las
dos formas diferentes de la enzima MDH sin embargo,
ninguno explicd el significado bioldgico de esta hetero-
geneicidad.

Hallazgos similares fueron reportados por Latner ¥
Skillen en 1962 en espermatozoides humanos, por En-
glard y Breiger en 1962 en musculo de corazén de buey,
por Wiggert v Villee en 1962 en fracciones de corazon,
higado, rifién, pulmdn y corteza cerebral de fetos hu-
manos en varios estados de diferenciacion y por Gross-
man, Kaplan ¥ Thorne, en 1963, en el corazén del cer-
do. La conclusion a la cual llegaron estos investigadores
es que en los tejidos de los vertebrados tnicamente se
presentan dos bandas con actividad de la enzima MDH,
las cuales podian separarse electroforéticamente.

Siegel y Englard en 1962 purificaron la MDH del co-
razdn del buey, cristalizaron la enzima y determinaron
su composicion de aminoacidos. Posteriormente, Thor-
ne y Cooper (1963) obtuvieron composiciones similares
de aminoécidos para la MDH del extracto de células del
corazon del pollo. En 1963 Golberg y Cather, encontra-
ron la presencia de tres bandas con actividad de MDH,
durante el desarrollo embrioldgico del caracol Ilyanasa
obsoleta,

En 1963 Moore y Villee, separaron los blastomeros
del erizo de mar A, puntulata en el estado de 64 células,
mediante tratamientos con tripsina y luego por centrifu-
gacidn en un gradiente de sucrosa. Hicieron microelec-
troforesis en disco de policrilamida de macro ¥ micro
blastomeros y encontraron que en los macroblastome-
ros habian dos bandas con la actividad de MDH vy en los
microblastémeros, tres bandas, Seis horas después de la
fertilizaciém los embriones seguian presentando las mis-
mas tres bandas y a las cuarenta y ocho horas se presen-
taron cuatro bandas con actividad MDH. En huevos sin
fertilizar reportaron cinco bandas. Sin embargo, en
1967 Francesco y Villee utilizando el mismo animal, re-

portaron que antes de lafertilizacién aparecian ocho ban-

das; éstas se reducian y cinco minutos més tarde apare-
cian de nuevo los faltantes. La concentracion de esta
enzima, detectada por un aumento en la intensidad del
color de las bandas, aumentaba noventa minutos des-
piés de la fertilizacién. BI nd



Manwell (1966) hall6 diferencias en la actividad de la
MDH en-higado de renacuajo y de rana. En higado de
renacuajo encontré en la zona intermedia de tres a cua-
tro sub-bandas isozimicas, mientras que en el higado de
la rana las zonas catddica y anédica eran las méas marca-
das.

En 1971 Pakhomov y Perevozchikov, revelaron la
presencia de tres zonas de actividad de MDH en los
miusculos esqueléticos de pollos en desarrollo. Se encon-
traron las mismas bandas en los masculos y corazones
de los pollos adultos.

En el mismo ailo Engel, Wolfang y Wolf, mediante
estudios electroforéticos en ratas, anotaron que no ha-
bia actividad enzimatica alguna en los huevos sin fertili-
zar o en los estados de preimplantacién. Después de la
implantaciéon observaron por primera vez, un patrén
isozimico que aparecia a los diez dias, el cual presentaba
tres bandas diferentes. Doscientas cuarenta horas des-
pués aparecieron cinco bandas con actividad de MDH.
La conclusién fue que la MDH aparecia un poco mas
tarde en el desarrolio.

Los hallazgos descritos motivaron el interés por es-
tudiar las variaciones de esta enzima durante el desarro-
llo de Hyla labialis, una rana muy comin en Colombia
pero poco conocida biolégicamente.

MATERIALES Y METODOS

Para estos experimentos se utilizaron los anfibios
Hyla labialis, descritos por E.R. Dunn en 1944. Las ra-
nas adultas se recolectaron en la Urbanizacion San José,
la cual esta situada tres kildbmetros al occidente del ter-
cer puente de la autopista norte de Bogota, Colombia.

Una vez en el laboratorio se seleccionaron los ma-
chos y las hembras y se colocaron en recipientes de vi-
drio a una temperatura entre 8 y 14°C, siendo procesa-
dos antes del tercer dia de cautiverio.

Para obtener los huevos se utiliz6 un método de la
ovulacion inducida (F.J. Ryan y R. Grant, 1940), que
consiste en inyectar a la hembra y al macho en la cavi-
dad abdominal cinco pituitarias de Buffo marinus ma-
ceradas en 0.5 ml. de solucién salina al 0.75%.

Después de la inyeccién se colocd a cada pareja en
un frasco y se la aisl6 en un sitio oscuro para facilitar asi
el proceso de la ovulacién. Los huevos fertilizados se
colocaron en cajas de Petri, con 30 ml. de agua fresca y
con la ayuda de un microscopio esteroscopico, se sepa-
raron las diferentes etapas del desarrollo.

En pequefios tubos de vidrio se colocaron de 100 a
200 huevos en los diferentes estados de desarrollo, hasta
llegar alboténdecola. En los embrionesde Smm., 7mm.,
y 11 mm., solamente se recolectaron sesenta especime-
nes debido al tamafio de estos.

Los embriones se homogenizaron en 0.2 ml. de solu-
cion buffer stock, descrita por Boyer, ef al. (1963). Esta
contiene 4cido tricloroacético 0,5 M, #&cido bérico
0.02M y TRIS 0.9 M., a un pH final de 8.60. Luego se
centrifugaron en una centrifuga clinica a 5.000 rpm du-
rante media hora a O°C, guardando el sobrenadante.

El gel se prepara mezclando en un erlenmeyer 60
grms. de almidén (Otto Hiller) con 25 cc. de solucién
Buffer stock y se completa con 475 cc. de agua destila-

da. Se la calienta en un mechero agitdndola continua-
mente hasta que se espesa. Se retira del mechero y se
remueven las burbujas con una bomba de vacio. El al-
midén se vacia en un molde procurando sacar todas las
burbujas que hayan quedado. Cuando el gel se ha en-
friado se coloca en cada celdilla de éste, con la ayuda de
un tubo capilar, una muestra del sobrenadante. Como
patrén de referencia se utilizd plasma humano, cuyas
isoenzimas han sido ampliamente estudiadas y caracte-
rizadas. Se recubren las celdillas con parafina derretida
y se corre por 16 horas a 4°C aplicando 12.5 ma.a 200 v.
con una fuente de poder Heathkit 1 pw. 17.

En la cubeta correspondiente al polo negativo se co-
locan 75 cc. de buffer stock y 600 cc. de agua destilada y
en la correspondiente al polo positivo 100 cc. de buffer
stock en 600 cc. de agua destilada.

Las tajadas se tifien, una con napthol blue black (3.5
gr. en 1 litro de solucién blanqueadora) para detectar
proteinas en general y la otra con una sal de 4&cido mali-
co con el colorante NBT para detectar actividad de
MDH. Esta tGltima tajada se deja en la oscuridad hasta
que aparecen las bandas purpuras de actividad de
MDH. El gel se fija en solucién blanqueadora (4cido
acético metanol y agua destilada 1:5:5). Esta solucién se
usa también para retirar el exceso de napthol blue black.

RESULTADOS

Para determinar la localizacién de las enzimas se ob-
tuvo el indice de migracidn relativa de cada una de las
bandas, este indice corresponde a la relacién a/b, en
donde el valor de a corresponde a la distancia en milime-
trosdesdeel puntodeiniciacidndelrecorridode la mues-
tra de la deshidrogenasa maélica, hasta el extremo de mi-
gracién en la parte media de cada banda. El valor de b
corresponde a la banda de mayor migracién del control,
en este caso el plasma humano.

Las bandas se numeraron asi: la banda de migracién
maés anddica se denomind la banda 1. La banda de me-
nor migracién anddica se denominé como la banda 3,
siendo la banda 2 la intermedia.

La Tabla No. 1, presenta las migraciones de las ban-
das en los diferentes estados estudiados y las figuras 1 a
11 los electroferogramas representativos de las siguien-
tes etapas del desarrollo: huevos sin fertilizar (estado 1),
primero, segundo y tercer clivaje (estados 3, 4 y §5), blas-
tula (estado 8), gastrula (estado 12), neurula (estado 16),
botén de cola (estado 17) y embriones de 5, 7y 11 mili-
metros (estados 20, 21 y 22 respectivamente),

En todos los casos estudiados se detectan las tres
bandas descritas pero con algunas variaciones. En el es-
tado 3, correspondiente al primer clivaje (Figura 2) se
puede observar una mayor coloracion de las bandas 2 y
3, las cuales se presentan extendidas.

En el estado 4 correspondiente al segundo clivaje
(Figura 3) hay una disminucion en el color de las tres
bandas con relacién a la muestra de primer clivaje (Fi-
gura 4), en la cual también se observan las tres bandas.

La Figura § indica la fase de blastula (Estado 8) en 1a
cual se nota una mayor intensidad de las bandas 2 y 3.
Esta se acentua en la fase de gastrula (Estado 12, Figura
6), notdndose ademéas unos limites mas claros en cada
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Promedio By 52.30 | 52.55 | 50.92 | 52.05 | 52.83 | 55.22 51.94 51.16 | 53.77 | 51.05 | 50.94
Migracién By }34.68 13533 | 32.94 } 33.50 | 33.92 | 36.44 | 33.88 | 33.55 | 34.97 | 34.38 | 33.66
Real By |14.94 | 16.33 | 13.94 | 14.55 | 14.98 | 17.00 | 15.72 | 14.61 | 15.00 | 13.99 | 13.77
Promedio By |[1.136 | 1.142 L111 | 1.135 | 1.148 | 1.187 | 1.134 | 1.132 | 1.144 | 1.114 | 1.112
Migracién B2 0.742 1 0.768 | 0.719 {0.728 | 0.737 | 0.783 | 0.739 | 0.732 | 0.741 | 0.750 | 0.734
Relativa By | 0.337 0.355 1 0.305 {0.317 | 0.325 0.365 | 0.343 | 0.318 | 0.327 | 0.305 | 0.300

TABLA 1

Promedios de migracion real y migracion relativa de las isozimas de MDH en huevos sin fertilizar, primero,
segundo y tercer clivaje, blastula, gastrula, néurula, botén de cola, embrién de 5, 7y 11 mm. de Hyla labialis.

una de las bandas. Las bandas son mas definidas a nivel
neurula (Estado 16, Figuara 7) y botén de cola, (estado
17, Figura 8) pero las intensidades de tincién son meno-
res que en la fase de géstrula.

DISCUSION

De acuerdo con los trabajos de Mackintosh y Bell en
1963 confirmados por las investigaciones de Dixon y
Webb en 1964, tanto la Deshidrogenasa del Acido Lac-
tico como la del Acido Malico son el producto de la
unién de dos subunidades diferentes formando varias
clases de tetrameros. Estas combinaciones producirian
cinco formas isozimicas, las cuales difieren en su movi-
lidad electroforética y punto isoeléctrico, entre otras
propiedades, sin embargo para ambas enzimas se han
presentado informes de casos en los cuales aparece un
numero diferente de bandas. Por ejemplo, Vescel y
Bearn en 1957, trabajando con plasma humano, demos-
traron la presencia de tres isozimas de LDH y en 1967
Francesconi y Villee encontraron ocho bandas con acti-
vidad de MDH en los huevos sin fertilizar de Arbacia
punctulata. Pero parece que el caso mas comin se rela-
ciona con organismos o tejidos en los cuales aparecen
cinco bandas con actividad de LDH y dos bandas con
actividad de MDH (Wiggert y Villee, 1964).

En el presente trabajo los resultados obtenidos en las
primeras etapas del desarrollo de Hyla labialis utilizan-
do el método de electroforesis en gel de almidén s6lo
permitieron detectar tres bandas, sin que pueda excluir-
se la posibildad de que en cada banda haya mas de una.
Resultados similares obtuvieron Moore y Villee (1962)
en embriones de erizo de mar con 48 horas de desarro-
ilo.

Si se acepta que la intensidad de la coloraci6n refleja
la concentracion de la enzima, en la figura 1 correspon-
diente a huevos sin fertilizar hay una cantidad relativa-
mente baja de la MDH activa, lo cual estd de acuerdo

con su bajo consumo de oxigeno observado por George,
Escamilla y Manrique en 1979,

Teniendo en cuenta que el nimero de huevos o em-
briones utilizados en cada experimento fue el mismo, se
podria asumir, que la cantidad de material utilizado por
experimento fue constante. Es necesario sin embargo te-
ner en cuenta que no se tomé control de peso seco y que
la solubilidad de la enzima en el buffer puede variar en
las diferentes etapas del desarrollo. Asumiendo cantida-
des constantes de material utilizado y juzgando la con- -
centracién de enzima por el grado de tincién que se ob-
serva en las bandas, se nota que con la fertilizacion se
aumenta la cantidad de MDH y que las bandas B3 y By
no son tan limitadas en estos estados como en los hue-
vos no fertilizados (Figuras 1 a 8). Esta falta de limites
podria indicar la presencia de bandas adicionales que
podrian relacionarse en alguna forma con el aumento en
el metabolismo aerdbico reportado por George, Esca-
milla y Manrique (1979) después de la fertilizacion.

Durante los estados 4 y 5 correspondientes al segun-
do y tercer clivajes (Figuras 3 y 4) se mantienen las con-
centraciones en las bandas 2 pero disminuyen en las
bandas 3. Los autores anteriormente citados observaron
que en la grafica de consumo de oxigeno se nota una
cierta nivelaciéon y hasta un descenso que se hace mas
notorio en el estado de blastula, estado en el cual las
bandas de MDH comienzan a presentar una mayor in-
tensidad en la coloracién. Esto podria indicar la forma-
cion de enzimas en una etapa de preparacién para gas-
trulacion etapa en la que hay un aumento repentino en
el consumo de oxigeno.

La curva de consumo de oxigeno (George, Escamilla
y Manrique, 1979), muestra un punto méximo en el es-
tado de neurula, observacién que concuerda con la fuer-
te tincién que se nota en las bandas de la MDH en este
estado (Figura 7). La intensidad de tincion disminuye en
el altimo estado estudiado o sea embrién de 11 mm (fi-

gura 11).



Este descenso se puede explicar teniendo en cuenta
que el nimero de embriones utilizado fue aproximada-
mente la mitad del nimero de huevos utilizados. Esto se
hizo debido a que el exceso de concentracién de la enzi-
ma hacfa perder por sobreposicién la resolucién de las
bandas. Por tanto, se puede asumir que la concentra-
cién de MDH, en igual nlimero de especimenes seria en
realidad, mayor en el estado de botdn de cola, correla-
cionandola de nuevo con un mayor consumo de oxigeno
observado en esta etapa del desarrollo de Hyla labialis.
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" RESUMEN

Con la técnica de electroforesis Vertical en gel de al-
midoén se estudio la deshidrogenasa malica en los prime-
ros estados de desarrollo de Hyla labialis. Aparecieron
siempre tres bandas aunque se presentaron variaciones
en las concentraciones de las isoenzimas a juzgar por la
intensidad de tincién de las mismas. Se discute estas va-
riaciones.
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INTRODUCCION

Los escorpiones constituyen un grupo relativamente
pequefio de animales. Hasta el momento se han descrito
aproximadamente 650 especies. Tienen un amplio habi-
tat. Se encuentran en regiones cdlidas y desérticas (an-
drotonus sp), frecuentan lugares humedos como el Es-
corpius spp. o bosques como el Pafamaus spp. Los es-
corpiones Tityus Colombianus habitan climas frios y
pueden resistir heladas de varias semanas (Vachon,
1953).

La sangre o hemolinfa es un liquido claro, ligera-
mente amarillo mediante el cual se realizan los inter-
cambios quimicos entre los érganos, se transportan hor-
monas v alimentos desde el intestino ¥ productos de de-
secho hasta el sistema excretor.

Varios investigadores han utilizado, como se descri-
bira mas tarde, las proteinas presentes en la hemolinfa,
como un medio para descubrir variaciones intra e inter-
poblacionales dificiles de detectar morfolégicamente,
Por otra parte si las proteinas son el reflejo de la consti-
tucién genética de un individuo, al estudiar las variacio-
nes que existen en las proteinas se estard detectando in-
directamente la constitucion genética de ese individuo.
Por esta razon las proteinas y sus variaciones se han uti-
lizado ampliamente en el reconocimiento de especies di-
ferentes que morfolbgicamente parecen 5|mllaras (Man-
well .y Baker 1970), Varias pubhcamonﬂs aﬂrman por
ejemplo que las variaciones de los patrones electroforé-
ticos de las proteinas, a través de. las distintas. especies
pueden presentar una base molecular, para la dﬁ:lermma—
cion de su relacion filogénetica {Eertu:u & Cei 1960).
Ainfisen (1959) demostré que a pesar de que alg_unas

() Ests invistigacion fue finantiads ‘por COLCIENCIAS y'la Fa
oultad de Ciencigs-de:la Pontificia: Universidadl Javeriang,

proteinas de diferentes especies tienen una funcion simi-
lar, pueden presentar diferencias estructurales que afec-
tan su movilidad.

Estas variaciones s¢ pueden detectar con métodos
analiticos apropiados como son los métodos electrofo-
réticos.

Durante algunos afios los estudios de las proteinas
de insectos se hicieron utilizando técnicas simples de
electroforesis en papel v més recientemente en almidén
o agar. Las técnicas de agar y almidén, en las cuales la
separacion aparentemente depende de la interaccién con
el medio ademas de la movilidad electroforética (Smi-
thies 1955), dan bandas agudas y en mayor numero. Por
otra parte, con la caracterizacién quimica de las protei-
nas de la hemolinfa, la electroforesis de microzona ha
contribuido a observar que ciertas bandas se colorean
selectivamente dependiendo del reactivo, indicando gli-
coproteinas y lipoproteinas (Aizawa 1957).

Los trabajos més intensivos en fraccionamiento y
caracterizacién fisica de las proteinas de la hemolinfa de
los insectos se han realidado en Bombyx mori utilizando
tanto métodos de ultracentrifugacion como de electro-
foresis en el aparato de Tiselius. La hemolinfa de la lar-
va presento tres componentes importantes. El de mayor
sedimentacion estaba liresv:nte en ‘el e'_.;_tadﬂ de_ pupa
{Oda 195151 Kb S

El aspecto de desarrullﬂ ¥ dlfermcmcmrn sa ha estu-
dmdn ampliamente en-algunas especies. .

““Las proteinas de' “Hialophora cet.‘m;:i‘a” ¥ dE * Phi-
msamm cvrithia’' " por ‘ejemplo; fueroti-observadas a
través del desarrollo (Laufer 1959) con electroforesis de
zotia en gel de'almidén, para detectar cambios cualitati-
vos y ehantitativos, Los' cambios de’ los constituyertes
fueron;cerrelacionados con las funciones de varios or-
ganos y tejidos, particulamente de las glandulas.endo-
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crinas, las cuales controlan parcialmente el desarrollo y
la sintesis de protefnas.

En anélisis electroforético de la hemolinfa durante la
diferenciacién de las especies de la clase Aracnida del
género Hyalomma: H. excavatum y H. impeltatum
(Sande y Kardher 1960) se obtuvieron patrones electro-
foréticos con once fracciones pero con diferencias muy
marcadas entre las dos especies. Lo mismo se observa en
Argasidae reflexus y A. persicus. Las proteinas de la he-
molinfa del primero se presentan en tres fracciones
mientras que las del segundo se presentan en cinco frac-
ciones.

Las proteinas de la hemolinfa de ‘“Hialophora ce-
cropia’’ se han estudiado como antigenos (Telfer, 1960),
utilizando antisneros producidos por conejos y la técni-
ca de difusién en agar. Se observaron nueve bandas de
las cuales, siete se presentaron a través de todo el desa-
rrollo; también se observé un aumento cuantitativo de
proteinas durante la transformacién en adulto.

Investigaciones en algunos insectos han mostrado
que cada una de las situaciones fisiol6gicas se acoplan
con un cambio en el tipo de proteina de la hemolinfa.
Asi, durante la fase de maduracién de algunos huevos,
aparecen en la hembra proteinas especificas que son ab-
sorbidas por los oocitos. Se concluyé que las proteinas
de la hemolinfa y las de los occitos parecian idénticas
debido a que la velocidad de migracién electroforética
era igual. Inmunolégicamente son también iguales. (En-
gelman y Penny, 1966).

Estudios de las proteinas de la hemolinfa durante el
ciclo de vida de las reinas adultas de las abejas de la
especie ‘“‘Bolbyx erretris®’ separadas con electroforesis
en disco en gel de policrilamida, demostraron la presen-
cia de 23 fracciones proteinicas nombradas alfabética-
mente (Roseler, 1973). Cada fase de la vida adulta de la
abeja est4 caracterizada por patrones especificos de pro-
teinas de la hemolinfa. Las reinas nuevas tienen una
concentracién baja de estas proteinas que se va aumen-
tando en los primeros cinco dias hasta llegar a un maxi-
mo. La alta concentracién estd probablemente relacio-
nada con la sintesis de reservas para la etapa de hiberna-
cion. Durante la primavera los primeros oocitos empie-
zan a desarrollarse presentandose un aumento en la acti-
dad de las glandulas hipofaringeas y de las glandulas
productoras de cera que alcanzan su maximo desarrollo
cuando la reina establece su colmena. Un aumento en la
concentracion de las proteinas de la hemolinfa es para-
lela con la puesta de los huevos. La concentracién dis-
minuye al minimo en reinas viejas con ovarios degenera-
dos (Roseler 1973).

Muchos investigadores concluyen que el contenido
de proteinas de la hemolinfa fluctia mas ampliamente
que los aminodcidos libres y que otros compuestos ni-
trogenados no proteinicos. Los patrones durante el de-
sarrollo de algunos lepidéptores son muy semejantes,
hay un aumento en la concentracién en el estado larval,
gradual primero y luego rapido en el ultimo instar, Se
observaron cambios durante la hilada y en el periodo de
pupa; luego un agudo descenso al desarrollarse la forma
adulta. (Florkin 1936; Heller 1930; Drilhon 1946).

El descenso del volumen de la hemolinfa durante el
desarrollo del adulto sugiere que las proteinas de ésta

sirven como reserva para la sintesis de proteinas del
adulto (Heller 1932). La importancia de la hemolinfa
como sustancia de reserva también se ha podido demos-
trar por cambios duranteel periodo de inanicién. Cuando
C. euphorbiae y B. morio o S. lutoria se someten a ina-
nicién forzada, las proteinas de la hemolinfa descienden
notablemente mientras que las sustancias no proteinicas
permanecen constantes. Esto presumiblemente refleja la
hidrélisis de las proteinas para pasar a amino4cidos y
mantener la presién osmética.

Estudios de la hemolinfa de escorpiones del género
Bothotus (Buthidae) con electroforesis en disco y reali-
zados por Goyffon (1973), muestran que cada una de las
especies posee un electroferograma diferente, aunque
con aspectos muy cercanos en B. franzwerneri y B. ho-
tentota, pero netamente diferentes en cada una de las
subespecies de B. franzwerneri de Marruecos. Las dife-
rencias taxon6micas se distinguien aisladamente por la
técnica electroforética y el comportamiento de la banda
de movilidad, mientras que en otras familias de la espe-
cie estan ausentes.

Elinterés de este trabajo se basa en una poblacién de
adultos de escorpiones Tityus colombianus (Thorell)
pertenecientes a la familia Buthidae, subfamilia Tity-
nae, descrita en el siglo pasado en base a ejemplares de
Bogot4 por lo que se pueden considerar como topotipos
(Mello, 1945). Estos escorpiones fueron recolectados en
la Loma el Patronato situada detras de Usaquén a unos
12 kilémetros al norte de Bogota, con el fin de detectar
el nimero de bandas presentes en electroferogramas de
la hemolinfa. Se averigué ademas las concentraciones
de las proteinas detectadas mediante graficas de integra-
cién fotodensitométricas. Un punto interesante es la ob-
servacion de polimorfismos en la poblacién, el cual se
puede aprovechar para estudiar las frecuencias genéticas
de las poblaciones y observar los movimientos genéticos
entre diferentes poblaciones, proporcionando ademaés
una herramienta para el analisis filogenético de 1a espe-
cie.

MATERIALES Y METODOS

Los escorpiones fueron recolectados a 12 kilémetros
al norte de Bogota en la ‘““‘Loma de Patronato’’ detras
de Usaquén, a una altura de 2.725 metros sobre el nivel
del mar, cuya temperatura varia entre 10°C y 14°C. La
latitud corresponde a 110.464 metros y la longitud a
105.694 metros segliin la nomenclatura de Gauss y de
acuerdo a la planta F-94 del Instituto Geografico de
Agustin Codazzi.

La hemolinfa se extrajo del animal vivo, mediante
una puncién interdigital por la cara dorsal, entre el
quinto y sexto tergo, utilizando una micropipeta de 0.04
a 0.40 mm., de diametro. A cada especimen se le colocd
una tarjeta que identifica el lugar donde se colecté, el
nimero del especimen y la fecha de coleccién. Luego se
conservaron en una solucién de 280 cc. de agua destila-
da, 60 cc. de formol al 40%, 20 cc. de 4cido acético
glacial y 175 cc. de alcohol isopropilico.

Los compuestos de la hemolinfa del escorpién se se-
pararon por el método de electroforesis de microzona
que fue inicialmente utilizado por Kohn en 1957 en
reemplazo de las electroforesis en papel. Las muestras



de hemolinfa de escorpidn se colocaron con el aplicador
de muestras (Beckman No. 324399) en la membrana a
través de las perforaciones que presentan la cubierta de
la celda. Se aplicaron siete muestras de hemolinfa y un
patrén de suero humano normal en el que se pudo iden-
tificar seis fronteras moviles diferentes, que se designa-
ron como: albimina, globulinas, alfa 1, alfa 2 y Beta,
Fibrindgeno y Gamaglobulina (Arsmtrong et. al 1947).

Para obtener los datos que se presentan se utilizé el
sistema de electroforesis de microzona usando el mode-
lo R-110 de Beckman desarrollado por Gebott, 1973,
con una fuente Beckman modelo RD-2 duostat a 250 V
y 5§ MA por 18 minutos a temperatura ambiente. En la
microcelda se utilizé6 buffer B-2 Beckman (Veronal die-
tilbarbiturico de sodio).

Una vez corrida la muestra, se retir6 la membrana
para fijarla y tefiirla por 10 minutos con Ponceau -S
para observar las bandas y lavarla con 4cido acético gla-
cial al 5% en agua destilada. Se deshidratd con alcohol
isopropilico al 5% en etanol. La membrana se leyd en
un fotodensitometro de microzona (Beckman Modelo
R-110) con registro automatico a 520 manémetros.

RESULTADOS

El andlisis de los electroferogramas obtenidos por el
método descrito demuestra que la hemolinfa del escor-
pién Tityus colombianus, esta compuesta por un nime-
ro variable de proteinas anédicas que oscila entre 3y §,
segiin puede observarse en los electroferogramas y en
los trazos densitométricos.

La Figura 1 presenta un electroferograma represen-
tativo de las proteinas hemolinfaticas, habiendo coloca-
do en la extrema derecha un patrén humano.

El andlisis densitométrico del patron humano apare-
ce semejante en todos los electroferogramas, caracteri-
zado por cinco bandas bien definidas que corresponden
a: Albuminas, Globulinas alfa 1, Globulina alfa 2, Beta
globulinas y Gammaglobulinas. Estos patrones corres-
ponden a los obtenidos en trabajos anteriores, lo cual
garantiza el desarrollo normal de la electroforesis.

El analisis densitométrico de los electroferogramas
muestra que pueden aparecer entre 3 y 5 bandas que re-
presentan grupos de proteinas. Por tanto hay bastante
variacion en las proteinas hemolinféiticas de los miem-
bros de la poblacién (Tabla No. 1).

La banda nimero 3, corresponde en el patré6n huma-
no a las globulinas alfa 1; la ntimero 4, a las globulinas
alfa 2; y la nimero 5 a las beta globulinas. En ninguna
de las muestras de hemolinfa estudiadas aparece una
sexta banda comparable a las gamma globulinas.

El analisis cuantitativo de los datos densitométricos
permite calcular los miligramos de proteina presentes en
cada banda, a partir del contenido total de proteinas de
la hemolinfa.

La cuantificaciéon de proteinas totales se realiz6 en la
reaccién de Biuret, en un fotocolorimetro Leitz, utili-
zando luz monocromatica de 550 mandémetros de longi-
tud de onda, a partir de cuatro “‘pools’’ de hemolinfa.
Los resultados se analizaron segiin la Ley Colorimétrica
de Lambert-Beer.

Los valores promedio de miligramos en cada banda
aparecen en la Tabla 2 en la cual se indica también la
desviacién standard para cada una.

NUMERO Y PORCENTAJES DE INDIVIDUOS
CON LAS DIFERENTES BANDAS PRESENTES

Niimero de % de la poblacion

individuos
BANDA 1 45 70:3%
BANDA 2 64 100. %
BANDA 3 64 100. %
BANDA 4 64 100. %
BANDA 5 8 12.59%
TABLA 1

FIGURA 1

Electroferograma representativo de las proteinas hemolinfaticas
correspondientes al escorpién Tityus colombianus. Colectadas en
la Loma El Patronato. Control al extremo derecho.

MILIGRAMOS DE PROTEINA PRESENTES EN CADA
BANDA EN LA HEMOLINFA DE Tityus -colombianus.

MILIGRAMOS DE PROTEINAS

Desviacién Medida

Standard
BANDA 1 0.13 0.14
BANDA 2 0.436 0.55
BANDA 3 0.17 0.32
BANDA 4 0.22 0.55
BANDA 5 0.182 0.305
TABLA 2

DISCUSION

Tanto la hemolinfa de los invertebrados como la
sangre de los animales mas avanzados, son el fluido mas
representativo de cada especie, no sélo por su volumen,
sino también por su composicién quimica, sus propie-
dades osméticas, por ser en ultima instancia el medio en
el cual se desarrollan los tejidos. Este hecho justifica
intentar un conocimiento mas profundo y detallado de
sus propiedades, y es también por esta razén la tenden-
cia quimiotaxondmica moderna que pretende clasificar



las especies de acuerdo a la composicion proteinica de
sus fluidos internos. Varios autores, utilizando técnicas
de electroforesis en papel, en geles de agar, y en almidén
muestran variaciones en el nimero de bandas presentes
en una misma especie, de acuerdo a su estado de desa-
rrollo, a su condicion fisiolégica, a sus caracteristicas
sexuales, e incluso a su medio ambiente, lo cual dificulta
notablemente este tipo de analisis.

Se han reportado diferencias en el nimero de bandas
presentes en machos y hembras de los mosquitos Culex
Dpipiens utilizando la técnica de inmunodifusién (Schu-
man 1973) y en Drosophila melanogaster por inmuno-
electroforesis. (Robert, 1971). En anfibios, se han deter-
minado variaciones interpoblacionales e intrapoblacio-
nales de las proteinas plasmaticas (George et, al 1975)
sin embargo, en la literatura revisada no se encuentra
informacién semejante para el caso de los escorpiones.

Los resultados obtenidos muestran claramente una
variacién en el nimero de bandas y por tanto en el ni-
mero de grupos proteinicos presentes en la hemolinfa de
estos escorpiones. Segin la Tabla 1, la banda 1, esta
presente, s6lo en un 73.3% de los ejemplares estudia-
dos, mientras que las bandas 2, 3 y 4 aparecen en todos.
Labanda 5, aparece tinicamente en el 12.5% de los indi-
viduos.

Por su movilidad electroforética las proteinas que
forman la banda 1, podrian denominarse pre-albiimi-
nas. Existen varias razones que pueden explicar el hecho
de que estas prealbiminas no aparezcan en todos los
ejemplares estudiados. En primera instancia, es posible
que esta fraccidn proteinica exista en todos los escorpio-
nes, pero que en algunos se encuentre en una concentra-
cién baja, que por este sistema no pueda detectarse.
Existe ademads la posibilidad de que, como en otros ca-
sos informados (Fagerhol y Braend, 1965) esta fraccién
forme algtin tipo de complejo con las Albuminas de ma-
nera que ambas migren juntas, predominando las albi-
minas.

Se pensé que las bandas 1y 5 podrian estar en algu-

na forma relacionadas con el sexo, como parece ser en
otros casos (Schumann, 1973). Sin embargo, las bandas
faltan indistintamente en machos y hembras.

Aparentemente tampoco se puede relaconar con el
estado de desarrollo o madurez del animal, porque aun-
que sobre el ciclo de vida de esta especie se conoce muy
poco. De acuerdo a su morfologia externa, todos los
ejemplares estudiados parecen ser adultos.

Finalmente vale la pena mencionar que varios inves-
tigadores (Heller et al 1932) han destacado la importan-
cia de las proteinas hemolinfaticas en la regulacién de la
concentracién de aminoécidos libres, lo que puede oca-
sionar la conversion de las proteinas en aminoacidos,
pudiendo las bandas 1 y 5 en determinados casos ser
convertidas a aminoacidos sin que ellos se detecten con
el método utilizado.

Atribuir estas variaciones a fendmenos ecoldgicos
parece dificil, ya que toda la poblacién estudiada proce-
de de un 4rea relativamente pequefia y homogenea, en la
que aparentemente no hayzonasdetransiciénecolégica.

Es claro sin embargo que, por €l método utilizado,
aparece un polimorfismo en la poblacién pero para ob-
tener una imagen clara del mismo, es necesario estudiar
otras poblaciones y posiblemente utilizar métodos mas
sensibles como electroforesis en gel de almidén o acrila-
mida para lograr una mejor resolucién de las bandas
proteinicas que aparecen en la hemolinfa del escorpidn
Tityus colombianus.

RESUMEN

Se estudiaron 64 individuos de una poblacién del es-
corpién Tytyus colombianus por el método de electro-
foresis de microzona. Con este sistema se detectaron 3,
4y 5 bandas anddicas en la hemolinfa de diferentes in-
dividuos. La banda No. 1 esta presente en el 70.3% de la
poblacién, las bandas 2, 3 y 4 aparecen en todos los
individuos estudiados y la banda No. 5 aparece en un
12.5% de la poblacion. Se discuten posibles explicacio-
nes a estas variaciones.
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ASPECTOS DE LA DISTRIBUCION REGIONAL
DE ALGAS MARINAS EN LA COSTA ATLANTICA
DE COLOMBIA

REINHARD SCHNETTER*
Botanisches Institut,
Justus-Liebig-Universitat,
D-6300 Giessen, Alemania

De la flora de algas marinas benténicas macroscopi-
cas del litoral caribe colombiano se conocen actualmen-
te alrededor de 350 especies (véase SCHNETTER 1976,
1978). El carécter de esta flora en primer lugar es tropi-
cal; por ejemplo no se han coleccionado géneros como
Nereia, Petalonia, Sporochnus o Stilophora que se en-
cuentran en las costas del Golfo de México y de Florida
(véase TAYLOR 1928, 1960; EARLE 1969) y que apa-
rentemente requieren para su desarrollo temperaturas
inferiores a las que reinan en la Costa Atlantica de Co-
lombia. Sin embargo, el ambiente marino no parece uni-
forme a lo largo de esta costa; comparando el espectro
de especies de algas marinas en sitios diferentes, se pue-
den observar considerables diferencias. Las tltimas en
primer lugar se deben a tres complejos de factores am-
bientales marinos: a la salinidad, a la temperatura y al
sustrato. Hay una serie mas, de factores tanto bidticos
como abiéticos.(véase KINNE 1970-1972) que no se to-
caran aqui, sea que sélo incidan localmente o sea que
aparentemente no influyan en mayor grado en la distri-
bucién horizontal de especies de algas en el litoral caribe
colombiano.

Para algas bentdnicas, el factor sustrato es uno de
los mas decisivos. S6lo muy pocas especies de éstas son
capaces de desarrollarse en sustratos movedizos, espe-
cialmente si se trata de playas con moderado o fuerte
movimiento de agua. Una de esas especies se ve en la
figura 1. Se trata de Gracilaria sjoestedtii KYLIN, un
alga roja que es capaz de fijarse sobre piedras a pesar de
que las mismas cambien su posicién por la accién del
oleaje y ademés, el talo puede tolerar una cobertura are-
nosa. Gracilaria sjoestedtii se puede encontrar por €so a

* Los trabajos de campo se llevaron a cabo con una ayuda del Fondo
Colombiano de Investigaciones Cientificas y Proyectos Especiales
“FRANCISCO JOSE DE CALDAS"”; COLCIENCIAS, Bogota.

veces en playas con arena y piedras, de exposicion mo-
derada al movimiento de agua que por lo general no
muestran una flora benténica. Litorales muy pobres en
algas en la Costa Atlantica de Colombia, con predomi-
nancia de sustratos arenosos, son las siguientes: las pla-
yas entre el Cabo de la Vela (Guajira) y las estribaciones
de la Sierra Nevada de Santa Marta, la Costa de Sala-
manca y grandes partes de los litorales suroccidentales.
Por el otro lado, en playas rocosas existen condiciones
mecénicas favorables para fijacién de esporas, zigotes
o propagulos de algas y para el desarrollo de los talos de
las mismas. Playas rocosas con abundante vegetacién de
algas se encuentran en la Alta Guajira, en las estribacio-
nes de la Sierra Nevada de Santa Marta y en Ia playa
occidental del Golfo de Urab4; al oeste de Barranquilla
hasta el Golfo de Morrosquillo existen por lo menos en
ciertas partes playas con sustratos rocosos. Cabe men-
cionar los arrecifes de corales con sus condiciones espe-
ciales, como los de Islas del Rosario, de San Bernardo y
de las Islas de San Andrés y Providencia.

La salinidad del agua marina es otro factor impor-
tante para las algas. Una reduccién de la misma, en
comparacién con el valor normal en el mar, ocurre en
los alrededores de las desembocaduras de rios. En el no-
reste del territorio colombiano los rios mas importantes
en este sentido son los que llegan al mar desde la Sierra
Nevada de Santa Marta, desde la desembocadura del
Rio Rancheria cerca de Riohacha y otras entre Riohacha
y Ciénaga. El rio Magdalena con su desembocadura
principal cerca de Barranquilla influye también en la
salinidad marina por la coneccién entre la Ciénaga
Grande de Santa Marta y el mar y por el Canal del Di-
que que desemboca cerca de Cartagena. Para los litora-
les occidentales cabe mencionar los.rios SinG y Atrato.

En los alrededores de las. desembocaduras de los
rios, la vegetacion de algas marinas es pobre en especies.



sin embargo, algunas pueden ser favorecidas por la sali-
nidad reducida, como especialmente ciertas especies de
Enteromorpha y Ulva; ambos géneros pertenecen a las
cloroficeas. El agua de los rios grandes en muchos casos
no sélo influye en la vegetacion de algas en las cercanias
inmediatas de las desembocaduras, sino que el efecto del
agua dulce puede ser observado también a distancias
considerables de las mismas. Por corrientes marinas,
que vamos a mencionar mas tarde, la influencia del rio
Magdalena se puede notar hasta en la regién de Santa
Marta. A veces, después de grandes lluvias torrenciales
en el interior del pais, troncos de arboles pueden ser
depositados en aquellas playas.

Respecto a la salinidad hay que tomar en cuenta otro
complejo de factores que muestran influencias sobre las
algas de la zona intermareal que es periodicamente cu-
bierta y descubierta por el cambio de flujo y reflujo.
Plantas que crecen alli deben tolerar salinidades eleva-
das en areas o épocas humedas como consecuencia de
las lluvias.

La taza de las fotosintesis como la de la respiracién y
de otros procesos vitales dependen en alto grado de la
temperatura. Los valores Optimos varian segin la espe-
cie. Por lo tanto, la temperatura es un valor sumamente
importante para cada planta. La temperatura del agua
marina frente a la Costa Atlantica es relativamente
constante en los litorales orientales y occidentales, mien-
tras en la parte central, por ejemplo en los alrededores
de Santa Marta, se pueden observar oscilaciones esta-
cionales relativamente amplias para una regién tropical.
En los alrededores de las Islas de San Andrés y Provi-
dencia, las temperaturas de las aguas superficiales son
de 28° C en agosto y de 27° C en enero, frente a Carta-
gena los datos respectivos son de 27,5° Cy 26° C y fren-
te a la Alta Guajira de 26,5° C y 24,5°C (PERLROTH
1971). Las oscilaciones alcanzan hasta 2° C, los valo-
res absolutos son mas bajos en la Guajira que en las
partes occidentales (véase figura 5). En los alrededores
de Santa Marta, las diferencias entre las temperaturas
extremas de las aguas superficiales alcanzan por lo me-
nos el doble, 4°C o mas: en el verano (Enero) bajan a 22
- 23° C, mientras durante el invierno (Agosto - Noviem-
bre) suben a 27 - 38° C (PERLROTH 1971; BULA
1977). '

¢Cudl es la razén para estas diferencias? Para expli-
car las mismas hay que tomar en cuenta las corrientes
marinas (figura 6). Frente a la costa de la Alta Guajira
la Corriente del Caribe fluye hacia el oeste; por la orien-
tacion de la costa, esta corriente provoca un afloramien-
to de aguas de profundidad y por lo mismo se explica el
nivel relativamente bajo de las temperaturas de las
aguas superficiales. Mas al oeste existe entre la corriente
del Caribe y el litoral una contracorriente paralela a la
costa dirigida hacia el noreste, la Corriente del Golfo de
Morrosquillo. Como la iltima no provoca un aflora-
miento, las aguas superficiales son relativamente
calientes.

Para la explicaciéon de las grandes diferencias de
temperatura en la region de Santa Marta, debe tomarse
en cuenta la variacién estacional de los vientos alisios.
La velocidad y la fuerza de la Corriente del Caribe de-
penden hasta cierto grado de estos vientos procedentes
del noreste. Los vientos alisios soplan fuertemente en el

verano y aumentan la velocidad de la corriente mencio-
nada durante los. meses de Diciembre hasta Marzo, y
como consecuencia, en la mayor parte de esta época la
contracorriente no llega hasta Santa Marta (figura 6: 1,
XII), donde tenemos un afloramiento de agua (figura 5)
adicionalmente reforzado por los.vientos que caen desde
la Sierra Nevada (HERRMANN 1970, SCHNETTER
1970). La temperatura superficial del mar puede bajar a
23° C, segiin mediciones recientes. Méas tarde, la in-
fluencia de los. vientos alisios se disminuye y la contra-
corriente puede llegar hasta el Cabo de la Vela (figura 6:
VI, VII, X). Bajo estas condiciones de invierno, las tem-
peraturas del mar suben hasta 27° C en los alrededores
de Santa Marta. Ademas, tanto en el curso del verano
como especialmente en el invierno, durante algunos dias
pueden presentarse las condiciones de la estacion opues-
ta, causando cambios de temperatura a corto plazo. En
total, el area de las aguas de afloramiento es en el vera-
no mayor que en el invierno: en el invierno se limita a la
Alta Guajira, en el verano se extiende hasta Santa Marta
(figura 5). Hay que mencionar aqui también que las
aguas de afloramiento por lo general son relativamente
ricas en nutrientes, pero todavia faltan suficientes datos
al respecto para la Costa Atlantica de Colombia.

Las diferentes temperaturas de las distintas areas in-
fluyen hasta cierto grado en la distribucién regional de
las algas marinas a lo largo del litoral caribe. De las
aproximadamente 350 especies de algas benténicas per-
tenecientes a las cloroficeas, feoficeas y rodoficeas la
mitad se ha encontrado tan irregularmente que no
puede tomarse en cuenta fitogeograficamente por el mo-
mento. Hacen falta observaciones adicionales. De los
taxa que quedan, aproximadamente 90 crecen en toda la
costa, 47 s6lo se conocen de la region entre Santa Marta
y la frontera de Venezuela, mientras 27 se han encontra-
do s6lo en la zona al oeste de Santa Marta, en muchos
casos exclusivamente al oeste de Puerto Colombia o
solamente en las Islas de San Andrés y Providencia.
Entre las idltimas predominan las cloroficeas con 17
especies.

De la familia de las Sargassaceae, Sargassum cymo-
sum C. AGARDH y S. filipendula C. AGARDH crecen
en la Guajira y llegan hasta Santa Marta (figura 7). Am-
bas especies se consideran como tipicas también para la
zona de aguas de afloramiento frente a la costa venezo-
lana (DIAZ-PIFERRER 1967). Posiblemente, S. vulgare
C. AGARDH muestra el mismo tipo de distribucién,
pero los hallazgos colombianos son muy escasos hasta el
momento (figura 7).

Es interesante, que el comportamiento estacional de
S. cymosum en la Guajira es diferente al de la regién
de Santa Marta: en la Alta Guajira se pueden coleccio-
nar talos bien desarrollados y fértiles durante todo el
afio, mientras que en el 4rea de Santa Marta los talos
bien desarrollados con gametangios se encuentran al co-
mienzo del invierno; después la mayor parte de la planta
muere y s6lo el héptero y el corto eje principal sobrevi-
ven durante el invierno. En el verano siguiente los talos
se desarrollan de nuevo. Por owro lado, Sargassum
polyceratium MONTAGNE (incluyendo la variedad
ovatum (COLLINS TAYLOR) que crece cerca de Santa
Marta en los mismos sitios de S. cymosum, no existe
en las areas de las aguas de afloramiento de la Alta Gua-
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Gracilaria sjoestedrii KYLIN en una playa arenosa con

piedras cerca de Camarones, Departamento de la
Guajira.

Figura 2. |

1 Figura 1.

Asociacion de Turbinaria tricostata BARTON (por la
izquierda) y Sargassum polyceratium MONTAGNE
var. ovatum (COLLINS) TAYLOR (a la derecha); Isla
de San Andrés: Johnny Cay.




Cloroficeas y rodoficeas (Melobesioldeae) en el borde
de un arrecife de corales; en el centro del primer plano
Caulerpa racemosa (FORSSKAL) J. AGARDH var.
uvifera (TURNER) WEBER-VAN BOSSE; Isla de San
Andrés,

T Figura 3.

Talos de Laurencia papillosa (FORSSKAL) GREVI-
LLE y Acanthophora spicifera (VAHL) BORGESEN
del eulitoral, parcialmente daflados (blancos) por un
aguacero, época de verano; Ensenada de Neguanfe,
cerca de Santa Marta, Departamento del Magdalena.




jira. Las especies de Turbinaria estan limitadas a las
4reas con temperaturas superficiales constantemente al-
tas. La asociacién de Sargassum-Turbinaria es tipica pa-
ra estas areas (DIAZ-PIFERRER 1970), en sitios de ex-
posidnmoderada. Por ejemplo, Sargassum polyceratium
var. ovatum puede encontrarse en las playas occidenta-
les de San Andrés expuestas al oleaje fuerte, mientras
en las orientales protegidas por los arrecifes, esta
variedad ocurre junto con Turbinaria (figura 2).

Algunos ejemplos mas: Las feoficeas del género
Chnoospora s6lo son conocidas de areas con aguas de
afloramiento; Chnoospora minima (HERING) PA-

PENFUSS est4 limitada a litorales muy expuestos al
oleaje. Padina vickersia HOYT y probablemente tam-
bién P. gymnospora (KUTZING) VICKERS son am-
pliamente distribuidas, mientras P. tetrastromatica
HAUCK crece solamente en la costa de la Guajira y P.
haitiensis THIVY y P. sanctae-crucis BORGESEN has-
ta el momento sélo se han encontrado en las areas de los
arrecifes de San Andrés y Providencia (figura 7).

Diferencias regionales respecto a su distribuciéon
también muestran especies del género Caulerpa. C. me-
xicana (SONDER) J. AGARDH y C. sertularioides
(GMELIN) HOWE crecen en todas partes de la costa.

T
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Figura S.

Temperaturas de las aguas superficiales (en C°) durante
los meses de Enero y Agosto, frente a la Costa Atldntica
de Colombia (segin PERLROTH 1971).
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Caulerpa cupresscides var.cupressoides
C.cupressoides var. flabellata :
C.cupressoides var. lycopodium
C.cupressoides var. turmneri

C. fastigiata

C. mexicana

C. microphysa

C. occidentalis

C. peltata

C. prolifera o
C.racemosa var. laetevirens
C.racemosa var. uvifera

C. sertularioides

C. taxifolia

C.verticillata

C.vickersiae var vickersiae
C. vickersiae var. furcifolia
Avrainvillea asarifolia
A.geppii

A.longicaulis

A.rawsoni

Udotea conglutinata

U. flabellum

U. occidentalis

Penicillus cnpatutus

P dumetosus

P tamourouxii

P pyriformis

Halimeda discoidea
H.incrassata

H.monile

H. opuntia
H.simulans

H. tuna

Chnoospora minima
Ch. implexa
Padina gymnospora
P haitiensis

P sanctae - crucis

P tetrastromatica

P vickersiae
Sargassum cymosum
S. filipendula

" . polyceratium
S. vulgare
Turbinaria tricostata
T.turbinata

11.de Providencia (Col ) »
I

-s1.de San Andrés (Col)
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Distribucién regional de especies de cloroffceas y
Jfeoficeas en la Costa Atldntica de Colombta y las Islas
de San Andrés y Providencia.

Figura 6.



‘Figura 7.
Direcciones y velocidades (en nudos) en los meses de Enero (I), Abril (IV), Junio (VI), Julio (VII), Octubre
(X) y Diciembre (XII), frente a la Costa Atléntica de Colombiay Panamd. (Segiun U.S. Naval Oceanographic

Office 1965 - 1967).

Muy interesante es la distribucion regional de C. race-
mosa (FORSSKAL) J. AGARDH. Las variedades de es-
ta especie aparentemente no pueden tolerar las grandes
oscilaciones de temperatura cerca de Santa Marta. La
variedad /lagetevirens (MONTAGNE) WEBER-VAN
BOSSE crece en la Gaujira, a temperaturas relativamen-
te bajas, y en el oeste, vive la varidad uvifera (TUR-
NER) WEBER-VAN BOSSE (figura 3) a temperaturas
relativamente altas, pero ambas en zonas de poca oscila-
cién térmica estacional (figuras 6 y 7). Caulerpa prolife-
ra (FORSSKAL) LAMOUROUX es conocida como una
de las pocas especies de este género, principalmente tro-
pical, que vive en el Mar Mediterraneo. Abunda en cier-
tos sitios de la Guajira, en la zona intermareal y en el
sublitoral superior. La misma especie también se ha en-
contrado cerca de Santa Marta y Cartagena, pero sélo a
10 - 15 m de profundidad, aparentemente evitando asi
las céalidas aguas de la superficie (figura 7).

25° C se consideran como temperatura minima para
el desarrollo de los grandes arrecifes de corales. Fuera
de las temperaturas altas, los arrecifes ofrecen en sus
alrededores sustratos arenosos en sitios muy protegidos
como los requieren varias especies de codidceas de los
géneros Arainvillea, Halimeda, Penicillus y Udotea in-
dicadas en la figura 7, cuya distribucién es principal-
mente occidental.

He mencionado las condiciones especiales del eulito-
ral, respecto a extremos valores de salinidad. Conside-
rando, que 20 - 30 mm o més de precipitacién por hora
no son excepcionales en los aguaceros tropicales, se pue-
de esperar que la sequia o la pluviosidad también
influyan en la distribucién de especies, asi las algas
eulitorales no sean muy resistentes contra salinidad
elevada o agua dulce.

Para el tltimo caso vale citar un ejemplo. En Ia re-



gion de Santa Marta, Laurencia papitlosa (FORSSKAL)
GREVILLE y Acanthophora spicifera (VAHL) BOR-
GESEN son especies importantes hasta dominantes en
la zona eulitoral de playas rocosas. Ambas especies de-
saparecen de muchos de estos bidtopos durante el in-
viernoysonreemplazadas por Ulva rigida C. AGARDH
y especies de Enteromorpha y Cladophora. Durante
el verano de 1975 hubo un aguacero excepcional en un
dia de febrero. La figura 4 muestra una playaprotegida
en la Ensenada de Neguanje, dos dias después del agua-
cero mencionado: los talos o partes de talos que no se
encontraban sumergidos en agua marina durante la cai-
da de la lluvia murieron (véase también SCHNETTER
& PANIZZO 1977).

Para tener una idea sobre la resistencia al agua dulce

de algunas especies frecuentes, talos de las mismas fue-
ronsumergidosenagua dulcedurantetiempos diferentes

y después cultivados en agua marina. El resultado mues-
tra el cuadro 1. No en todos los casos se puede relacio-
nar la zonacién vertical de las algas con su resistencia al
“agua dulce. Gracilaria mammillaris (MONTAGNE)
HOWE pertenece a las especies mas resistentes, pero

esta no es tipica para 1a zona eulitoral, posiblemente
porque no tiene mucha resistencia a la sequia. Corallina
panizzoi SCHNETTER & RICHTER sufrié dafios des-
pués de 5 minutos. Esta especie se desarrolla en el eulito-
ral s6lo en sitios muy expuestos al oleaje; los talos por
eso constantemente son lavados por las olas. Laurencia
papillosa muere después de una exposicidbn de 15
minutos.

Laurencia papillosa y especialmente Acanthophora
spicifera pueden desarrollarse en el eulitoral en la regién
de Santa Marta en el verano (véase la figura 8). Poten-
cialmente, ambas especies pueden crecer también en si-
tios siempre sumergidos, pero parece que por competen-
cia de otras algas frecuentemente no abundan en los 1l-
timos. En la figura 8 se puede observar que Acantho-
phora muscoides (LINNE) BORY se encuentra a mayor
profundidado que las dos especies anteriores.

Respecto-a las condiciones especiales que reinan en
la zona intermareal o eulitoral, hay que tomar en cuenta
quelalluviosidad varia considerablementealo largo de la
costa. Las precipitaciones en la Guajira en muchos afios

Gracilaria damaecornis

Acanthophora spicifera

Gracilaria verrucosa

Ulva rigida

Caulerpa sertularioides

Laurencia papillosa
Sargassum polyceratium —

Gracilaria mammillaris
Acanthophora muscoides

Grateloupia filicina
Gigartina- acicularis
Dictyota cervicornis
Agardhiella tenera
Hypnea spinelia
Gelidielia acerosa
Hypnea musciformis
Hypnea cornuta
Pterocladia americana
Dictyopteris delicatula
Botryocladia sharksii

Sustrato arenoso

Zonacién de algas en Punta La Loma cerca de Santa
Marta, Departamento del Magdalena. Z. i. zona inter-
mareal, limitada por los promedios de los niveles de

Sflujo y reflujo.

Figura 8.
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son inferiores a 500 mm, durante la mayor parte del afio
reinan condiciones secas, mientras por otro lado, en el
Golfo de Uraba4 las precipitaciones anuales llegan a 2500
mm, y ali una época de verano casi no existe. Algunos
datos (segun el Banco de la Repiblica 1959, Instituto
Geografico “‘Agustin Codazzi’’ 1969, SCHNETTER
1970) en detalle:

Precipitacion Meses
anual de
en mm sequia
Bahia Honda, Guajira 350 8
Santa Marta 600 6
Barranquilla 900 5
Cartagena 1.000 3
Turbo 2.400 —

Volvamos a la distribucién vertical de las dos espe-
cies caribes de Acanthophora (figura 8): en el eulitoral
se puede encontrar Acanthophora spicifera, frecuente-
mente cerca de Santa Marta; mientras que alli, en el
sublitoral, crece A. muscoides. Coleccionando algas en
la parte occidental de la costa se puede observar que 4.
spicifera pertenece a las especies raras o ausentes, no
por las temperaturas del agua, sino 1°. porque no puede
desarrollarse en el eulitoral por las lluvias frecuentes y
2° porque no puede competir bien en el sublitoral con
otras especies de algas.

Como conclusién de lo anterior propongo distinguir
en la Costa Atlantica de Colombia perteneciente fito-
geograficamente a la region tropical del Atlantico occi-
dental (VAN DEN HOEK 1975), tres 4reas marinas ca-
racterizadas por la presencia o ausencia de ciertas espe-
cies de algas como consecuencia de diferentes régimenes
de la temperatura del agua marina y condiciones meteo-
rol6gicas (precipitaciones).

lo. Area marina de la Guajira

Por aguas de afloramiento durante todo el afio, las
temperaturas oscilan entre 24,5° y 26,5° C aproxima-
damente. Por la sequia, en la zona del aulitoral pueden
desarrollarse especies con poca tolerancia al agua dulce.
Como especies caracteristicas de la regién se consideran
Sargassum cymosum, Caulerpa racemosa var. laetevi-
rens, Acrosorium uncinatum (TURNER) KYLIN
(SCHNETTER & BULA 1978) y Dictyopteris hoytii
TAYLOR (DIAZ-PIFERRER 1967, SCHNETTER
1978).

20. Area marina transitoria del Magdalena

Por aguas de afloramiento durante el verano y la in-
fluencia de una contracorriente caliente dirigida hacia el
este durante el invierno, las temperaturas oscilan entre
23° y 27° C. En el eulitoral especies sensibles al
agua dulce s6lo pueden desarrollarse en el verano. Va-
rias especies de algas de la anterior y de la siguiente area
(como Sargassum cymosum y Sargassum polyceratium)
tienen aqui sus limites de distribucién. Aparentemente,
otras, como Caulerpa, racemosa, estan ausentes, debido
a las considerables variaciones estacionales de la
temperatura que alcanzan 4° C en las aguas super-
ficiales.

30. Area marina de la Costa Atléntica occidental

Por la ausencia de aguas de afloramiento, el nivel de
las temperaturas superficiales es alto; las Gltimas oscilan
entre 26° y 28° C. La flora de algas estd caracterizada
porunaserie de especies tropicalesensentido estricto. Gé-
neros y especies importantes son: Halimeda, Penicillus,
Rhipocephalus, Sargassum polyceratium y Turbinaria.
Algunos de los mismos pueden desarrollarse bien debi-
do a la presencia de grandes arrecifes de corales (Islas
del Rosario, de San Bernardo, de San Andrés, de Provi-
dencia) favorecidos por las condiciones térmicas. Las
precipitaciones anuales de esta drea son mayores que las
de las dos anteriores.

Las tres areas propuestas estan separadas por relati-
vamente largas playas muy pobres en algas, que aparen-
temente actilan como barreras contra la dispersion de
ciertas especies. Entre el Cabo de la Vela y Riohacha, las
playas son arenosas o fangosas; por la exposicién mode-
rada al oleaje, casi no hay algas bentdnicas. A pesar de
la corriente del Caribe que se dirije hacia el oeste, espe-
cies como Acrosorium uncinatum, tipicas de zonas
con aguas de afloramiento, no se han encontrado en el
4rea marina del Magdalena durante la estacién favora-
ble a esta especie. Solamente una vez se hall cerca de
Santa Marta un talo de Porphyra umbilicalis (LINNE)
J. AGARDH (GUILLOT & MARQUEZ 1975), abun-
dante en ciertas costas venezolanas con aguas de aflora-
miento (RODRIGUEZ 1959, DIAZ-FIPERRER 1970).

Entre el 4rea marina del Magdalena y la del oeste de
la Costa Atlantica se encuentra la Costa de Salamanca
completamente arenosa y hostil a algas bentdnicas.
Ademas, las aguas del rio Magdalena que frecuentemen-
te corren paralelamente a la costa hacia el este impiden
la migracién de algas tropicales en el sentido estricto
hacia el este durante la estacion favorable del invierno.

Cuadro 1. Resistencia al agua dulce de algas marinas de la Costa Atlantica Colombiana. Los nimeros corres-
ponden a los tiempos de exposicién en minutos que causan los primeros dafios en los talos.

Dictyota jamaicensis 1 Sargassum polyceratium 10 Giffordia mitchellae 30
Asparagopsis taxiformis 1 var. ovatum Gelidiella acerosa 30
Colpomenia sinuosa 1 Pterocladia pinnata 10 Jania capillacea 30
Caulerpa sertularioides 2 Gracilaria sjoestedtii 10 Centroceras clavulatum 30
Dictyota cervicornis 2 Laurencia obtusa 10 Bryocladia cuspidata 30
Dictyopteris delicatula 2 Grateloupia filicina 15 Gelidiopsis planicaulis 60
Wrangelia argus 2 Gracilaria damaecornis 15 Gymnogongrus tenuis 60
Sargassum cymosum 5 Gracilaria verrucosa 15 Gracilaria mammillaris 60
Corallina panizzoi 5 Bryocladia thyrsigera 15 Gigartina acicularis 60
Hypnea musciformis 5 Acanthophora muscoides 15 Ulva rigida misde 60
Ralfsia expansa 10 Laurencia papillosa 15 Chaetomorpha media mésde 60
Padina gymnospora 10 Digenia simplex 15 Grateloupia cuneifolia méasde 60
Padina vickersiae 10 Cladophora, 2 especies 30
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Debidoa las difetentes condiciones ambientales (va-
lores absolutos de temperatura y sus oscildciones asi co-
mo las precipitaciones) la composicién floristica de al-

" gas en las tres 4reas propuestas es desigual. Las asocia-
ciones de algas en sitios comparables respecto a los. fac-
tores ambientales restantes, como a su exposicién al

- oleaje, no necesariamentesoniguales. Por cuanto ahora
las asociaciones de algas se usan como indicadores para

diferentestipos decontaminacién, unestudio detallado 'y
comparativo de las comunidades de algas todavia no
afectadas por influencias antropdgenas en las tres ireas
marinas parece necesario, no sélo por interés puramente
cientifico, sino también para poder diagnosticar altera-
ciones desfavorables del ambiente marino oportuna-
mente.
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La Academia celebra el Centenario
del nacimiento de Albert Einstein
(1879 — 1979)

La Academia decidid asociarse a las celebraciones gue tuvieron lugar a nivel mun-
dial, para honrar la memoria de Albert Einstein, una de las figuras clentificas mds

destacadas del siglo XX, con motivo de haberse cumplido el 14 de marzo pasado, el
100° aniversario de su nacimiento.

Para iniciar la Conmemoracidn de la efemérides, la Academia celebrd una sesidn
solemne el dia 14 de marzo de 1979 en Ia sede de la Biblioteca Nacional.

Para abrir la sesidn el sefior Presidente, Ing. Jorge Arias de Greiff, pronuncid las
siguientes palabras (Pdg. 77):




Palabras del Presidente de la Academia
de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales,
doctor Jorge Arias de Greiff

Si desde el siglo XVIII los astr6nomos-observadores antes que experimentadores~navegaron
con certeza en un inmenso océano de datos, fue porque el marco de la mecénica
newtoniana aporté los modelos requeridos para la interpretacién de lo medido.

Hoy, el desarrollo de los medios de observacién, y de la experiencia

controlada-no sélo representado en los grandes telescopios cldsicos sino en la
radioastronomia y los nuevos sensores de la radiacién, colocados atin fuera de la atmésfera
terrestre~requiere una herramienta de alcance césmico y al mismo tiempo de una exactitud
acorde con las actuales técnicas, y esta herramienta la da el marco conceptual de la
Relatividad Generalizada. Sélo asf se puede tener alguna idea del

universo en la totalidad de lo observable y entender la miniscula discrepancia en el
movimiento del perhelio de algun planeta.

Albert Einstein, nacido hace hoy 100 afios en Ulm, la ciudad de la iglesia con la
torre mds alta, cumple el papel de un nuevo Newton.

‘“‘Somos muy afortunados por vivir al mismo tiempo que un Einstein’’, le of decir en alguna
clase a mi profesor Julio Carrizosa Valenzuela, pero... ;cémo se recibieron en
Colombia las tesis einstenianas?

La posicién de extremada ortodoxia llevé a Julio Garavito Armero a aceptar la tesis del
arrastre total del éter por la tierra antes que a modificar sus arraigadas concepciones.

Mds que las propias tesis de Einstein debié conocer las de los acalorados opositores o celosos
colegas. Apenas alcanzé Garavito a vivir para conocer-pero por el eco en la prensa mundial-
los resultados de la primera comprobacion durante el eclipse de 1919. El cuerpo

de los trabajos de Garavito, de tan poderosa apariencia, fue tomado al pie de la letra

por sus fieles discipulos,; desafortunadamente se dio aquf gran peso

a los resultados del Congreso de Fisica de Roma de 1932 que mds reflejaba el rechazo
totalitario a las ideas de Einstein y, reforzada asi la polémica, cuando hace 45 afios

se cred esta Academia de Ciencias y tomé como primera tarea reproducir la obra de
Garavito, se convirtié la Revista de la Academia en el vocero de la incomprensién.

Hoy, el panorama ha cambiado: a partir de las tremendas catdstrofes atémicas,

y mediante la formula que relaciona masa y energia, se despejaron las dudas, y mds tarde,
en los ultimos aRos, por el desarrollo en profundidad de los departamentos de fisica de
nuestras universidades, sin el factor limitante de los programas de estudios de las facultades
de ingenieria, pero con el serio espiritu de trabajo que heredaron de ellas,

Yy me refiero al de la Universidad Nacional de Colombia, se llegé a la comprension.

La Academia Colombiana de Ciencias se asocia hoy a esta celebracién mundial y abre con
esta sesién un programa que incluye la organizacién de un ciclo de

conferencias ilustrativas de los trabajos de Einstein, asociado a una exposicién —ciclo y
exposicién que serdn presentados en el Museo del Espacio-,

la participacién en seminario que organiza el Departamento de Fisica de la Universidad

de los Andes, y otra sesién solemne para cerrar la celebracién. Doy entonces la palabra al
profesor Diégenes Campos, Director del Departamento de Fisica de la Universidad Nacional,



ALBERT EINSTEIN:
ALGUNOS ASPECTOS EPISTEMOLOGICOS

Didgenes Campos

Departamento de Fisica
Universidad Nacional - Bogotd

Resumen:

Se presentan algunos aspectos de la episte-
mologfia cientifica de Einstein: Tarea de la
ciencia, teorfas cient{ficas como creacio-
nes libres del intelecto, relacién teorfa-
experimento, papel de la matemdtica en
las teorfas fisicas, la ‘‘belleza’’ como prin-
cipio rector en la busqueda y seleccién de
teorfas flsicas.

I. Introduccién

Einstein (1879 - 1955) es considerado uno de los mas
eminentes fisicos de todos los tiempos. Para apreciar
plenamente las causas que han convertido a Einstein en
una leyenda seria necesario analizar el estado de la fisica
al comenzar nuestro siglo. Esto no es, sin embargo, el
objetivo del presente trabajo. La popularidad de
Einstein se debe al desarrollo de la teoria de la relativi-
dad (especial y general). Esto, en particular, porque
Einstein tuvo para ello que sobreponerse a la rigidez
dogmatica creada en la fisica por 250 afios de éxitos con-
tinuos de la fisica newtoniana, entre los cuales el mas
sobresaliente es la descripcion de los movimientos pla-
netarios. El trabajo de Einstein en areas distintas a la
relatividad, tales como la fisica cuantica y la mecanica
estadistica, fue tan trascendente como los que realiz6 en
torno a la relatividad misma. ‘‘Einstein desempefié un
papel excepcional, posiblemente el més relevante, en to-
da la revolucién del pensamiento fisico que ocurrié alre-
dedor del primer cuarto de nuestro siglo”’. El premio
Nobel le fue otorgado en 1921 no por sus contribucio-
nes a la relatividad sino por su obra sobre el movimiento
Browniano y la teoria cuintica de interaccién entre la
radiacion y la materia. Se dice, con justa razén, que hay
muy pocas ideas en la fisica contemporanea que no sean
producto de los trabajos de Einstein.

Los trabajos de Einstein, sus ideas, sus diversos es-
critos han influido sobre nuestro mundo contempora-
neo. Por lo tanto, el interés por su pensamiento respecto
a la ciencia, el método cientifico, la tarea de la ciencia
no- esté ligado a un circulo restringido de especialistas.
Sobre estos .aspectos quiero referirme en el presente

. trabajo.. ' .

IL.  Einstein: ;Don Quijote o Sancho Panza?

‘“Creer en un mundo externo independiente del suje-
to que percibe es la base de toda ciencia natural’’ (4),
afirma Einstein. La tarea de la ciencia estad en buscar
una explicacion de ese mundo tal como él existe y evolu-
ciona independientemente del intelecto humano.

Einstein aprecia que uno sélo puede ganar conoci-
miento parcial a través de la experimentacién (experien-
cia sensorial). El afirma: ‘‘Sin embargo, debido a que la
percepcion sélo da indirectamente informacion de ese
mundo externo o de la realidad fisica, nosotros pode-
mos s6lo entender esta Gltima por medios especulativos.
De esto se sigue que nuestras nociones de la realidad
fisica nunca pueden ser definitivas. Siempre debemos
estar dispuestos a cambiar estas nociones -es decir, la
estructura axiomatica- con el fin de hacer justicia a los
datos percibidos de la manera mas logica y perfecta’
(4). Para Einstein, ‘‘es necesario que el cientifico ponga
sus conceptos en relaciéon con el mundo de la experiencia
de modo tan directo y necesario como sea posible”’ (5).
‘‘Pero la teoria no puede ser deducida l6gicamente de la
experiencia, ella es libremente inventada’’ (5).

Newton creia que las leyes y los conceptos fisicos po-
dian ser deducidos de la experiencia. Einstein, por el
contrario, estaba convencido de que tal posicién estaba
condenada al fracaso y afirmaba que una experiencia
dada no podia determinar una estructura légica que sir-
viera como su representativo, que la base axiomatica de
la fisica tedrica debia ser libremente inventada, que los
conceptos no son deducidos de la experiencia, y que las
teorias cientificas son creaciones libres del intelecto. En
otras palabras, los fisicos para elaborar su ciencia no se
limitan a registrar pasivamente datos experimentales si-
no que construyen un cuadro tedrico con ayuda de prin-
cipios y conceptos elegidos por ellos (5). Por otro lado,
Einstein cree que una estructura légica, no importa que
tan deseable pueda ser por otras razones, no se puede
considerar como una teoria fisica vilida a menos que
esté en concordancia con los resultados experimentales.
Por lo anterior, es facil ver que en Einstein se pueden
descubrir tantos aspectos racionalistas ‘como aspectos
empiristas (6), y tal como él lo dice, para un cientifico
‘‘una oscilacion entre estos extremos es inevitable’’ (6).
Esto equivale a oscilar entre Don Quijote ySancho Panza.



III. Eleccién de Postulados para una teorfa fisica

Einstein concebia la estructura tedrica de la fisica co-
mo una vasta red de interrelaciones l6gicas todas ellas
basadas en conceptos fundamentales o postulados (1).
Al igual que en la matematica, estos conceptos, por su
naturaleza primaria, juegan un papel central en la fisica
y no se pueden describir o definir en términos mas pri-
mitivos; ellos forman parte esencial de una teoria y no se
pueden modificar sin cambiar la teoria. Por ejemplo, la
teoria de la relatividad especial se basa en dos postula-
dos, denominados principio de relatividad y principio
de constancia de la velocidad de la luz.

Los postulados constituyen la base axiomaética de la
fisica teérica y no se pueden deducir directamente de la
experiencia, afirma Einstein. Significa esto, entonces,
que la fisica teérica es pura especulacién? No, todo lo
contrario. Einstein no cree que podamos arbitrariamen-
te fabricar estos principios basicos con el fin de satisfa-
cer nuestros caprichos. El cree que el cientifico tiene el
deber de establecer una unién con la realidad por una
cuidadosa y sagaz eleccion de estos conceptos tedricos.
Nosotros debemos procurar descifrar la naturaleza
“real” del mundo fisico, no crear algo para satisfacer a
priori nuestros deseos y creencias. ‘‘La libertad de elec-
cién, sin embargo, es de una clase especial; de ninguna
manera es similar a la libertad de un escritor de ciencia
ficcion. Més bien, es similar a la de un hombre entrete-
nido en solucionar un crucigrama bien disefiado. El pue-
de, en verdad, proponer cualquier palabra como solu-
¢ién; pero hay s6lo una palabra que realmente soluciona
el crucigrama en todas sus formas (8).

IV. Comparacion entre predicciones tedricas y resulta-
dos experimentales.

No es facil para un fisico evaluar si los postulados
que ha elegido para desarrollar una teoria han sido ele-
gidos, como dice Einstein, de manera cuidadosa y sa-
gaz. Esto solo se podra determinar después de un traba-
jo extenso. Primero, es necesario trabajar dentro de un
marco estrictamente tedrico y analizar las relaciones 16-
gicas entre los principios. Cuando esto se ha logrado
ampliamente tiene el fisico la obligacion de unir la teoria
a la experiencia con el propdsito de comparar las predic-
ciones tedricas con los resultados experimentales y asi
proporcionarle un fundamento estable a la estructura
tedrica (7). Solo si se hace esto se evita que la teoria sea
pura especulacién y sélo asi se diferencia la fantasia va-
cia de la verdad cientifica.

Sélo si la teoria es correcta légicamente y sus conclu-
siones estan de acuerdo con los hechos observados llega
la teoria a ser fisicamente aceptable. Como, ciertamen-
te, no todas las conclusiones pueden comprobarse me-
diante experimento, el cientifico nunca puede tener la
certeza de que la teoria es valida, sino inicamente que
puede ser valida y las teorias no pueden verificarse nun-
ca sino que siempre son conjeturas, intentos de captar, o
de entender la realidad escondida detras del mundo fe-
noménico (11).

Einstein fue siempre fiel a la idea de someter sus teo-
rias a la disciplina de pruebas experimentales rigurosas.
Soélo asi se puede saber si la eleccién de postulados ha
sido cuidadosa y sagaz pero no se sabra nunca de mane-
ra absoluta si ha sido la mas cuidadosa y sagaz posible.

Popper comenta en una entrevista con Whitrow lo
siguiente (10): “°El (Einstein) se mostraba altamente cri-
tico en relacién con sus propias teorias, no solo en el
sentido de tratar o de descubrir y sefialar sus limitacio-
nes, sino de descubrir en qué condiciones podia conside-
rarlas como refutadas por la experimentacién’’. Popper
menciona el siguiente ejemplo: ‘‘Cuando D.C. Miller,
que siempre se habia opuesto a Einstein, anuncié que
tenia pruebas irrefutables contra la relatividad especial,
Einstein declaré de inmediato que si esos resultados po-
dian ser comprobados sustancialmente renunciaria a la
teoria de la relatividad especial y, con ella, también a la
relatividad general®’.

A pesar de saber que una teoria 16gicamente irrefu-
table podia ser sostenida contra la comprobacion expe-
rimental desfavorable, no le interesé nunca hacerlo. Co-
mo fisico Einstein creia en una realidad objetivamente
existente y segin él mismo ‘‘no se conformaba con des-
cubrir algunas ecuaciones que correspondieran a las ob-
servaciones, sino que trataba de captar, de entender, esa
realidad detras de los fenémenos”’ (11). Para eso no ha-
bia otra posibilidad que someter las teorias al visto bue-
no de las pruebas experimentales.

Para Einstein, la relaciéon teoria-experimento es im-
portante como criterio para evaluar las teorias. El no
estuvo interesado en aplicaciones practicas o posibles
desarrollos tecnolégicos de sus descubrimientos. El hizo
lIo que se denomina investigacion bésica. Sin embargo,
sus investigaciones contribuyeron a lo largo a avances
técnicos notables. El ejemplo mas conocido es aquel en
que Einstein demostré que, si un cuerpo emite energia E
en la forma de radiacion, su masa disminuye por una
cantidad M tal que E=Mc*, donde ¢ es la velocidad de
la luz. La férmula permite considerar la materia como
energia altamente concentrada y establece que la mate-
ria cambia en energia y viceversa. La explosiéon de la
bomba atémica es la mas dramaética y espectacular com-
probaciondelaférmula E = Mc* que es una consecuen-
cia directadelateoriadela relatividad especial. Veamos
otro ejemplo: Su trabajo sobre la teoria cuantica de la
radiacién (9) de 1917. Einstein introduce métodos que
han estado en uso casi sin cambios desde entonces, aun-
que la mayoria de quienes los emplean no saben que fue
Einstein quien los formulé. En ese trabajo de 1917
Einstein postuld el proceso conocido como emisién esti-
mulada, e infirié las propiedades de este proceso. Es el
proceso empleado en el LASER, invento que ha permi-
tido dirigir un rayo de luz a la luna y recibir una respues-
ta susceptible de detectarse, o hacer un agujero del espe-
sor de un hilo a través de un diamante, o quemar tumo-
res mintsculos en los ojos. Tal cosa estaba latente en la
obra de Einstein durante cuarenta afios antes de que los
fisicos apreciaran sus posibilidades. La obra de
Einstein, producto de investigacion basica, puede conte-
ner otros tesoros que todavia permanecen ocultos para
nosotros (12).

V. Papel de la matemdtica en una teoria fisica.

Einstein define el dominio de la fisica ‘‘como esa
parte de la suma total de nuestro conocimiento que es
capaz de ser expresado en términos matematicos’’ (13).
Esta afirmacion hay que tomarla dentro de un contexto
ya que seria erréneo afirmar que la fisica es para



Einstein s6lo matemdtica. Einstein considera que las di-
ferentes teorias cientificas, que surgen a través de la evo-
lucidn de la ciencia, son clasificables en diferentes nive-
les de abstraccién. El nivel de minima abstraccioén sien-
do aquel que esta relacionado mas directamente con el
sentido comun. Un nivel dado se obtiene del anterior
~por un proceso de refinamiento procurando explicar
mas fenémenos con un nimero menor de postulados.
En el proceso de refinamiento el cientifico se ve obliga-
do a emplear como herramienta la ciencia de la matema-
tica debido en especial a la coherencia légica que le es
inherente. A medida que el nivel de abstraccién aumen-
ta se va haciendo mas necesario el uso de la matematica.

Sin embargo, esto no es suficiente para garantizar
que una teoria es fisicamente satisfactoria. Para que sea
verdadera es necesario ademas que ninguna experiencia
la refute y que no sea una teoria pseudo-cientifica; esto
es, una teoria que s6lo estd construida con cantidades
que no son observables.

Ahora bien, durante una era dada (con sus hechos
experimentales correspondientes) pueden surgir varias
teorias ‘‘a consecuencia de que no hay un puente 16gico
y tnico entre fenémenos y principios tedricos’’. Einstein
escribe que “‘la evolucién ha demostrado que en cual-
quier momento dado, entre todas las construcciones
tedricas concebibles, una tnica ha demostrado ser abso-
lutamente superior a todas las demas’’. Es superior
aquella teoria que posee mas elegancia y simplicidad 16-
gica. Mas aifin, ‘‘una teoria debe ser internamente con-
sistente y matematicamente bella para describir propia-
mente la realidad fisica’’ (13). La belleza se reconoce
por caracteristicas supremamente especiales que llaman
la atencién de los fisicos y demandan sin duda alguna su
admiracién y reconocimiento. En particular, una teoria
que permite poner ‘‘orden’’ en nuestras experiencias es
una teoria bella. El orden requerido por Einstein no es,
sin embargo, aquel que esté asociado con un catilogo o

diccionario en el cual no hay coherencia l6gica. Por el
contrario, orden significa una capacidad para predecir
fenémenos completamente nuevos y dar explicaciéon de
todas las experiencias disponibles con la ayuda de un
minimo de conceptos primitivos que estin mutuamente
interrelacionados a través de la teoria.

El mayor elogio de Einstein para un buen trabajo no
era que fuera correcto o exacto sino que era hermoso,
dice su hijo H.A. Einstein. A su vez comenta Bondi lo
siguiente (14): Cuando alguien formulaba alguna suge-
rencia y Einstein no la encontraba coherente o razona-
ble, €1 no la contradecia en absoluto, sino que decia ini-
camente *‘joh, qué feo!’’. Cuando una ecuacién le pare-
cia fea, perdia realmente el interés en ella y no podia
entender por qué alguien estaba dispuesto a perder su
tiempo en eso. Einstein estaba convencido de que la be-
lleza era un principio rector en la busqueda de resulta-
dos importantes en la fisica tedrica.
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ESPACIO Y TIEMPO EN LA RELATIVIDAD ESPECIAL ™

Mauricio Garcla Castarieda

Departamento de Fisica
Universidad Nacional de Colombia

De acuerdo con la experiencia de la vida cotidiana,
los conceptos de espacio y de tiempo son lo suficiente-
mente claros como para reflexionar profundamente so-
bre ellos. Mas atin, si desprevenidamente se formula la
siguiente pregunta a cualquier persona “‘;El Espacio y el
Tiempo dependen del estado de movimiento del obser-
vador?’’, se obtendra un no rotundo. No existen eviden-
cias en nuestro diario vivir, que muestren por ejemplo
que dos relojes el uno en movimiento respecto al otro
marchen a ritmos diferentes, o que al efectuar medicio-
nes de longitudes se halle que dos cuerpos idénticos re-
sulten de dimensiones distintas si se encuentran en mo-
vimiento relativo.

Las anteriores afirmaciones se pueden concretar en
la suposicion fundamental de la mecdnica newtoniana,
que dice: ‘‘El espacio y el tiempo son absolutos, es de-
cir, independientes del estado de movimiento del
observador”’.

Ademas del caracter absoluto de espacio y tiempo
existe en la denominada mecénica clasica un Principio
de Relatividad, formulado por Galileo, y que puesto en
un lenguaje moderno, es el siguiente: ‘“Las leyes de la
Fisica deben ser las mismas en todos los Sistemas Iner-
ciales de Referencia’’.

A continuacion y para ser consistentes debemos exa-
minar brevemente lo que es un Sistema Inercial de Refe-
rencia. Para empezar podemos decir que siempre que
efectuamos una medicién de alguna caracteristica fisica,
la hacemos (consciente o inconscientemente) respcto a
un origen arbitrario. Arbitrariamente también fijamos
en el espacio nociones como arriba, derecha, etc. Este
conjunto de escogencias junto con el origen mencionado
anteriormente constituye lo que se llama un sistema de
referencia y es usual que el sistema de referencia adopta-
do sea un sistema cartesiano x, y, z.

Ahora bien, tal sistema de referencia es inercial, si en

(*) Conferencia dictada con motivo del Centenario del Nacimien-

to de Albert Einstein, en la sesién organizada por la ACADE-
MIA COLOMBIANA DE CIENCIAS EXACTAS FISICAS Y NATU-
RALES y el DEPARTAMENTO DE FISICA de la Universidad Na-
cional de Colombia, el dfa 14 de marzo de 1979 en las instalaciones
de la Biblioteca Nacional de Colombia.

¢l una particula libre de toda influencia o més precisa-
mente libre de fuerzas, conserva su estado de reposo o
de movimiento uniforme. En otras palabras se busca
que un sistema de referencia tal, el principio de inercia
(1o. ley de Newton) se cumpla; de ahi el nombre.

De acuerdo con lo anterior, si un sistema de referen-
cia se mueve con velocidad uniforme respecto a un siste-
ma inercial de referencia, el primero debe ser también
un sistema inercial de referencia. Ya podemos entonces
examinar mas precisamente el Principio de Relativdad
de Galileo. Si dos observadores situados en dos sistemas
de referencia inercial diferentes estudian determinado
fenébmeno, ambos deben llegar a concluir exactamente
lo mismo.

Un observador (llamésmoslo O) utilizara 3 variables
X - y - z para fijar coordenadas en el espacio, y utilizara
un reloj con el cual medira tiempos t, mientras el otro
(O’) empleard x’ - y’ - 2’ para el espacio y t’ para el tiem-
po, en su sistema de referencia. Sin pérdida de generali-
dad supongamos que el observador O’ se mueve en la
direccién x-x’ con velocidad V segiin se muestra-en la
siguiente figura.
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FIGURA No. 1- Dos observadores O y O’ en sendos sistemas
de referencia inercial. : :



Un ejemplo que puede servir para aclarar la situa-
cién es considerar que la caida de un cuerpo es analizada
por dos observadores: uno sobre la calle, y otro desde
un automdvil que se mueve con velocidad constante (se
esta aceptando ticitamente que la tierra es un sistema
inercial de referencia).

Si se pregunta a las dos personas cémo fue la trayec-
toria del cuerpo que cayd, obtendremos dos respuestas
aparentemente antagdnicas. En efecto: el primero de los
observadores asegurara que la piedra sigue una trayec-
toria recta, mientras que el segundo de ellos asegurara
que la trayectoria fue parabdlica. Segin el principio de
Relatividad, el resultado debe ser unico. Si el observa-
dor O (quien est4 sobre la calle) de acuerdo a la ﬁgura
1. utiliza las siguientes transformaciones:

x =x—Vt =1

{(suponiendo que en t=t’= 0 los origenes de los dos siste-
mas de referencia coinciden) encontrara que la trayecto-
ria fue parabdlica, o si el observador O’ (quien se en-
cuentra en el automovil) de acuerdo a la figura 1. em-
plea las transformaciones:

x=x + Vi t=¢ z=z7 y=9" (2)
encontrard que la descripcion del otro observador es
coherente.

El conjunto de ecuaciones (1) y (2) son las denomi-
nadas Transformaciones de Galileo las cuales garanti-
zan que la Mecanica Newtoniana cumpla el principio de
Relatividad. Se suele afirmar también que la Mecanica
Clasica es invariante (que no cambia la forma de las
ecuaciones) bajo transformaciones de Galileo.

En la historia del desarrollo de la Fisica se dio un
gran momento de sintesis cuando en la segunda mitad
del siglo pasado J. C. Maxwell logré explicar todos los
fendmenos hasta entonces estudiados de la electricidad
y el magnetismo. En efecto, lo que en la actualidad co-
nocemos por Electrodinamica Clasica esta por completo
contenida en las ecuaciones de Maxwell. Sin embargo se
presentaba un serio inconveniente. A partir de las ecua-
ciones de Maxwell se puede predecir y explicar el com-
portamiento de las ondas electromagnéticas a partir de
la llamada ecuacién de onda, que no resultaba invarian-
te bajo transformaciones de Galileo, y ademds predecia
que el valor de la velocidad de propagacién de las ondas
electromagnética en el vacio, resultaba ser independien-
te de la velocidad de la fuente, cosa que claramente con-
trariaba no solamente el sentido comun, sino también el
marco tedrico de la Fisica.

En el afio de 1905 en un articulo titulado ‘‘Sobre la
electrodinamica de los cuerpos en movimiento”’, Albert
Einstein, formula lo que hoy en dia es conocida como la
Relatividad Especial o Restringida con base en sélo 2
postulados, uno de los cuales es novedoso. El primer
postulado, es el postulado de Relatividad; ‘‘Las leyes de
la Fisica deben ser las mismas en todos los sistemas iner-

ciales de Referencia’’, en donde por tratarse solo de sis-
temas inerciales la teoria recibi6 el apelativo de Restrin-
guida o Especial.

El segundo postulado es el de la constancia de la ve-
locidad de la luz; ‘‘La velocidad de la luz en el vacio c es
la misma en todos los sistemas inerciales de referencia,
independiente del movimiento de la fuente”’.

La adopcién del segundo postulado encierra grandes
determinaciones: es aceptar que la electrodindmica des-
crita con base en las ecuaciones de Maxwell estdn co-

‘rrectamente formuladas, y que por lo tanto son las

transformaciones de Galileo las que son necesario corre-
gir. En consecuencia, la formulacién Newtoniana de la
Mecénica y toda la Mecéanica Clasica debe ser tan s6lo
una aproximacion y por tanto la Cinematica y la Dina-
mica deben poseer otra forma y tener otro sentido. En
particular las variables cinematicas de espacio y tiempo
que sirven para definir otras cantidades como velocida-
des, aceleraciones, etc., deben sufrir profundas modifi-
caciones.

Veamos las consecuencias del segundo postulado de
la Relatividad Especial sobre el espacio y tiempo. La

_existencia de una velocidad absoluta, la velocidad de la

luz, implica casi inmediatamente que ésta sea la maxima
velocidad posible en la naturaleza (300.000 Km/seg.
aprox.), y por consiguiente, la maxima velocidad de
propagacién de informacién, materia, energia, etc.

Este hecho nos induce ni mas ni menos, a abandonar
la idea de velocidades infinitas de propagacion de infor-
macion. Por tanto cuando existan dos o méas observado-
res separdos espacialmente, cualquier suceso que genere
uno de ellos necesitard un tiempo distinto de cero para
que ¢l resto de observadores se enteren de lo ocurrido.

Por consiguiente, el concepto de simultaneo (o si-
multaneidad), pierde su caracter absoluto y se torna Re-
lativo al observador particular. Realmente un suceso si-
multineo (temporal o espacialmente) para un observa-
dor, puede no serlo para otro observador en movimien-
to relativo respecto al primero. Podemos analizar los si-
guientes ejemplos sencillos. Supongamos que una per-
sona sobre la calle golpe6 las palas de las manos dos
veces. El asegurara que esos encuentros tuvieron simul-
taneidad espacial pues fueron hechos EN EL MISMO
PUNTO DEL ESPACIO, auncuando no exista simulta-
neidad temporal. Sin embargo, para cualquier otro ob-
servador que se mueva relativamente respecto al prime-
ro los dos sucesos no serdn simultaneos ni espacial ni
temporalmente. Este resultado no es del todo sorpresi-
vo. Tomemos ahora el siguiente caso: el mismo observa-
dor golpea al mismo tiempo (simultdneamente) sus ma-
nos contra el suelo (obviamente en dos sitios distintos),
para el otro observador tampoco existira simultaneidad
temporal. (Eventualmente podria existir simultaneidad
espacial).

Al tomar el tiempo asiladamente, obtenemos uno de
los resultados mas sorprendentes de la Relatividad Es-
pecial (no entraremos a derivaciones formales, mas
bien, enunciaremos el resultado), respecto al sentido co-
mun o a la experiencia cotidiana. .

Al mirar de nuevo la figura 1. supongamos que el
observador O mide de alguna manera tiempos (utilizan-
do un reloj, contando pulsos de su corazén, por medio



de rayos de luz, etc.), de tal manera que O y el instru-
mento estan en reposo el uno respecto al otro. Sea to el
tiempo medido por O. Si el observador O’ se mueve con
velocidad v respecto a O el MEDIRA UN TIEMPO t
dado por

t=to/VT—1/

Como es de esperarse v siempre es menor que ¢ y por
tanto

1/ VT =/

es siempre mayor que 1. Entonces t es mayor que to.
Este resultado muestra como el tiempo es relativo al ob-
servador y se denomina DILATACION TEMPORAL.
Se puede interpretar lo anteriormente expuesto diciendo
que los relojes en movimiento andan mas despacio, dila-
tando el tiempo. Es importante aclarar que este resulta-
do es, primero: INDEPENDIENTE del mecanismo del
reloj. Se pueden emplear varios métodos para medirlo,
y segundo, que este resultado es COMPLETAMENTE
SIMETRICO, es decir, que si O’ es quien hace las medi-
ciones en reposo respecto a su método para medir tiem-
pos, entonces O mediré el tiempo dilatado si la veloci-
dad relativa sigue siendo v.

Se puede observar también que el resultado de la di-
latacién temporal solo depende del cuadrado de la velo-
cidad relativa y no de la direccion de tal movimiento.
(Al fin y al cabo el espacio es homogéneo e isotrépico).

Lo discutido anteriormente sirve para definir el de-
nominado TIEMPO PROPIO. Cuando se mide la evo-
lucién de determinado proceso fisico, si el observador y
el asunto investigado se encuentran en reposo el uno res-
pecto al otro, se habrd medido el TIEMPO PROPIO de
tal proceso.

Pasemos ahora a discutir el efecto que sobre el espa-
cio tiene el 20. postulado de la Relatividad Especial.
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Fig. 2. - Medicién de la longitud de una barra por dos observado-
res O y O’ en movimiento relativo con velocidad uniforme v.

De acuerdo a la figura 2. se tiene un observador O
que mide la longitud PROPIA de una barra Lo (es decir
el observador O y la barra estan en reposo el uno respec-
to al otro), y el observador O se mueve con velocidad

uniforme v respecto a O. O va a encontrar la siguiente
medicién para la barra:

L=Lo VI—v/Z
es decir contraida un factor vT—212/¢Z que es menor
que 1.

Este resultado se conoce como la CONTRACCION
DE LAS LONGITUDES O CONTRACCION DE
LORENTZ-FITZGERALD, establecido a finales del si-
glo pasado por Lorentz y Fitzgerald para intentar expli-
car los resultados negativos del experimento de Michel-
son y Morley. Sin embargo, en ese momento no se cono-
cia realmente el origen de tan ‘“misteriosa contraccion’’.
Hoy se entiende que este efecto se debe a la constancia
de la velocidad de la luz.

Podemos discutir ahora, por qué no son observables
en la vida cotidiana tales efectos, y por qué estos resul-
tados chocan con el sentido comin. Tanto en la dilata-
cion del tiempo como en la contraccién de las longitudes
interviene el factor V¥v?/c%. Solamente en aquellas cir-
cunstancias en que la velocidad involucrada sea grande
y se pueda comparar con la velocidad de la luz, se apre-
ciaran estos resultados relativistas. En lo cotidiano las
velocidades son del orden de los kilémetros por hora,
cifras que son muy pequefias comparadas con c¢. En es-
tos casos v?/c? tienden a cero y por tantov-v?/c%tiende a
1. Asi t = to; L = Lo, es decir, se obtienen los resultados
clasicos sobre el cardcter absoluto del espacio y el
tiempo.

Para finalizar esta introduccion a la cinematica Re-
lativista, basta mencionar cuales son las transformacio-
nes que permiten pasar de un sistema inercial de Refe-
rencia a otro de tal manera que la Fisica resulta inva-
riante y que ademds posea intrinsecamente el 20. Pos-
tulado de la Relatividad. Tales transformaciones reci-
ben el nombre de Transformaciones de Lorentz, y de
acuerdo a la figura 1. se escriben como:

t—vx
2
x~vt C
x =—-——-—————-=y'=y;z’=z;g’ =

VT 3%/c*

—v?/c

es interesante notar que en el caso de velocidades peque-
fias v comparadas con ¢, de una manera espontanea se
llega de nuevo a las transformaciones de Galileo, es de-
cir, la reproduccién del conocimiento clasico de la me-
canica newtoniana, descripcién aproximada de los feno-
menos mecanicos en la naturaleza, pero lo suficiente-
mente precisa en nuestro mundo, un mundo cuyo domi-
nio de velocidades es bien pequefio comparado con la
velocidad de la luz.
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L MI ENCUENTRO CON EINSTEIN
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Por JORGE ANCIZAR-SORDO, Ph. D.

Miembro de Niimero de la Academia Colombiana
de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales

Como se aproxima la celebracién del centenario del
nacimiento de Albert Einstein, en Ulm (Alemania) el 14
de marzo de 1879, he creido interesante agregar a las nu-
merosas anécdotas de este sabio, y como modesto ho-
menaje a su memoria, una que me concierne directa-
mente y que muestra algunos rasgos de su extraordina-
ria personalidad. El miércoles 15 de mayo de 1940, a las
2y 30 p.m., tenia lugar, en Constitution Hall de Was-
hington, una sesién especial de la Seccién de Ciencias
Fisicas y Quimicas del Octavo Congreso Cientlfico
Americano, reunido en esa ciudad del 10 al 18 de mayo
de 1940, bajo los auspicios del Gobierno de los Estados
Unidos de Ameérica. En dicha sesién debfa dictar una
conferencia Albert Einstein, entonces Profeso de Mate-
mdticas del Institute for Advanced Study de la Universi-
dad de Princeton, en Princeton, Estado de New Jersey,
sobre ‘‘Considerations Concerning the Fundaments of
Theoretical Physics’’ (‘‘Consideraciones concernientes
a los fundamentos de la fisica teérica’ (1).

En la primera fila del Constitution Hall tomamos
asiento el doctor Lyman J. Briggs, Director del National
Bureau of Standards, Presidente de la Seccién de Cien-
cias Fisicas y Quimicas; el doctor Eugene C. Crittenden,
Subdirector del National Bureau of Standards, Secreta-
rio de la Seccién, y el autor de este articulo, Relator de
la misma Seccién, quedando a su derecha un asiento li-
bre para el Conferencista. Cuando entré Einstein, des-
pués de saludar a los doctores Briggs y Crittenden, quie-
nes ya lo conoctfan, me fue presentado a mf y se senté a
mi derecha. Mientras llegaba el momento de abrir la se-
sién y de que el doctor Briggs presentara en publico a
Einstein, se inicié con mi ilustre vecino un didlogo muy
cordial. Einstein me pregunté acerca de mi pais de ori-
gen y de mis antecedentes profesionales. Al contestarle
que era colombiano y que mi formacién universitaria
habia tenido lugar en Suiza hasta culminar con el docto-
rado en quimica en la Universidad de Friburgo, conti-
nué interrogéndome acerca de mis profesores, y, al re-
cordar que algunos de ellos habfan sido conocidos y
amigos suyos durante su permanencia en Suiza, tanto
como funcionario de la Oficina Federal de Patentes en
Berna, como Praofesor de la Escuela Politécnica Federal

(1) Proceedings of the Eighth American Scientific Congress, Volume
VII, Physical and Chemical Sciences. Department of State, Washing-
ton, 1942, pp 19-27.

de Zurich, la conversacién tomé mayor interés. El me
dijo con cudnto placer recordaba esa época y cémo le
agradarfa hablar conmigo de esos tiempos pasados. En-
tonces me pidi6 que fuera a su hotel esa noche, al termi-
nar las labores del Congreso. Con la natural expectativa
y el mayor interés, salf antes de que terminara la recep-
cioén ofrecida esa tarde, como-culminacién del programa
del dfa, por el Subsecretario Auxiliar de Estado, Sefior
Adolf A. Berle, Jr. y la sefiora de Berle en *““Woodley’’,
y me dirig{ a toda prisa al hotel donde se hospedaba
Einstein, que, si mi memoria no me engana era el Hotel
Hamilton, para dar cumplimiento a su cita. En la recep-
cién me dijeron que el Profesor debla estar en su habita-
cién porque la llave no se encontraba en su apartado, y
que me anunciarian por teléfono. Varias llamadas que
se hicieron con tal fin resultaron infructuosas. Definiti-
vamente no contestaban de la habitacién. Desilusionado
de no haber podido celebrar la tan deseada entrevista,
me marché, pensando que ese sabio distraido habia olvi-
dado la cita y sabe Dios ddnde estarfa, a pesar de la afir-
macién de los empleados de su hotel.

Dos dias después tuve una prueba de la sencillez y la
exquisita cortesfa de este grande hombre cuando recibf
en el Hotel Washington la carta que él me dirigi6 al cui-
dado del National Bureau of Standards, puesta al co-
rreo en Princeton, New Jersey, el 16 de mayo de 1940 a
las 8 p.m., y que, con orgullo, reproduzco en este
articulo,
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Facsimil de la carta de Einstein



Su traduccién, no literal, para hacerla més cestiza,
es la siguiente:

““Princeton, 16.V.40.

“Muy distinguido Sefior Dr. (Ancizar) Sordo:

“‘Me sucedid un percance con el recibimiento de usted

en mi hotel, por lo cual, con todo el derecho, me excuso
por ‘fuerza mayor’’. Yo me encontraba exactamente

a la hora convenida, rétenido de manera urgente en el :

bario, ast que dejé de recibir su llamada.

“Deseando que ese encuentro pueda ser recuperado,
quedo, con amistosos saludos,

Suyo
A. EINSTEIN".

De la conversacién que sostuve con Einstein antes e
instantes después de su conferencia, me quedé la impre-
sion indeleble de su sencillez; de *‘la luz angelical que
brotaba de sus ojos’’, como dijera de él Salvador de Ma-
dariaga; de la mirada del hombre lleno de saber y de
experiencia, y, al mismo tiempo, de esa sonrisa que bro-

taba directamente del corazén y que inspiraba admira-

cién y afecto.
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