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Articulo original

Un analisis de las primeras observaciones astronomicas
realizadas en el Observatorio Astronomico de Santafé
de Bogota

An analysis of the first astronomical observations made at
the Astronomical Observatory of Santafé de Bogota
J. Gregorio Portilla

Observatorio Astronémico Nacional, Facultad de Ciencias, Universidad Nacional de Colombia, sede Bogota,
Bogota, D.C., Colombia

Resumen

Este articulo contiene una descripcidon y un analisis de varias observaciones astronomicas
realizadas en el observatorio astrondmico de la Expedicion Botanica en Santafé de Bogota entre
abril y septiembre de 1804. Consisten fundamentalmente en observaciones del Sol para efectos
de determinar, presumiblemente, el grado de adelanto o atraso de un cronémetro y un reloj de
péndulo. Otras fueron destinadas a la medicion de la declinacion magnética. También se observaron
emersiones e inmersiones de los satélites de Jupiter con el objeto de refinar la longitud geografica
del lugar de la observacion. Aunque todas estas observaciones se han atribuido al ingeniero militar
Vicente Talledo, aqui se sugiere, con base en un escrito de Francisco José de Caldas, que fueron
realizadas por Manuel Alvarez de Eulate.

Palabras clave: Observaciones del Sol, cronémetro; Reloj de péndulo; Vicente Talledo, Manuel
Alvarez de Eulate.

Abstract

This article contains a description and analysis of several astronomical observations made at the
astronomical observatory of the Botanical Expedition in Santafé de Bogota between April and
September 1804. They consisted primarily of solar observations, presumably to determine the time
deviation of a chronometer and a pendulum clock. Others were intended for measuring magnetic
declination. Additionally, emersions and immersions of Jupiter’s satellites were observed to refine
the geographic longitude of the observation site. Although all these observations have been attributed
to the military engineer Vicente Talledo, it is suggested here, based on a text by Francisco José de
Caldas, that they were carried out by Manuel Alvarez de Eulate.

Keywords: Sun observations, chronometer; Pendulum clock; Vicente Talledo, Manuel Alvarez
de Eulate.

Introduccion

Con numerosos anos ya al frente de la Expedicion Botanica del virreinato de la Nueva
Granada, el gaditano José Celestino Mutis (1732-1808) aprovecho la efervescencia
despertada por la visita a Santafé de Bogota de los expedicionarios europeos Alexander
von Humboldt (1769-1859) y Aimé Bonpland (1773-1858) en 1801, y decidid erigir, en
el solar de la Casa de la Botanica, una edificacion dedicada exprofeso a la observacion
astronoémica. Tal decision era de algiin modo razonable para alguien que, como Mutis,
ostentaba también el titulo de Astronomo Real y que, ademas, ya contaba con el hombre
joven idoneo para hacerse cargo de las observaciones: un miembro de la Expedicion recién
nombrado, quien se hallaba en la Presidencia de Quito por motivos personales, y cuya
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experticia astronomica habia recibido calidos elogios del mismo Humboldt: Francisco José
de Caldas (1768-1816). Haber erigido el Observatorio poco después de la visita de los
expedicionarios europeos lo convirtié en el primero en ser construido en el continente
americano (y aun existe), siendo el mas meridional y con mayor altura existente en el mundo
por aquel entonces y, por extension, la primera construccion pensada con el propdsito de
realizar una actividad cientifica en la zona geografica que, con el correr del tiempo, llego6 a
bautizarse como Colombia. El tiempo de su construccion estuvo comprendido entre el 24
de mayo de 1802 y el 20 de agosto de 1803 (Caballero, 1946). Aspectos relacionados con
la planeacion del edificio y su disefio arquitectonico pueden encontrarse tanto en Londofio
& Morales (2007) como en Gonzalez (2003).

Por su prolongada estadia en la Presidencia de Quito, Caldas desarrollé atin mas su
pasion por el estudio de la botanica, aunque sigui6 realizando algunas observaciones
astrondmicas de distinta indole. Desde la distancia Caldas estaba informado de los
avances de la construccion del Observatorio, pero supuso que quien se haria cargo de
las observaciones seria Mutis apoyado por algunos de sus discipulos (Caldas, 2016).
El payanés llegé a Santafé en diciembre de 1805, casi 30 meses después de concluida
la construcciéon del observatorio, para enterarse que Mutis lo encargaba de la parte
astronomica de la Expedicion. Caldas emprendio la tarea, aunque en su correspondencia
privada evidencid que tal decision no fue de su agrado (Caldas, 2016).

Caldas no estreno la edificacion. El Archivo General de la Nacion (AGN) contiene
documentos que evidencian que entre abril y septiembre de 1804 se hicieron observaciones
astronoémicas en Santafé de Bogota. En ellos no quedo6 consignado el nombre de quienes
las realizaron, ni el sitio exacto donde se hicieron. Puesto que tales documentos estan
mezclados con otros relacionados con actividades astronémicas, asi como con algunas
cartas dirigidas a Caldas, es de suponer, por logica, que tales observaciones se hayan
realizado en el observatorio. Arias de Greiff (1993) se pregunta si la persona responsable
de las observaciones fue el ingeniero militar espafiol Vicente Talledo y Rivera (1758-1820),
ya que éste fue comisionado por el Virrey Antonio Jos¢ Amar y Borbon (1742-1819) para
la elaboracion de varios mapas en el territorio de la Nueva Granada. Para Mejia (2021),
en su extensa investigacion sobre Talledo, no hay duda: el ingeniero valenciano fue el
responsable de las observaciones.

El registro de dichas observaciones astrondmicas conservado en el AGN constituye
una valiosa pieza documental que no ha sido suficientemente valorada y estudiada y cuyo
examen hubiera permitido evidenciar como las personas encargadas de la realizacion de
los mapas de la época realizaban las observaciones, ejecutaban los calculos de astronomia
de posicion y recurrian a distintas estrategias para efectos de sincronizar los relojes, hallar
declinaciones magnéticas y longitudes geograficas, todo para efectos del perfeccionamiento
cartografico de una region en especifico.

En este contexto la presente comunicacion tiene por objeto hacer un analisis de las
observaciones astrondémicas supuestamente realizadas por Talledo. Se comienza por
hacer un comentario de los registros existentes de las coordenadas geograficas de Santafé;
luego se desglosa el conjunto de observaciones segiin el orden en que se realizaron, y
a continuacion se explica la manera como se procedié en los calculos para efecto de
la calibracion de los relojes y la determinacion de la declinacion magnética y de la
longitud geografica. Por ultimo, se ofrece un argumento que cuestiona la autoria de tales
observaciones por parte de Talledo.

El conocimiento de las coordenadas geograficas

Antes de describir las observaciones objeto de este trabajo, conviene hacer un comentario
con relacion a los valores de las coordenadas geograficas que el observador adoptd para
hacer los célculos pertinentes. La latitud de Santafé de Bogota fue pobremente estimada en
los dos primeros siglos de su fundacion. En el influyente texto de astronomia Cronologia
y repertorio de la razon de los tiempos, (Zamorano, 1594) le asigna a “Bogota” un valor
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de latitud de 2° N. Casi un siglo después, en 1696, Sanchez de Cozar (1634-?), sacerdote
de origen indigena nacido en la actual poblacion de San Gil (departamento de Santander),
redactd un tratado de astronomia siguiendo una estructura parecida a la de Zamorano,
pero en él le asignd un valor de latitud de 3° N a Bogota (Portilla & Moreno, 2019); se
desconoce, sin embargo, el procedimiento o la forma en que llegd a ese valor y el de otras
poblaciones de la actual Colombia, en particular si se tiene en cuenta la muy escasa actividad
cartografica que se adelanto6 en esos afios (Rozo, 1952). Ya para finales del siglo XVIII se
tuvo una mejor aproximacion. De acuerdo con Humboldt & Oltmanns (1810), gedgrafos
de la talla de Rigobert Bonne (1727-1794), Jean Baptiste Bourguignon d’Anville (1697-
1782) y Joseph Vaisseéte (1685-1785) estimaron el valor de la latitud (norte) de Santafé
en 4°18°, 4°8” y 4°10°, respectivamente. Los mismos autores sefialan que José¢ Celestino
Mutis (1732-1808), quien no era estrictamente astronomo, aunque ostentaba el titulo de
Astronomo Real, obtuvo un valor mas proximo al verdadero, igual a 4°30°0” N. Este mismo
valor (al minuto) fue el que asignod para la ciudad Manuel del Socorro Rodriguez (1758-
1819) en el nimero 256 del Papel periodico de Santafé de Bogota (PPSB) correspondiente
al 12 de agosto de 1796 (Rodriguez, 1796); sin embargo, cinco afios antes, en ese mismo
periddico, un calculista presuntamente identificado como Joseph Garcia de la Guardia
(1770-1815), asigno en sus calculos de las “afecciones astronémicas” un valor de latitud
de 4°35° N (Portilla, 2023). Al parecer, tales valores no fueron extensamente divulgados,
de manera que el Connaissance des Temps (CdT) en sus emisiones anuales de la época
incluye en la tabla de coordenadas geograficas a Cartagena de Indias, Caracas, Panama,
Portobello, Guaira, Guayaquil y Quito, poblaciones pertenecientes al Virreinato de la
Nueva Granada, pero, sorprendentemente, omite la capital. En su conocida expedicion al
continente americano, Alexander von Humboldt realizo en Santafé observaciones del paso
por el meridiano de varias estrellas entre el 9 de julio y el 9 de agosto de 1801, llegando a
un valor para la latitud de 4°35°48” N. Es posible que el sitio escogido para tal labor haya
sido el jardin de la Casa de la Botanica, por su espacio amplio y protegido de curiosos, pues
anotd que el sitio estaba “peu éloigné” (no muy lejos) de la Plaza Mayor (Humboldt &
Oltmanns, 1810). Como veremos mas adelante, tres afios después el observador redactor
de las observaciones que nos ocupan, adoptdé como latitud del sitio de sus observaciones
la correspondiente a 4°35°38” N, pero se ignora si ese valor lo determin6 él mismo a partir
de observaciones astrondmicas o lo redujo basado en el valor de Humboldt. Finalmente,
y solo como punto de referencia, en 1807 Caldas report6 una latitud para el observatorio
de 4°36°06” N basado en “numerosas alturas meridianas del Sol y las estrellas” (Caldas,
1966).

En relacion con la longitud, la incertidumbre en el valor fue todavia mayor. Zamorano
(1598) asigna un valor en tiempo igual a 4°52™ (73°0” al oeste) con respecto al meridiano
de Sevilla. Sanchez de Cozar adopt6 este mismo valor (Portilla & Moreno, 2019). Los ya
comentados Bonne, d’Anville y Vaisséte asignaron los valores de 75°55°, 76°03” y 72°02°,
respectivamente, al oeste con respecto al meridiano del observatorio de Paris (Humboldt
& Oltmanns, 1810). Mediante la observacion de un eclipse de un satélite joviano, Mutis,
comparando una medida realizada por Jorge Juan (1713-1773) desde Céadiz, determind un
valor de 75°43’ también con relacion al observatorio de Paris (Humboldt & Oltmanns,
1810); sin embargo, esta informacion no deja de despertar suspicacias, pues implica
que tanto Mutis (en Santafé) como Juan (en Cadiz) observaron el mismo fendémeno
astronémico. Ademas, eso solo pudo haber ocurrido a partir de febrero de 1761, cuando
Mutis arribd a Santafé (Schumacher, 1984), y tampoco hay registros de que Juan, por sus
multiples ocupaciones y constantes cambios de radicacion, haya realizado observaciones
astrondmicas en Cadiz entre esa fecha y 1773, afio de su deceso (Lafuente & Sellés, 1988;
Sanz, 1774). En el ya mencionado No. 256 del PPSB, Rodriguez (1796) anoto 303°35°
al este del meridiano de Tenerife (es decir, 56°25° al oeste), lo que, si se tiene en cuenta
la longitud de esta isla con relacion al observatorio de Paris (19°0” oeste, dato del CdT),
significa un valor de longitud igual a 75°25” oeste con respecto al meridiano de este ultimo
observatorio, pero como ninguna de las fuentes especifica un sitio en Tenerife, cuyo ancho
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alcanza a cubrir unos 50°, dicha medida dice poco. Humboldt, a partir de la lectura de su
crondémetro y de medidas de distancias lunares, obtuvo un valor de longitud para Santafé
de 76°34°8” al oeste del meridiano del observatorio de Paris. El valor que se adopté como
longitud del sitio para las observaciones que aqui examinamos es igual a 68°3°10” al oeste
del meridiano del observatorio de San Fernando. Si se tiene en cuenta que este se encuentra
al oeste del observatorio de Paris en 8°37°30” (dato del CdT), se tendra que el valor es de
76°40°40” con respecto a Paris. Como referencia, Caldas obtuvo 4"32™m145=68°3"10" (oeste
de San Fernando), o sea, 76°41°0” (oeste de Paris) (Caldas, 1966).

Los documentos

Hoy los documentos que aqui se estudian y que contienen el registro de observaciones
astronémicas realizadas en Santafé de Bogota entre abril y septiembre de 1804, se
encuentran bajo custodia del AGN con el titulo “Autégrafos Don José de Caldas”, codigo
de referencia ASUNTOS-IMPORTANTES: SAA-1.2,3,D.9. Como ya se dijo, estan en
desorden y mezclados con diversos documentos de distinta indole, muy posiblemente
originados en la misma época, y entre ellos es posible distinguir correspondencia dirigida
a Francisco José de Caldas y asuntos propios de la Casa de la Expedicion Botanica. Son
hojas libres (escritas tanto en el recto como en el verso) de un tamafio aproximado de 30
cm de altura por 20,5 de ancho. La Tabla 1 contiene los distintos tipos de observaciones (y
su utilizacioén) en funcion de los dias en que se realizaron.

En ninguna de las hojas se consigna el propoésito de fondo de las observaciones, ni el
nombre de su redactor. Tampoco hay una descripcion de los instrumentos astrondmicos
utilizados (presumiblemente un sextante u octante para las observaciones del Sol y un
telescopio, posiblemente un refractor, para la observacion de los satélites de Jupiter).
Tampoco hay ninglin indicio del tipo y la casa constructora de los tres relojes con que se
contaba mas alla de las palabras “crondémetro”, “péndulo” y “solar”. La Figura 1 muestra
ejemplos de esos instrumentos, pero muy probablemente no corresponden a los relojes que
efectivamente el observador utiliz6, dada la amplia variedad de modelos que existian en
la época.

El conjunto de datos existente se puede dividir en dos fases. La primera, comprendida
entre el 17 de abril y el 29 de junio, constituye mas de las tres cuartas partes de las
observaciones y se distingue por conservar en cada reporte del dia una estructura ordenada
y sistematica de los datos de inicio, los calculos y los resultados. Se trata del registro de la
altura del Sol para un instante de tiempo tomado con un cronémetro. En casi la totalidad de
este conjunto se observa la siguiente distribucion (Figura 2): en el lado superior derecho
se aprecia la correccidn instrumental por semidiametro y por refraccion como también la
interpolacion para obtener la declinacion solar en ese instante a partir de datos tomados
del Almanaque Nautico y Efemérides Astronomicas (ANEA) del observatorio de la isla
de Leodn (Cadiz). A la izquierda se aprecia la resolucion del triangulo esférico a través de
logaritmos para la obtencion del angulo horario del Sol en el instante en cuestion y el valor
de la ecuacion del tiempo (ET) para el instante de la observacion (ver la siguiente seccion
para una explicacion mas completa), con el fin de hallar el tiempo solar medio, comparar
con una lectura previa del cronémetro y determinar el adelanto de este instrumento y su
grado de movimiento diario. Se aprecia también, en la parte central, el calculo de la hora
aparente en el meridiano de referencia (la “isla de Ledn”) para efectos de poder realizar las
interpolaciones. En la Figura 3 se presenta una descripcion mas completa de algunos de
los calculos. La parte inferior de las hojas se reserva para los datos del registro del reloj de
péndulo y, en pocas ocasiones, la determinacion del error asociado al reloj solar y datos de
la determinacion del azimut del Sol para calcular la declinacion magnética y la observacion
de los satélites de Jupiter a efectos de determinar la longitud.

Algo debio ocurrir después del 29 de junio, pues pasado mas de mes y medio se inicia
una segunda fase en la que hay sistematicidad, pero no al nivel observado en la primera
fase, la cual se inicia el 17 de agosto y va hasta el 5 de septiembre. En esta segunda fase
no parece seguirse una estructura rigurosa (no hay indicacion de que se haya corregido
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Tabla 1. Observaciones astrondmicas comprendidas entre el 17 de abril y el 5 de septiembre de 1804
en Santafé de Bogota. Las observaciones del Sol se realizaron para determinar el adelanto o atraso
de tres relojes (crondmetro, péndulo y de sol), asi como para determinar la declinacion magnética del
lugar. La observacion de las inmersiones y emersiones de los satélites de Jupiter se realizaron para
refinar el valor de la longitud del lugar. No se incluye la observacion del eclipse de Sol del 4 de agosto.

Mes Dia Observacion del Sol Inmersion y emersion de
los satélites de Jupiter

Cronometro Péndulo Solar Declinacion

magnética
Abril 17 X
Abril 27 X X
Abril 29 X X
Mayo 01 X X
Mayo 08 X X
Mayo 13 X X
Mayo 16 X X
Mayo 18 X X
Mayo 20 X X
Mayo 22 X X X
Mayo 26 X X X
Mayo 28 X X
Mayo 29 X X X X
Junio 01 X X
Junio 05 X X X
Junio 10 X X
Junio 12 X X X
Junio 13 X X
Junio 15 X X X
Junio 19 X X X
Junio 23 X X X
Junio 25 X X
Junio 28 X X X
Junio 29 X X
Julio 05 X
Julio 14 X
Julio 21 X
Agosto 06 X
Agosto 16 X X X
Agosto 17 X X
Agosto 18 X X
Agosto 19 X
Agosto 29 X X
Septiembre 03 Xt
Septiembre 04 X X
Septiembre 05 X X Xt

+ El reloj de sol se utilizd como instrumento para aplicar el método de alturas iguales.
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Figura 1. Instrumentos de medida del tiempo de finales del siglo XVIII y comienzos del XIX.
Izquierda: cronémetro de la casa John Arnold & Sons; centro: reloj de péndulo de Graham; derecha:
reloj de sol universal de Dollond.

Figura 2. Datos consignados de la observacion del Sol correspondiente al 23 de junio de 1804. La
mayor parte del espacio esta dedicada a conocer el estado absoluto del cronémetro y su movimiento.
La parte inferior tiene por objeto determinar el avance del péndulo y la parte inferior izquierda, el
error asociado al reloj solar.
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Figura 3. Imagenes de sectores especificos de la hoja de observacion del 23 de junio. Izquierda: a la
observacion de la altura del Sol respecto a su limbo inferior se le aplica la correccion instrumental y
a continuacion se la divide por dos; luego afiade la correccion por semidiametro y resta la correccion
por refraccion; con ello obtiene la altura corregida y seguidamente determina el complemento, esto
es, la distancia cenital. Un poco mas abajo anota los datos de declinacion solar para los dias 23 y
24 e incluye unos calculos para interpolar el dato en el instante de la observacion; a continuacion,
calcula el complemento de la declinacion (codeclinacion), que el observador anota como distancia
al polo. Derecha: los valores del complemento de la latitud, la codeclinacion y la distancia cenital se
suman para hallar el valor de 2p y luego p, esto es, la semisuma (ver ecuacion 3); luego halla el valor
de p-z; a la derecha de estos datos se ven los valores en logaritmos. A continuacion hace el célculo
del lado derecho de la ecuacion (2) y halla el antilogaritmo; el semiangulo hallado es multiplicado
por 2/15 (8/60) para convertirlo en unidades de tiempo: ese es el angulo horario del sol verdadero, el
cual es convertido a tiempo solar medio a través de la ecuacion del tiempo. A este ultimo le resta el
tiempo dado por el crondmetro en el momento de la observacion, obteniendo asi el estado absoluto
del cronémetro. El dato del estado absoluto del cronémetro de la Gltima observacion (la del 19 de
junio) permite obtener el movimiento del cronémetro.

por el error instrumental, y en lo que respecta al valor del avance diario del crondmetro,
hay pocos valores referidos), lo que sugiere que el observador estaria en una tonica mas
de ensayo y de ejercicio. En la documentacion existente se distinguen cuatro paginas que
no obedecen a la estructura que exhiben las demas y que contienen datos distribuidos
en desorden, pero que indican que entre las dos fases se efectuaron varias observaciones
astronomicas en los dias 5, 14 y 21 de julio y 6 y 16 de agosto, principalmente de los
satélites de Jupiter.

En las hojas es muy frecuente encontrar espacios reservados para la realizacion de
las interpolaciones, asi como el calculo de simples reglas de tres, realizadas usualmente
con logaritmos. No estd de sobra comentar que en su gran mayoria los datos de toma de
tiempo vienen expresados hasta en terceros ("), lo que se extiende también a los célculos
subsecuentes tanto de tiempo como de grados.

Las observaciones del Sol

Como ya se dijo, la gran mayoria de las observaciones consiste en la medicion de la altura
del Sol en un instante de tiempo determinado con el proposito principal de hallar el estado
de la lectura de un crondémetro, un reloj de péndulo y, en menor medida, un reloj solar. El
término estado se refiere a qué tanto se adelantaban o atrasaban el cronémetro y el reloj de
péndulo, asi como el error asociado al reloj solar. Ademas, varias observaciones de la altura
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del Sol se destinaron a la medicion de la declinacion magnética del lugar. El observador
realiz6 las medidas siempre después de transcurrido el mediodia. Llamamos d al dia de la
observacion que nos ocupa. Al tomar el valor de la distancia cenital (o de su complemento,
la altura) registr6 el tiempo que mostraba el cronémetro, dato que llamaremos .

El angulo horario del sol verdadero, H, o lo determiné a través de la relacion entre las
coordenadas horizontales y las coordenadas ecuatoriales horarias:

C0S Zc—C0s 8. CoSs Q¢ )

cos HO - sen §; sen ¢

donde z, representa la distancia cenital del Sol (z, = 90 - & , siendo 4, la altura corregida; ver
mas adelante), ¢ _la colatitud (¢, = 90 - ¢, donde ¢ es la latitud del lugar de la observacion)
y 8, la codeclinacion (5, =90 -5, donde 8 esla declinacion del Sol en el momento de la
observacion). Dada la dificultad que entrafaba para los calculistas hacer multiplicaciones
y divisiones, el calculo de H  se hizo mediante el uso de logaritmos, como es evidente en
la secuencia de los calculos que el observador ejecutd empleando la siguiente expresion:

log cos (HTO) = %[logsen p + logsen(p — z.) —logsen 6. —logsen ¢.], (2)

donde

p= zc+62C+<pc, (3)
ecuacion ésta a la que es facil llegar a partir de la (1) a través del uso de varias identidades
trigonométricas y aplicando el logaritmo a ambos lados (ver por ejemplo Portilla, 2020)
para la deduccion de la ecuacion en términos de sen (H/2)).

En cuanto a la ecuacidon (2), que es la que permite conocer el valor del tiempo
astrondmico para contrastarlo con el tiempo de la lectura ¢ del crondmetro (ver a la derecha
de la Figura 3), varias consideraciones se desprenden para los tres angulos involucrados:
la altura, la declinacién y la latitud, las cuales se describen a continuacion.

La altura. El valor que el observador anoto para la altura del Sol, que llamaremos %,
es primeramente corregido por el error instrumental (/), para lo cual tomo a lo largo del
tiempo los siguientes valores: +4°20”, +3°50” y +4°10” hasta el 29 de junio; a partir de
esa fecha no parece explicitamente que haya utilizado alguna cifra para la realizacion de
tal correccion. En los documentos existentes no hay una alusion clara al procedimiento
utilizado para llegar a esos valores. El valor de la altura, ya corregido instrumentalmente,
lo dividi6 por dos, hecho que sugiere que, para la medicion de este angulo, recurri6 al uso
de un horizonte artificial, el cual se lograba armar, por ejemplo, disponiendo de una cubeta
que contuviera azogue, y utilizando como instrumento de observacion muy probablemente
un octante o sextante (Portilla, 2020). El valor de la altura, ya dividido por dos, fue luego
sometido a dos correcciones sucesivas para obtener un valor corregido de la distancia
cenital (z,) que luego se utilizaron en la ecuacion (1) o la (2): semididmetro solar (SD) y
refraccion atmosférica (R) (ver a la izquierda de la Figura 3). En cuanto al semidiametro,
se desprende por la notacion empleada y por la adicion del valor, que la observacion del
Sol se hizo con respecto al limbo inferior, de manera que fue necesario adicionar el valor
del radio solar aparente para especificar el centro del astro rey. El valor del semidiametro
fue tomado del Almanaque Nautico y Efemérides Astronomicas (ANEA) elaborado por el
Observatorio Real de la isla de Ledn (Cadiz), el cual casi siempre se debid interpolar, pues
en dicho almanaque se encuentran esos valores a intervalos de seis dias. Por ultimo, el
observador corrigié por refraccion atmosférica. Todo parece indicar que utilizo los valores
de la tabla de refraccion existente en el ANEA. Si bien es cierto que los valores que anotod
para corregir el dato de la altura del Sol (previamente corregido por semididmetro) no
coinciden con los de dicha tabla (teniendo en cuenta las interpolaciones), curiosamente
el valor que anotd, comparado con el que se infiere de la tabla, es casi siempre inferior,
alrededor de los 7, con independencia del valor de la altura. Al parecer, el observador era
consciente de que a medida que la altura del sitio de observacion aumenta con respecto al
nivel del mar, el efecto de la refraccion disminuye, pero no es claro el criterio mediante
el cual adopto ese valor constante. Pese a esto, es evidente, por la magnitud del valor que
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adopto, que, o bien no disponia de una tabla de refracciones para la “zona torrida”, como
la reportada por Bouguer (ver, por ejemplo, Juan & De Ulloa, 1748), o sencillamente
ignoraba que a altitudes tan elevadas como las de Santafé o Quito, el efecto de la refraccion
se reduce significativamente.

La declinacion. Los valores de la declinacion del Sol fueron tomados del ANEA y
en ellos se aprecia que el observador realiz6 la interpolacion para hallar el valor de ese
angulo en el tiempo de la observacion (ver a la izquierda de la Figura 3); para ello calculo
el tiempo solar verdadero en el observatorio de San Fernando en Cadiz (z,) a partir de
la diferencia en longitud entre los dos meridianos, que tomo, como anotamos atras, en
68°3°10”. Es importante comentar que en la determinacion de ¢y, el observador utiliz6
los datos de A, y N _, (ver mas adelante el significado de estos valores) hallados en un dia
anterior (que designaremos d-/) a la observacion que nos ocupa.

La latitud. Tal y como se anotd arriba, el valor que el observador adoptd para la
latitud del lugar de la observacion fue ¢ =4°35°38”” N. Habiendo determinado el valor del
angulo horario del Sol (H ,), esto es, del tiempo solar verdadero, el observador procedio a
transformarlo a tiempo solar medio (# ) a traves de:

H_=H, +ET, “)
donde ET es, como ya anotamos, la ecuacion del tiempo, para lo cual hay que tener en cuenta
si la correccion es positiva o negativa (dato que se encuentra en la pentltima columna de
los datos del Sol para cada mes del ANEA) y proceder a la interpolacion; para ello hay que
hallar el tiempo que debe existir en el meridiano de referencia. De nuevo, el dato requerido
de ty, para realizar la interpolacion depende de los datos obtenidos en el dia d-1.

El valor de H o ©s, entonces, 1_a hora solar media del lugar de la observacion, a la cual
denominaremos 7, es decir que H = 7, donde el subindice a enfatiza el hecho de que
es la hora local solar media obtenida astronémicamente. Recordemos que ¢ es el tiempo
que registra el cronémetro; por lo tanto, de contar con un cronémetro ideal (sin atrasos
o adelantos y debidamente sincronizado), que marque la hora solar media del lugar, se
tendria ¢, = ¢. Infortunadamente ese no era el caso. Los crondmetros, y mas los de la época
que nos atafie, se desfasaban de lo que tedéricamente deberian arrojar debido a factores
tales como al funcionamiento irregular de la mecénica interna, las condiciones climaticas
imperantes, el movimiento externo del soporte, etc., de manera que el usuario se veia
abocado a determinar, en un momento conveniente, no solo qué tan desfasado estaba el
reloj, sino cudl era la tasa de desfase en el dia de la observacion, pues esta ultima no es
constante. Si se conocen estos dos valores, es posible corregir la lectura del cronometro e
inferir cudl es el valor que debe arrojar si se tratara de un cronémetro perfecto (Figura 4).

Sol Cronometro
~ 1, :
s A
I
— 1 Ty
2k b
\—=2h = " |
1 -
VAT /sp/

Figura 4. Descripcion del procedimiento realizado por el observador para determinar el desfase del
cronometro. Los datos fundamentales de entrada son el valor de la lectura aparente del Sol (24°)
registrado por el instrumento de observacion y el correspondiente instante de tiempo registrado por
el crondmetro (7). Los datos fundamentales de salida son el estado absoluto del crondmetro (Af) y el
movimiento diario del mismo (V). Los datos en lineas segmentadas refieren a los mismos datos, pero
hallados en un dia anterior. Los simbolos que se muestran se explican en el texto principal.
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A la diferencia entre el tiempo calculado a partir de la observacion solar y la lectura del
cronémetro, estoes,f —f =At, sele llama “estado absoluto del cronometro” correspondiente
al dia d en que se realiza la observacion. Tal valor indica, en tiempo medio, el estado de
atraso o adelanto del tiempo que arroja el cronémetro con respecto a la hora “real” en el
instante preciso de la observacion, lo cual, por supuesto, solo es valido en el momento en
que se ha observado el Sol, digamos que a media tarde; pero, como la idea es observar
varias horas después otro fenomeno celeste, como, por ejemplo, un eclipse de Luna o las
inmersiones o emersiones de los satélites de Jupiter, se hace necesario conocer qué tanto
se estd desfasando el cronémetro por cada dia transcurrido, de manera que sea posible
calcular cuantos segundos de desfase pueden existir en unas pocas horas de diferencia.
Para ello se recurre al conocimiento del estado absoluto del cronémetro la ultima vez que
se realizé una observacion del Sol anterior al dia pertinente (d-/), valor que llamaremos
A, La diferencia entre estos dos valores, esto es, A - A |, permite calcular a través de
una simple regla de tres la tasa en segundos en que se va desfasando el cronémetro por
cada dia transcurrido (el “movimiento del cronémetro”), valor que llamaremos N, Para
efectos de contar con un valor lo mas exacto posible de 7, = H  para el dia d que nos ocupa,
el observador utilizé el valor de la observacion previa del estado absoluto (A ) junto con
el valor de la tasa diaria de desfase de ese dia, que llamaremos N | (los cuales son datos
independientes de la observacion del dia d y se derivan de la observacion realizada en
el dia d-1, aunque pocas veces el observador derivo el valor con observaciones de N, ,
esto es, con datos de la observacion solar del dia siguiente), para calcular la hora solar
verdadera en el meridiano de referencia, en este caso en el observatorio de San Fernando,
t,» a través de la longitud entre ambos lugares (Ay.). El valor de ¢, permitio, entonces,
interpolar en el ANEA para obtener los valores de EE'y 8, correspondientes al dia d, tal y
como se sefialo atras.

En su conjunto, las observaciones del Sol permitieron determinar que el principal
instrumento utilizado para medir el tiempo, es decir el crondmetro, se atrasaba en promedio
unos 34 segundos por dia, aunque en algunos dias lleg6 a ser de 15 segundos y en otros
de 63 segundos, de manera que el estado absoluto de dicho instrumento pas6 de 0"24m41¢
en el 10 de abril a 1"49m24¢ el 5 de septiembre. Con relacion al péndulo, el observador
procedio también a registrar la lectura que arrojaba este instrumento en el momento de
la observacion del Sol; unos instantes antes comparaba las lecturas del cronometro y el
péndulo para registrar la diferencia entre ambos instrumentos, diferencia necesaria para
determinar el tiempo marcado por el péndulo en el momento de la observacion solar. De
ese modo, era posible determinar el desfase diario por dia de ese instrumento conociendo el
tiempo solar medio ¢ inferido de la observacion del Sol. Asi, el observador pudo establecer
que el péndulo en ocasiones se atrasaba y en otras se adelantaba unos pocos segundos, sin
exceder nunca el valor de 22.

Por ultimo, unas palabras para las lecturas del “solar”. Ignoramos el tipo de reloj solar
que el observador utilizd, de manera que solo podemos especular sobre su naturaleza. Es
posible que se tratara de un reloj solar de tipo universal, bastante utilizado en esta época por
viajeros, marinos y cientificos, pues, ademas de su portabilidad, la inclinacién del gnomon
podia ajustarse segun la latitud del lugar. El observador utilizé el reloj en cinco ocasiones:
tres en junio y dos en septiembre. En junio lo utilizé para determinar el error asociado a
ese reloj solar. Para ello, al cabo de unos pocos minutos de realizar la observacion de la
altura del Sol, anot6 la hora dada simultaneamente por el reloj solar y por el cronémetro
(este dato solo aparece explicitamente en la hoja del 15 de junio, en el extremo superior
derecho); con ello supo la diferencia de tiempo entre las dos lecturas del cronéometro, lo
que el observador llam¢ “intervalo”. Puesto que conocia la hora solar verdadera () en el
momento de la primera observacion, adiciono el “intervalo” para obtener dicha hora en el
momento de la lectura del reloj solar y comparé estos valores para inferir el error asociado
al reloj solar. En las observaciones de septiembre, el observador utiliz6 el reloj de sol como
instrumento de referencia para aplicar el método de alturas iguales y asi obtener un valor
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alternativo del estado absoluto del cronémetro. Para ello registrd en el cronémetro los
dos tiempos correspondientes a las alturas iguales (antes y después de la culminacion del
Sol), cuyo promedio debia corresponder al valor de la culminacion del Sol (12"0™0%) en la
hora solar verdadera; al tener en cuenta la ecuacion del tiempo de ese dia, pudo convertir
a hora solar media e inferir el estado absoluto del cronometro para el instante en cuestion
comparando con la lectura del instrumento.

La determinacion de la declinacion magnética

El observador también aprovechd varias observaciones del Sol para determinar la
declinacion magnética de Santafé con cuatro observaciones realizadas a finales de mayo e
inicios de junio de 1804 (Tabla 2). Para ello debid contar con una brujula, de manera que,
en algunas de sus observaciones, a los pocos minutos de haber realizado la observacion
solar para verificar el estado del cronometro, realizé otra en donde tomo la altura del Sol
y ley6 con la brijula simultaneamente el angulo de azimut (A7) existente entre el norte
magnético y la vertical del Sol. Con ello, al determinar la altura del Sol (y corregir por el
error instrumental, por semidiametro y por refraccion), procedioé a calcular su azimut a

través de la ecuacion:
cos §,—C0S P COS Z¢ (5)

sen ¢ sen z¢

CosAg =

Como antes, el observador realizo el calculo con la version de la anterior expresion en
términos de logaritmos:

log cos (ATO) = %[logsen p +logsen(p — §.) — logsen z. —logsen ¢.],

donde p esta dada por la ecuacion (3). El dato de azimut del Sol inferido con la brajula fue
contrastado con el valor obtenido astrondmicamente, de manera que la diferencia de estos
azimuts (A- Ao) correspondiera a la diferencia angular entre el norte magnético y el norte
astrondmico, esto es, la declinacién magnética.

Curiosamente, en la primera medicion y calculo de la declinacion magnética, realizada
el 22 de mayo, se encuentra el tnico dibujo que el observador tuvo a bien realizar. En €l
se aprecia un circulo en el que describe los puntos cardinales (N, E, S, O) y sefiala con una
flecha la direccion que arroja la brajula, marcada en los extremos con las letrasny s, y
desplazada ligeramente a la derecha de la linea NS.

El procedimiento realizado para la determinacion de la declinacion magnética es
virtualmente idéntico al que utilizaban los marinos de la época siguiendo los manuales de
navegacion; el término utilizado por la marineria era “variacion de la aguja” o “variacion
magnética” (Juan, 1757).

Las observaciones de los satélites jovianos

La segunda clase de observaciones que incluye el documento bajo estudio consiste en las
emersiones o inmersiones de los satélites de Jupiter para efectos de la refinacion del valor
de la longitud del lugar. En la Tabla 3 se muestra el conjunto de observaciones dedicadas
al registro de los tiempos de inmersion o emersion de los satélites jovianos junto con los
correspondientes valores de longitud del lugar de la observacion con respecto al meridiano

Tabla 2. Valores de la declinacién magnética obtenidos a partir de la diferencia de azimuts solares

Mes Dia Declinacion magnética (E)
Mayo 22 07°47°50
Mayo 26 06°47°50 %
Mayo 29 06°48°44>
Junio 05 06°58°36”

+ El dato no viene acompafiado por los calculos.
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Tabla 3. Emersiones e inmersiones de los satélites de Jupiter observados en Santafé de Bogota. Los
valores de longitud estan respecto al oeste del observatorio de la isla de San Fernando.

Mes Dia Satélite Tipo Longitud geogrifica

calculada (de Santafé)
Mayo 29 1 (o) Emersion 67°53°19.94”
Junio 12 1 (fo) Emersion 67°56°26.18”
Junio 28 1 o) Emersion 67°53°40.30”
Julio 14 1 (fo) Emersion 67°10°15.00”+
Julio 21 1 (fo) Emersion 66°27°54.75”
Agosto 6 1 (fo) Emersion 65°49°40.25”1
Agosto 16 3 (Ganimedes) Inmersioén 67°32°07.05°F
Agosto 16 3 (Ganimedes) Emersion 67°37°13.65”F

+ El dato esta expresado en el documento en unidades de tiempo.

de la isla de San Fernando. En todos los casos el observador utilizo el cronometro para
registrar el tiempo del fendmeno, el que, por supuesto, debid ser corregido por el estado
absoluto y la tasa diaria de desfase del crondmetro para ese dia, lo que implicaba hacer
el calculo del desfase existente entre el tiempo de la Gltima observacion del Sol (o la
proxima) y el tiempo de la observacion del fenomeno. Este valor de tiempo se paso luego a
tiempo solar verdadero utilizando el valor de la ecuacion del tiempo, dato que el observador
calcul6 por interpolacion a partir de los datos consignados en el ANEA, obteniendo asi el
tiempo solar verdadero de la aparicion del fendmeno para alguien situado en Santafé de
Bogota (¢,). Luego, con el valor consignado en el ANEA del tiempo solar verdadero del
fenomeno en la isla de San Fernando (7,,), infiri6 inmediatamente el valor de la longitud
entre los dos meridianos (A,):

ASB = tSF - tSB'

Por tltimo, el observador registré la fase final de un eclipse total de Sol que se vio
como parcial desde Santafé. En una de las hojas que se comentan, con datos consignados
en desorden correspondientes a fechas entre julio y agosto, el observador anot6 que el 4 de
agosto a las 21"37™0¢ sucedio el fin del eclipse. Ese instante corresponde a 09"3770° del dia
5 (al medir el tiempo desde medianoche). Suponemos, como es lo mas obvio, que dicho
tiempo lo tomo del crondémetro; si adoptamos como estado absoluto el de ese instrumento
para el dia 6 de agosto a 1"38™0%, inferimos que la hora solar media para Santafé era
11"15™0%, 1o que apenas representa una diferencia en exceso de 6™27¢ con relacion al tiempo
calculado por la pagina www.eclipsewise.com para Bogota.

Analisis

Una inspeccion atenta de algunas de las hojas permite inferir que es muy posible que
hayan existido varias hojas adicionales que hoy estan perdidas. En la pagina en que se
describe la observacion solar del 17 de abril (la fecha més temprana de la que tenemos
informacidén completa) sabemos que el observador también hizo una observacién solar
el dia 15 de abril (dato necesario, como hemos visto, para hallar tanto A como N);
ademas, en una de las paginas en la que menciond (de forma un tanto desordenada) las
observaciones de los satélites de Jupiter en los dias 14y 21 de julio y 6 de agosto, se
encuentra un valor para el 10 de abril que parece ser el estado absoluto del cronémetro
en aquel momento, lo que implica que también realizé una observacién solar ese dia.
Curiosamente, en ningun lado se encuentra que se hayan realizado medidas para la
determinacion de la latitud, asi como de la altura con respecto al nivel del mar, aun
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cuando se supone que el observatorio de Mutis contaba con el instrumental para ello, lo
que probablemente no se juzgo necesario y sugiere que el interés era fundamentalmente
determinar el estado de funcionamiento de los relojes.

En cuanto al valor que se obtuvo de la declinacion magnética en Santafé, cuyo promedio
fue de 6°51°43 E, exceptuando el dato del 22 de mayo (por apartarse notablemente de
los restantes), este es consistente con el que obtuvo Humboldt tres afios antes: 7°35° E
(Humboldt & Oltmanns, 1810). No esta de mas afiadir que el valor de la declinacion
magnética continud disminuyendo lentamente a lo largo de los siglos XIX y la primera
mitad del XX y paso6 ya a una direccion hacia el oeste a finales de la década de los afios 70
del siglo XX (Garavito, 1988). En el presente es de 8°31° oeste.

Con relacion a la longitud, el valor promedio de los datos que se obtuvo (no teniendo
en cuenta los valores del 21 de julio y del 6 de agosto, por apartarse de forma notoria de
los restantes) fue de 67°40°30.35” oeste, esto es, unos 22°40” mas bajo comparado con el
valor que el observador tenia como referencia para sus calculos de interpolacion a partir
de los datos del ANEA. Hay una nota en la hoja de observaciones del 12 de junio en el que
comenta el valor de la longitud que debié asignar Humboldt para Santafé en el mapa del
rio Magdalena que entrego al Virrey en 1801.

Para finalizar, examinaremos especificamente el registro de la emersion del primer
satélite de Jupiter registrada el 28 de junio. El observador anotd la hora solar verdadera
en Santafé en el momento de la emersion después de todo el proceso de calibracion del
cronometro; el valor fue de 9"2m6°19,87' = 9"2m6,33% (la ¢ se refiere a los terceros). Lo
interesante del asunto es que a mediados de 1810, a manera de ejemplo Caldas refiere en
la Memoria 7 de la continuacion del Semanario del Nuevo Reino de Granada (que fungio
como preliminares del Almanaque de 1811) que él observo una emersion del primer satélite
el 28 de junio de 1804 desde Quito, el cual midid en 8"44™39,06¢, al explicar como se puede
determinar la latitud entre dos observadores por medio de la observacion simultanea de los
satélites de Jupiter. Comenta, ademas, que en Santafé se realizo la misma observacion por
parte de “Mutis asociado a D. Manuel Alvarez” (Caldas, 1966; Portilla, 2020), quienes
obtuvieron como tiempo de emersion las 9"1776,30°. Sin embargo, cuando se establece la
diferencia de ambos tiempos para determinar la longitud, se obtiene 0"17™27,24% en lugar
de 0%32m27,24%, 1o que podria interpretarse como un error de naturaleza tipografica. Sin
embargo, el primer dato debe ser el correcto, porque Caldas lo escribe dos veces, de lo
que se infiere que alguno de los dos tiempos que dan origen a la diferencia es el que esta
mal escrito. Si suponemos que en realidad el tiempo de Mutis y su asociado fue 9"2m6,30¢,
entonces si se obtiene la diferencia que Caldas calcul6. Como se ve, este valor de tiempo es
practicamente idéntico al que obtuvo el observador, lo que dificilmente puede interpretarse
como una simple coincidencia y apunta a que el valor que refiere Caldas como tiempo de
emersion de lo medido en Santafé es el que aparece registrado para el 28 de junio en el
documento que nos ocupa.

Es entendible que Caldas mencione primero a Mutis, dando a entender que era éste
quien estaba al frente de la observacion, pero es dudoso que haya sido el responsable de
esta y todas las demas (asi como de su registro), no solo por lo avanzado de su edad sino
porque la letra con que fueron redactadas no parece corresponder a la del gaditano. Es
razonable suponer que Caldas coloc6 a Mutis en esa situacion de preeminencia en razon
de que el observatorio era, al fin y al cabo, de su propiedad y habia que resaltar ante los
santaferefos la figura del ilustre botanico que, como se dijo, también ostentaba el cargo
de Astronomo Real. Por una carta de José Ignacio de Pombo (1761-1815) dirigida a Mutis
con fecha del 20 de junio de 1804 sabemos que el primero, quien residia en Cartagena
de Indias, estaba al tanto de las labores que “hacen Talledo y Alvarez sobre el plano de
Humboldt” (Hernandez de Alba, 1983). Pero lo curioso es que Caldas, en la memoria
referida, ignore por completo el nombre de Talledo, pues mediando apenas seis afios entre
las observaciones referidas y la redaccion de la Memoria 7, debid saber quiénes estuvieron
tras esas primeras observaciones y quiénes no.
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Ahora bien, es casi seguro que el nombre de “Manuel Alvarez” corresponda a Manuel
Alvarez de Eulate, piloto espafiol del cual, lamentablemente, existe escaso registro
documental. Mejia (2021) lo menciona en varias ocasiones describiéndolo como un amigo
intimo de Talledo; su condicion de piloto de la Armada del Rey lo sitia como alguien
lo suficientemente curtido en materia de observacion astronémica como para haber sido
nombrado profesor de la Escuela Nautica y Matematicas de Cartagena de Indias en 1810
por iniciativa de José Ignacio de Pombo (Martinez, 2023; Lucena, 1990).

Un dato adicional. En su diario personal Humboldt se refiri6 a la reaccion de las
autoridades virreinales ante el mapa que ¢l elabor6 del rio Magdalena y de la decision
de proceder a levantar un mapa semejante por parte de ingenieros espafioles para
verificar su exactitud. Escribié que “se encargd (enero de 1804) a un ingeniero (catalan)
Talledo, muy ignorante y hablador, se dice, para que examinara mi mapa y el rio,
acompafiado de un piloto de la expedicion del sefior Fidalgo (quien debia encargarse
de las observaciones astrondmicas.)” (Humboldt, 1982). Infortunadamente, Humboldt
ignoraba, al parecer, el nombre del “piloto”, pero de tales palabras se infiere que éste (y
no Talledo) era el encargado de las observaciones astronémicas. Todo lo anterior sugiere
que las observaciones que han sido objeto del presente estudio bien pudieron haber sido
realizadas por Manuel Alvarez de Eulate y no por Vicente Talledo, considerado hasta
ahora responsable de las mismas.

Conclusiones

El proposito de esta comunicacion fue examinar el contenido de una documentacion que
contiene el registro de observaciones astronomicas que constituyen, hasta donde sabemos,
las primeras que se llevaron a cabo en el Observatorio Astronémico Nacional, sede
Historica. En su gran mayoria son observaciones del Sol realizadas en horas de la tarde
para efectos de conocer el estado absoluto de dos relojes: un cronémetro y un reloj de
péndulo. El cronometro evidencid un atraso diario de 34 segundos en promedio, si bien en
algunos dias fue de 15 y en otros de 63 segundos. Asi mismo, el reloj de péndulo mostrod
un error de pocos segundos en adelanto o en atraso con respecto al crondmetro, que no
excedio los 22 segundos.

También se establecio la presencia de un reloj solar que fue utilizado, en dos ocasiones,
como herramienta en la técnica de alturas iguales. Otras observaciones del Sol se dedicaron
a la determinacion de la declinacion magnética del lugar, obteniendo un valor promedio
de 6°51°43” E. También se realizaron mediciones para determinar la hora solar verdadera
de algunas inmersiones y emersiones de los satélites de Jupiter con el objeto de refinar
el valor de la longitud de Santafé de Bogota, obteniéndose un valor promedio igual a
67°40°30,35” oeste con relacion al meridiano de San Fernando en Cédiz. Es probable que
esas determinaciones del estado de los instrumentos para medicion del tiempo hayan sido
utiles en la elaboracion del mapa del rio Magdalena que adelantaban Vicente Talledo y
Manuel Alvarez de Eulate. Sin embargo, un comentario de Caldas realizado en el afio de
1810 sobre el instante del registro de la emersion de un satélite de Jupiter en Santafé y
sobre quienes lo realizaron, ignora el nombre de Talledo, lo que sugiere que quien realiz
las observaciones astronomicas fue Alvarez de Eulate.
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Resumen

El distrito de San Jerénimo de Apurimac presenta una elevada radiaciéon solar que afecta las
actividades agricolas, ganaderas y mineras. Si se tiene un pronostico confiable, es posible aumentar
la produccion y el nivel socioeconémico. En este estudio se elaboraron y compararon modelos de
media movil autoregresiva (Autoregressive Integrated Moving Average, ARIMA) de la radiacion
solar global (RSG) en el distrito de San Jerénimo con los datos de las estaciones meteorologicas
de la Universidad Nacional José Maria Arguedas (UNAJMA) y de la Administracion Nacional de
Aecronautica y del Espacio de Estados Unidos (NASA). Se hizo un estudio experimental aplicado de
enfoque cuantitativo y nivel descriptivo propositivo con una muestra de 1.037 datos histéricos de
RSG registrados desde el 1 de enero de 2022 hasta el 2 de noviembre de 2024 mediante observacion
con un sensor de luz en la estacion terrestre y técnicas documentales de datos recolectados del
satélite geoestacionario operacional ambiental (Geostationary Operational Environmental Satellite,
GOES) en la estacion espacial (POWER, 2024). Se aplicaron pruebas de normalidad grafica, la
Q-Q normal, la de Dickey-Fuller, pruebas de estacionariedad, la de Levene y la de D’Agostino,
gréaficas de autocorrelacion simple (autocorrelation function, ACF) y parcial para el calculo de
retrasos, y el criterio de informacion de Akaike (Akaike information criterion, AIC) para la eleccion
del mejor modelo. Se obtuvieron modelos predictivos de RSG, ARIMA (3,0,2) y (5,0,4) precisos en
las estaciones NASA y UNAJMA. Se obtuvieron modelos ARIMA(3,0,2) para la estacion NASA 'y
ARIMAC(5,0,4) para la estacion UNAJMA, con valores de error absoluto medio (mean absolute error,
MAE), error porcentual absoluto medio (mean absolute percentage error, MAPE) y la raiz del error
cuadratico medio (root mean squared error, RMSE) de 0,290; 5,211% y 0,384, respectivamente, en
el primer caso; y de 0,610; 10,623% y 0,702, en el segundo. Todos estos permitieron pronosticar la
RSG en el distrito de San Jerénimo desde el 3 hasta el 12 de noviembre de 2024.

Palabras clave: Modelos autorregresivos; radiacion solar; estacionariedad; pronosticos;
autocorrelaciones.

Abstract

The San Jeronimo de Apurimac district experiences high solar radiation, which impacts agricultural,
livestock, and mining activities. A reliable forecast would increase production and socioeconomic
status. Here, we developed and compared autoregressive moving average (ARIMA) models of global
solar radiation (GSR) for the San Jerénimo district using the meteorological data from the stations
at the José Maria Arguedas National University (UNAJMA) and the USA National Aeronautics and
Space Administration (NASA). We conducted an applied experimental research with a quantitative
approach and a propositional descriptive level, with a sample of 1,037 historical RSG data recorded
from January 1, 2022, to November 2, 2024 at the ground station using a light sensor and at the space
station through documentary techniques of the data from the geostationary operational environmental
satellite (GOES) (POWER, 2024). The following normality tests were applied: normal, Q-Q plot,
Dickey-Fuller Test, stationarity tests, Levene and D’Agostino tests, simple autocorrelation (ACF)
and partial ACF plots for calculating delays, and the Akaike information criterion (AIC) likelihood
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for choosing the best model. ARIMA(3,0,2) models were obtained for the NASA station and
ARIMA(5,0,4) for the UNAJMA station, with mean absolute error (MAE), mean absolute percentage
error (MAPE), and root mean squared error (RMSE) values 0f 0.290; 5.211% and 0.384, respectively,
in the first case; and 0.610; 10.623% and 0.702, in the second. Which allowed forecasting the RSG
in the district of San Jerénimo from November 3 to 12, 2024.

Keywords: Autoregressive models; solar radiation; stationarity; forecasts; autocorrelations.

Introduccion

Los modelos de media movil integrada autorregresiva (ARIMA) son muy importantes
para la revision de la radiacion solar global (RSG) (Odejobi et al., 2024) y para su
pronoéstico (Ismail ef al., 2021; Kim et al., 2022; Melquiades et al., 2022), al igual que los
implementados con redes neuronales (Garg et al., 2020; Nugroho et al., 2024a; Meng et
al., 2023; Nugroho et al., 2024) o hibridas (Jaihuni et al., 2020; Guermoui et al., 2020).
El conocimiento de la RSG tiene impacto en la prevision de la energia solar (Salman et al.,
2024; Mughal et al., 2022; Saxena et al., 2024) y su uso (Tarmanini ef al., 2023; Atique e?
al., 2020; Basmadjian et al., 2021; Kurniadi et al., 2024; Sedai et al., 2023), asi como para
la generacion de energia fotovoltaica (Ahmed et al., 2020; Fan et al., 2022) y de potencia
solar fotovoltaica (Mellit et al., 2020; Z. F. Liu et al., 2021, Mohamed et al., 2022).

Antecedentes

En 11 estados de la peninsula de Malasia se han empleado modelos ARIMA de prondstico
de la radiacion solar diaria. Los datos se recopilaron del visor del Power Data Access
proporcionado por el sitio web de la Administracion Nacional de Aeronautica y del Espacio
de Estados Unidos (NASA) a lo largo de casi diez afios, desde el 1 de enero de 2009 hasta
el 31 de agosto de 2019 (3.895 observaciones por estado). Mediante la metodologia de Box
y Jenkins se analiz6 la estacionariedad de los datos y se genero el modelo ARIMA (1, 1, 2)
para Pulau Pinang, Perak, Kuala Lumpur, Negeri Sembilan, Melaka, Pahang, Terengganu;
el ARIMA (2, 1, 1) para Kedah y Selangor, y el ARIMA (1, 1, 3) para Johor y Kelantan.
Los modelos demostraron una precision RSME de 1,00, 1,02, 0,93, 1,05, 1,00, 1,12, 1,22,
0,98, 1,11, 1,15, 1,20 y una precision MAE de 0,77, 0,80, 0,73, 0,82, 0,78, 0,85, 0,93, 0,75,
0,88, 0,90, 0,90 para cada estado, lo que indica que los valores pronosticados tendian a los
reales (Ismail et al., 2021).

En otro estudio se desarrolld un modelo de pronéstico de irradiancia solar horizontal
global (Global Horizontal Irradiance, GHI) y uno de irradiancia normal directa (Direct
Normal Irradiance, DNI) a corto plazo, con el fin de usar la energia solar en el mercado de
comercio de energia en Daejeon, Corea del Sur. Los datos se recogieron desde las 18:45 del
21 de enero de 2019 hasta las 23:45 del 31 de diciembre de 2021 (tres afios y un minuto)
y se desarroll6 un modelo ARIMA (4, 1, 2) a partir de datos de GHI de 15 a 75 minutos,
un modelo de media movil integrada autorregresiva estacional (seasonal autoregressive
integrated moving average, SARIMA) (1, 0, 2)(0, 1, 0) de 90 a 120 minutos y sus errores
de evaluacion RMSE (Kim et al., 2022).

Por otro lado, en la region de la meseta Qinghai-Tibet se construyé un modelo ARIMA
de prediccion de radiacion promedio a ultracorto plazo, uno de bosque aleatorio (random
forest model, RF) y uno de memoria a corto-largo plazo (long short-term memory, LSTM)
para los 10 minutos siguientes. Se usaron los datos de un radiémetro de cuatro componentes
MR-60 del Observatorio Atmosférico de Yangbajing con rango espectral de 285 a 3.000
nm utilizando la unidad W/m2, y un muestreo con una frecuencia de un minuto durante 366
dias, desde el 1 de junio de 2019 hasta el 31 de mayo de 2020. Los resultados mostraron
que la precision de los modelos RF y LSTM fue superior al ARIMA por influencia del
tamafio muestral en cada estacion: primavera (1980, 4356, 3564), verano (4752, 2772,
2772), otoio (3564, 4752, 3564) ¢ invierno (3168, 4752, 3168). Para una misma estacion
y horizonte, el modelo RF tuvo mayor precision de RMSE que el ARIMA, de 65,6-258,3
W/m2, ¢ inferior al de LSTM en 3,7-83,3 W/m2 (Meng et al., 2023).
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En Bhadla, Jodhpur (India), se hizo la prediccion de la radiacion solar mediante un analisis
comparativo de diferentes modelos estadisticos: el de Markov, el ARIMA y un modelo de red
neuronal artificial (artificial neural network, ANN), con datos recogidos en el periodo 2010-
2014. Ademas, de una comparacion grafica entre la radiacion solar observada y pronosticada
para los dias 31 de enero y 20 de mayo de 2014, con el fin de evaluar su desempefio. Las
medidas del RMSE, el error porcentual absoluto medio (mean absolute percentage error,
MAPE) y el error medio absoluto (mean absolute error, MAE) mostraron que el modelo de
Markov fue mejor que los otros para las zonas estudiadas (Garg et al., 2020).

La prediccion de RSG traza el camino para una planificacion y gestion de las
reservas en las latitudes medias del hemisferio norte y del hemisferio sur debido a la
naturaleza esporadica de la energia solar. Existen varios modelos para dicha prediccion:
los generadores de imagenes del cielo, que proporcionan un valor de la raiz del error
cuadratico medio normalizado (nRMSE) del 6 % al 9 % durante 30 minutos, y la técnica
de imagenes satelitales con un RMSE de 61,28 W/m2 a 346,05 W/m2 para cuatro horas
de prediccion. También estan los modelos de mesoescala de prediccion numérica del
tiempo (numerical weather prediction, NWP), que proporcionan un RMSE de 411,6 W/
m?2 durante los tres dias previos a la previsidn con una resolucion espacial de 50 km,
y el de aprendizaje automatico (machine learning, ML), que ofrece resultados precisos
hasta con un dia de antelacion y un RMSE en el rango de 0,1170 W/m2 a 93,04 W/m2
(Tarmanini et al., 2023).

En otro proyecto se planted la técnica de pronodstico de radiacion solar como ayuda al
operador del sistema de la red durante su planificacion a través de un analisis de datos de
mediciones directas obtenidas de indonesiasolarmap.comy la colaboracion de la Asociacion
de Energia Solar de Indonesia (AESI) y la compaiiia Perseroan Terbatas (PT) Synkrona
Enjiniring Nusantara de Yogyakarta en la isla de Java, Indonesia. Los datos utilizados son
mediciones a lo largo de un afio (de enero de 2022 a enero de 2023), tomadas en intervalos
de una hora desde las 7 am hasta las 5 pm. Los resultados evidenciaron que el modelo
de pronostico LSTM fue mas preciso que el de redes neuronales recurrentes (recurrent
neural networks, RNN) y el ARIMA, con valores de RMSE, MAPE, MAE y coeficiente
de determinacion (R2) de 33,01 W/m2, 7,72 %, 24,51 W/m2 y 0,96, respectivamente. El
cielo parcialmente nublado, nublado o lluvioso tuvo menor rendimiento predictivo que el
soleado o despejado (Nugroho et al., 2024).

En algunos casos, como en la Universidad Nacional de Gyeongsang, en Jinju,
Republica de Corea del Sur, los modelos de prevision independientes fueron insuficientes,
por lo que se propuso un modelo hibrido parcialmente ajustado (partially adjusted hybrid
model, PAHM), el cual utiliz6 el modelo de unidades recurrentes cerradas (bidirectional
gated recurrent unit. BIGRU) y el ARIMA para predecir la irradiacion solar en intervalos
de 5 y 60 minutos, con una validacion cruzada de 11 pasos clasificados segun sus costos
computacionales; se utilizaron datos de registros de radiacion solar correspondientes a un
periodo de 32 meses a partir de marzo de 2017, de las 05:00 a las 19:00, con 174914 y
14.756 registros para periodos de cinco minutos y una hora, respectivamente. Los modelos
individuales BIGRU y ARIMA obtenidos superaron el modelo PAHM Yy el clasico en las
predicciones de cinco minutos. Sin embargo, el PAHM fue 5 % mas preciso que el clasico
en 60 minutos en promedio, y la eficiencia computacional del modelo BiGRU fue mejor
(Jaihuni et al., 2020).

La prediccion de radiacion global horizontal (GHI) cumple un papel importante en
la contaminacion del aire y el calentamiento global y es un parametro determinante en
la produccion de energia solar de sistemas fotovoltaicos, la cual estd determinada por la
posicion solar y la presencia de nubes. Dado que esto ultimo es dificil de modelar, en
una estacion meteorologica de Turin (Italia) se propuso una metodologia de pronostico
horizontal de corto (15 min a 60 min) y mediano plazo (60 a 120 min). Se utilizé una muestra
de seis afios de mediciones de GHI dividida en afios para el entrenamiento (2010-2014) y
un afio para la prueba (2015), con 175.296 y 35.038 datos y muestreos cada 15 minutos. Se
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disefaron, optimizaron y compararon las siguientes redes neuronales: una autorregresiva
no linear (non-linear autoregressive, NAR), una prealimentada (feedforward, FFNN),
una LSTM y una red de estado de eco (echo state network, ESN), con lo que mejord el
preprocesamiento para el indice de cielo despejado (Aliberti et al., 2021).

La energia solar fotovoltaica (PV) es utilizada por agricultores en regiones agricolas
con climas aridos, como Hail, Arabia Saudita, para bombear agua de pozos profundos, por
lo que su prediccion es un factor que afecta la eficiencia y la confiabilidad del disefio de
un sistema de bombeo fotovoltaico de agua. Alli se recopilaron 6.205 datos de irradiacion
horizontal global para el entrenamiento y 1.096 para la prueba en el periodo 2000-2019. Los
modelos fueron el de prediccion inteligente autoregresivo persistente (smart persistence
forecast autoregressive, AR), el de ANN, el AR de orden 2, el AR de orden 3, y el de ANN
de orden 2, con indicadores de rendimiento MAPE (%) de 7,027, 7,047, 6,739, 6,943,
6,712 y 6,707 (Boubaker et al., 2021).

Otro caso en Java y Bali permite ver como la prediccion precisa de la radiacion solar
a corto plazo es esencial en la planificacion energética de la red y la politica de transicion
energética del gobierno de Indonesia. Por ello se propuso un modelo LSTM basado en
mediciones de radiacion solar durante 1,5 afios para pronosticar la radiacion horaria de un
dia posterior. Los resultados obtenidos se compararon con los modelos ARIMA y RNN.
El modelo LSTM result6 ser el mas preciso, con un RMSE de 25,56 W/m2, un MAPE
de 7,27 % y un R2 de 0,99; sus valores de prediccion fueron buenos en la estacion seca,
con un MAPE de 13,99 %, en tanto que en la estacion lluviosa el MAPE fue de 34,04 %
(Nugroho et al., 2024).

Sin embargo, la seleccion del modelo incorrecto, o la presencia de fluctuaciones
aleatorias en las series de radiacion solar, podrian provocar un bajo rendimiento predictivo.
Por ello, para pronosticar la radiacion solar entre las 6:00 y las 18:00 en cuatro ciudades
importantes de Brasil, Floriandpolis, Fortaleza, Salvador y Sdo Paulo, se propuso un
modelo denominado HetDS (heferogeneous ensemble dynamic selection), basado en los
métodos ARIMA, de regresion de soporte vectorial (support vector regression, SVR),
de red neuronal de perceptron multicapa (multilayer perceptron, MLP), de maquina de
aprendizaje extremo (extreme learning machine, ELM), de red de creencia profunda (deep
belief network, DBN), de RF y de refuerzo de gradiente (gradient boosting, GB). El modelo
HetDS (3,20) alcanzo una precision de RMSE igual a 0,0931, MAPE igual a 19,87, y de
MAE igual a 0,0643 para la serie de Florianopolis (Santos et al., 2022).

Por otro lado, los altos niveles de radiacion solar constituyen un factor importante
en la radiacion solar ultravioleta (UV), a la cual estan expuestos los trabajadores de
limpieza en vias publicas del distrito de Los Olivos de la capital de Peru. En ese contexto,
se hizo un estudio de tipo cualitativo con enfoque no experimental. Las mediciones se
realizaron el 20 de febrero del 2022 desde las 11 hasta las 13 horas utilizando un medidor
ultravioleta A (UVA), uno ultravioleta C (UVC), y la combinacion de UVA y UVB en
un rango de intensidad de hasta 40 mW/cm2, obteniéndose valores entre 57,1 y 71 W/
cm2, que luego se compararon con la normativa internacional (Borda-Luna & Lahura-
Albujar, 2022).

Dado que el distrito de San Jerénimo, de la provincia de Andahuaylas, departamento
de Apurimac, en la Cordillera de los Andes, se encuentra a una altitud elevada y a una baja
latitud, sus niveles de radiacion solar son altos y afectan las actividades de los agricultores,
los ganaderos y los mineros, lo que se refleja en su baja produccion socioecondémica.

Frente a este problema, se propuso la elaboracion y comparacion de modelos de
prediccion de la radiacion solar global de corto alcance utilizando los datos de una estacion
meteorologica terrestre y una estacion de datos en linea provenientes del GOES (POWER,
2024), con el objeto de proveer a los habitantes del distrito valores confiables de radiacion
solar que les permitan planificar adecuadamente sus actividades agricolas y ambientales
para mejorar su produccion y nivel socioecondmico y en la idea e contribuir al desarrollo
de los primeros lineamientos de generacioén y utilizacion de la energia fotovoltaica en una
red eléctrica de energia renovable no contaminante.
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Modelos de media movil integrada autorregresiva

El modelo ARIMA esta constituido por tres partes: el componente autorregresivo (AR),
que hace que la variable de estudio regrese a sus valores anteriores, la media mévil (MA),
que representa el error de regresion como una combinacional lineal de valores de error en
intervalos de tiempo pasado, y el integrado (I), que es el nimero de veces de diferenciacion.
ARIMA (p, d, q) es un modelo ARIMA no estacional, donde p es el orden de retardo, d es el
orden de diferenciacion y q es el orden de la media movil. Las limitaciones de este modelo
dependen de los valores de la variable de estudio y funciona mejor cuando trabaja con gran
cantidad de datos (Dimri et al., 2020).

En un modelo de media movil integrada autorregresiva, el valor futuro de una variable
se asume como una funcion lineal de varias observaciones pasadas y errores aleatorios
(Quispe & Huamani, 2024). Es decir, el proceso subyacente que genera la serie temporal
tiene la siguiente forma:

Y= 90+ ¢1 Yo + ¢2 Via to +¢pyt—p + &,- 61 T 92 € = e T 0{1 &y (1

donde ¥,y € son el valor real y el error aleatorio en el periodo ¢, respectivamente; ¢, (i =

WD)y 0 (j=0,1,2,..., g) son parametros del modelo, y p y ¢ a menudo se denominan
ordenes del 'modelo. Los errores aleatorios, ¢, se supone que estin distribuidos de
forma independiente e idéntica con una media de cero y una varianza constante de ¢*
(Zhang, 2003). En una serie de tiempo es posible generar modelos ARIMA a partir de
las funciones de autocorrelacion y parciales propuestas por Box y Jenkins, que se basan
en la coincidencia entre el patron de autocorrelacion empirica y el teorico (Box & Pierce,
1970). Sin embargo, los modelos ARIMA (p,q,d) esta limitados a patrones lineales, no
estacionales, cuyo rendimiento depende del ruido de la serie (Kontopoulou ef al., 2023).

La radiacion solar global

Toda la radiacion solar que ingresa a la atmoésfera de la Tierra tiene los siguientes
componentes: radiacion dispersada, absorbida, reflejada al espacio y la que pasa
directamente (Figura 1). La RSG es la suma de la radiacion solar difusa (Mutombo &
Numbi, 2022) y la directa que llega a la superficie (Blal et al., 2020).

Existen varios modelos predictivos de RSG en la superficie horizontal que trabajan
con datos metereologicos como la temperatura, la humedad relativa (Mirzabe et al., 2022)
y la duracion de la exposicion solar (Makade et al., 2021; Reynaldo & Veroénica, 2024),
los cuales poseen un comportamiento no estacionario, lo que se debe a la variedad de
las condiciones atmosféricas. Estos datos son medidos por diferentes estaciones terrestres
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Figura 1. Componentes de la radiacion global (Igbal, 1983)
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o espaciales, como el GOES. Los métodos para realizar prondsticos de RSG a corto y
mediano plazo son importantes para abordar los problemas de las redes de energia
fotovoltaica (Hassan et al., 2022).

Métricas de precision
Las métricas de precision miden las diferencias entre los n valores de las observaciones
reales z, y los pronosticados por el modelo de pronostico Z; (Hwang, 2024).

La raiz del error cuadratico medio (RMSE),

RMSE = \/M (2) (Chandra & Sahu, 2024) se utiliza comiinmente en

pronosticos, climatologia y analisis de regresion para verificar resultados experimentales
(Sahinli, 2020).

El error absoluto medio (MAE), MAE =% Y . |z,—£,| (Mani et al., 2022)  (3)

El error porcentual absoluto medio (MAPE), MAPE =132y | IZ’Z;,EtI 4

Los valores de rango MAPE: <10 %, 10-20 %, 20-50 %, >50 %, corresponderian a un
desempenio de prediccion alto, bueno, razonable e impreciso, respectivamente (Quartey-
Papafio et al., 2021).

Materiales y métodos

Ubicacion del area de estudio

La estacion meteorologica de la Universidad Nacional José Maria Arguedas, distrito de
San Jerénimo, provincia de Andahuaylas del Departamento de Apurimac en Peru, se
ubica en las coordenadas -13,6653° de latitud y -73,3485° de longitud, a los 3.039 m de
altitud (Figura 2a). Esta rodeada de montafias en el valle del rio Chumbao y en ella se han
realizado observaciones de variables climatologicas desde 2018.

Descripcion experimental

El equipo experimental (Figuras 2b, 2¢) esta compuesto por un sensor de luz DAVIS que
captura los rayos solares en el rango espectral de 280 a 3.000 nm y esta conectado a una
computadora. La unidad de medicion fue W/m2; se hicieron muestreos cada 10 minutos
entre las 00:00 y las 24:00. Se obtuvieron 144 muestras por dia y los valores de la serie
temporal de radiacion solar global se procesaron en kW/m?2d, promediados en periodos de
un dia. Para el analisis se obtuvieron 1.037 datos, desde el 1 de enero de 2022 hasta el 2 de
noviembre de 2024, y se descartaron los valores atipicos dada su inconsistencia.

@

Frovincia
Chincheros

=% Provincia
\ Aymaraes

Figura 2. a) Ubicacion del distrito de San Jeronimo dentro del departamento de Apurimac. b) y ¢)
Estacion meteorologica UNAJIMA
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Datos del satélite geoestacionario

El estudio utilizo, asimsimo, el conjunto de datos de radiacion solar global (RSG) obtenido
del satélite GOES (POWER, 2024), que esta a una elevacion de 3.209,1 m en la estacion
meteorologica de la NASA. A través de su plataforma se obtuvieron 1.037 datos de alta
resolucion en linea, lo que constituye un tamafio muestral que permitio encontrar un patron
en la serie para la ubicacion del area de estudio.

Métodos

La investigacion se hizo en el laboratorio de experimentacion de fisica 2 de la Universidad
Nacional José Maria Arguedas (UNAJMA) en un ambiente controlado. Se trabajé con
los datos experimentales de la estacion UNAJMA, y, mediante la técnica de revision
documental y fichas de registros como instrumento de recoleccion de datos, se cred una
base de datos en hojas de EXCEL y lenguaje de programacion R Version (10.0). Se aplicod
un enfoque cuantitativo, de nivel descriptivo propositivo y disefio longitudinal, con datos
historicos de RSG. Se evalud y analizd la eficacia de la prediccion a corto plazo; el
tamafio muestral fue preponderante en el margen de error de las pruebas estadisticas
aplicadas. La variable temporal d (dia) y la RSG se establecieron como independiente y
dependiente, respectivamente.

Las etapas de estimacion de los modelos ARIMA de RSG (Figura 3) garantizaron
una representacion adecuada de las diferentes condiciones de su variabilidad de la
siguiente manera:

* Se determinaron los valores atipicos mediante un diagrama de cajas y un histograma
en el lenguage de programacion R, los cuales se filtraron para luego volver a aplicar
el diagrama de cajas y el histrograma sin dichos valores atipicos.

» Se graficd la serie temporal de ambas estaciones (NASA y UNAJMA).

+ Se hicieron pruebas de normalidad y estacionariedad: el grafico Q-Q normal y las
pruebas de Dickey-Fuller, Levene y D’Agostino. Dado que los datos satisfacian
las pruebas de normalidad y estacionariedad, el orden de diferenciacion de los
datos fue d=0.

» Se obtuvieron las graficas de ACF y de ACF parcial para determinar los retrasos y
los modelos ARIMA.

* Se tomd en cuenta la estimacion de maxima verosimilitud, el AIC, el AICc o el
criterio de informacion bayesiano (BIC), para elegir el mejor modelo.
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Figura 3. Etapas de estimacion de los modelos ARIMA de prondstico de radiacion solar global, 2024
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* Se aplico la prueba de Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin (KPSS) para todos los
modelos de las series de datos de radiacion solar global de las estaciones, con el fin
de evaluar la estacionaridad de los residuos generados.

+ Se aplicaron las metricas de precision MAE, MAPE y RMSE.

Se sugiere obtener datos experimentales de radiacion solar global de las estaciones
meteorologicas del Gobierno Regional de Apurimac (GORE) y el Servicio Nacional
de Meteorologia e Hidrologia (SENAMHI) en diferentes localizaciones de la region de
Apurimac para analizar el potencial de pronostico en la prevision solar.

Resultados

En la Figura 4a se observan los diagramas de cajas de las estaciones NASA y UNAJMA
para la muestra, incluidos los valores atipicos de RSG y en la Figura 4b los diagramas de
cajas para la muestra sin valores atipicos de la RSG de la estacion:

* NASA, con 5.361 Wmd"' de promedio, en un intervalo de [3.110; 7.710] Wm™>d"'.

* UNAJMA, con 5.248 Wm3d"' de promedio, en un intervalo de [2.521; 8.050]
Wm2dL

La estacion NASA present6 radiacion solar global ligeramente mas alta, en promedio,
que la estacion UNAJMA. La Figura 4c muestra los cambios que experimento la radiacion
solar global a través de los dias para el periodo desde el 1 de enero de 2022 hasta el 2 de
noviembre de 2024 en las estaciones NASA y UNAJMA, localizadas en el distrito San
Jeronimo de la provincia de Andahuaylas.

La Figura 4e muestra las graficas Q-Q normal. En las dos estaciones la serie temporal
tuvo una tendencia de distribucion lineal, lo que confirmd que los datos satisfacian una
distribucion normal.
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Figura 4. Diagrama de cajas para las estaciones NASA y UNAJMA. a) Con valores atipicos. b)

Sin valores atipicos. ¢) Variacion de la radiacion solar global en funcion de la variacion de los dias.
Grafico Q-Q normal para d) NASA y e) UNAJMA en R

493



Quispe-Infantes RR Revista de la Academia Colombiana de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales
49(192):486-500, julio-septiembre de 2025. doi: https://doi.org/10.18257/raccefyn.3206

La Tabla 1 muestra las siguientes pruebas estadisticas en las dos estaciones: Dickey-
Fuller, con un valor t superior a los del valor critico tau en valor absoluto, lo que demostro
la inexistencia de una raiz unitaria de comportamiento estacionario. La prueba de Levene,
con un Pr<0,05, demostré la homogeneidad de varianzas, por lo que no se requirié ninguna
diferenciacion, y la prueba de D’ Agostino, con un Pr>0,05, demostroé que la serie respondia
a una distribucion normal.

En la Figura 5a se visualizan las siguientes graficas para la estacion NASA:

+ La grafica ACF, con 31 retrasos que escapan del rango de confiabilidad. Se
construyeron modelos MA(q) para g=1, 2, ..., 31.

+ La grafica de la funcion de la autocorrelacion parcial (PACF), con 30 retrasos que
escapaban del rango de confiabilidad. Se construyeron modelos AR(p), para p=1,
2,...,30.

* Se generaron 930 combinaciones del modelo ARMA (p, q) con una diferenciacion
de d=0.

Tabla 1. Pruebas estadisticas para la serie temporal en R

Pruebas de estacionariedad y normalidad

Prueba de Dickey-Fuller

Estacion Estimacion estandar valor t Pr(>|t])
NASA -0,017078 -2,949 0,00326
UNAIMA -0,025400 -3,621 0,000309
Valores criticos de taul para estadisticas de prueba
Ipct Spct 10pct
-2,58 -1,95 -1,62
Prueba de asimetria de D’ Agostino
Estacion Sesgo Z P
NASA -0,085628 -1,11216 0,2661
UNAJMA -0,11363 -1,47102 0,1413
Prueba de Levene
Estacion Valor F Pr(>F)
NASA 3,322 6,638e-06
UNAJMA 3,8435 0,0001663
(@ (®)
TE_L g i [Nasa] TE_L UNAJMA | g S
i Rl
i | i i el S| T e L
*° Remers " Reews PP R 0" Rewmm

Figura 5. ACF y ACF parcial en R para la estacion a) NASA y b) UNAJMA en el distrito de San
Jeronimo de la provincia de Andahuaylas
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En la Figura 5b para la estacion UNAJMA se visualiza:

» La grafica ACF, con 30 retrasos que escapaban del rango de confiabilidad. Se
construyeron modelos MA(q), con g=1, 2, ..., 30.

» La grafica PACF, con 29 retrasos que escapaban del rango de confiabilidad. Se
construyeron modelos AR(p), para p=1, 2, ..., 29.

» Se generaron 930 combinaciones ARMA (p, q) con una diferenciacion de d=0.

Estimacion de modelos de prediccion

Modelo de prediccion elegido
En la Tabla 2 se ven los siguientes datos para las estaciones NASA y UNAJMA:

* Los coeficientes del modelo de prediccion ARIMA (p,d,q) de RSG mediante el
criterio de maxima verosimilitud del AIC o el BIC.

* Una tendencia de estacionariedad residual de la serie temporal mediante la prueba
Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin (KPSS) > 0,05.

Tabla 2. Parametros del codigo auto.arima en R

Modelo ARIMA
Coeficientes NASA ARIMA (3,0,2) UNAJMA ARIMA (5,0,4)
arl 0,6865 0,1350
s.e. 0,1469 0,7625
ar2 0,5553 0,4882
s.e. 0,1757 0,1145
ar3 -0,2603 0,8159
s.e. 0.0465 0,3079
ar4 - -0,3877
s.e. - 0,7108
ar5 - -0,0777
s.e. - 0,1995
mal -0,3638 0,1067
s.e. 0,1480 0,7627
ma2 0,1382 -0,3477
s.e. - 0,3286
ma3 - -0,8394
s.e. - 0,1866
ma4 - 0,2021
s.e. - 0,7452
o’ 0,6733 0,8927
AIC 2453,13 2728,73
AICc* 2453,24 2729
BIC 2487,49 2782,68
KPSS(p) 0,084093 0,1
MAE 0,290 0,610
MAPE 5,211 % 10,623 %
RMSE 0,384 0,702

*AlICc: criterio de informacion de Akaike de segundo orden
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Los valores de las métricas de precision MAE, MAPE y RMSE fueron menores para la
estacion NASA que para la UNAJMA, lo que evidencio el mejor desempefio de la primera
en su modelo de prediccion de radiacion solar global.

Valores de los modelos de prediccion
En la Figura 6 se oresenta una comparacion de la serie temporal de RSG desde el 3 al 12
de noviembre de 2024 entre:

a) La estacion NASA y UNAJMA, con similitud entre sus valores.

b) El modelo ARIMA(3,0,2) de la estacion NASA y el modelo ARIMA(S,0,4) de la
estacion UNAJMA, en el cual los valores de prediccién de NASA fueron ligeramente
superiores a los de UNAJMA.

c) La estacion NASA y su modelo ARIMA(3,0,2), en el cual se aprecia similltud entre
sus valores.

d) La estacion UNAJMA y su modelo ARIMA(5,0,4), en el cual se aprecia similitud
entre sus valores.
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Figura 6. Comparacion entre los valores de RSG de: a) estacion NASA y estacion UNAJMA. b)
Modelos ARIMA. ¢) Estacion NASA y su modelo ARIMA (3,0,2). d) Estacion UNAJMA y su
modelo ARIMA (5,0,4) en R, desde el 3 al 12 de noviembre de 2024, distrito de San Jerénimo,
provincia de Andahuaylas

Discusion

San Jerénimo (Andahuaylas) esta a mas de 2.800 metros sobre el nivel del mar (m s.n.m),
lo que le otorga una ventaja en radiacion solar frente a lugares cerca del nivel del mar como
Kedah (Ismail et al., 2021), Yogyakarta (Nugroho et al., 2024a), Java-Bali (Nugroho
et al., 2024b), Fortaleza (Santos et al., 2022) y Jinju (Jaihuni et al, 2020). La altitud
influye en la radiacion solar, y por eso San Jeronimo y Qinghai-Tibet (Meng et al., 2023)
reciben mas radiacion que lugares como Fortaleza (Santos ef al., 2022) o Kedah (Ismail
et al., 2021). Sin embargo, su ubicacion tropical andina implica variabilidad climatica y
nubosidad frecuente, lo que modera la radiacion solar global.
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En los modelos ARIMA de nuestro estudio se trabajo con datos en linea de la estacion
meteorologica de la NASA (POWER, 2024), como los empleados en los 11 estados de
la peninsula de Malasia (Ismail et al., 2021). Por otro lado, tambien se trabajo con datos
medidos en la estacion UNAJMA mediante un sensor de luz DAVIS de rango espectral de
280 a 3000 nm. La unidad fue W/m2 a diferencia de los modelos ARIMA, RF, LSTMA
empleados en la region de la meseta Qinghai-Tibet, los cuales recurrieron a un radidmetro
de cuatro componentes MR-60 en el Observatorio Atmosférico de Yangbajing y rango
espectral de 285 a 3000 nm; la unidad fue W/m2 (Meng et al., 2023).

Los mejores modelos obtenidos en NASA ARIMA (3,0,2) y UNAJMA ARIMA (5,0,4)
en San Jerénimo de Andahuaylas tuvieron un orden de diferenciacion de d=0, al igual que
la radiacion solar normal directa (DNI) ARIMA (5, 0, 0) en Daejeon, Corea del Sur; sin
embargo, su tamafo muestral fue ligeramente inferior (Kim et al., 2022).

La precision del modelo ARIMA (3,0,2) obtenido para la estacion NASA conun MAPE
igual a 5,21 % fue mayor que la obtenida con el LSTM MAPE de 7,72 % en Yogyakarta,
isla de Java, Indonesia. Sin embargo, la precision del modelo ARIMA (5,0,4) obtenida para
la estacion UNAJMA MAPE, de 10,62 %, fue inferior (Nugroho et al., 2024a).

Por otro lado, la precision del modelo ARIMA (3,0,2) obtenida en la estacion
NASA con un MAPE de 5,21 %, fue mayor que la obtenida con los modelos AR, ANN,
autorregresivo de order 2, autorregresivo de orden 3, y de red neural artificial de orden 2,
con MAPE (%) de 7,027, 7,047, 6,739, 6,943, 6,712 y 6,707 en Hail, Arabia Saudita. Sin
embargo, la precision del modelo ARIMA obtenida en la estacion UNAJMA con un MAPE
igual a 10,62 % fue inferior (Boubaker et al., 2021).

Para la obtencion de los modelos ARIMA, se trabajo con una muestra de 1.037 datos
recogidos desde el 1 de enero de 2022 hasta el 2 de noviembre de 2024, que fue inferior
en comparacion a la que se trabajo en Hail, Arabia Saudita, donde se recopilaron 6.205
datos de irradiacion horizontal global para el entrenamiento y 1.096 para la prueba en el
periodo 2000-2019. Sin embargo, el modelo ARIMA (3,0,2) obtenido para la estacion
NASA, demostré mayor precision, con un MAPE igual a 5,21 %, que los modelos en
Hail, con valores de MAPE (%) de 7,027, 7,047, 6,739, 6,943, 6,712, 6,707 (Boubaker
etal.,2021).

Conclusiones

En este estudio se obtuvo un tinico modelo ARIMA (3,0,2) para la estacion meteorologica
NASA y un modelo ARIMA (5,0,4) para la estacion meteorolégica UNAJMA en la
ubicacion de San Jerénimo, Andahuaylas, Apurimac (Pert). Los dos modelos fueron
lineales, ya que se logré modelar las series temporales de la radiaciéon solar global. A
partir de los modelos ARIMA generados, se obtuvieron valores de prediccion de la RSG
de corto plazo en San Jeronimo. Dichos valores fueron confiables debido a la precision
a partir de los MAE, MAPE y RMSE. Los valores de prediccion de RSG generados por
el modelo ARIMA (3,0,2) de la estacion NASA fueron ligeramente mds precisos, con un
MAE igual a 0,290, un MAPE igual a 5,211 %, y un RMSE de 0,384, que los del modelo
ARIMA (5,0,4) de la estacion UNAJMA con un MAE de 0,611, un MAPE de 10,624 %
y un RMSE de 0,703. Con base en este estudio de prediccion de radiacion solar global de
corto plazo, se pueden replicar los modelos ARIMA en diferentes lugares de la region de
Apurimac, de manera que sus autoridades puedan emitir alertas a los habitantes para que
adopten medidas de proteccion de la piel cuando los niveles de radiacion solar global sean
elevados. Ademas, los agricultores y ganaderos podrian planificar sus actividades de forma
que puedan aumentar su produccion y mejorar su nivel socioeconémico. Los métodos
y resultados del estudio pueden servir para futuras investigaciones relacionadas con la
energia de la red eléctrica y la generacion y utilizacion de la energia fotovoltaica, sobre
todo en lugares donde los niveles de radiacion solar global son altos.

497



Quispe-Infantes RR

Revista de la Academia Colombiana de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales
49(192):486-500, julio-septiembre de 2025. doi: https://doi.org/10.18257/raccefyn.3206

Agradecimientos

El autor desea agradecer a la Universidad Nacional José Maria Arguedas (UNAJMA) por
el acceso a la estacion meteorologica UNAIMA.

Conflicto de intereses

El autor declara que no tiene ningin interés financiero en competencia ni relaciones
personales conocidas que pudieran influir en el trabajo presentado en este articulo.

Referencias

Ahmed, R., Sreeram, V., Mishra, Y., Arif, M. D. (2020). A review and evaluation of the state-of-the-
artin PV solar power forecasting: Techniques and optimization. In Renewable and Sustainable
Energy Reviews (Vol. 124). Elsevier Ltd. https://doi.org/10.1016/j.rser.2020.109792

Aliberti, A., Fucini, D., Bottaccioli, L., Macii, E., Acquaviva, A., Patti, E. (2021). Comparative
Analysis of Neural Networks Techniques to Forecast Global Horizontal Irradiance. /EEE
Access, 9, 122829-122846. https://doi.org/10.1109/ACCESS.2021.3110167

Atique, S., Noureen, S., Roy, V., Bayne, S., MacFie, J. (2020). Time series forecasting of total
daily solar energy generation: A comparative analysis between ARIMA and machine
learning techniques. [EEE Green Technologies Conference, 2020-April, 175-180. https://doi.
org/10.1109/GreenTech46478.2020.9289796

Basmadjian, R., Shaafieyoun, A., Julka, S. (2021). Day-ahead forecasting of the percentage of
renewables based on time-series statistical methods. Energies, 14(21), 7443. https://doi.
org/10.3390/en14217443

Blal, M., Khelifi, S., Dabou, R., Sahouane, N., Slimani, A., Rouabhia, A., Ziane, A., Necaibia, A.,
Bouraiou, A., Tidjar, B. (2020). A prediction model for estimating global solar radiation and
evaluation meteorological effect on solar radiation potential under several weather conditions
at the surface of Adrar environment. Measurement: Journal of the International Measurement
Confederation, 152, 107348. https://doi.org/10.1016/j.measurement.2019.107348

Borda-Luna, B. E. & Lahura-Albujar, N. E. (2022). Riesgos a exposicion de radiacion solar a
trabajadores de limpieza publica, Lima (Pert). Yotantsipanko, 2(2). https://doi.org/10.54288/
yotantsipanko.v2i2.22

Boubaker, S., Kamel, S., Kolsi, L., Kahouli, O. (2021). Forecasting of One-Day-Ahead Global
Horizontal Irradiation Using Block-Oriented Models Combined with a Swarm Intelligence
Approach. Natural Resources Research, 30(1), 1-26. https://doi.org/10.1007/s11053-020-
09761-w

Box, G. E. P. & Pierce, D. A. (1970). Distribution of Residual Autocorrelations in Autoregressive-
Integrated Moving Average Time Series Models. Journal of the American Statistical
Association, 65 (332), 1509-1526. https://doi.org/10.2307/2284333

Chandra, R. P. & Sahu, B. P. (2024). Time Series Modeling and Forecasting of Finger Millet
Cultivation Area, Production and Productivity in Chhattisgarh, India: The Box Jenkins
Methodology. Asian Research Journal of Agriculture, 17(4), 18-30. https://doi.org/10.9734/
arja/2024/v17i4494

Dimri, T., Ahmad, S., Sharif, M. (2020). Time series analysis of climate variables using seasonal
ARIMA approach. Journal of Earth System Science, 129(1), 149. https://doi.org/10.1007/
$12040-020-01408-x

Fan, G.-F., Wei, H.-Z., Chen, M.-Y., Hong, W.-C. (2022). Photovoltaic Power Generation
Forecasting Based on the ARIMA-BPNN-SVR Model. Global Journal of Energy Technology
Research Updates, 9, 18-38. https://doi.org/10.15377/2409-5818.2022.09.2

Fara, L., Diaconu, A., Craciunescu, D., Fara, S. (2021). Forecasting of Energy Production for
Photovoltaic Systems Based on ARIMA and ANN Advanced Models. International Journal
of Photoenergy, 2021, 6777488. https://doi.org/10.1155/2021/6777488

Garg, S., Agrawal, A., Goyal, S., Verma, K. (2020, December 16). Day ahead solar irradiance
forecasting using different statistical techniques. 9th 1EEE International Conference on
Power Electronics, Drives and Energy Systems, PEDES 2020. https://doi.org/10.1109/
PEDES49360.2020.9379907

Guermoui, M., Melgani, F., Gairaa, K., Mekhalfi, M. L. (2020). A comprehensive review of
hybrid models for solar radiation forecasting. Journal of Cleaner Production, 258, 120357.
https://doi.org/10.1016/j.jclepro.2020.120357

498


https://doi.org/10.1016/j.rser.2020.109792
https://doi.org/10.1109/ACCESS.2021.3110167
https://doi.org/10.1109/GreenTech46478.2020.9289796
https://doi.org/10.1109/GreenTech46478.2020.9289796
https://doi.org/10.3390/en14217443
https://doi.org/10.3390/en14217443
https://doi.org/10.1016/j.measurement.2019.107348
https://doi.org/10.54288/yotantsipanko.v2i2.22
https://doi.org/10.54288/yotantsipanko.v2i2.22
https://doi.org/10.1007/s11053-020-09761-w
https://doi.org/10.1007/s11053-020-09761-w
https://doi.org/10.9734/arja/2024/v17i4494
https://doi.org/10.9734/arja/2024/v17i4494
https://doi.org/10.1007/s12040-020-01408-x
https://doi.org/10.1007/s12040-020-01408-x
https://doi.org/10.15377/2409-5818.2022.09.2
https://doi.org/10.1155/2021/6777488
https://doi.org/10.1109/PEDES49360.2020.9379907
https://doi.org/10.1109/PEDES49360.2020.9379907
https://doi.org/10.1016/j.jclepro.2020.120357

Revista de la Academia Colombiana de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales Modelos ARIMA de radiacion solar en San Jerénimo, Peru
49(192):486-500, julio-septiembre de 2025. doi: https://doi.org/10.18257/raccefyn.3206

Hassan, M. A., Al-Ghussain, L., Ahmad, A. D., Abubaker, A. M., Khalil, A. (2022). Aggregated
independent forecasters of half-hourly global horizontal irradiance. Renewable Energy, 181,
365-383. https://doi.org/10.1016/j.renene.2021.09.060

Hwang, E. (2024). Improvement on Forecasting of Propagation of the COVID-19 Pandemic
through Combining Oscillations in ARIMA Models. Forecasting, 6(1), 18-35. https://doi.
org/10.3390/forecast6010002

Igbal, M. (1983). The solar constant and spectral distribution. An Introduction to Solar Radiation
(pp- 43-58). Academic Press. https://doi.org/10.1016/B978-0-12-373750-2.50008-2

Ismail, M. T., Shah, N. Z. A., Karim, S. A. A. (2021). Modeling solar radiation in peninsular
Malaysia using arima model. Green Energy and Technology (pp. 53-71). Springer Science
and Business Media Deutschland GmbH. https://doi.org/10.1007/978-981-15-9140-2 3

Jaihuni, M., Basak, J. K., Khan, F., Okyere, F. G., Arulmozhi, E., Bhujel, A., Park, J., Hyun, L.
D., Kim, H. T. (2020). A partially amended hybrid Bi-Gru—ARIMA model (PAHM) for
predicting solar irradiance in short and very-short terms. Energies, 13(2), 435. https://doi.
org/10.3390/en13020435

Kim, D., Kim, Y., Kim, C., Kim, H., Lee, Y. (2022). Development of Short-term Solar Irradiance
Forecasting Model Using ARIMA and Seasonal ARIMA in Daejeon. Journal of the Korean
Solar Energy Society, 42(6), 105-114. https://doi.org/10.7836/kses.2022.42.6.105

Kontopoulou, V. 1., Panagopoulos, A. D., Kakkos, 1., Matsopoulos, G. K. (2023). A Review
of ARIMA vs. Machine Learning Approaches for Time Series Forecasting in Data Driven
Networks. Future Internet, 15 (8), 255. https://doi.org/10.3390/fi115080255

Kurniadi, A. P., Aimon, H., Salim, Z., Ragimun, Sonjaya, A., Setiawan, S., Siagian, V., Nasution,
L. Z., Nurhidajat, R., Mutaqin, Sabtohadi, J. (2024). Analysis of Existing and Forecasting
for Coal and Solar Energy Consumption on Climate Change in Asia Pacific: New Evidence
for Sustainable Development Goals. International Journal of Energy Economics and Policy,
14(4), 352-359. https://doi.org/10.32479/ijeep.16187

Liu, Z. F., Luo, S. F., Tseng, M. L., Liu, H. M., Li, L., Hashan Md Mashud, A. (2021). Short-
term photovoltaic power prediction on modal reconstruction: A novel hybrid model approach.
Sustainable Energy Technologies and Assessments, 45, 101048. https://doi.org/10.1016/].
seta.2021.101048

Makade, R. G., Chakrabarti, S., Jamil, B. (2021). Development of global solar radiation models:
A comprehensive review and statistical analysis for Indian regions. Journal of Cleaner
Production, 293, 126208. https://doi.org/10.1016/j.jclepro.2021.126208

Mani, G., Joshi Kumar, V., Stonier, A. A. (2022). Prediction and forecasting of air quality index in
Chennai using regression and ARIMA time series models. Journal of Engineering Research
(Kuwait), 10(2 A), 179-194. https://doi.org/10.36909/jer.10253

Mellit, A., Pavan, A. M., Ogliari, E., Leva, S., Lughi, V. (2020). Advanced methods for photovoltaic
output power forecasting: A review. Applied Sciences (Switzerland)., 10(2), 487. https://doi.
org/10.3390/app10020487

Melquiades, T. F., Diniz, F. F., Nunes, A. M. M., Martins, J. M., Santos Junior, E. P., Coelho
Junior, L. M. (2022). Previsdo da radiagdo solar global em Jodo Pessoa, Paraiba, Brasil:
Uma aplicagdo dos modelos da familia ARIMA. Concilium, 22(3), 213-224. https://doi.
org/10.53660/clm-197-214

Meng, H., Wu, L., Li, H., Song, Y. (2023). Construction and Research of Ultra-Short Term Prediction
Model of Solar Short Wave Irradiance Suitable for Qinghai-Tibet Plateau. Atmosphere,
14(7), 1150. https://doi.org/10.3390/atmos14071150

Mirzabe, A. H., Hajiahmad, A., Keyhani, A., Mirzaei, N. (2022). Approximation of daily solar
radiation: A comprehensive review on employing of regression models. Renewable Energy
Focus, 41, 143-159). https://doi.org/10.1016/j.ref.2022.02.003

Mohamed, M., Mahmood, F. E., Abd, M. A., Chandra, A., Singh, B. (2022). Dynamic Forecasting
of Solar Energy Microgrid Systems Using Feature Engineering. /[EEE Transactions on
Industry Applications, 58(6), 7857-7869. https://doi.org/10.1109/TIA.2022.3199182

Mughal, S. N., Sood, Y. R., & Jarial, R. K. (2022). Design and optimization of photovoltaic system
with a week ahead power forecast using autoregressive artificial neural networks. Materials
Today: Proceedings, 52, 834-841. https://doi.org/10.1016/j.matpr.2021.10.223

Mutombo, N. M. A. & Numbi, B. P. (2022). The Development of ARIMA Models for the Clear Sky
Beam and Diffuse Optical Depths for HVAC Systems Design Using RTSM: A Case Study of
the Umlazi Township Area, South Africa. Sustainability (Switzerland), 14(6), 3662. https://
doi.org/10.3390/su14063662

499


https://doi.org/10.1016/j.renene.2021.09.060
https://doi.org/10.3390/forecast6010002
https://doi.org/10.3390/forecast6010002
https://doi.org/10.1016/B978-0-12-373750-2.50008-2
https://doi.org/10.1007/978-981-15-9140-2_3
https://doi.org/10.3390/en13020435
https://doi.org/10.3390/en13020435
https://doi.org/10.7836/kses.2022.42.6.105
https://doi.org/10.3390/fi15080255
https://doi.org/10.32479/ijeep.16187
https://doi.org/10.1016/j.seta.2021.101048
https://doi.org/10.1016/j.seta.2021.101048
https://doi.org/10.1016/j.jclepro.2021.126208
https://doi.org/10.36909/jer.10253
https://doi.org/10.3390/app10020487
https://doi.org/10.3390/app10020487
https://doi.org/10.53660/clm-197-214
https://doi.org/10.53660/clm-197-214
https://doi.org/10.3390/atmos14071150
https://doi.org/10.1016/j.ref.2022.02.003
https://doi.org/10.1109/TIA.2022.3199182
https://doi.org/10.1016/j.matpr.2021.10.223
https://doi.org/10.3390/su14063662
https://doi.org/10.3390/su14063662

Quispe-Infantes RR

Revista de la Academia Colombiana de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales
49(192):486-500, julio-septiembre de 2025. doi: https://doi.org/10.18257/raccefyn.3206

Nugroho, M. V., Mardiansah, F., Pratama, T. O., Fikriyadi, Z. A., Dianti, D. V., Prastawa,
A. (2024a). A Comparative Study of the Effect of Weather Conditions on Solar Irradiance
Forecasting Using Various Methods in Yogyakarta, Indonesia. Journal of Physics: Conference
Series, 2828(1), 012028. https://doi.org/10.1088/1742-6596/2828/1/012028

Nugroho, M. V., Prastawa, A., Mardiansah, F., Rezavidi, A., Fudholi, A.,

Odejobi, O.A., Alawode, K. O., Lawal, M. O. (2024Db). Efficient method for forecasting solar
irradiance - a review. Fudma Journal of Sciences, 8(6), 285-298. https://doi.org/10.33003/fjs-
2024-0806-2786

Palaloi, S. (2024). A stacked LSTM model for day-ahead solar irradiance forecasting under tropical
seasons in Java-Bali. International Journal of Power Electronics and Drive Systems, 15(3),
1878-1891. https://doi.org/10.11591/ijpeds.v15.i3.pp1878-1891

POWER. (2024). POWER Data Access Viewer. NASA Langley Research Center. https://power.larc.
nasa.gov/data-access-viewer/

Quispe, R. & Huamani, R. (2024). Autoregressive Models for Forecasting Wind Speed in the Rural
Area of Socabaya, Peru, 2022. Revista Politecnica, 54(1), 7-14. https://doi.org/10.33333/
rp.vol54n1.01

Quartey-Papafio, T. K., Javed, S. A., Liu, S. (2021). Forecasting cocoa production of six major
producers through ARIMA and grey models. Grey Systems, 11(3), 434-462. https://doi.
org/10.1108/GS-04-2020-0050

Reynaldo, Q. & Veronica, J. (2024). Use of Unrestricted Minimization of a Spectral Function
to Estimate the Visible Zone in Matlab 19.0. Revista Politecnica, 54(1), 87-96. https://doi.
org/10.33333/rp.vol54n1.09

Sahinli, M. A. (2020). Potato Price Forecasting with Holt-Winters and ARIMA Methods: A Case
Study. American Journal of Potato Research, 97(4), 336-346. https://doi.org/10.1007/
$12230-020-09788-y

Salman, D., Direkoglu, C., Kusaf, M., Fahrioglu, M. (2024). Hybrid deep learning models for time
series forecasting of solar power. Neural Computing and Applications, 36(16), 9095-9112.
https://doi.org/10.1007/s00521-024-09558-5

Santos, D. S. de O., de Mattos Neto, P. S. G., de Oliveira, J. F. L., Siqueira, H. V., Barchi, T.
M., Lima, A. R., Madeiro, F., Dantas, D. A. P., Converti, A., Pereira, A. C., de Melo Filho,
J. B., Marinho, M. H. N. (2022). Solar Irradiance Forecasting Using Dynamic Ensemble
Selection. Applied Sciences (Switzerland), 12(7), 3510. https://doi.org/10.3390/app12073510

Saxena, N., Kumar, R., Rao, Y. K. S. S., Mondloe, D. S., Dhapekar, N. K., Sharma, A., Yadayv,
A. S. (2024). Hybrid KNN-SVM machine learning approach for solar power forecasting.
Environmental Challenges, 14, 100838. https://doi.org/10.1016/j.envc.2024.100838

Sedai, A., Dhakal, R., Gautam, S., Dhamala, A., Bilbao, A., Wang, Q., Wigington, A., Pol, S.
(2023). Performance Analysis of Statistical, Machine Learning and Deep Learning Models
in Long-Term Forecasting of Solar Power Production. Forecasting, 5(1), 256-284.
https://doi.org/10.3390/forecast5010014

Tarmanini, C., Sarma, N., Gezegin, C., & Ozgonenel, O. (2023). Short term load forecasting based
on ARIMA and ANN approaches. Energy Reports, 9, 550-557. https://doi.org/10.1016/j.
egyr.2023.01.060

Zhang, G. P. (2003). Time series forecasting using a hybrid ARIMA and neural network model.
Neurocomputing, 50, 159-175. https//doi.org/10.1016/S0925-2312(01)00702-0

500


https://doi.org/10.1088/1742-6596/2828/1/012028
https://doi.org/10.33003/fjs-2024-0806-2786
https://doi.org/10.33003/fjs-2024-0806-2786
https://doi.org/10.11591/ijpeds.v15.i3.pp1878-1891
https://power.larc.nasa.gov/data-access-viewer/
https://power.larc.nasa.gov/data-access-viewer/
https://doi.org/10.33333/rp.vol54n1.01
https://doi.org/10.33333/rp.vol54n1.01
https://doi.org/10.1108/GS-04-2020-0050
https://doi.org/10.1108/GS-04-2020-0050
https://doi.org/10.33333/rp.vol54n1.09
https://doi.org/10.33333/rp.vol54n1.09
https://doi.org/10.1007/s12230-020-09788-y
https://doi.org/10.1007/s12230-020-09788-y
https://doi.org/10.1007/s00521-024-09558-5
https://doi.org/10.3390/app12073510
https://doi.org/10.1016/j.envc.2024.100838
https://doi.org/10.3390/forecast5010014
https://doi.org/10.1016/j.egyr.2023.01.060
https://doi.org/10.1016/j.egyr.2023.01.060
http://dx.doi.org/10.1016/S0925-2312(01)00702-0

Revista de la Academia Colombiana de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales
49(192):501-512, julio-septiembre de 2025. doi: https://doi.org/10.18257/raccefyn.3175

Ciencias Fisicas

Citacién: Alcazar J & Campuzano

S. Modelizacién matematica para

la prediccion y disminucion del

ruido vehicular en entornos urbanos.
Revista de la Academia Colombiana de
Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales.
49(192):501-512, julio-septiembre de
2025. doi: https://doi.org/10.18257/
raccefyn.3175

Editor: Elizabeth Castafieda

*Correspondencia:
Javier Alcazar; jalcazare@unemi.edu.ec

Recibido: 11 de marzo de 2025
Aceptado: 7 de julio de 2025
Publicado en linea: 19 de agosto de 2025

OSSO

Este articulo esta bajo una licencia de
Creative Commons Reconocimiento-
NoComercial-Compartir Igual 4.0
Internacional

Articulo original

Modelizacion matematica para la prediccion y disminucion
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Resumen

El ruido vehicular representa una fuente significativa de contaminacion acustica en entornos urbanos
que afecta la salud y el bienestar de los habitantes. Este estudio propone un modelo matematico para
predecir y mitigar los niveles de ruido vehicular, integrando variables claves como el volumen, la
velocidad y la composicion del trafico. La metodologia incluyé la recoleccion de datos en cuatro
puntos de la ciudad de Milagro, Ecuador, y el analisis mediante las herramientas QGIS y MATLAB,
bajo el estandar RLS 90/DIN con ecuaciones de regresion lineal. Se estimoé una reduccion del 15 %
del ruido con la implementacion de barreras actsticas. El modelo demostrd una mayor precision y
replicabilidad comparado con estudios previos. En cuanto a limitaciones del estudio, se reconoce
la omision de factores como la vegetacion y las condiciones meteoroldgicas. El modelo puede
contribuir a disefiar politicas publicas de planificacion urbana y control de la contaminacion actistica.

Palabras clave: Contaminacion actstica; Ruido ambiental; Modelizacidon matematica; Trafico urbano;
Medicion del ruido.

Abstract

Vehicular noise is a significant source of noise pollution in urban environments, affecting the health
and well-being of the inhabitants. Here, we propose a mathematical model to predict and mitigate
vehicular noise levels, integrating key variables such as traffic volume, speed, and composition. The
methodology included data collection at four points in the city of Milagro, Ecuador, and analysis
using QGIS and MATLAB tools under the RLS 90/DIN standard with linear regression equations.
We estimated a 15% noise reduction with the implementation of noise barriers. The model showed
greater accuracy and replicability compared to previous studies. We acknowledge the omission of
factors such as vegetation and meteorological conditions as limitations of the study. The model can
contribute to the design of public policies on urban planning and noise pollution control.

Keywords: Acoustic pollution; Environmental noise; Mathematical modeling; Urban traffic; Noise
measurement.

Introduccion

El ruido, un fendmeno omnipresente en la vida moderna, se define como cualquier
sonido no deseado que genere perturbacion o afecte negativamente a los seres humanos,
los animales y los dispositivos tecnoldgicos (Epstein, 2020). En los entornos urbanos,
el trafico vehicular, las construcciones y las actividades industriales representan las
principales fuentes de contaminacion actistica (Masum et al., 2021;in general, city dwellers
experienced moderately high noise with an average noise level of 75 dBA exceeding
the limit values set by the Department of Environment (DoE Montes et al., 2023), en
tanto que en zonas rurales este problema puede estar asociado al uso de maquinarias
agricolas o eventos naturales (Olczak et al, 2023). En el interior de las edificaciones
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los electrodomésticos, los sistemas de climatizacion y los equipos electronicos también
contribuyen a un ambiente sonoro que, en muchos casos, puede ser perturbador (Farooqi
etal., 2022).

El ruido se mide en decibeles (dB), una unidad logaritmica que expresa el nivel de
presion sonora (Casali, 2021). Dependiendo de sus caracteristicas, el ruido puede ser
continuo, intermitente o impulsivo, lo que determina su impacto sobre la salud y el bienestar
de las personas (Yadav et al., 2025). Diversos estudios han demostrado que la exposicion
prolongada a altos niveles de ruido puede generar efectos adversos como estrés, trastornos
del suefio, problemas de concentracion y enfermedades cardiovasculares (Zaman et al.,
2022; Krittanawong et al., 2023; Sivakumaran et al., 2022).

Para abordar esta problematica es fundamental desarrollar modelos matematicos que
permitan comprender, predecir y mitigar la contaminacion acustica. Existen diversos
enfoques para la modelacion del ruido vehicular, entre ellos los modelos empiricos,
basados en datos observacionales (Nourani ef al., 2020; Bramich et al., 2022; Alam et al.,
2020), los modelos fisicos, que consideran principios fundamentales de propagacion del
sonido (Saakian, 2020), y los modelos estadisticos, que emplean técnicas de aprendizaje
automatico para detectar patrones en los datos (Lakshmanan et al., 2020). Cada uno
de estos enfoques tiene ventajas y limitaciones, pero su integracion puede proporcionar
predicciones mas consistentes y adaptables a diferentes contextos urbanos.

En este estudio nos propusimos desarrollar un modelo matematico para predecir y
gestionar los niveles de ruido vehicular en entornos urbanos, tomando en cuenta variables
como el volumen de trafico, la velocidad de los vehiculos y la composicion del flujo
vehicular. Este modelo permite evaluar estrategias de mitigacion, como la instalacion de
barreras acusticas, y contribuye al disefio de politicas publicas enfocadas en la reduccion
de la contaminacién actstica.

La importancia del estudio radica en la necesidad de generar herramientas eficaces
para abordar el problema del ruido en ciudades en constante crecimiento. A través de una
metodologia integral que combina modelos matematicos y analisis de datos utilizando
software especializado, se busca proporcionar una solucién que no solo sea precisa y
adaptable, sino que tenga un impacto positivo en la calidad de vida de los habitantes y en
el desarrollo sostenible de las ciudades.

Metodologia
Estructura del diseiio experimental

El disefio experimental se estructurd en dos fases principales. En la primera se estudi6 la zona
de medicion, analizando el comportamiento del trafico en los cuatro puntos seleccionados.
En la segunda fase, los datos se procesaron con el programa MATLAB, analizando las
variables relevantes e implementando un modelo matematico basado en el RLS 90/DIN.

El modelo desarrollado permitié determinar si los niveles de ruido en cada punto de
medicion se encontraban dentro del limite permisible establecido en la normativa vigente.
En caso de que los niveles superaran el umbral de 55 dB(A) en zonas residenciales, el
modelo propuso la implementacion de barreras acusticas, con una reduccion estimada del
15 % en los niveles de ruido.

Materiales

Se utilizd6 un sonémetro SC310 para registrar los niveles de ruido y un contador de
vehiculos para determinar la cantidad y el tipo de trafico en la zona. Se trabajo con datos
previamente recolectados que incluian variables de ruido y trafico. Por tltimo, se empled
el software MATLAB para el desarrollo del modelo matematico y el andlisis de datos, en
tanto que QGIS se utilizo para georreferenciar la zona de estudio.

El sonometro SC310 se calibré antes de cada jornada de medicion conforme al
protocolo del fabricante, utilizando el calibrador acustico de referencia. El modelo se
validé mediante comparacion cruzada entre las predicciones y los valores independientes
observados que no se utilizaron en el entrenamiento.
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Ubicacion geogridfica

Las mediciones se tomaron en la Avenida 17 de Septiembre del Canton Milagro, Ecuador,
en cuatro puntos estratégicos (Figura 1). El punto 1 se ubicéd junto al Supermercado
Mayorista “Devies”, en una zona comercial con alto flujo vehicular. El punto 2 se localizo
en la interseccion Luz de América, cerca de la empresa CNEL. El punto 3 se situd a 50
metros de la primera entrada del estacionamiento de la UNEMI, capturando asi el trafico
universitario. El punto 4 se establecio frente a la Asociacion de Voluntariado AVINFA,
una zona con transito constante. Las mediciones se realizaron durante 10 dias, del 25 de
noviembre al 4 de diciembre de 2015, en distintos momentos del dia (mafiana, mediodia
y tarde).

Base de datos

Se recolectaron 109 registros distribuidos entre los cuatro puntos de medicion. Estos datos
incluyeron informacién sobre el trafico vehicular, la superficie de la calzada (asfalto) y
las caracteristicas del flujo vehicular (transporte publico, carros grandes, carros livianos y
motocicletas). La recoleccion de datos se hizo con un sonémetro y un sistema de conteo de
vehiculos, registrando el nimero de vehiculos por hora y su composicion, lo que permitid
detectar los patrones de trafico y su impacto en los niveles de ruido.

Analisis de datos

El analisis de datos se centro en el establecimiento del nimero de vehiculos por punto de
medicion y la relacion entre la composicion del trafico y los niveles de ruido. Se adopto
una metodologia de observacion en la que cada punto era evaluado por mas de una hora
garantizando la precision en la recoleccion de los datos. Se hicieron célculos especificos
para estimar el impacto del trafico en el nivel de ruido considerando tres periodos horarios
(manana, mediodia y tarde).

Modelo matematico

Este se desarrollo utilizando MATLAB y se baso en la prediccion del nivel de ruido
vehicular en funcion de la composicion y el volumen del trafico, utilizando la ecuacion 1.

LMELD = Lo +a*Fy + B *F¢c — (Barrera * 15),
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Figura 1. Zona de estudio
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donde L,  es el nivel de ruido estimado en dB(A), L, es el nivel de ruido de base, a
es el coeficiente de influencia del volumen de trafico, B es el coeficiente de influencia
de la composicion del trafico, Fv es el factor de volumen de trafico, Fc es el factor de
composicion del trafico y (Barrera-15) representa la reduccion del 15 % en caso de existir
barreras actsticas.

La ecuacion completa utilizada en el modelo fue la siguiente:
Lyg,=L,+ax[10xlog N, I+B*[3N, +2N +N, +1,5N |/N
(B,ora* 15),

total

arrera

donde N, , es la suma de todos los vehiculos, N, es el nimero de vehiculos de transporte
publico, N, es el niimero de carros grandes, N , es el niimero de carros livianos y N, es
el nimero de motocicletas.

Los coeficientes 3, 2, 1 y 1,5 ponderan la contribucion de cada tipo de vehiculo al ruido.
Cdlculo del factor de volumen de trafico
El factor de volumen de trafico Fv se calcul6 con la ecuacion 3:
F =10.log,, (max (n

mtal)’
lo que evita errores en el calculo cuando el numero total de vehiculos es cero.

Cdlculo del factor de composicion de trafico

Para conocer el impacto relativo de los diferentes tipos de vehiculos en el nivel de ruido, se
utiliz6 la ecuacion 4:
F =3x*n_+2*n _+1xn_ +15%n
c tp cg cl m

Regresion lineal para la prediccion de los niveles de ruido

Se implementd un modelo de regresion lineal para predecir los niveles futuros de ruido
utilizando la ecuacion 5:
y=mXxx+b,
donde y es el nivel de ruido estimado, x es el indice de la medicion, m es la pendiente de la
regresion y b es la interseccion con el eje y.
Para un mejor ajuste, se aplico la regresion ajustada y, = B, - B x, + ¢, donde S0 es la
interseccion de la linea de regresion, £/ es la pendiente ajustada y e es el término de error.

Resultados

Nivel de ruido vehicular

Los resultados obtenidos del modelo de prediccion del nivel de ruido vehicularen MATLAB
permitieron el analisis del impacto del trafico en los distintos puntos de medicion. El
modelo tuvo como principal objetivo calcular el nivel de ruido considerando el volumen
y la composicion del tréfico y utilizando coeficientes calibrados entregados previamente.

En el modelo de MELD se obtuvieron dos tipos de resultados: por un lado, el estudio
sin barrera (Figura 2a), y por el otro, un estudio con barrera (Figura 2b) en el cual se
puede visualizar la cantidad de datos que cumplian o no con el maximo limite permisible
de ruido.

En el analisis sin barrera, al procesar la base de datos en MATLAB mediante el
modelo matematico, se identificaron 109 registros correspondientes a los cuatro puntos
de estudio. Los resultados mostraron los niveles de dB presentes y permitieron evidenciar
que la mayoria de los valores se clasifican como “No permisibles” en comparaciéon con
los catalogados como “Permisibles”. El nivel de ruido en la zona de estudio, determinado
a partir del flujo de vehiculos, fue de 62,55 dBa, lo que excedia el limite establecido.
Ademas, la linea de prediccion para futuros afios se mantenia en ese limite, a menos que se
adoptara un plan para la reduccion de ruido en la zona.

En el estudio con barrera se pudo observar que los limites no permisibles, visibles en
color rojo, correspondian a 16 datos superiores a 55dB; otros 93 datos fueron inferiores o
iguales a 55dB y aparecen en color verde, es decir, correspondieron al limite permisible.
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Figura 2. a) Nivel de ruido vehicular sin barrera, b) Nivel de ruido vehicular con barrera

Ademas, se visualiza una linea de regresion y una de prediccion, la cual es muy diferente
a la de la Figura 2a, lo que indica que los limites se mantuvieron en el rango permisible a
la largo de esta prolongacion, pues la linea se mantuvo dentro de los 48 dB debido a que
se implemento la barrera del 15 %. Se debe tener en cuenta que el porcentaje de la barrera
redujo el ruido vehicular, lo que arrojé un total de 86,24 % de permisibilidad en la zona
de estudio.

Niveles de dBa en cada punto de interés

En el punto 1 (Figura 3a) se registraron 28 datos, 25 de los cuales estaban dentro del
rango del limite permisible. Esta reduccion se debid a la implementacion de las barreras
acusticas, lo que resultd en un porcentaje de permisibilidad de 85,71 % y una prediccion
estimada de 10 afios con 62,16 dB(A) debido a la larga duracion del periodo asignado. En
el punto 2 se recolectaron 26 datos, 22 de ellos dentro del rango del limite permisible. Esta
reduccion se debid a la implementacion de las barreras acusticas, lo que dio un porcentaje
de permisibilidad de 85,19 % y una prediccion estimada de 10 afios con 47,72 dB(A)
debido a la larga duracion del periodo asignado (Figura 3b).

En el punto 3 (Figura 3c¢) se registraron 27 datos, 24 de ellos dentro del rango del
limite permisible, reduccion que se debid a la implementacion de las barreras acusticas,
lo que resultd en un porcentaje de permisibilidad de 85,19 % y una prediccion estimada
de 10 afios con 39,40 dB(A) debido a la duracion del periodo asignado. Por ultimo, en el
punto 4 se obtuvieron 28 datos, 25 de ellos dentro del rango del limite permisible. Aqui
también la reduccion se debio a la implementacion de las barreras actsticas que permitieron
un porcentaje de permisibilidad de 89,29 % y una prediccion estimada de 10 afios con
47,96 dB(A) debido a la duracion del periodo asignado (Figura 3d).

En la Tabla 1 se muestran los resultados estadisticos para cada punto de interés.
Los datos indican una tendencia estable en los niveles de ruido en los distintos puntos
evaluados, con diferencias minimas en las medidas centrales y de dispersion. Sin embargo,
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Figura 3. a) Nivel de ruido vehicular del punto 1, b) Nivel de ruido vehicular del punto 2, ¢) Nivel
de ruido vehicular del punto 3, d) Nivel de ruido vehicular del punto 4

Tabla 1. Estadisticas de medicion de ruido para cada punto

Punto de  Media Desviacion Miaximo Minimo Porcentaje de mediciones
medicion (dB(A)) estandar (dB(A)) (dB(A)) (dB(A)) permisibles (%)
Punto 1 62,88 5,34 64,89 62,46 85,71
Punto 2 62,86 5,45 64,76 62,39 85,19
Punto 3 62,76 5,51 64,72 62,13 84,62
Punto 4 62,13 4,67 64,83 62,03 89,29

el punto 4 destaca por tener la menor media, la menor variabilidad y el mayor porcentaje de
mediciones dentro de los limites permisibles, lo que sugiere un entorno acustico relativa-
mente mas favorable en comparacion con los otros puntos.

En la Tabla 2 se presentan el error cuadratico medio (MSE) y la raiz del error cuadratico
medio (RMSE) obtenidos en el modelo de regresion lineal, con valores que oscilaron entre
1,03y 1,33 para el MSE, y entre 1,01 y 1,44 para el RMSE. Estos resultados indican que el
modelo predijo los niveles de ruido con una desviacion relativamente baja. Cabe destacar
que el desempefio del modelo propuesto fue superior al reportado por Yu et al. (2024),
cuyo modelo alcanz6 un MSE de 1,54 y un RMSE de 2,50, y al de Bravo-Moncayo et al.
(2023), que obtuvo un MSE de 1,65 y un RMSE de 2,74.

En la Figura 4 se demuestra que la implementacion del modelo matematico fue
efectiva, ya que se logro representar los niveles de ruido de los 109 datos correspondientes
a los cuatro puntos de interés. Se encontr6 que los vehiculos de mayor tamafio en esta zona
son los carros livianos, seguidos de las motos, las cuales generan la mayor parte del ruido
vehicular. La barrera actstica fue eficaz como lo demostro el estudio con barrera, con un
resultado de 47,60 dBa en la zona, en tanto que en el estudio sin barrera fue de 62,55 dBa,
lo que conllevo una reduccion media de 14,96 dBa.
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Tabla 2. Tabla de errores estadisticos

Punto MSE RMSE
Punto 1 1,17 1,08
Punto 2 1,03 1,15
Punto 3 1,46 1,01
Punto 4 1,33 1,44
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Figura 4. Mapa de niveles de ruido vehicular

Discusion

El modelo matematico desarrollado para el analisis del ruido vehicular ha demostrado
ser una herramienta efectiva para la evaluacion del impacto actstico en zonas urbanas. A
través del analisis de los datos de trafico, se pudo establecer que los niveles de ruido en el
area de estudio superaban los limites maximos permisibles establecidos en las normativas
ambientales. Para abordar esta problematica, se implement6 en el modelo el uso de barreras
acusticas, lo que permitié una reduccion significativa del ruido estimado.

Estos hallazgos son relevantes, ya que evidencian la eficacia de las barreras actsticas
como una medida de mitigacion viable. En términos de implicaciones practicas, la reduccion
del ruido no solo contribuye al cumplimiento de las regulaciones ambientales, sino que
también mejora la calidad de vida de los residentes al disminuir la exposicion a niveles de
ruido perjudiciales. Esto es crucial en contextos urbanos donde el trafico vehicular es una
fuente constante de contaminacion actstica que afecta la salud publica al incrementar el
estrés y otros problemas asociados con la exposicion prolongada al ruido.

La comparacion de estos resultados con los de otros estudios similares revela que
el trafico vehicular es una de las principales fuentes de contaminacién acustica en areas
urbanas densamente pobladas (Yang et al., 2020; Amoatey et al., 2020; Partheeban et al.,
2021; Reche et al., 2022; Montes et al., 2023; Rey et al., 2020; Ibili et al., 2022; Munir
et al., 2021; Gilani & Mir, 2021). Los estudios en diferentes ciudades han demostrado
que la instalacion de barreras acusticas puede reducir significativamente los niveles de
ruido (He et al., 2021; Fediuk et al., 2021; Kumar et al., 2020; Liu et al., 2023), aunque
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la magnitud de la reduccion varia dependiendo del material, la altura y la ubicacion de
las barreras (Laxmi et al., 2022; Hansen & Hansen, 2021; Lazaro et al., 2022; Lee
etal.,2021; Owolabi et al., 2024). En este sentido, los resultados obtenidos en el presente
estudio son consistentes con la literatura existente y confirman la efectividad de estas
estrategias de mitigacion.

En estudios previos se ha demostrado que la efectividad de las barreras acusticas puede
optimizarse mediante el uso de materiales innovadores y técnicas de disefio avanzadas (Gao
etal.,2022; Liao etal.,2021; Fediuk et al., 2021). Asimismo, investigaciones recientes han
explorado el uso de materiales porosos, paneles vegetales y disefios curvos o estratificados
que pueden mejorar la absorcion y dispersion del sonido, logrando una reduccioén atn
mayor del ruido ambiental (Amran ef al., 2021; Sharma ef al., 2023; Bakker et al., 2023;
Yan et al., 2023; Feng & Liu, 2025). También se ha documentado que la combinacion de
barreras actsticas con otras estrategias, como pavimentos fonoabsorbentes y regulaciones
de velocidad vehicular, puede potenciar los efectos positivos en la disminucion del ruido
en entornos urbanos (Garg, 2022; Mikhailenko et al., 2022; Ahac et al., 2021; Li et al.,
2023; Kumar & Chowdary, 2024; Oquendo-Di Cosola ef al., 2022). En este sentido,
el presente estudio refuerza la evidencia cientifica sobre la importancia de las barreras
acusticas como herramienta eficaz de mitigacion y sugiere que futuras investigaciones
podrian enfocarse en la integracion de multiples enfoques para maximizar la reduccion del
ruido vehicular en distintas condiciones urbanas.

Sin embargo, es importante reconocer algunas limitaciones del estudio. En primer
lugar, el modelo utilizado se basa en estimaciones matematicas y datos recolectados en
condiciones especificas, por lo que su aplicabilidad podria variar en otros entornos urbanos
con diferentes caracteristicas de trafico y disposicion geografica. Ademas, el estudio no
consider6 otros factores que podrian influir en los niveles de ruido, como la absorcion
acustica de los edificios o la vegetacion circundante, lo que podria mejorar la precision del
modelo en futuras investigaciones.

A pesar de dichas limitaciones, nuestro estudio contribuye al analisis del ruido
vehicular y su gestion mediante modelos matematicos, proporcionando una base para la
implementacion de estrategias de control acustico en entornos urbanos. Los resultados
obtenidos pueden servir como referencia para el disefio de politicas publicas orientadas a
reducir la contaminacion acustica y mejorar la calidad de vida en comunidades afectadas
por altos niveles de ruido vehicular. Ademas, abre la posibilidad de futuras investigaciones
que integren nuevas tecnologias y enfoques en la mitigacion del impacto acustico en
zonas urbanas.

A diferencia de los enfoques tradicionales, nuestro modelo combina QGIS para la
georreferenciacion espacial y MATLAB para el analisis matematico, lo que mejora la
capacidad predictiva frente a metodologias que no integran componentes espaciales.
Comparado con los modelos de Yu etal. (2024), basado enredes neuronales convolucionales,
y Bravo-Moncayo et al. (2023), que aplica técnicas geoestadisticas, nuestro enfoque
destaca por su facilidad de replicacion, bajo requerimiento computacional y alta precision
(con un MSE entre 1,03 y 1,33, frente a 1,54 y 1,65, respectivamente). Esta hibridacion lo
convierte en una herramienta accesible y efectiva para municipios con recursos limitados.

Ademas de las limitaciones mencionadas, el estudio no considero factores ambientales
como la presencia de vegetacion, de los edificios cercanos o la topografia, los cuales pueden
alterar la propagacion del sonido. Tampoco se incluyeron condiciones meteorologicas
(viento, humedad, temperatura) que podrian influir en la absorcion o refraccion del ruido.
Estas variables podrian incorporarse en futuras investigaciones para afinar la precision
del modelo.

Conclusiones

El modelo matematico desarrollado para el analisis del ruido vehicular ha demostrado
ser una herramienta valiosa para la evaluacion y gestion del impacto acustico en entornos
urbanos. A partir del analisis de los datos de trafico, se logrd identificar los niveles de ruido
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que sobrepasaban el limite maximo permisible de 55 dB en zona residencial segun el Libro
V del Texto Unificado de Legislacion Secundaria del Ministerio del Ambiente (TULSMA),
por lo que en el mismo modelo se implement6 el uso de barreras acusticas reduciendo el
ruido estimado en un 15 %.

Los vehiculos livianos y las motocicletas fueron las principales fuentes de ruido;
en el analisis de datos se destaco que los resultados en los niveles de ruido sin ninguna
intervencion se situaron en un promedio de 62,55 dB(A), mientras que la instalacion de
barreras acusticas logro reducir estos niveles a 47,60 dB(A), evidenciando una disminucion
significativa de aproximadamente 14,96 dB(A).

Esta reduccion en los niveles de ruido no solo refleja la eficacia de las barreras acusticas
como medida de mitigacion, sino que también subraya la importancia de implementar
estrategias de control del ruido vehicular en areas urbanas densamente pobladas, es decir,
los beneficios de tales intervenciones van mas alla de la simple reduccion de decibelios. La
exposicion al ruido es un problema de salud ptblica, por lo que las recomendaciones del
estudio deben tomarse en cuenta para reducir el estrés y las enfermedades relacionadas con
el ruido, aumentando la calidad de vida de los residentes.

La integracion de herramientas como el QGIS y el MATLAB representa un valor
afiadido, pues permiten un analisis geoespacial detallado y una modelacion cuantitativa
precisa. Este enfoque hibrido fortalece la aplicabilidad del modelo en contextos urbanos
reales, facilitando su replicacion y adaptacion en otras ciudades.

El modelo constituye una herramienta practica para las autoridades locales interesadas
en formular regulaciones urbanas basadas en la evidencia técnica. Su aplicacion puede
sustentar decisiones sobre disefio de infraestructuras urbanas, zonas de amortiguamiento
acustico o planificacion de trafico orientadas a reducir la exposicion al ruido y mejorar la
calidad de vida.
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Resumen

Las teorias del modelo estandar (ME) y de la relatividad general (RG) no proporcionan todas las
respuestas a los problemas que actualmente se plantean en la fisica tedrica de altas energias. No
obstante, la teoria de cuerdas constituye un marco tedrico muy fértil donde es posible encontrar
varias respuestas y construir una fisica que trascienda el modelo estandar. Ademas, dicha teoria es la
candidata mas convincente para convertirse en la teoria cuantica de la gravedad. Hacemos aqui una
primera aproximacion a la teoria de cuerdas bosonicas incluyendo algunos resultados importantes
incorporados a los agujeros negros en el contexto de la dualidad holografica.

Palabras clave: Modelo estandar; Relatividad general; Dualidad holografica; Teoria de cuerdas;
Teoria cuéntica de la gravedad; Teoria de cuerdas bosodnicas.

Abstract

The theories of the Standard Model (SM) and general relativity (GR) do not provide all the answers
to the problems that are currently posed in high-energy theoretical physics. However, string theory
constitutes a very fertile theoretical framework where it is possible to find answers and build physics
beyond the standard model. Furthermore, it is the most compelling candidate to become the quantum
theory of gravity. Here we present a first approach to bosonic string theory, showing some important
results incorporated into black holes in the context of holographic duality.

Keywords: Standard Model; General relativity; Holographic duality; String theory; Quantum theory
of gravity; Bosonic string theory.

Introduccion

Para la comprension basica de la teorfa de cuerdas se hace obligatorio entender otros topi-
cos de la fisica que son muy relevantes y que han marcado un desarrollo notable de las
ciencias como lo son: la fisica de particulas, la teoria cldsica de campos, relatividad, etc.
Asfi por ejemplo, en la fisica de particulas es preciso una introduccién bésica del modelo
estdndar (SM). Si bien hay varias razones para creer que dicho modelo es sélo el limite
de baja energia de una teoria mds fundamental, el SM ha sido probado con éxito con un
nivel impresionante de precisién y proporciona en la actualidad la mejor comprension fun-
damental de la fenomenologia de la fisica de particulas. La perspectiva que aqui se asume
no es de caracter histdrico, sino la de resumir de manera precisa la percepcion actual de
este campo de la fisica, marcando en forma concisa los principales preliminares tedricos
necesarios para dar sentido al desarrollo formal de la teoria de cuerdas. Se espera que este
trabajo sea util para el personal con conocimientos técnicos y para aquellos que les guste
estar familiarizados con la temética.

Los principales ingredientes del SM son quarks, leptones y fuerzas. Las particulas involucra-
das se caracterizan por su espin, su masa y los nimeros cuanticos (cargas) que determinan
sus interacciones. El contenido de fermiones (espin = 1/2) se organiza en tres familias con
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nimeros cudnticos idénticos y masas diferentes. Las familias mds pesadas son inestables y
se descomponen en una mas ligera, que constituye la mayor parte de la materia ordinaria.
Los cuatro fermiones de cada familia se distinguen por sus cargas bajo interacciones fuer-
tes y electromagnéticas. Dos de ellos son quarks, que estdn cargados bajo las interacciones
fuertes, y dos son leptones, que no lo estdn. Los dos quarks tienen cargas electromagnéticas
2/3 (quarks “arriba™) y —1/3 (quarks “abajo”) respectivamente, y los dos leptones tienen
cargas —1 (leptones cargados o “abajo”) y 0 (neutrinos, o leptones “arriba”, en unidades en
las que la carga del electrén es —1.

Los neutrinos son peculiares desde dos puntos de vista, que pueden estar tedricamente re-
lacionados: son neutros tanto en las interacciones fuertes como en las electromagnéticas
(aunque sienten interacciones débiles) y son al menos seis érdenes de magnitud mas ligeros
que todos los demds fermiones SM. Las masas de los fermiones SM abarcan un rango que
va desde las masas de neutrinos sub — eV hasta el limite de 1,710> GeV [1]. Presentan una
estructura bastante peculiar, estando las masas de las diferentes familias separadas jerarqui-
camente. Cada fermidn estd asociado a dos llamadas quiralidades. La quiralidad se conserva
para los fermiones sin masa, en cuyo caso la quiralidad coincide con la helicidad. Por eso a
las dos posibles quiralidades se les llama zurdo y diestro. Desde un punto de vista tedrico,
la quiralidad, por definicién, distingue las dos representaciones irreductibles del grupo de
Lorentz que pueden usarse para describir fermiones de espin 1/2. Los fermiones masivos
cargados estdn necesariamente descritos por dos componentes de diferentes quiralidades
combinados en lo que se llama espinor de Dirac. En cuanto a los neutrinos, hasta ahora sélo
se ha observado la quiralidad zurda. Esto puede entenderse elegantemente en términos de
los nimeros cudnticos de un posible componente diestro, pero el argumento va mas allé del
alcance de este documento.

Las interacciones en el SM estan asociadas al intercambio de cuatro bosones vectoriales
(espin = 1). El fotén media las interacciones electromagnéticas, los gluones, las interaccio-
nes fuertes, las interacciones débiles Z y W. El fotén y los gluones no tienen masa, mientras
que el Z 'y el W son masivos, razén por la cual las interacciones débiles lo son a baja energia
(son suprimidas por potencias de E = MZ; W, donde E es la energia del proceso). A pesar
de su debilidad, dan lugar a etiquetas distintivas porque violan la paridad P, la conjugacién
de carga C, su combinacion CP, la inversion temporal 7' y el nimero de familia, que son
simetrias de las interacciones electromagnéticas y fuertes. En particular, la descomposicién
de familias mds pesadas en familias mds ligeras se debe a interacciones débiles.

La descripcién realizada anteriormente se genera a una energia relativamente baja y se cono-
ce desde hace mucho tiempo antes de que se inventara el SM. La descripcion SM se vuelve
necesaria cuando se consideran procesos que involucran energias mds altas. La transicién
del régimen “efectivo” de baja energia al régimen SM tiene lugar alrededor de la escala
electrodébil v ~ 174 GeV. Por encima de esta escala, la naturaleza exhibe un mayor grado
de simetrfa. Las interacciones electromagnéticas y débiles se vuelven indistinguibles y se
unifican en la interaccion “electrodébil”. Los componentes quirales zurdos de los fermiones
ascendentes y descendentes también se vuelven indistinguibles y se unifican en dobletes
electrodébiles. La escala electrodébil es donde se rompe esa “ electrodebilidad”. Junto con
la QCD y la escala de Planck, es una de las escalas fundamentales de la naturaleza conoci-
das en la actualidad. El mecanismo por el cual se rompe la simetria electrodébil estd bien
establecido, también experimentalmente, y se denomina ruptura espontanea de simetria. Es
a través de tal mecanismo que los fermiones y los bosones de calibre masivos adquieren una
masa proporcional a la escala electrodébil. Sin embargo, atin no se sabe cudl es el meca-
nismo que desencadena la ruptura espontanea. E1 SM codifica la opcidon mds simple (tanto
desde el punto de vista de la consistencia teérica como fenomenoldgica): el mecanismo
de Higgs [2]. Tal mecanismo postula la existencia de un campo de espin = 0, el campo
de Higgs. A diferencia de todos los demds campos, que requieren energia para activarse,
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el campo de Higgs estd “encendido” incluso en el estado fundamental, donde impregna el
espacio-tiempo. Es a través de sus interacciones con el campo de Higgs que las particulas
masivas SM adquieren sus masas, proporcionales al acoplamiento con el Higgs. La identifi-
cacion del mecanismo responsable de la ruptura de la simetria electrodébil y la estabilidad
de la escala débil respecto a la escala de Planck son dos cuestiones centrales en la fisica de
particulas actual y son dos de las misiones mds importantes del LHC.

Uno de los resultados mas impactantes en teoria de cuerdas es quien da nombre a este docu-
mento. Conocido también como la dualidad gauge/gravedad, correspondencia holografica,
dualidad hologrifica o AdS/CFT. A continuacién se pretende ensefiar algunos principios
basicos de la geometria del espacio anti-de Sitter, de las teorias cuanticas de campos con-
formes, se incluye una formulacién pedagégica de la conjetura de Maldacena y algunas de
sus aplicaciones mds importantes.

Desarrollo Teorico

Espacio anti-de Sitter

Antes de entender exactamente qué es el espacio anti-de Sitter, es necesario describir un
poco la teoria de la relatividad general. La relatividad general puede ser vista como la teoria
gauge de las transformaciones locales de coordenadas. Esta teoria se fundamenta en el prin-
cipio de equivalencia, €l cual establece que la fisica debe ser independiente de la eleccion
de un sistema de coordenadas; este hecho ya estd en la dindmica newtoniana, donde la masa
inercial de una particula es igual a su masa gravitacional.

Otra version del principio de equivalencia, que es el principio de equivalencia débil, pue-
de ilustrarse con un experimento mental debido a Einstein. Suponiendo a un observador
dentro de una caja, entonces dicho observador no deberia ser capaz de distinguir entre la
aceleracion gravitacional y la inercial mediante experimentos locales, es decir, si la caja es
lo suficientemente pequefia, ningtin observador podria distinguir entre estos dos tipos de
aceleracion. Dicho de otra manera, el principio establece que los efectos de una aceleracién
y un campo gravitacional uniformes son indistinguibles localmente. Por otra parte, segtin el
principio de equivalencia fuerte se concluye que las particulas se mueven a lo largo de las
geodésicas de una variedad espaciotemporal .# con curvatura, sin importar la naturaleza de
las particulas bajo consideracion. En este sentido, la gravedad es equivalente a la curvatura
del espaciotiempo (Lust y Vleeshouwers, 2018).

La relatividad general describe el universo como un espaciotiempo clasico .# con d — 1
dimensiones espaciales y una dimension temporal (Bousso, 2002). Mateméticamente, .4
es una variedad pseudoriemanniana cuya forma estd descrita por la métrica g, con sig-
natura de Lorentz (—,+,...,~+). En un sistema de coordenadas (xo, 4P ’1), la distancia
invariante ds entre dos puntos infinitesimalmente cercanos estd dada por

ds® = gu (xo,...,fol)dxadxb,

donde se asume el convenio de suma de Einstein. Por ejemplo, para el espaciotiempo plano
de la relatividad especial (el espacio de Minkowski en d = 4) la métrica tiene la forma:

ds?> = —di* + dx* + dy* +dz*
= —dt* +dr* +r*dQ?,

dada en coordenadas cartesianas y esféricas, respectivamente. Otro ejemplo es el agujero
negro de Schwarzschid de masa M, descrito por la métrica

-1
ds* = — (1 - 2M> dr* + <1 - 2M> dr’ +r*dQ>?.
r r
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El horizonte del agujero negro, r = 2M, es una hipersuperficie regular, aunque no puede
verse explicitamente en estas coordenadas, existe una singularidad en r = 0 (Bousso, 2002).

El espaciotiempo anti-de Sitter (AdS) es una solucién maximamente simétrica de las ecua-
ciones de Einstein para un universo vacio con constante cosmoldgica negativa. Matemati-
camente se expresa a partir de la ecuacion de campo de Einstein:

1
Rap — EgabR‘i”Agab =8nGTyp, (D

siendo R, — % ga» R = G, el tensor de Einstein, g, la métrica del espaciotiempo, A la cons-
tante cosmoldgica y Ty, el tensor de energia-momento; asociado a la materia que se puede
acoplar al campo gravitatorio. La ecuacién de Einstein relaciona entonces la geometria del
espaciotiempo con su contenido de materia. Las soluciones de vacio son aquellas donde
T, = 0. Asi, la ecuacién de Einstein se reduce a:

Gap+Agap =0. (@)

Un subconjunto de estas soluciones de vacio son las soluciones maximamente simétricas,
siendo maximamente simétrico el espaciotiempo que admite un nimero maximo de ge-
neradores de simetria. Estas soluciones considerando los distintos valores de la constante
cosmoldgica son las siguientes (Blau, 2023)

= A =0 — Minkowski.
= A >0 — de Sitter.
= A < 0 — anti-de Sitter.

Particularmente, el espaciotiempo anti-de Sitter tiene curvatura negativa y, cuando tiene
dimension d + 1, su métrica puede escribirse como (Maldacena, 2014)

dr?
r2+1

ds* =L* |- (rF+1)d* + +r2dQg_ | . 3)
Dentro de las aplicaciones hechas para la correspondencia AdS/CFT, es titil expresar la
métrica del espaciotiempo anti-de Sitter en un sistema de coordenadas conocido como el
parche de Poincaré:

,—dt? +d¥_ | +d?

ds* =1L 5 4)

Z
Las propiedades de la geometria del espacio anti-de Sitter se alejan mucho de la geometria
euclideana. Una representacion bidimensional euclidiana usual del espacio AdS es el disco
de Poincaré, también conocido como geometria de Lobachevsky, con quien comparte gran
parte de sus propiedades (Edelstein y Giribet, s.f.). El espacio AdS es un claro ejemplo de
espacio hiperbdlico, esto es, de un espacio con curvatura constante negativa.

Existe una representacion del disco de Poincaré hecha por el artista M. C. Escher, Circle
Limit I11, el lector interesado puede apreciar dicha representacion artistica para ganar cierta
intuicion; en ella los peces se hacen cada vez mas pequefios e infinitos a medida que se
acercan a la frontera del disco. Segin este punto de vista, el disco es finito, pero aun asi
los peces se hacen cada vez mds pequefios cerca del borde, de manera que se acercan a la
frontera siempre sintiéndola infinitamente lejos.

El espaciotiempo anti-de Sitter puede verse como una pila de estos discos de Poincaré, con-
formando un cilindro sélido, exactamente como en la figura 1, y donde la direccién temporal
corre a lo largo de su eje. De este modo, existe otra forma de representar el espaciotiempo
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Figura 1. Diagrama de Penrose del espacio anti-de Sitter (Maldacena, 2014).

AdS;4 1, se consigue mediante su diagrama de Penrose. Pese a ser el espacio AdS espacial-
mente infinito en su extension, puede definirse una frontera sobre el infinito. La frontera
contiene la direccién temporal y una esfera S9~!, el diagrama se observa en la figura 1.

Teniendo en cuenta la métrica dada en (4), entonces la frontera conforme del espacio AdS
estd en z = 0, descrita en las coordenadas de Poincaré. Las geodésicas del espacio AdS
presentan comportamientos distintos segiin sea la masa de la particula viviendo en dicho
espacio. Asi, los fotones que viajan desde un punto fijo del espacio AdS, a lo largo de la
direccion z hacia la frontera en z = 0, retornan desde la frontera al punto de partida en
un tiempo finito. Por el contrario, una particula masiva con energia finita no alcanzard la
frontera —alcanzar la frontera del espacio requeriria una energia infinita— pero retorna
como si se tratase de un bumeran. El comportamiento de las geodésicas en el espacio AdS
se observa en la figura 2.

Teoria cudntica de campos conforme

Las teorfas de campos clasicas sin pardmetros dimensionales son invariantes de escala. Un
ejemplo sencillo es la teoria del campo escalar con un tnico término de interaccion:

_faa( s soug A s
S—/dx (29u¢<9¢ 9°).

esta accion es invariante bajo el escalamiento simultdneo con un factor especifico, de las
coordenadas espaciotemporales y el campo, de la forma

¢ (x) = 129 (Ax), (5)

donde A se conoce como la dimensién de escalamiento del campo, en este caso A = 1. La
misma teoria no es invariante bajo la transformacion (5) si se agrega un término de masa:

! ! A
S— /dx4 <23u¢a“¢ - 2m2¢2> - ot

Otro ejemplo de una teoria de campos cldsicamente invariante de escala es la teorfa de
Yang-Mills acoplada a fermiones sin masa y a escalares. En todas las teorfas invariantes de
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Figura 2. Las geodésicas para particulas sin masa (representadas con la linea punteada) alcanzan la frontera en
el infinito y retornan en un tiempo finito. Las geodésicas con masa no alcanzan la frontera, puesto que
necesitarian una energfa infinita para hacerlo. (Maldacena, 2014).

escala en su version clasica, tal invarianza de escala se ve violada al incluir correcciones
cuanticas (Zaffaroni, 2000). Sin embargo, existen ejemplos de teorfas cudnticas de campos
con invarianza de escala exacta, son las descritas brevemente en esta seccion, y tienen la
particularidad de ser teorias muy ttiles en el contexto de la correspondencia AdS/CFT.

Las teorias cudnticas de campos con simetria conforme (CFT), son teorias donde, ademas
de presentar simetria de Poincaré, también existe la invarianza bajo dilataciones de la forma

!
M= AxH,
y transformaciones especiales conformes

XM gty

M=
1+ 2ayxV +a?x?

Estas transformaciones tienen como generadores a D, generador de la dilatacion, y a Ky,
generador de la transformacién especial conforme. Junto con los generadores de Poincaré
P, generador de traslaciones, y J,;v, generador de las transformaciones de Lorentz, integran
el grupo conforme SO(d,2) del espacio de Minkowski de dimensién d (Harlow, 2018).

La invarianza bajo transformaciones de escala tipicamente implica—bajo condiciones leves—
también invarianza bajo el grupo de transformaciones conformes, donde estas reescalan las
longitudes pero preservan los dngulos entre vectores. Es posible construir las corrientes
asociadas con las transformaciones conformes como

Ju = Tuvox",

donde T}y es el tensor de energia-momento, expresion que puede obtenerse a partir del teo-
rema de Noether. La conservacidn de la corriente correspondiente a las traslaciones requiere
de la conservacién del tensor de energia-momento, es decir:

Ty =0,

y la conservacidn de la corriente correspondiente a las transformaciones de Lorentz se cum-
ple si T}, es simétrico. La corriente para la dilatacion J,, = T,yx¥ se conserva si

(9‘“ (T,vav) = Tvv =0.
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Asf, la condicién para la invarianza de escala consiste en que el tensor de energia-momento
sea sin traza. Entonces, se puede notar que en una teoria invariante de Poincaré e invarian-
te de escala —con un tensor de energia-momento conservado simétrico y sin traza— las
corrientes conformes se conservan:

1 1
a“ (Tyvvv) = a'u'TyvVV + T#vaqu = ETIJV (aIJVv +avVIJ) = BaTV‘rT“ =0.

Las condiciones sobre la traza y la propiedad de simetria del tensor de energia-momento
se pueden cumplir en la mayoria de las teorias de campos cldsicas y cudnticas. Pese a que
existan algunos pocos contraejemplos, se puede asumir que las teorias invariantes de escala
poseen también la invarianza conforme completa (Zaffaroni, 2000).

Especificamente en una teoria cudntica, la invarianza conforme es violada al introducir una
escala de renormalizacion. Por ejemplo, en una teoria de Yang-Mills pura, que es invariante
de escala a nivel clésico, el acoplamiento gauge viene dado segin la escala de energia de la
teorfa', y se introduce ademds un pardmetro dimensional ocasionado por el proceso cudntico
Ilamado transmutacién dimensional (DT, por sus siglas en inglés). De manera que el tensor
de energia-momento en su version cudantica pierde la propiedad de ser sin traza, perdiendo
también la teoria su simetria de invarianza de escala, y por tanto, la simetria conforme.

Un ejemplo estandar de teorfa cudntica de campos con simetria conforme es la teoria 4" =4
super-Yang-Mills, teorfa que estd involucrada en la correspondencia AdS/CFT.

La correspondencia

En 1997 surgi6 una conexién fascinante entre dos tipos muy distintos de teorfas. En un lado
de esta correspondencia estaban las teorias gauge cudnticas; similares a las que describen
las fuerzas fuerte y electrodébil, las cuales rigen la naturaleza en las escalas microscépicas
de la fisica de particulas y del otro lado de la correspondencia se encontraban las teorias de
gravedad, cuya fuerza gobierna la naturaleza en las escalas macroscépicas de la cosmologia
y los agujeros negros. En este intervalo de tiempo, se descubrié que dentro de la teoria de
cuerdas existian objetos cuya descripcién venia dada por campos gauge en cierto limite, y
por la gravedad en un limite diferente.

El limite en el cual la descripcion mediante la gravedad es adecuada corresponde al limite
donde la teoria gauge se convierte en fuertemente acoplada. La correspondencia AdS/CFT,
o dualidad gauge/gravedad, afirma que estas dos descripciones son equivalentes para todos
los valores del acoplamiento gauge, aunque por lo general, un tnico lado de la correspon-
dencia es manejable. En acoplamiento débil, la teoria gauge estd bajo control perturbativo,
mientras que los grados de libertad gravitacionales duales se acoplan a la construccién com-
pleta de las excitaciones de la cuerda y no pueden tratarse cldsicamente. Por el contrario,
en acoplamiento fuerte, los grados de libertad de la teoria gauge no tienen un tratamiento
perturbativo, y se reorganizan en una descripcion dual en términos de la gravedad clésica
(Probst, 2018).

La correspondencia AdS/CFT explota el hecho de que el grupo de isometrias del espacio
anti-de Sitter en d + 1 dimensiones es idéntico al grupo conforme en el espacio de Minkows-
ki en d dimensiones. La correspondencia AdS/CFT establece lo siguiente: toda la fisica en
un espacio asintéticamente AdS puede ser descrita por una CFT local que “vive” sobre
su frontera (Maldacena, 2014). Aunque se dice que la teoria de campos se define sobre

'En las teorias cldsicas de campos, la constante de acoplamiento (denotada comiinmente como g) correspon-
de a una constante adimensional. Sin embargo, bajo el proceso de cuantizacion, esta “constante” va a depender
de la escala de energia del proceso en consideracion, escala conocida como la escala del grupo de renormaliza-
cion (RG, por sus siglas en inglés).
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la frontera de AdS, realmente, describe toda la fisica ocurriendo dentro del espacio AdS.
Entonces, cuando se piensa en la imagen de AdS, no es correcto considerar simultineamen-
te una teoria de campos adicional viviendo en la frontera (Aharony, Gubser, Maldacena,
Ooguri, y Oz, 2000).

Una forma mas general de exponer la correspondencia es la siguiente:

Cualgquier teoria cudntica de campos conforme que vive en R x 89! es equivalente a una
teoria de la gravedad cudntica en un espacio asintéticamente AdSy11 X M, siendo M una
variedad compacta (Harlow, 2018).

El ejemplo m4s famoso y estudiado de esta correspondencia fue el propuesto por Juan Mal-
dacena en (Maldacena, 1999). Este ejemplo relaciona una teoria de supercuerdas Tipo IIB
en el espacio AdSs x S con una teorfa de super-Yang-Mills .4 = 4 SU(N) en d=4. Note
que la teoria de gravedad cudntica se relaciona con una teoria que vive en un espaciotiempo
sin gravedad y en una dimension menor. Algunos ejemplos (Giribet, 2023) de la corres-
pondencia se listan a continuacion:

= Supercuerdas Tipo IIB en AdSs x $° < A4 =4 super-Yang-Mills SU(N)
en d=4.

= Supercuerdas Tipo IIB en AdS3 x $* x T* «+—  producto simétrico de CFTs.

= Supercuerdas Tipo IIA en AdS4 x CP3 <— 4 = 6 super-Chern-Simons
SU(N)xSU(M) end = 3.

Para el ejemplo dado originalmente por Maldacena, existe una especie de diccionario entre
los parametros de cada una de las teorias involucradas en la correspondencia. La teoria
gauge posee dos pardmetros adimensionales gyym y N. Una combinacion de ambos da lugar
al acoplamiento de 't Hooft: A = g7,,N. Técnicamente, la teoria gauge tiene ahora dos
pardmetros adimensionales independientes gym y A.

Por otro lado, la teorfa de cuerdas en AdSs x S tiene un acoplamiento adimensional g y
dos pardmetros dimensionales: la escala de longitud de la cuerda ¢, = v/a', y el radio del
espacio AdS representado por L en las ecuaciones (3) y (4). Asi, la teoria de cuerdas tiene
dos pardmetros adimensionales: gs y L//;.

Los parametros de la teoria gauge y de la teoria de cuerdas estan relacionados de la siguiente
forma:

grm = 27,

1

2 a2

De acuerdo con la version mas fuerte de la correspondencia AdS/CFT, se conjetura que la
dualidad entre la teoria gauge supersimétrica SU(N), y la de supercuerdas de Tipo IIB se
debe mantener para cualquier valor de N y g,. Esto implicaria que la teoria .4 = 4 super-
Yang-Mills es exactamente equivalente a la teorfa de supercuerdas Tipo IIB AdSs x §°. Sin
embargo, en la actualidad es imposible comprobar esta forma de la correspondencia, puesto
que no existe todavia una formulacién cudntica consistente a nivel no perturbativo de la
teoria de cuerdas, y particularmente para espaciotiempos curvos (Erdmenger, 2018).

En la forma débil de la correspondencia AdS/CFT, se conjetura que es solamente valida
en el limite de Maldacena: N — o y A muy grande. Asi, en su versién débil relaciona
la supergravedad clésica con la teorfa .#” = 4 super-Yang-Mills en acoplamiento fuerte y

N — oo . De manera que:
A — oo g —0
(N—>oo)<_>< a’%O)'
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Claramente se observa que la correspondencia AdS/CFT provee una dualidad de acopla-
miento débil/fuerte. La correspondencia es una dualidad en el sentido usual, es decir, cuan-
do un lado de la correspondencia esta débilmente acoplado, entonces la descripcion dual del
otro lado estd fuertemente acoplada.

Una forma de ver una interpretacion matematica de la correspondencia se consigue al estu-
diar las simetrias del espacio AdS. Considerando, por ejemplo, la métrica del espaciotiempo
AdSs en coordenadas de Poincaré:

2 2
ds? = (2) (—di® +dx* +dy* +d2?) +L2C%,

este espaciotiempo tiene simetria SO(4,2), de gran importancia fisica. La métrica tiene in-
varianza de Poincaré ISO(3,1) en x* = (¢,x,y,7), que corresponde a la simetria de Poincaré
de la teorfa de campos dual en el espaciotiempo de 4 dimensiones. Asi, x* se interpreta
como las coordenadas espaciotemporales de la teoria de campos conforme. Andlogamen-
te, para el espaciotiempo AdS;2, d representa el nimero de dimensiones espaciales de la
teoria gauge.

La métrica del espacio AdSs5 también es invariante bajo las transformaciones de escala

1
M= ax*, r— -7
a

bajo este escalamiento, r se transforma como la energia conjugada a ¢. Esta es una razén
del porqué la teoria de campos conforme es cuadridimensional, mientras que la teoria de
gravedad tiene cinco dimensiones. La coordenada r tiene una interpretaciéon como la escala
de energia de la teoria sin gravedad. Asi, por ejemplo, la teoria .4 = 4 super-Yang-Mills
tiene esta invarianza de escala, mientras que la invarianza es vista geométricamente dentro
de la teoria de gravedad (Natsuume, 2015).

El hecho de que la teoria de campos viva en un espacio de dimensién menor estd en acuerdo
con especulaciones hechas acerca de la gravedad cudntica. Desde el punto de vista histdrico,
rondaba sobre la década de los noventa una idea no muy bien establecida conocida actual-
mente como principio hologrdfico. Tal principio fue desarrollado por 't Hooft (’t Hooft,
1993) y Susskind (Susskind, 1995), sugiriendo que las teorfas de gravedad cudntica deben
ser holograficas, es decir, la fisica en cierta region puede ser descrita sin perder informacién
por una teoria en la frontera. El principio hologréfico surge como resultado del estudio de
la termodindmica de los agujeros negros.

Stephen Hawking y Jacob Bekenstein demostraron a mediados de los 70 que los agujeros
negros se comportan como objetos termodinamicos con temperaturas Ty = hc’ /8TkGM,
con M la masa del agujero negro, emitiendo radiacién de Hawking, y también tienen una
entropia dada por (6), donde se considera el drea de su horizonte de eventos. Esto implica
que eventualmente irradiard su energia, perdiendo masa en el proceso conocido como eva-
poracién de Hawking. Dada la evaporacién de Hawking, existe una paradoja en torno a la
descripcion cudntica de lo ocurrido con la informacién al caer dentro de un agujero negro,
pareciera posible lanzar estados cudnticos puros dentro de un agujero negro y obtener en
cambio estados mixtos/térmicos, aparentemente violando la propiedad de unitariedad y re-
sultando en una pérdida de informacién —esta es la paradoja de pérdida de informacién en
agujeros negros. Hawking crefa que este andlisis demostraba que la mecénica cudntica es
violada por agujeros negros en evaporacion. Al asignar una entropia a los agujeros negros,
se deduce que deben tener asociados un conjunto de microestados, convirtiéndose asi en un
reto para las teorias cudnticas de la gravedad obtener tales microestados, compatibles con
lo propuesto por Bekenstein (Rickles, 2014).

Segun el limite de Bekenstein, la maxima entropia dentro de una regién del espacio esta
dada por
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Area

Gy (6)

Smix =

donde el area corresponde a la de la frontera de dicha regién. Suponiendo un estado con una
entropia mayor que Sp4x, entonces se puede mostrar que tal estado viola la segunda ley de
la termodindmica. Este limite para la entropia implica que el nimero de grados de libertad
dentro de alguna regién crece como el area de su frontera y no como el volumen de la region
dada; en las teorias cudnticas de campos tipicas este comportamiento no es posible. Intentar
entender este comportamiento conduce al principio hologréfico antes mencionado, segun el
cual, dentro de una teoria cudntica de la gravedad, toda la fisica dentro de un volumen dado
puede ser descrita en términos de una teoria sobre la frontera que tiene menos de un grado
de libertad por drea de Planck, satisfaciendo el limite de Bekenstein. Como es sabido, en
la correspondencia AdS/CFT se estd describiendo la fisica dentro del seno del espacio AdS
mediante una teoria de campos con una dimensién menos viviendo sobre la frontera, en este
sentido, es una realizacién del principio hologrifico (Aharony y cols., 2000).

Actualmente, la correspondencia presenta varias extensiones y generalizaciones. Una de
ellas es la exploracion de la posibilidad de una correspondencia dS/CFT. La dualidad dS/CFT
relaciona una teoria de cuerdas en un espaciotiempo de Sitter de dimension d con una teoria
de campos conforme euclidiana sobre una esfera de dimensién (d — 1), tal correspondencia
se entiende mucho menos. Sin embargo, una de las motivaciones para dicha corresponden-
cia es la evidencia experimental de una constante cosmoldgica positiva, es decir A > 0,
sugiriendo que el universo se estd acercando a una cosmologia de Sitter en el futuro lejano.
Esta correspondencia podria ser relevante en el universo muy temprano (Becker, Becker, y
Schwarz, 2006).

Existe mucha evidencia de la validez de la correspondencia AdS/CFT, pese a que aun siga
presentando la condicion de conjetura. Se puede pensar en el problema de la construccién
de una prueba matematicamente rigurosa de la correspondencia, pero no existe ain para
formular tal prueba, otra forma de ofrecer una definiciéon completa de lo que es la teoria
de cuerdas. Se ha asumido la conjetura como correcta, considerando que hasta ahora no
ha llevado a contradicciones o paradojas. Por ejemplo, en el caso de cuatro dimensiones,
las teorias gauge duales se definen sin ambigiiedad, por lo tanto, la dualidad puede ser
tomada como la definicion de la teoria de cuerdas para la clase de configuraciones de fondo
donde se aplica. Se puede tener la esperanza de que algiin dia se encuentre una formulacién
completamente independiente de la teorfa de cuerdas, asi seria mejor formulado el objetivo
de probar la correspondencia AdS/CFT (Becker y cols., 2006).

D3-branas y la conjetura de Maldacena

Un escenario en el cual ha sido posible probar la efectividad de la teoria de cuerdas es el
de los agujeros negros. Es bien sabido que un agujero negro corresponde a una region del
espaciotiempo en donde la gravedad es tan fuerte que incluso la Iuz no puede escapar de
ella. Si la teoria de cuerdas continda con su propdsito de reconciliar la relatividad general
con la mecdnica cudntica, deberia ser capaz de explicar la termodindmica de estos objetos
astrondmicos.

Asf, pasos se han dado en esta direccion con el desarrollo hecho por Strominger y Vafa
(Strominger y Vafa, 1996) en 1996, cuando encontraron que, al suponer los agujeros ne-
gros como compuestos por cuerdas, era posible conseguir un resultado para su entropia
similar a (6). Siendo este el primer calculo para la entropia de Bekenstein mediante el con-
teo de sus estados cudnticos, uno de los mayores avances luego del descubrimiento de las
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Figura 3. Representacion esquemadtica de la dualidad entre cuerdas abiertas y cerradas.
Del lado izquierdo se muestra el intercambio de una cuerda cerrada entre dos D-branas,
del lado derecho se muestra un proceso equivalente que corresponde al intercambio de
cuerdas abiertas (Edelstein y Giribet, s.f.).

D-branas. Aunque la situacién considerada para el calculo es altamente ideal, ya que se estu-
dian agujeros negros con un valor grande de carga eléctrica y viviendo en un espaciotiempo
de cinco dimensiones; muy diferentes a los que se observan en el universo. A pesar de esto,
su entropia es también proporcional al drea del horizonte de eventos. Tales agujeros negros
son soluciones relativamente sencillas de las ecuaciones de la teoria de cuerdas con cinco
de sus diez dimensiones compactificadas (Edelstein y Giribet, s.f.). Este cdlculo necesita
la existencia de D-branas dentro de la teoria, y es relevante ante la paradoja de la pérdida de
informacién (Rickles, 2014).

Varios fisicos siguieron el camino trazado por Strominger y Vafa, entre ellos Curtis Callan
y Juan Maldacena, quienes hicieron un andlisis similar para el caso con agujeros negros de
Reissner-Nordstrom no extremales. Esta clase de ideas, combinadas con la nocién de utili-
zar el 1imite para valores grandes de N D-branas coincidentes con descripciones duales, da
origen a la que puede considerarse como la tercera revolucion de supercuerdas. En este sen-
tido, puede verse condensada en la correspondencia AdS/CFT gran parte de los desarrollos
hechos durante esta revolucién, lo que es lo mismo, es una consecuencia del conjunto de
conceptos como dualidades y teoria M, agujeros negros y D-branas.

Las D-branas codifican las descripciones duales que la teoria de cuerdas lleva dentro de su
formulacién matemdtica, es decir, se cuenta con dos maneras distintas pero equivalentes
para describir la misma fisica. Uno de los ejemplos representativos de esta propiedad se
encuentra en la interaccién entre dos D-branas. Si se considera, por ejemplo, la situacién
en que estos objetos intercambian cuerdas entre si, entonces la fuerza que una D-brana
ejerce sobre la otra puede representarse mediante el intercambio de una cuerda cerrada
propagandose entre ellas, como se observa al lado izquierdo de la figura 3.

Dada la simetria de dualidad, el mismo proceso de interaccidon también puede verse co-
mo el intercambio de un par de cuerdas abiertas (con sus extremos atados a las D-branas)
propagédndose alrededor de la regién que trazaria la cuerda cerrada, como se observa del
lado derecho de la figura 3. Ambas descripciones son matematicamente equivalentes. El
primer caso involucra un intercambio de gravitones, mientras que en el segundo no apare-
cen, teniendo en cuenta la ausencia de estados correspondientes al graviton en el espectro
de cuerdas abiertas. Esto puede dar la sensacién de la posibilidad de construir una teorfa
cudntica de la gravedad sin gravitones, y de esta forma una teoria con gravedad puede ser
equivalente a una teoria gauge sin gravedad (Edelstein y Giribet, s.f.).
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Figura 4. Conjunto de D-branas, con una cuerda abierta sobre la misma superficie y las
tres restantes estiradas entre dos D-branas paralelas, como se observa en la figura, las
cuerdas cerradas pueden propagarse libremente.

En el limite a bajas energfas de las teorias de cuerdas se pueden encontrar solitones 2 co-

rrespondientes a soluciones de agujeros negros. Existe ademads la posibilidad de construir
cierto tipo de agujeros negros como configuraciones de D-branas coincidentes. La dualidad
descrita en el parrafo anterior —conocida también como dualidad entre cuerdas abiertas y
cerradas o dualidad agujero negro/D-brana— es la base para la correspondencia AdS/CFT.

Considerando un conjunto de D3-branas paralelas, se puede demostrar que para cada par de
ellas sus interacciones son nulas, puesto que la atraccién gravitatoria es compensada con la
repulsion debida a otros campos ante los cuales presentan carga. Esta condicion de nulidad
en la interaccion se garantiza siempre y cuando las D3-branas se mantengan paralelas, tal
arreglo permite alejar o acercar las D3-branas de manera arbitraria. En la figura 4 se observa
un conjunto de D3-branas paralelas con los diferentes tipos de cuerdas posibles. Dentro de
las cuerdas abiertas estdn aquellas con ambos extremos sobre una misma brana, y las que
tienen cada extremo atado a una brana distinta. También es posible la existencia de cuerdas
cerradas propagandose libremente, con la posibilidad de alejarse de todas las D3-branas a
la vez.

En el minimo nivel de energia, las cuerdas abiertas con extremos sobre dos D3-branas dis-
tintas, presentan estados con una masa que es proporcional al estiramiento de la cuerda,
esto como consecuencia de su tension intrinseca. Asi, su masa puede aumentar o disminuir
segun se alejen o se acerquen las D3-branas. Por otra parte, las cuerdas abiertas con ambos
extremos sobre la misma D3-brana dan lugar a particulas sin masa, situacién donde pueden
contraerse hasta tener tamafio nulo. Finalmente, las cuerdas cerradas viajan libremente, se
perciben como un espaciotiempo plano en 10 dimensiones. En principio, las cuerdas abier-
tas y cerradas interactian mutuamente (Edelstein y Giribet, s.f.).

Se supone ahora que el conjunto de N D3-branas se acerca de manera que sean coincidentes,

2Los solitones se definen como soluciones localizadas, no singulares e independientes del tiempo, de las
ecuaciones del movimiento cldsicas con energia finita en una teoria de campos. En un espaciotiempo de dimen-
sién D, dichas soluciones se conocen como p-brana si estdn localizadas en D — 1 — p coordenadas espaciales e
independientes de las restantes p coordenadas, donde p < D — 1. Por ejemplo, el caso p = 0 (0-brana) tiene ca-
racteristica de particula puntual y también es llamada agujero negro; con p = 1 se tiene una cuerda; el caso p =2
se conoce como membrana.
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Espacio asintéticamente plano

=

Fondo de la hendidura

Figura 5. El conjunto de D3-branas deforma el espaciotiempo, y la conjetura de
Maldacena asume que es intercambiable por el campo gravitacional generado por el
conjunto (Edelstein y Giribet, s.f.).

esto es, se encuentren en el mismo lugar del espacio. Esto sugiere que todas las particulas,
derivadas de las excitaciones de cuerdas abiertas con extremos en distintas D3-branas, ex-
perimentan una pérdida de masa, producto de tal acercamiento. De manera esquematica, la
descripcién de este sistema estd dada por:

S = Scuerdas abiertas en N D3-branas + Scuerdas cerradas lejanas + Sinteraccion 5 (7N

donde la S se refiere a “sistema”. Teniendo en cuenta que las D3-branas son hipersuper-
ficies con masa, y como su tamaiio es infinito, entonces el conjunto de D3-branas de este
tipo se puede interpretar como un objeto de gran peso deformando el espaciotiempo, com-
portandose esencialmente como un agujero negro. En la figura 5 se representa de forma
muy simplificada la situacién, donde se observa que el espaciotiempo de diez dimensiones
de la teorfa —dibujado en lineas de color negro— sufre una marcada hendidura en el lugar
donde estdn superpuestas las N D3-branas —representadas en azul con lineas punteadas—
y lejos de este lugar, es plano, dada la débil influencia gravitacional.

Un paso importante dentro de la conjetura de Maldacena consiste en considerar solamente
el campo gravitacional generado por el conjunto de D3-branas, es decir, eliminando las D3-
branas y dejando en su lugar al campo gravitacional promedio (conocido como una brana
negra). Dados sus aspectos gravitacionales, este objeto ahora pertenece a una teoria de cuer-
das cerradas. Alexander Polyakov se refirié a esta maniobra hébil de cambiar la descripcién
con D-branas a una descripcién gravitacional como sigue: “un poco como sustituir el famo-
so gato por su sonrisa”’(Rickles, 2014), probablemente refiriéndose al gato de Cheshire de
la obra de Lewis Carroll, Las aventuras de Alicia en el pais de las maravillas.

Al haber eliminado las D3-branas en la descripcion del sistema (7), se tiene entonces un
sistema de cuerdas cerradas moviéndose bajo la influencia de la geometria del espaciotiem-
po. La mecénica cudntica impone a las D3-branas una forma de carga repartida a lo largo
de toda su extension tridimensional, generando campos similares al electromagnético. Asi,
el arreglo de D3-branas tiene carga N, mostrando que a nivel microscopico su descripcion
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viene dada en términos de un nimero N de D3-branas, cada una de las cuales presenta
una unidad de la carga fundamental. Considerando que existen seis direcciones transver-
sales —las D3-branas dejan un rastro cuadridimensional cuando se mueven dentro de un
espaciotiempo de diez dimensiones— y como las seis direcciones transversales se pueden
representar como el conjunto de todas las posibles esferas de dimensién cinco, entonces
quedan asf encerradas las N unidades de la “carga eléctrica generalizada” poseidas por las
D3-branas. En analogia con el campo electromagnético, se dice que las esferas encierran N
unidades de flujo (Edelstein y Giribet, s.f.).

La nueva configuracion (representada en la figura 5) tiene solamente cuerdas cerradas vi-
viendo en un espaciotiempo curvo, donde existen cuerdas cerradas en el fondo de la hen-
didura (con campo gravitatorio fuerte) y otras cuerdas cerradas muy lejos de la misma. En
este caso, también es posible la interaccidn entre ambas, es decir, las cuerdas pueden entrar
o salir de la hendidura. Representando esquemadticamente esta situacion, se tiene el sistema:

S = Scuerdas cerradas en hendidura & N flujos + Scuerdas cerradas lejanas + Sinteraccion - 3

Tal sistema es equivalente al representado en (7). Pese a que los términos de interaccion en
(7)y (8) aparentemente tengan una interpretacion distinta, en el caso en que la longitud de la
cuerda es arbitrariamente pequefia ambos términos son insignificantes. Maldacena anticip6
las profundas consecuencias a las que se llega si se supone adicionalmente que el nimero
de las D3-branas es muy grande. Ademds, si se considera la longitud de la cuerda como
infinitesimal, entonces los sistemas descritos se parecen a las teorias de particulas y campos
basadas en objetos puntuales.

Dentro de la descripcion de las cuerdas abiertas para el sistema, el primer término en (7),
hacer infinitesimal el tamafio de las cuerdas lleva a simplificaciones — la teoria de cuerdas
produce un resultado preciso para la dindmica de cuerdas abiertas con extremos en las N
D3-branas: se trata de la teoria ya nombrada en este capitulo, la teoria super-Yang-Mills
A =4, prima cercana de la cromodindmica cuantica. Asi, la descripcion de la dinamica
de las D3-branas puede estar dada por el mismo tipo de teorias usadas para describir la
fisica de particulas. Sin embargo, dicha teorfa se trata de una extensién supersimétrica de
la teorfa de Yang-Mills, con la mdxima supersimetria posible, hecho bastante alejado de la
fenomenologia, debido a la falta de evidencia experimental precisa para la supersimetria.
A pesar de ser de la misma clase que la cromodindmica cudntica, la teoria es demasiado
simétrica como para ser compatible con el universo observable.

Continuando con la descripcién de los términos dentro del sistema (7), la contribucién de las
cuerdas cerradas se simplifica a gravitones propagandose libremente en un espaciotiempo
plano. También, el término de interaccién (en principio el méas complejo del sistema) se ve
eliminado totalmente.

Se puede resumir el sistema S en (7), considerando las suposiciones de que la longitud de la
cuerda es infinitamente pequefia y el nimero de D3-branas es muy grande, de la forma:

§= Ssuper-Yang—Mills N =4+ Sgravitones libres - (9)

Las cuerdas cerradas se mueven en la geometria mostrada de forma esquematica en la figura,
dicho limite hace muy estrecha la hendidura y con una profundidad grande. De tal manera
que las pequefias cuerdas cerradas quedan atrapadas en el fondo, con nula probabilidad de
escapar de la hendidura y también es cero la probabilidad de que una cuerda cerrada se
adentre en la hendidura. Asf, el término de interaccion no figura en el sistema 9.

El primer término del sistema, referenciado como (8), caracteriza el movimiento de las
pequefias cuerdas cerradas en la hendidura. Esta hendidura adopta una geometria especifica,
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conocida como el espacio anti-de Sitter en cinco dimensiones, previamente mencionado;
las cinco dimensiones restantes estdn compactificadas en una esfera, donde las N unidades
de carga descritas en esta seccién quedan encerradas por aquella 5—esfera. El segundo
término corresponde a las pequefias cuerdas cerradas que viven en una geometria plana,
considerando que la curvatura solo se presenta en la regién de la hendidura. Asi, el sistema
resulta:

§= Sgravedad en AdS & N flujos + Sgravitones libres » (10)

donde el primer término corresponde a una teoria de supergravedad obtenida como el limite
a bajas energias de la teoria de supercuerdas Tipo IIB. Los sistemas (9) y (10) son los
mismos, son dos descripciones alternas de un mismo conjunto de N D3-branas paralelas. Por
lo tanto, se pueden “igualar” los sistemas (9) y (10), tras cancelar los términos de gravitones
libres, se llega a la igualdad:

Sgravedad en AdS & N flujos — Sn=4 SYM ;

denotada simbdlicamente como:

AdS = CFT. (11)

Todo lo anterior ha permitido una revision intuitiva de la correspondencia AdS/CFT, en
particular, los casos propuesto originalmente por Maldacena. A continuacion se presentan
algunas aplicaciones donde es util esta teoria.

Aplicaciones

La caracteristica més titil de la correspondencia es el hecho de que se traduce el régimen
fuertemente acoplado, o no perturbativo, de una teoria cudntica de campos a una teoria de
la gravedad débilmente acoplada. Los cédlculos convencionales en teoria cuantica de cam-
pos dependen de una expansion perturbativa en términos de una constante de acoplamiento
(denotada generalmente por g) suficientemente pequeia. Este enfoque a nivel perturbativo,
permite describir las interacciones electrodébiles, la cromodindmica cudntica con libertad
asintética a altas energias y gran parte de los sistemas de la materia condensada. Por ejem-
plo, los conductores fuertemente correlacionados, superconductores estandar tipo BCS, ca-
denas de espin, etc.

Sin embargo, el enfoque perturbativo falla en el acoplamiento fuerte, y por lo tanto, no es
adecuado para dar razén a muchos problemas abiertos en sistemas cudnticos fuertemente
interactuantes: como lo son la cromodindmica cudntica a escalas de energia bajas o in-
termedias, el plasma de quarks y gluones, y los metales extrafios en sistemas de materia
condensada. La correspondencia AdS/CFT simplifica de gran manera dichos calculos en
acoplamiento fuerte. Pero teniendo en cuenta que involucra teorias poco realistas, a lo sumo
puede ser util como un modelo de prueba para los sistemas fuertemente acoplados del mun-
do real (Probst, 2018). A continuacion, se presentan las descripciones de dos aplicaciones
de la correspondencia:

» El plasma de quarks y gluones es un nuevo estado de la materia que pudo ser gene-
rado experimentalmente en el afio 2000, mediante la colisién a muy altas energias de
iones pesados —iones de oro en el caso del RHIC (Relativistic Heavy Ion Collider),
operado por el laboratorio nacional de Brookhaven, en Nueva York. Se usan iones de
plomo en el experimento Alice que se realiza en las instalaciones del LHC. En es-
tos experimentos se hacen chocar los nicleos de frente, viajando a velocidades muy
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cercanas a la de la luz. La colisiéon produce una pequefia region del espacio donde
la temperatura resulta casi un millén de veces la temperatura del nicleo de sol, es
decir, del orden de 10'3K. Asi, cada uno de los quarks y gluones presentan una gran
cantidad de energfa.

La cromodindmica cuantica por medio del fendmeno de desconfinamiento predice
que los quarks y gluones se comportan como si estuvieran libres de toda interaccion,
siempre y cuando estén a energias lo suficientemente altas. Para estos experimentos se
esperaba observar algo similar a un plasma gaseoso de quarks y gluones, donde Iuego
de la colision se dispersaran en todas las direcciones, porque si su interaccion es muy
pequeiia, entonces cada particula saldria despedida en alguna direccién aleatoria e
independiente de las deméas (Edelstein y Giribet, s.f.).

Pero, lo que se observa realmente en los experimentos de colisién de iones pesados
es algo diferente a lo esperado. El plasma de quarks y gluones se comporta como un
liquido fuertemente interactuante y de muy baja viscosidad. Los fisicos de particu-
las tuvieron grandes dificultades para describir este comportamiento inesperado. Sin
embargo, Policastro, Son y Starinets (Policastro, Son, y Starinets, 2001) usaron la
correspondencia AdS/CFT para explicarlo, aprovechando el hecho de que a altas tem-
peraturas las teorfas .4 = 4 super-Yang-Mills y la cromodindmica cudntica son simi-
lares.

El valor que se calcula para la relacién entre la viscosidad 1 y la densidad de en-
tropia s, relacién que en unidades de /i/kg, toma el valor 1/47 en una clase amplia
de sistemas hologréficos, es ampliamente diferente al calculado mediante las teorfas
débilmente acopladas, estd muy cerca del valor experimental observado en el plas-
ma de quarks y gluones (Probst, 2018), considerando que las medidas en el RHIC
favorecen un valor pequeiio, 11/s < 0,25, es asi que el valor de /s = 1/4m ~ 0,08
obtenido mediante la dualidad gauge/gravedad estd en total acuerdo con dicho acota-
miento (Ammon y Erdmenger, 2015). El valor tan pequefio para 1 /s indica que el
plasma de quarks y gluones es el fluido mas fuertemente acoplado conocido hasta el
momento.

Otra caracteristica importante del plasma de quarks y gluones, es el fenémeno de ter-
malizacion. Cuando los iones pesados colisionan, se forma un estado de no equilibrio,
que luego se relaja a un estado de equilibrio térmico. Existen distintos modelos den-
tro de la dualidad hologréfica para describir este fendmeno. Una posibilidad consiste
en considerar ondas de choque colisionantes dentro de la teoria dual gravitacional. y
otra posibilidad consiste en estudiar el colapso de una capa de materia y la formacién
de un agujero negro en el espacio asintéticamente AdS. Esta es un drea de la investi-
gacion bastante amplia, cuyos resultados obtenidos recientemente implican que para
los sistemas fuertemente acoplados el tiempo de relajacién es muy corto (Ammon y
Erdmenger, 2015).

= Existe una combinacién particular de las 4reas de la fisica: materia condensada, gra-
vedad, teoria de cuerdas y la teoria cudntica de campos. Dicha interfase de areas
tan variadas ha sido posible gracias a la dualidad hologréfica, en este caso particular
nombrado como la correspondencia AdS/CMT (Hartnoll, Lucas, y Sachdev, 2018)
(donde CMT hace referencia a Condensed Matter Theory). AAS/CMT es el estudio de
sistemas de materia condensada sin quasiparticulas, ofreciendo modelos sin una des-
cripcion basada en las quasiparticulas, y en las que aun asi los cdlculos controlados
se pueden realizar.

Dentro de la fisica del estado sélido, los metales extraiios exhiben una fase metalica
de la materia que no estd bien descrita por la teorfa del liquido de Fermi propuesta
por Landau, la cual trata con pequefias perturbaciones en torno al mar de Fermi. Este
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modelo es ampliamente exitoso para los metales ordinarios, pero falla en materiales
con orden topoldgico no perturbativo, es decir, en los metales extrafios. Los metales
extrafios exhiben un orden topoldgico en el sentido de que su estado fundamental
tiene un entrelazamiento de largo alcance (correspondiente a una fase topoldgica de
la materia). Asi, en lugar de estar descritos por la teoria de liquido de Fermi, tienen
una mejor descripcion en la version de la dualidad hologréfica con aplicaciones a la
materia condensada, la dualidad AdS/CMT.

Conclusiones

En fisica tedrica, regularmente se encuentran nuevos resultados importantes al percibir de
que dos conceptos diferentes estan relacionados entre si en un nivel profundo y fundamen-
tal. Ejemplos de tales relaciones son las dualidades que relacionan dos teorias cudnticas
aparentemente diferentes entre si afirmando que las teorfas son en realidad equivalentes.
En particular, los espacios de Hilbert y la dindmica de las dos teorfas coinciden. Desde un
punto de vista matematico, esto significa que las teorias son idénticas. Sin embargo, desde
un punto de vista fisico, sus descripciones pueden diferir; por ejemplo, puede haber dife-
rentes funciones lagrangianas para las dos teorias. Los ejemplos de dualidad mencionados
en este trabajo tocan las teorias cudnticas de campos entre si o relacionan las teorias de
cuerdas. La correspondencia AdS/CFT, sin embargo, es un nuevo tipo de dualidad que co-
necta una teorfa cudntica de campos en el espaciotiempo plano con una teoria de cuerdas.
Esto es particularmente notable dado que actualmente la teoria de cuerdas es un candidato
muy prometedor para una teoria consistente de la gravedad cudntica. A primera vista, la
teorfa cudntica de campos en el espaciotiempo plano no parece ser una teoria de la gravedad
cudntica. Sin embargo, la correspondencia AdS/CFT, al ser una dualidad, implica que las
dos teorias son equivalentes. Esto explica por qué en la actualidad muchos cientificos pien-
san que la correspondencia AdS/CFT, es uno de los descubrimientos mds apasionantes de
la fisica teérica moderna de las tltimas dos décadas.

Asi mismo, la correspondencia AdS/CFT es una construccién importante del principio ho-
logréfico, donde se establece que en una teoria gravitacional, el nimero de grados de libertad
aumentan significativamente permitiendo ampliar el estudio en el espacio tiempo de Min-
kowski. En este caso, la teorfa de la gravedad cudntica involucrada en la correspondencia
AdS/CFT se define en una variedad de la forma AdS x X, donde AdS es el espacio Anti-de
Sitter y X es un espacio compacto. En este caso, la teoria cudntica de campos se define en
el limite conforme de este espacio Anti-de Sitter.

Particularmente, la correspondencia AdS/CFT es un ejemplo de una dualidad de acopla-
miento fuerte-débil. Si la teoria de campo esta fuertemente acoplada, la teoria de la grave-
dad dual es cldsica y débilmente curvada. Por esa razén, la correspondencia AdS/CFT es un
formalismo prometedor para el estudio de teorfas de campos fuertemente acoplados. Cier-
tas cuestiones como los cdlculos de las funciones de correlacion y el estudio de anomalias
dentro de las teorias cudnticas de campos fuertemente acopladas se vuelven computacio-
nalmente manejables en el lado de la gravedad y también se tornan conceptualmente mas
claras.
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Abstract

The formation of a copper-deficient surface layer is a common phenomenon in CulnSe: thin films,
typically arising in deposition processes that involve multiple steps, such as thermal treatment
and post-selenization. Here, we studied the radio-frequency magnetron sputtering film deposition
from a CulnSe: target. Substrate temperature varied between 50 and 400°C. X-ray photoelectron
spectroscopy (XPS) confirmed the persistent presence of a Cu-deficient surface layer across all
deposition temperatures. Films grown below 200°C were amorphous and Cu-deficient, while at
200°C and above, the films exhibited a transition to a polycrystalline chalcopyrite structure, as
evidenced by X-ray diffraction (XRD). The crystallite size for the polycrystalline films deposited
at 200°C and 400°C was approximately 10-12 nm. Energy dispersive spectroscopy (EDS) revealed
a progressive decrease in copper content from ~20 at.% at 50-200°C to ~16 at.% at 400°C, while
indium remained nearly constant and selenium increased slightly from 50 at.% to 56 at.% with
increasing temperature. UV-Vis spectroscopy showed that the optical bandgap (E) decreased from
1.2 eV at50°Cand 1.15 eV at 100°C to approximately 0.95-0.94 eV at 200°C and 400°C. Our results
provide valuable insights into the effect of substrate temperature on CulnSe, thin films, contributing
to the ongoing efforts to optimize their properties for photovoltaic and optoelectronic applications.

Keywords: Copper indium selenide; Thin film; X-ray photo-electron spectroscopy; Raman
spectroscopy; X-ray diffraction; Optoelectronic; Photovoltaic.

Resumen

La formacion de una capa superficial deficiente en cobre es una caracteristica comun en las peliculas
delgadas de CulnSe:, especialmente en procesos de deposicion que implican multiples etapas, como
el tratamiento térmico y la pos-selenizacion. Estudiamos aqui la deposicion de peliculas delgadas
de CulnSe. mediante pulverizacion catddica por magnetron de radiofrecuencia a partir de un
blanco monofasico, variando la temperatura del sustrato entre 50 y 400 °C. La espectroscopia de
fotoelectrones de rayos X (XPS) confirm6 la presencia persistente de una capa superficial pobre en Cu
en todas las temperaturas de deposicion. Las peliculas depositadas por debajo de 200 °C resultaron
amorfas y con deficiencia de cobre, mientras que a 200 °C y temperaturas superiores las peliculas
mostraron una transicion hacia una estructura policristalina tipo calcopirita, como lo evidencio la
difraccion de rayos X (XRD). Los tamaios de cristalito para las peliculas policristalinas depositadas
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a 200 °C y 400 °C fueron de aproximadamente 10—-12 nm. El analisis mediante espectroscopia de
dispersion de energia de rayos X (EDS) revel6 una disminucion progresiva en el contenido de cobre,
de ~20 % at. entre los 50 °C y los 200 °C a ~16 % at. a los 400 °C, en tanto que el contenido de
indio se mantuvo casi constante y el de selenio aument6 ligeramente de 50 % at. a 56 % at. con el
incremento de la temperatura. La espectroscopia UV-Vis mostr6 que el valor de la banda prohibida
optica (E ) disminuy6 de 1,2 eV a 50 °Cy 1,15 eV a 100 °C hasta aproximadamente 0,95-0,94 eV a
200 °C y 400 °C. Los resultados aportan informacién relevante sobre el papel de la temperatura del
sustrato en la deposicion de peliculas delgadas de CulnSes:, lo que contribuye a los esfuerzos actuales
por mejorar su desempefio en aplicaciones fotovoltaicas y optoelectronicas.

Palabras clave: Seleniuros de cobre e indio; Pelicula delgada; Espectroscopia de fotoelectrones de
rayos X; Espectroscopia Raman; Difraccion de rayos X; Optoelectronica; Fotovoltaica.

Introduction

Chalcogenide materials belong to a significant family of semiconductors extensively used
in photovoltaic and optoelectronic devices (Kim et al., 2021; Torres et al., 2018). Over
several decades, there has been intensive research to explore their unique properties and
improve their manufacturing methods (Chauhan et al., 2018; Cheng et al., 2017; Hodes
& Cahen, 1986; Migliorato et al., 1975; Thomere et al., 2022). These materials have
gained significant attention due to their versatile applications and their potential for high-
efficiency solar energy conversion (Green et al., 2024; Jost et al., 2022; Nanayakkara et
al.,2017; Solhtalab et al., 2022; Wi et al., 2018). Conventional silicon-based photovoltaic
technology, while widely used, faces challenges such as high energy-intensive crystallization
and purification processes, making it expensive and less sustainable (Chauhan et al.,
2018). This has driven a shift towards second-generation solar cells based on heterojunction
thin films, which offer cost-effectiveness and improved efficiency. Among the alternative
materials explored, copper-based chalcopyrite compounds, such as CulnSe,, have emerged
as one of the most promising candidates for thin-film solar cells, particularly as an absorber
layer in tandem solar cells where it can serve as the bottom junction (Muzzillo et al., 2018;
Sadono et al., 2018; Stanbery et al., 2021; Wang et al., 2022).

CulnSe, is a ternary semiconductor of the I-III-VI. family, where I = Cu/Ag, 11 = In/
Ga/Al, and VI = Se/S/Te, which exhibits a direct bandgap of approximately 1.05 eV, a
high optical absorption coefficient (>10° cm™), excellent thermal stability, and superior
conversion efficiency (Hodes & Cahen, 1986; Migliorato et al., 1975). Furthermore,
CulnSe -based solar cells offer exceptional long-term stability, making them viable
for commercial applications (Thomere et al., 2022). To enhance their photovoltaic
performance, research efforts have focused on optimizing their electrical and optical
properties through various deposition techniques, including metal-organic chemical vapor
deposition, chemical bath deposition, chemical spray pyrolysis, co-evaporation, sputtering,
atomic layer deposition, close-spaced vapor transport, and molecular beam epitaxy (Li
et al., 2022; Wang et al., 2022; Stanbery et al., 2021; Li et al.,, 2021; Sadono et al.,
2018; Cheng et al., 2017). However, these methods often require expensive equipment and
extreme processing conditions, limiting their scalability.

Electrodeposition has also been explored as a low-cost route for CulnSe:, offering
room-temperature processing and compositional control without vacuum equipment
(Hodes & Cahen, 1986; Chandran et al., 2028). Although alternative routes like one-step
and two-step electrodeposition are known, here we highlight radio-frequency magnetron
sputtering, which provides better thickness uniformity and is more compatible with large-
area manufacturing. Alkali- and transition-metal doping of CulnSe. can further tailor
electrical or optical properties, for example, Li/Na improve carrier concentration, while
Zn or Rb enhance grain growth and defect passivation (Sharma et al., 2023; Malitckaya
et al., 2017), but here we focused exclusively on undoped films grown by RF magnetron
sputtering. A comprehensive discussion of doped systems lies outside the scope of this
work, but we cited key references for completeness.
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Exceeding the photovoltaic performance beyond the single-junction Shockley-
Queisser limit can be achieved using tandem solar cell structures, which employ two
light-absorbing layers. Mathematical modeling suggests that, in a two-terminal tandem
configuration under AM1.5 illumination, the top cell should have a bandgap (Eg) between
1.6 and 1.8 eV, while the bottom cell should have an Eg between 0.95 and 1.1 eV (Fan
et al., 2011). CulnSe, (CIS) is a strong candidate for the bottom cell due to its bandgap
of 1.0-1.04 eV (Chauhan et al., 2018; Hodes & Cahen, 1986). The highest efficiency
reported for CIS solar cells currently stands at 15% (Migliorato et al., 1975). To further
improve efficiency, Ga alloying has been used to form Cu(InGa)Se, (CIGS), with most
high-efficiency devices featuring Ga/(Ga+In) concentrations of ~20-30% (Thomere e?
al., 2022). However, this increases the bandg ap above 1.1 eV, deviating from the optimal
range for tandem solar cells. Consequently, alternative strategies for enhancing CIS-based
solar cells with minimal Ga content are required.

Here, we focused on the synthesis and comprehensive characterization of CulnSe,
thin films using RF magnetron sputtering at substrate temperatures ranging from 50°C
to 400°C. Identifying the optimal temperature for high-quality CulnSe, formation is
crucial, as it directly influences the film’s structural, optical, and electronic properties.
Our findings indicated that 200°C represents a critical threshold, as films deposited at
this temperature exhibit a well-defined polycrystalline structure with minimal micro-strain,
a dense morphology, and an ideal stoichiometry suitable for photovoltaic applications.
Below 200°C, the films remain amorphous with poor crystallinity, while above 200°C,
an increase in defect states and Cu deficiency affects the material’s characteristics. By
analyzing the optical, morphological, structural, and compositional properties of the films,
we aimed to evaluate their potential applications beyond solar cells. Our results provide
valuable insights into the effect of substrate temperature on CulnSe, thin films, contributing
to the ongoing efforts to optimize their properties for photovoltaic and optoelectronic
applications while emphasizing the importance of achieving high-quality film formation at
relatively low deposition temperatures.

Experimental details

The thin CIS films were deposited at substrate temperatures ranging from 50°C to 400°C
using a V4 magnetron sputtering system on soda-lime glass substrates. Before deposition,
the glass substrates were sequentially cleaned in an ultrasonic bath using acetone, ethanol,
and deionized water for 10 minutes each, and then dried with high-purity nitrogen gas. This
cleaning process ensures the removal of organic contaminants and promotes better film
adhesion. The films were sputtered from a commercial single-phase CulnSe: target in an
Ar' atmosphere, at a working pressure of 0.7 Pa and a radio-frequency (RF) power of 35 W
for 60 minutes. These deposition parameters were selected based on prior optimization
experiments with Cu-based chalcopyrite materials, which showed that this pressure—power
combination ensures a stable plasma, good uniformity, and minimal target damage while
promoting adequate control over the film growth rate and phase composition.

We studied the following substrate temperatures: 50°C, 100°C, 200°C, and 400°C. We
determined film thicknesses by profilometry with the following average values: 170 nm
at 50°C, 240 nm at 100°C, 240 nm at 200°C, and 160 nm at 400°C. These thickness
variations are attributed to the combined effects of adatom mobility and surface re-
sputtering, which are known to increase with temperature in RF-sputtered systems. The
deposited layers were characterized using various analytical techniques: X-ray diffraction
(XRD); structural characterization was conducted using a Panalytical X’Pert MRD and
MRD (XL) diffractometer operated at room temperature and equipped with a Cu Ka
radiation source (A = 1.540562 A) at 30 kV and 15 mA, within a 20 range of 20° to 60°. For
Raman spectroscopy, the measurements were performed in backscattering geometry under
normal incidence using a Raman Dilor XY LabRAM spectrometer. The system included an
Olympus BX40 microscope with focusing capabilities of 10X, 20X, 50X, and 100X. Three
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excitation laser wavelengths were used: 432 nm (blue), 532 nm (green), and 632 nm (red).
For X-ray photoelectron spectroscopy (XPS), the surface composition analysis was carried
out using a Thermo Scientific KAlpha X-Ray photoelectron spectrometer system equipped
with an Al Ko X-ray source (1486.6 ¢V) and a base pressure of approximately 1079 Pa.

Depth profiling was performed through superficial attrition with Ar+ ions at 3 kV.
The relative atomic percentages of each element were quantified with the CASA XPS
software employing a Lorentzian-Gaussian model for peak fitting. The optical properties
of thin films were evaluated using a JASCO V-670 spectrometer, which operates in the
ultraviolet to near-infrared (UV-NIR) range. Transmittance spectra were recorded and
used to calculate the absorption coefficient based on the film thickness values obtained by
profilometry. The optical bandgap energy (Eg) was extracted from Tauc plots assuming a
direct allowed transition by extrapolating the linear portion of the (ahv)? vs hv curves. For
the scanning electron microscopy (SEM), the morphological observation was conducted
using aJEOL JSM7000 FE-SEM microscope with the following specifications: Resolution:
1.0 nm at 15 kV, 1.3 nm at 1 kV (GB), and 0.8 nm at 30 kV (SEM); accelerating voltage
range: 100 V to 30 kV; magnification range: 25X to 1,000,000X. We took SEM images
from the surface of each film to determine the morphology and analyze variations in
relation to deposition parameters.

Results

X-ray analysis

The XRD measurements for each of the deposited films are shown in Figure 1. The
films deposited at 50°C and 100°C exhibited amorphous characteristics, indicating a
lack of long-range crystallinity. However, at 200°C and 400°C, the films transitioned
into a structured form, demonstrating the development of a polycrystalline phase. A clear
polycrystalline trend was observed, with three primary diffraction planes identified, two
of which exhibited irregular shapes and low intensity, while the third presented a more
distinct peak. The three diffraction planes were oriented at 26 values of 26.64° (112),
44.20° (204/220), and 52.35° (116/132). These reflections correspond to CulnSe, with
a tetragonal chalcopyrite structure, as verified in the JCPDS database card No. 089-
5649, which confirmed that the deposited films maintained the expected crystallographic
structure of the CulnSe, target material.

The crystallite size for the samples deposited at 200 °C and 400 °C was calculated and
found to be approximately 10—12 nm. This indicates a moderate degree of grain growth
as the deposition temperature increases, which plays a crucial role in determining the
structural and optoelectronic properties of the films.
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Figure 1. XRD of the CulnSe, deposited to Ts between 50 °C — 400 °C.
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Raman analysis

A comparative analysis of the Raman spectra obtained from the deposited films at different
substrate temperatures (Figure 2) revealed the presence of distinct optical vibrational
modes. The main vibrational mode was observed at 173—176 cm™, while additional
acoustic modes E and B2 appeared at 211 cm™ and 226 cm ™, respectively. These vibrational
features are consistent across all the analyzed films.

To assess the amount of material probed by the Raman laser, the penetration depth (3)
of the laser should be estimated using the following equation:

d=M4nk, (1

where A represents the laser excitation wavelength and k is the extinction coefficient
associated with the imaginary part of the complex refractive index = n + ik. For CIGS thin
films, Shafarman ef al. have reported k-values within the energy range of 0.75 — 4.6 eV at
room temperature (Paulson et al., 2003). Based on ellipsometry measurements at specific
wavelengths (500 nm and 1500 nm), a 632 nm excitation laser corresponds to an energy
of 1.96 eV and an extinction coefficient of 0.45. By applying equation (1), the penetration
depth was determined at 112 nm. Given that the film thickness varies depending on the
substrate temperature, the laser penetrated more than 50% of all deposited films, ensuring
a strong interaction with a significant volume of the material.

Upon closer examination of the spectra, at approximately 150 cm™, a weak Raman
signal can be attributed to Cu-deficient CulnSe: structures, specifically ordered vacancy
compounds (OVC) such as CulnsSes. This suggests that Cu-deficient phases are present
on the film surface. However, while copper deficiency does not inherently imply an excess
of selenium, in CulnSe:-based photovoltaic devices, ‘Cu-deficient and Se-rich’ conditions
are deliberately engineered to stabilize beneficial secondary phases such as CulnsSes,
suppress the formation of selenium vacancies, and optimize both the band gap and p-type
conductivity. This compositional strategy is crucial for achieving conversion efficiencies
exceeding 20% in CIGS solar cells (Ishizuka et al., 2022). Additionally, we evaluated the
full-width at half maximum (FWHM) as a function of the deposition temperature. Across
most temperatures, the FWHM remained around 19 a.u., except for the film deposited at
400°C, which exhibited a slightly broader value of 22 a.u., an increase that is not particularly
significant. The A: vibrational mode showed a shift from 176 cm™ at 50°C to 173 cm™ at
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Figure 2. Raman spectra of the different samples deposited on glass substrates by RF magnetron
sputtering at different substrate temperatures 50 °C- 400 °C.
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400°C, a trend that has been previously reported in chalcopyrite-type materials. This shift
has been attributed to changes in stoichiometry due to Cu vacancies, leading to the possible
formation of Culni.sSe: and CulnsSes (Maeda et al., 2016; Xu ef al., 2004).

Previous studies have demonstrated that the broadening of the A1 mode is not solely
due to the presence of the weak signal around 150 cm™, but also to additional minor peaks
observed in Raman spectra. We did not detect these peaks clearly in this study, but they
have been linked to point defects and micro-stress effects induced by increasing deposition
temperatures. Such structural modifications further confirm the strong dependence of
CulnSe: film properties on substrate temperature.

EDS and SEM analysis

Energy dispersive spectroscopy (EDS) measurements were done to determine the
elemental composition of the deposited films and verify whether the Cu deficiency
contributed to the weak Raman signal observed at 150 cm™. The semi-quantitative
analysis of a 0.5 pum? area (Table 1) provided insights into the elemental distribution at
different substrate temperatures.

For films deposited at substrate temperatures between 50°C and 200°C, the atomic
percentage of Cu remained approximately 20%. However, as the temperature increased
to 400°C, the Cu content decreased to 16%. A similar trend was observed for In, but with
minimal variation, fluctuating by only 2%, which falls within the instrumental error margin.
The Se content, on the other hand, increased slightly with temperature, rising from 50%
at 50°C to 56% at 400°C. This behavior suggests that the deficiency of Cu atoms led to an
increase in Se concentration, as confirmed later by the XPS analysis, which indicated the
presence of Se-Se bonds and SeO: formations. We believe these changes were responsible
for the weak Raman signals at 150 cm™ and the Raman shift from 176 cm™ to 173 cm™,
observed at higher deposition temperatures.

Besides the EDS analysis, we took scanning electron microscopy (SEM) images to
examine the surface morphology of the films. The SEM images were captured at three different
scales: 5 pm (magnification: 20Kx), 1 um (magnification: 80Kx), and 500 nm (magnifica-
tion: 150Kx) (Figure 3). The results indicated that the film deposited at 200°C exhibited
distinct morphological characteristics compared to those deposited at other temperatures.

Films deposited at temperatures other than 200°C exhibited a smooth, compact, and
uniform surface across the analyzed area, with no significant morphological variations.
However, at 200°C, the surface morphology was noticeably different, characterized by
a denser, rougher, and more granular texture. This suggested that 200°C was a critical
threshold where CulnSe: thin films developed an optimal polycrystalline structure,
affecting both their structural and optical properties.

XPS analysis

X-ray photoelectron spectroscopy (XPS) measurements were done to analyze the chemical
composition, bonding states, and elemental depth distribution of the deposited CulnSe: thin
films. The peak intensity in the XPS spectra indicated the relative surface concentration
of elements, while the binding energy positions provided insights into their chemical
states. Each element exhibited distinct electronic transitions when excited by X-rays.

Table 1. Elemental analysis of thin films as a function of temperature

Ts °C Cu (at. %) In (at. %) Se (at. %)
50 21 29 50
100 19 27 54
200 21 26 53
400 16 28 56
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Figure 3. SEM-micrographs for the samples deposited at different substrate temperatures (50 °C,
100 °C, 200 °C, 400 °C, and 500 °C), and magnifications of 20,000X, 80,000X and 150,000X

Specifically, for Cu2p, the relevant transitions were Cu2ps/> and Cu2ps/2; for In3d, they
were In3ds/> and In3ds/>, and for Se3d, the key transition was Se3ds/> (Wanger, 1979). To
evaluate the reliability of the atomic percentage results derived from XPS, we considered
the main sources of instrumental and methodological uncertainty: (i) repeatability of the
measurements (< 1 % absolute); (ii) nominal accuracy from the RSF-based quantification
method (£ 1 % absolute); (iii) error propagation through the relative sensitivity factor
model (~ 2 %), and (iv) signal variability induced by surface roughness and sputtering
(estimated at ~ 3 %). The combined uncertainty was estimated by quadratic addition to be
~4.1 %, which we rounded to a conservative value of + 5 %. This value was represented in
the form of error bars in the atomic composition plots by the XPS spectra of the analyzed
films presented in Figure 4, divided into four sections:
* Figure 4(a): The Cu2p transitions Cu2ps/> and Cu2ps/2, associated with CulnSe:,
exhibited binding energies around 931.9 eV and 932.3 eV, respectively (Wanger,
1979; Sobol, 2021). The intensity variations of these peaks correlated with the Cu
composition as a function of substrate temperature.

538



Revista de la Academia Colombiana de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales CulnSe: Films: Structure and Optics
49(192):532-545, julio-septiembre de 2025. doi: https://doi.org/10.18257/raccefyn.3225

¢ Figure 4(b): The In3d transitions In3ds/> and In3ds/> corresponded to CulnSex,
with peaks appearing at approximately 444.7 eV (Wanger, 1979). The chemical
composition of In was analyzed as a function of the deposition temperature.

e Figure 4(c): The Se3ds/» transition was observed at 54 eV, corresponding to
CulnSe, along with a secondary Se-Se bond at 55.1 eV (Wanger, 1979).

The right-hand side of Figure 4 illustrates the atomic percentage evolution with
substrate temperature; we applied the £ 5 % relative uncertainties only in these plots, as
they derived from semi-quantitative RSF-based compositional analysis. No uncertainty
estimation was applied to the peak fitting as such, which is used for qualitative interpretation
of chemical states.

The obtained XPS values for Cu, In, and Se were consistent with values previously
reported in the literature. However, slight variations in binding energies suggest oxidation
effects, leading to the formation of In20s (indium oxide), SeO: (selenium oxide), and CuO
(copper oxide). These oxidation states depend on substrate temperature. The presence of SeO-
was predominantly detected in films deposited at 50°C to 200°C, indicating that selenium
oxidation occurred primarily at low deposition temperatures (Wanger et al., 1979). As
the temperature increased, SeO- presence diminished, suggesting that higher temperatures
reduce oxidation effects. Conversely, CuO formation was notable at 200°C, coinciding
with the temperature at which the highest Cu content was observed in the deposited films.
Additionally, at 100 °C, some Cu(0) (zero-valence state) bonds were detected (Wanger et
al., 1979). However, at other temperatures, the presence of Cu(0) or CuO remained unclear.
Consequently, these contributions were not considered in peak fitting using the Lorentzian-
Gaussian model, though their presence cannot be completely ruled out.
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Figure 4. Fitted XPS Cu 2p, In 3d, and Se 3d spectra for the different films. On the right side, the
concentration of Cu, In, and Se is observed as a function of the substrate temperature.
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The comparison of EDS and XPS compositions revealed disparities in absolute atomic
percentages because EDS probes the bulk whereas XPS is surface-sensitive. However, the
trends remained consistent within the £+ 5 % uncertainty window: Cu increased up to ~16 %
at 200°C, then decreased; In remained stable around 40%, and Se content increased from
41% at 50°C to 44% at 400°C.

To further investigate the elemental distribution within the film depth, depth profiling
was performed using Ar" ion sputtering. The depth profile spectra in Figure 5 show
elemental composition trends from the film surface (left) to a maximum etching time of
40 seconds (right). Due to the short etching duration, the depth profile primarily captured
near-surface elemental variations. A clear Cu deficiency trend was observed across different
depths, reinforcing the hypothesis that Cu vacancies increase with deposition temperature,
affecting the overall stoichiometry of the CulnSe: thin films.

UV-Vis analysis
The optical properties of the deposited CulnSe: films were assessed by measuring
transmittance in the UV-visible and near-infrared ranges. The optical bandgap energy
(Eg) was determined as a function of substrate temperature (Figure 6). The calculated Eg
values were:

* 1.2V for Ts =50°C

* 1.15¢eV for Ts = 100°C

* 0.95¢eV for Ts = 200°C

* 0.94 eV for Ts =400°C
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Figure 5. Cu 2p, In 3d, and Se 3d XPS spectra on the etched CIS thin films
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Figure 6. Tauc Plots of (a*hv)? vs hv for the co-sputtered samples at 50°C and 400°C. The inset
shows the behavior of the bandgap as a function of the substrate temperature.

To assess the accuracy of the extracted E  values, we conducted an uncertainty
analysis. The main sources of error included the spectral resolution of the JASCO V-670
spectrometer (1 nm), the selection of the linear fitting region in the Tauc plot, and the
reproducibility across repeated measurements. Considering these contributions, we
estimated a conservative standard deviation of £0.03 eV for all E, values that are displayed
in the inset of the figure. Bandgap differences greater than 0.05 eV were considered
significant within this error margin. The results indicated that E, remained constant for
deposition temperatures above 200°C, while a slight variation was observed at 50°C and
100°C. The difference at 50°C may be attributed to the amorphous nature of the film, as
confirmed by XRD analysis, where a lack of crystallinity was observed.

Despite the presence of oxides and structural defects acknowledged throughout the
study, the measured E, values aligned with those reported in the literature for CulnSe:
(Neumann, 1986). This suggested that the ternary compound was successfully deposited,
even with the Cu deficiency (Zhang et al., 1998). Previous reports indicated that E, values
between 1.2 eV and 1.3 eV are typical for Cu-deficient compounds such as CulnsSes and
CulnsSes (Maeda et al., 2016) and reported, besides, a phase mixture where the Cu-poor
phase (ordered defect compound, ODC) forms on the film surface, while CulnSe. remains
in the bulk (Fan et al., 2011; Maeda et al., 2016). This observation supports the elemental
composition obtained in this study, reinforcing the conclusion that the deposited films
corresponded to CulnSe: with an intrinsic Cu deficiency that led to the generation of Cu
vacancies (VCu) on the surface. Recent first-principles simulations (Mahraj et al., 2024)
using DFT with the modified Becke—Johnson potential (mBJ) provide valuable insights
into the electronic and optical structure of CulnSe: and related chalcopyrite compounds.
Their calculations show that the upper valence band is dominated by Cu 3d orbitals, while
the conduction band edge mainly consists of In 5s and Se 4p states. This electronic structure
explains the strong direct transitions observed near the I point, resulting in high absorption
coefficients (~10° cm™) in the visible range—in good agreement with our experimental
UV-Vis data. Moreover, their analysis highlights how structural distortions (e.g., anion
displacement) and Cu-vacancy formation can reduce the bandgap by introducing localized
band-tail states. This supports our interpretation that, despite the formation of Se-rich
phases or Cu-deficient surface layers, the observed optical bandgap (Eg ~ 0.94-1.20 eV)
remained consistent with theoretical bulk values, since the main transitions were governed
by the defect-tolerant Cud—Sep hybridized states.

We concluded that the substrate temperature directly influenced the Cu content
in the films. Higher deposition temperatures led to an increase in Cu vacancies (V)
on the material’s surface, as confirmed by the XPS analysis. However, despite the Cu
deficiency, the optical bandgap (Eg) remained unaffected by the temperature variation.
This finding suggests that the electronic structure of CulnSe. was preserved, even when
Cu vacancies were present, reinforcing its stability and applicability in photovoltaic and
optoelectronic devices.
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Finally, the experimental results obtained in this study provide valuable insights into the
effect of substrate temperature on the structural, morphological, optical, and compositional
properties of CulnSe: thin films. It has been demonstrated that the substrate temperature
plays a crucial role in controlling crystallinity, elemental distribution, and defect formation,
ultimately influencing the film’s behavior in photovoltaic and optoelectronic applications.
A key observation from the XRD and Raman analyses is the transition from an amorphous
structure at low temperatures (50°C and 100°C) to a well-defined polycrystalline phase
at 200°C and above. This transition was accompanied by an increase in crystallite size,
indicating improved structural order. However, films deposited at 400°C exhibited an
increase in Cu vacancies, as evidenced by XPS and EDS measurements, leading to a
slight shift in Raman vibrational modes and the formation of minor defect states. Substrate
temperature had a strong impact on the structure, morphology, roughness, and optical
properties of CulnSe: films. Some studies report that films deposited at 200°C exhibit
optimal phase formation, surface morphology, and roughness, leading to superior electrical
and optical performance (Yan et al., 2011).

The UV-Vis analysis confirmed that the optical bandgap (E,) remained stable for films
deposited at temperatures above 200°C, with a slight deviation at lower temperatures due to
amorphous content and structural disorder. Notably, despite the presence of Cu vacancies,
the bandgap remained within the expected range for CulnSe:, reinforcing its stability as
a semiconductor material. Surface morphology, as observed in SEM images, revealed
that films deposited at 200°C exhibited a dense, compact, and uniform grain structure,
distinguishing them from those deposited at other temperatures. Films deposited at higher
temperatures showed increased surface roughness, likely due to enhanced atomic mobility
and Cu depletion, which may introduce additional defect states impacting electrical
properties. These findings emphasize the importance of achieving high-quality CulnSe: film
formation at relatively low deposition temperatures. The optimal substrate temperature of
200°C ensured a well-defined polycrystalline structure, minimal defect formation, and an
ideal balance of composition and morphology. This makes CulnSe: an excellent candidate
for photovoltaic absorbers in thin-film solar cells in tandem configurations, as well as for
applications in optoelectronic devices where precise control over structural and electronic
properties is required.

To conclude, our study contributes to the ongoing efforts to optimize CulnSe:
deposition processes, providing a deeper understanding of how substrate temperature
influences film formation. Future research should explore electrical transport properties,
defect engineering strategies, and potential passivation techniques to further enhance the
material’s efficiency and stability in energy conversion technologies.

A possible limitation of the study is the surface sensitivity of XPS (~5-10 nm), which
may over-emphasize Cu-vacancy formation and oxide species confined to the outermost
layers while under-representing bulk composition. Complementary depth-profiling or
hard-XPS measurements would help disentangle true bulk stoichiometry from surface
artifacts. In addition, alkali-metal passivation, particularly in-situ or post-deposition Na
incorporation, is known to decrease grain-boundary recombination and stabilize Cu-poor
surfaces in chalcopyrite. Future experiments combining controlled Na doping, soft anneals,
and in-depth chemical profiling will be essential to optimize both the electronic quality and
long-term stability of RF-sputtered CulnSe: absorber layers.

Conclusions

Systematic variation of the substrate temperature during RF magnetron sputtering from
a single-phase CulnSe: target revealed a critical threshold around 200°C: only above
this point did the adatom mobility become high enough to promote long-range diffusion,
grain coalescence, and the emergence of a well-defined chalcopyrite lattice. Films grown
at > 200°C showed polycrystalline domains (10-12 nm), minimal micro-stress, and a
dense surface free of inter-granular voids, making them promising absorber layers for
photovoltaic or other optoelectronic devices.
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At higher temperatures, however, differential atomic mobility and surface re-sputtering
favored the preferential loss of Cu species, increasing the concentration of Cu vacancies
(V,,) at the film surface, as confirmed by the progressive Cu depletion detected by XPS.
Despite this surface Cu deficiency, the optical band-gap (Eg ~ 0.94 —1.20 eV) remained
essentially unchanged within the + 0.03 eV experimental uncertainty, suggesting that V
states induce only shallow band-tailing rather than a shift in the fundamental gap.

Raman spectroscopy supports this interpretation: the dominant A1 mode of CulnSe:
was present at all temperatures, whereas the weak 150 cm™ signal associated with ordered-
vacancy compounds became slightly more pronounced at > 200°C, in agreement with an
increased V., population. Overall, the data indicated that atomic-scale transport processes
at elevated substrate temperatures simultaneously enhanced crystallinity and promoted
Cu-vacancy formation, defining an optimal growth window near 200°C that balanced
structural quality with compositional integrity.
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Abstract

Philodendron (Araceae) is one of the richest ornamental genera in the Neotropics, comprising over
600 species. Here, we report the expansion of the eastern distribution of Philodendron asplundii with
a new record from the Brazilian state of Para. We present a detailed morphological description and
images of P. asplundii, an updated distribution map, and the results of the ecological niche modeling
of the species based on bioclimatic data and the Maxent, Bioclim, Random Forest and Support
Vector Machine algorithms (Ensemble Model). Philodendron asplundii occurs in Brazil, Colombia,
Ecuador, French Guiana, Peru, and Venezuela. The ecological niche model indicated that P. asplundii
has a higher probability of distribution in the northern region of South America, mainly in the central
and northwestern part of the Amazon. The model also suggested high habitat suitability in Ecuador’s
areas of Andean forests, and in Northern Guyana. These suitable areas for the occurrence of P,
asplundii are located in regions with high risk of forest cover loss due to anthropogenic activities.
Thus, conservation plans are necessary to avoid the loss of appropriate habitats for the species.

Keywords: Aroids; eastern Amazon; ecological niche; nomadic climber; species distribution
modeling; tropical forests.

Resumen

Con mas de 600 especies, Philodendron (Araceae) es uno de los géneros ornamentales mas ricos del
Neotrépico. Reportamos la expansion de la distribucion oriental de Philodendron asplundii con un
nuevo registro en el estado brasilefio de Para. Presentamos una descripcion morfologica detallada
e imagenes de P. asplundii, un mapa de distribucion actualizado y los resultados del modelado del
nicho ecoldgico de la especie basado en datos bioclimaticos y en los algoritmos Maxent, Bioclim,
Random Forest y Support Vector Machine (Ensemble Model). Philodendron asplundii esta
presente en Brasil, Colombia, Ecuador, Guayana Francesa, Perti y Venezuela. El modelo de nicho
ecologico indico que P. asplundii tiene una mayor probabilidad de distribucion en la region norte de
Sudamérica, principalmente en la parte central y noroccidental de la Amazonia. Sugirio, asimismo,
una gran idoneidad de habitat en areas de bosques andinos en Ecuador, y en el norte de Guyana. Las
areas sefialadas como adecuadas para P, asplundii se ubican en regiones con alto riesgo de pérdida de
cobertura forestal debido a actividades antropogénicas. Por ello se requieren planes de conservacion
que eviten la pérdida de habitats apropiados para la especie.

Palabras clave: aroides; Amazonia Oriental; nicho ecoldgico; trepadora ndmada; modelado de
distribucion de spécies; bosques tropicales
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Introduction

The Araceae is the third largest family of monocotyledons in the world, with more than
3,600 species distributed in 143 genera (POWO, 2024). It has a cosmopolitan distribution,
with wide occurrence in humid tropical forests, especially in South America and Central
America, where about two-thirds of the species show high rates of endemism (e.g., 50% in
Costa Rica and 95% in Panamad) (Croat, 2019; Croat & Oriz, 2020; POWO, 2024). The
morphological diversity of the family is attributed to the different sizes of the individuals
and leaves, the varied life forms (floating aquatic, terrestrial, arborescent herbs, epiphytes,
and nomadic climbers) and the numerous strategies of pollination and fruit dispersal
(Croat & Oriz, 2020; Haigh et al., 2020).

Among the Neotropical genera of Araceae, Philodendron Schott is one of the most
remarkable, with 621 species, standing out for the abundance of individuals in the sites
where they occur (Canal ef al., 2018; Croat & Oriz, 2020; POWO, 2024; Sakuragui
et al., 2024). Plants of the genus are widely used for ornamental purposes due to the
morphological characteristics of the leaves (conspicuous size and shape), ease of cultivation,
and tolerance to indoor environments (Klanrit ef al., 2023). Although abundant and
economically important, it is estimated that at least half of the Philodendron species are yet
to be discovered due to collection gaps in regions of South America (Croat & Oriz, 2020).

During vascular epiphytes inventories in the Eastern Amazon, we found an individual
of Philodendron asplundii Croat & M. L. Soares in the Brazilian municipality of Capitao
Poco, in the northeastern region of the state of Para. This species occurs in a wide range
of elevations and vegetation types in tropical moist forests and premontane wet forests
in South America (Croat & Shah, 2001). It differs from other Philodendron species by
its network of fibrous cataphylls and leaf blades with prominent primary veins (Croat &
Shah, 2001; Croat et al., 2019). We report here the first record of P. asplundii from Para,
expanding its distribution in Brazil, particularly to Eastern Amazon. We also assessed the
potential distribution of the species using models to identify the environmental factors
determining the spatial distribution of P. asp/undii in South America.

Materials and methods

Part of the P. asplundii individual found in Capitdo Pogo was collected in September
2023, and the remaining part in April 2024. For species identification, we performed
the morphological analyses of fresh and dry materials using a stereoscopic microscope,
and we consulted the species’ protolog (Croat & Shah, 2001), the identification key of
Philodendron from Brazil (Sakuragui et al., 2024), and an expert in the Araceae family
(see Acknowledgments). The collected materials were herbarized according to Fidalgo and
Bononi (1989) and deposited in the MG herbarium (acronym according to Thiers, 2024).
We present a morphological description of P. asplundii based on the material collected
in Pard and photographs of the specimen, highlighting the diagnostic morphological
characteristics of the species (Figure 1).

We collected the information on the occurrence of the species from Gbif (https:/www.
gbif.org/), Jabot (http://jabot.jbrj.gov.br/), Reflora (https://reflora.jbrj.gov.br/reflora/), and
Specieslink (https://specieslink.net/search/) databases to generate a distribution map and
model the potential distribution of P. asplundii. We removed duplicate data, data with no
available coordinates, and data with imprecise coordinates, such as those of institutions or
municipality centroids, as they could bias the model (Zizka et al., 2019). With the aid of
the R packages spThin and CoordinateCleaner, we identified 214 records of P. asplundii
with valid coordinates out of the 1,260 records found in the abovementioned databases
(Aiello-Lammens ef al., 2019; ZizKka et al., 2019).

We used a set of 19 bioclimatic variables related to temperature and precipitation with
a resolution of 10 arc-minutes (Biol to Biol9) and elevation information from the World
Clim platform (https://www.worldclim.org/) for P. asplundii ecological niche modeling,
establishing South America as a cutout.
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To avoid multicollinearity and select the most appropriate predictors, we performed
a variance inflation factor (VIF) test to select uncorrelated variables (VIF < 10) and
avoid instability in model performance (Naimi & Arawjo, 2016). This procedure
resulted in the selection of seven bioclimatic variables: Bio2 (mean diurnal range),
Bio3 (isothermality), Bio4 (temperature seasonality), Bio9 (mean temperature of driest
quarter), Biol5 (precipitation seasonality), Biol8 (precipitation of warmest quarter), and
Bio19 (precipitation of coldest quarter). Given that genus Philodendron species tend to be
influenced by elevation, we also included the variable elevation in the models (Canal et
al., 2019). We used the Maximum Entropy (MAXENT) (Phillips ef al., 2006), Bioclim
(Busby, 1991), Random Forest (Prasad ef al., 2006), and Support Vector Machine (Guo
et al., 2009) algorithms to test the distribution models. To evaluate the performance of the
models, we used the area under the curve (AUC) and true skill statistic (TSS) parameters
(Allouche et al., 2006; Phillips et al., 2006; Mateo ef al., 2011). We calibrated 70% of
the training points and 30% of the testing points. From these algorithms, we created an
ensemble model by combining the results of individual algorithm models (with a weighted
average method to reduce the prediction error and the uncertainty of model selection)
(Dormann et al., 2018).

All modeling processes were implemented in R 4.3.0 (R CORE TEAM, 2024) using
the “ggspatial”, “sdm”, “raster”, “terra”, and “tidyverse” packages (Naimi & Aratjo, 2016;
Dunnington ef al., 2023; Hijmans ef al., 2023; Wickham, 2023; Hijmans et al., 2024).
The occurrence and modeling maps were processed in the QGIS software, version 3.22.5.

Results

Taxonomy

Philodendron asplundii Croat & M. L. Soares. Novon 11: 381, 2001.

Figure 1.

TYPE: ECUADOR, Napo: vicinity of Baeza, 2,500 m, 19-X11-1979, T.B. Croat 49444
(holotype: MO-2737423-24, digital image!; isotypes: COL, F2308832, INPA272128,
K501952, M198999, NY191178, digital image!, QCA, QCNE, US3648011, barcode
01105803, digital image!).

Nomadic climber herb; root ca. 11-15 % 0.2-0.3 cm, reddish when young. Cataphylls
10.4-28.4 cm long, reddish-green when young, brown when mature, forming a persistent
network of fibers; stem with internodes 3—10 cm long, internodes generally shorter on
shoots with inflorescence; profiles 9.5-11.2 x 0.5-3.3 cm, persistent, reddish when young
and brown when senescent, triangular, apex rounded; leaf petiole 3647 cm long; leaf
blade 56—65 x 26-30 cm, when fresh dark green on the adaxial surface and light green
on the abaxial surface, lanceolate to oblong, base slightly cordate, apex acuminate,
primary veins light green and prominent, lateral, extending to the leaf margin, secondary
veins prominent and tertiary veins weakly visible; inflorescence 1 per leaf, axillary and
concentrated on the apical leaves; peduncle 5.3-11.3 cm long; spathe 12.5-14.5 x 3.5
cm, light green, with discrete cream-colored veins at the base, constricted, enveloping the
spadix; spadix 11.9-14 cm long, cream in pre-anthesis and brown in anthesis; sterile male
zone ca. 2.6 x 1.3 cm, cream; fertile male zone ca. 3.2 x 1.7 cm, cream; female zone ca. 3.5
x 2.5 cm, greenish-cream; apical staminode 2-3 mm long, intermediate staminode 3—4 mm
long, gynoecium 0.5-1.2 x 0.3—1.1 mm, yellowish, ovoid; ovary yellowish, 4-7 locules,
placentation axillary; infructescences with yellowish, polyspermous berries.

New record. Examined material: BRAZIL, Para, Capitdo Pogo, Caranandeua, 50 m,
1°40°14.3”S, 47°02°48.4”W, riparian forests in Agu stream, 05-111-2024, fl, fr, A. L. S. Luz
& M. F. S. Souza 118 (MG).

Philodendron asplundii was found in riparian forests on the banks of the Acu stream,
50 m.a.s.l., in the village of Caranandeua, approximately 11 km from the municipal
headquarters of Capitdo Pogo, Para. Only one isolated and large individual of P. asplundii
was observed, occurring as a nomadic climber, approximately 2.5-3 m above the ground,
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Figure 1. Philodendron asplundii Croat & M.L.Soares in the state of Para, Eastern Amazon, Brazil.
A. Habit. B. Leaf with floral sympodium. C. Abaxial surface of the leaf blade, highlighting the apex.
D. Abaxial surface of the leaf blade, highlighting the base. E. Young leaf. F. Inflorescence in pre-
anthesis. G. Inflorescence in anthesis. H. Infructescence with details of the berries and cross-section
of the fruit showing the locules. Photographs by Ana Laura da Silva Luz

in a humid site exposed to the sun on the bank of the watercourse. The local vegetation
consists of floodplain forest with dense stands of buriti palm (Mauritia flexuosa L. f. —
Arecaceae) and agropastoral crops in the surrounding areas.
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Ecological niche modeling

Philodendron asplundii occurs in Brazil, Colombia, Ecuador, French Guiana, Pert, and
Venezuela (Figure 2). In Brazil, the species had only been recorded before in the states of
Amazonas and Amapa. With the present record, the eastern distribution of the species was
expanded, with an occurrence record now also in the state of Para (Figure 2).

For P. asplundii niche modeling, the Maxent and Random Forest algorithms had the
best performances, with AUC and TSS > 0.9 (Table 1), that is, the distribution patterns
generated by the model agreed with most of the observed data. The Bioclim algorithm
had the lowest performance. In general, the bioclimatic variables related to temperature
and precipitation had a greater contribution than elevation in the models with different
algorithms. The predictors with the greatest contribution to the models were the
variables Biol5 (seasonality of precipitation) and Bio3 (isothermality), responsible for
the variation in the amount of precipitation and in temperatures throughout the year,

05 10km |

Figure 2. Location map of the new record of Philodendron asplundii Croat & M.L.Soares in the
municipality of Capitdo Pogo, state of Para, Eastern Amazon, Brazil. Map prepared by Ana Laura
da Silva Luz.

Table 1. Performance metrics and percentage contribution of bioclimatic variables (based on AUC
metrics) in the ecological niche modeling of Philodendron asplundii Croat & M.L.Soares

Variable contribution (%)
Algorithm AUC TSS

Bio2 Bio3 Bio4 Bio9 Biol5 Biol8 Biol9 Elevation

BIO 0.78 0.56 03 29 349 68 354 0.9 1.1 6.8
MAX 095 0.79 303 451 36.1 20.1 41 15.1 0.2 15.4
RF 094 0.76 0.7 2.1 22 1.3 5.1 1.2 1.1 1.3
SVM 091 071 119 382 6.2 176  96.7 16.2 42 15

AUC: area under the curve, TSS: true skill statistic, BIO: Bioclim, MAX: Maxent, RF: Random Forest, SVM:
Support Vector Machine. Bioclimatic variables: mean diurnal range (Bio2), isothermality (Bio3), temperature
seasonality (Bio4), mean temperature of driest quarter (Bio9), precipitation seasonality (Biol5), precipitation of
warmest quarter (Biol8), and precipitation of coldest quarter (Bio19)
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respectively. The relative importance of the variables followed this order: Biol5>Bi
03>Bio4>Bi09>Bio19>Bio2>Elevation>Biol8. Among the variables with the greatest
contribution to the model, isothermality (Bio3) varied between 80% and 90%, indicating
that suitable habitats for the species present large thermal variation throughout the year
(response curves in Supplementary material, Figure 1S, https://www.raccefyn.co/index.
php/raccefyn/article/view/3095/4574). Lower seasonality in precipitation (Biol5) and
temperature (Bio4) also contributed to the occurrence of the species. The precipitation
ranges of the warmest and coldest quarters varied from 400 to 600 mm and 600 to
800 mm, respectively, while the elevation of 0-1,500 m proved to be suitable for the
occurrence of P. asplundii.

In general, P. asplundii ecological niche model was consistent with the known
distribution of the species (Figure 3). The distribution map generated based on the
averages of the models (ensemble) showed that P. asplundii has a higher probability of
distribution in the northern region of South America, with the central and northwestern part
of the Amazon being the areas with the highest probability of occurrence of the species.
The model also suggested a high habitat suitability in Ecuador, coinciding with areas of
Andean forests.

Northern Guyana and the Colombian Western Andes were also suitable areas for the
occurrence of the species, but there are no records of P. asplundii in these regions until
now. Among the known areas of occurrence of the species in Brazil, the model predicted
a low probability of occurrence in the state of Amapa. In the state of Para, only a small
region presented suitable habitats for the establishment of the species, which converges
with the area of the new occurrence.

. Habitat suitability
: High

Low

15°N

10°N

0 250 500 km
—+—

BO°W 75"W T0°W 65°W 60°W 55°W S0°W 457w 40°W

Figure 3. Distribution model of Philodendron asplundii Croat & M.L.Soares in South America.
Warmer colors indicate a higher probability of occurrence of the species. Map prepared by Ana Laura
da Silva Luz
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Discussion

Philodendron asplundii was first collected in 1929, but only in 2001, it was described. It
is recognized mainly by the stem covered by cataphylls forming a network of fine, dense,
and persistent fibers, and by the narrow leaf blades with prominent primary veins (visible
in fresh and dry materials) (Croat & Shah, 2001; Beltran ef al, 2019). The shape and
size of leaf blades are highly variable. However, leaf venation patterns are consistent and,
therefore, reliable diagnostic characters for the identification of P. asplundii (Croat &
Shah, 2001). Overall, the morphology of the newly collected specimen is in line with
the species circumscription. Nonetheless, it is noteworthy that we observed only one
inflorescence per leaf axil in the Pard specimen, whereas the type specimen has up to
eight inflorescences per leaf axil. We recorded the species at a low altitude (50 m.a.s.1.),
out of the elevation range reported by Croat and Shah (2001), which was 150 to 2,500
m.a.s.l. These morphological and altitudinal variations may reflect intraspecific differences
of P. asplundii populations in the Amazon. Philodendron asplundii can be confused with
Philodendron colombianum R.E.Schult., but the former has larger leaf blades (vs. smaller
ones) and inflorescences with more elongated spathe tubes (vs. shorter and globular ones)
(Croat & Shah, 2001).

Philodendron asplundii was found in riparian forests, in a region characterized by a
high number of freshwater courses regionally known as igarapés (meaning “canoe path”
in Tupi), which are part of the Guama River drainage system (Cordeiro et al., 2017; Rede
Amazonia Sustentavel, 2024). Igarapés are the headwaters of micro-basins that flow into
rivers and the Amazon basin, with large areas of riparian forests and high species diversity
(Rede Amazonia Sustentavel, 2024). These ecosystems are under pressure and have their
integrity affected by human activities that cause the loss of vegetation for agricultural and
pastoral purposes and the opening of primary and secondary roads (Leal et al., 2017; Faria
etal., 2024).

The bioclimatic variables used in the P. asplundii ecological niche model showed that
seasonality in temperature and precipitation is important for the distribution of the species.
However, large changes in temperature and precipitation patterns observed from 1985 to
2021 in the Amazon as a consequence of deforestation may have affected water availability
and altered the hydrological cycle of the region (Moreira, 2024). Furthermore, significant
loss of abundance and richness of tree species are expected in the Amazon (Gomes ef al.,
2019) due to climate change, which may also impact the distribution of P. asplundii since
it is a nomadic climber.

The ecological niche model of P. asplundii was consistent with Andean forest areas.
Such mountainous areas in the Andes provide important habitats for species of the Araceae
family, mainly at elevations between 1,000 and 1,500 m (Kessler, 2001; Leimbeck e?
al., 2004; Croat, 2019), as indicated by the present distribution models of P. asplundii.
Furthermore, the model showed the possible occurrence of the species in Guyana and
western Colombia, suggesting the need for continued collections of aroids in South America.

We found P. asplundii at low altitudes. Other Philodendron species also occur in
lowland forests, lower mountain ranges, and mid-elevations of higher mountains in the
Amazon (Canal ef al., 2019), such as P. prancei Croat, which is found in terra firme
forests below 150 m.a.s.l. (Croat et al., 2019). We suggest further investigations to better
understand the circumscription of Philodendron species from low altitudes in the Amazon
and to explore the possibility that P asplundii represents a species complex.

Conclusion

The areas indicated as suitable for the occurrence of P. asplundii are located in regions
under high risk of forest cover loss due to anthropogenic activities. Furthermore, the new
record in this study comes from a permanent preservation area (riparian forest). This points
to the need for conservation plans to avoid the loss of suitable habitats of the species,
mainly in the Eastern Amazon.
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article/view/3095/4574

Acknowledgments

ALSL thanks the CAPES for the Doctoral scholarship awarded (88887.680100/2022-
00). This study was financed in part by the Coordenagdo de Aperfeicoamento de Pessoal
de Nivel Superior — Brasil (CAPES) — Finance Code 001. We thank the Instituto Chico
Mendes de Conservacdo da Biodiversidade (ICMBio, SISBio) for the authorization to
collect botanical material for activities with scientific purposes. We also thank Gustavo
Reis de Brito, Raimundo Luiz Morais de Sousa, and Weslley Gabriel Cunha Aguiar for
their assistance in processing the data, Karena Pimenta for her assistance in the taxonomic
identification of the species, and Lisi Alvarenga for revising the English language.

Author contributions

ALSL, FFVAB and MFAS conceived and designed the study. ALSL performed the
analyses. ALSL and MFAS contributed to data acquisition and interpretation. ALSL
and FFVAB wrote the manuscript with the help of MFAS. All authors contributed to the
discussion, review, and approval of the final manuscript.

Conflicts of interest

The authors declare that they have no conflict of interest.

References

Aiello-Lammens, M.E., Boria, R.A., Radosavljevic, A., Vilela, B., Anderson, R.P., Bjornson,
Bjornson, R.R., Weston, S. (2019). spThin: functions for spatial thinning of species
occurrence records for use in ecological models. https://cran.r-project.org/web/packages/
spThin/index.html/

Allouche, O., Tsoar, A., Kadmon, R. (2006). Assessing the accuracy of species distribution models:
prevalence, kappa and the true skill statistic (TSS). Journal of Applied Ecology, 43, 1223-
1232. https://doi.org/10.1111/j.1365-2664.2006.01214.x

Beltran, J.J.P., Prasca, D.C., Croat, T.B. (2019). A New Species of Philodendron (Araceae) from
Sucre Department, Colombia. Novon, 27(1), 33-37. https://doi.org/10.3417/2019325

Busby, J.R. (1991). Bioclim, a Bioclimatic Analysis and Prediction System. In: Margules, C.R.,
Austin, M.P., (Eds.). Nature Conservation, Cost Effective Biological Surveys and Data
Analysis. (pp. 64-68). CSIRO.

Canal, D., Koster, N., Celis, M., Croat, T.B., Borsch, T., Jones, K.E. (2019). Out of Amazonia
and back again: historical biogeography of the species-rich Neotropical genus Philodendron
(Araceae). Annals of the Missouri Botanical Garden, 104(1), 49-68. https://doi.
org/10.3417/2018266

Canal, D., Késter, N., Jones, K.E., Korotkova, N., Croat, T.B., Borsch, T. (2018). Phylogeny and
diversification history of the large Neotropical genus Philodendron (Araceae): Accelerated
speciation in a lineage dominated by epiphytes. American Journal of Botany, 105, 1035-
1052. https://doi.org/ 10.1002/ajb2.1111

Cordeiro, I.M.C.C., Rangel-Vasconcelos, L.G.T., Schwartz, G., Oliveira, F.A. (2017). Nordeste
Paraense: panorama geral e uso sustentdvel das florestas secundarias. EDUFRA.

Croat, T.B. (2019). Araceae, a family with great potential. Annals of the Missouri Botanical Garden,
104(1), 3-9. https://doi.org/10.3417/2018213

Croat, T.B. & Ortiz, 0.0. (2020). Distribution of Araceae and the diversity of life forms. Acta
Societatis Botanicorum Poloniae, 89, 1-23. https://doi.org/10.5586/asbp.8939

Croat, T.B. & Shah, A. (2001). New Amazonian taxa of Philodendron (Araceae). Novon, 11(4),
381-388.

Croat, T.B., Mines T.E., Kostelac, C.V. (2019). A review of Philodendron subg. Philodendron
(Araceae) from South America with the descriptions of 22 new species. Webbia, 74(2), 193-
246. https://doi.org/10.1080/00837792.2019.1660559

553


https://www.raccefyn.co/index.php/raccefyn/article/view/3095/4574
https://www.raccefyn.co/index.php/raccefyn/article/view/3095/4574

da Silva-Luz AL, et al

Revista de la Academia Colombiana de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales
49(192):546-555, julio-septiembre de 2025. doi: https://doi.org/10.18257/raccefyn.3095

Dormann, C.F., Calabrese, J.M., Guillera-Arroita, G., Matechou, E., Bahn, V., Barton, K., Beale,
C.M., Ciuti, S., Elith, J., Gerstner, C., Guelat, J., Keil, P., Lahoz-Monfort, J.J., Pollock,
L.J., Reineking, B., Roberts, D.R., Schroder, B., Thuiller, W., Warton, D.1., Wintle,
B.A.,... Hartig, F. (2018). Model averaging in ecology: a review of Bayesian, information-
theoretic, and tactical approaches for predictive inference. Ecological Monographs, 88(4),
485-504. https://doi.org/10.1002/ecm.1309

Dunnington, D., Thorne, B., Hernangémez, D. (2023). Ggspatial: spatial data framework for
geplot2. https://cran.r-project.org/web/packages/ggspatial/index.html

Faria, A.P.J., Ligeiro, R., Calvio, L.B., Giam, X., Leibold, M.A., Juen, L. (2024). Land use types
determine environmental heterogeneity and aquatic insect diversity in Amazonian streams.
Hydrobiologia, 851, 281-298. https://doi.org/10.1007/s10750-023-05190-x

Fidalgo, O. & Bononi, V.L.R. (1989). Técnicas de coleta, preservacdo e herborizag¢do de material
botanico. Instituto de Botanica.

Gomes, V.H.F., Vieira, 1.C.G., Salomio, R.P., ter Steege, H. (2019). Amazonian tree species
threatened by deforestation and climate change. Nature Climate Change, 9, 547-553. https://
doi.org/10.1038/s41558-019-0500-2

Guo, X., Yuan, Z., Tian, B. (2009). Supplier selection based on hierarchical potential support
vector machine. Expert Systems with Applications, 36, 6978-6985. https://doi.org/10.1016/].
eswa.2008.08.074

Haigh, A.L., Gibernau, M., Maurin, O., Bailey, P., Carlsen, M.M., Hay, A., Leempoel, K.,
McGinnie, C., Mayo, S., Morris, S., Pérez-Escobar, O.A., Yeng, W.S., Zuluaga, A.,
Zuntini, A.R., Baker, W.J.; Forest, F. (2023). Target sequence data shed new light on the
infrafamilial classification of Araceae. American Journal of Botany, 110(2), e16117. https://
doi.org/10.1002/ajb2.16117

Hijmans, R.J., Bivand, R., Dyba, K., Pebesma, E., Sumner, M.D. (2024). Terra: spatial data
analysis. https://cran.r-project.org/web/packages/terra/index.html/

Hijmans, R.J., Etten, J. van, Sunner, M., Boston, D., Bevan, A., Bivand, R., Busetto, L., Canty,
M., Fasoli, B., Forrest, D., Ghosh, A., Golicher, D., Gray, J., Greenberg, J.A., Hiemstra,
P., Hingee, K., Ilich, A., Institute for Mathematics Applied Geosciences, Karney C.,
Mattiuzzi, M., ... Hijmans, R.J. (2023). Raster: geographic data analysis and modeling.
Version 2.5-8. https://CRAN.R-project.org/package=raster/

Kessler, M. (2001). Patterns of diversity and range size of selected plant groups along an elevational
transect in the Bolivian Andes. Biodiversity and Conservation, 10, 1897-1921. https://doi.
org/10.1023/A:1013130902993

Klanrit, P., Kitwetcharoen, H., Thanonkeo, P., Thanonkeo, S. (2023). In vitro propagation
of Philodendron erubescens ‘Pink Princess’ and ex vitro acclimatization of the plantlets.
Horticulturae, 9, 688. https://doi.org/10.3390/horticulturac9060688

Leal, C.G., Barlow, J., Gardner, T.A., Hughes, R.M., Leitao, R.P., Nally, R.M., Kaufmann,
P.R., Ferraz, S.F.B., Zuanon, J., Paula, F.R., Ferreira, J., Thomson, J.R., Lennox, G.D.,
Dary, E.P., Ropke, C.P., Pompeu, P.S. (2017). Is environmental legislation conserving
tropical stream faunas? A large-scale assessment of local, riparian and catchment-scale
influences on Amazonian fish. The Journal of Applied Ecology, 55(3), 1312-1326. https://
doi.org/10.1111/1365-2664.13028

Leimbeck, R.M., Valencia, R., Balslev, H. (2004). Landscape diversity patterns and endemism of
Araceae in Ecuador. Biodiversity and Conservation, 13, 1755-1779. https://doi.org/10.1080/
00837792.2019.1646465

Mateo, R.G., Felicisimo, A.M., Munoz, J. (2011). Species distributions models: A synthetic
revision. Revista Chilena de Historia Natural, 84(2), 217-240. https://doi.org/10.4067/
S0716-078X2011000200008

Moreira, R.M. (2024). Trends and correlation between deforestation and precipitation in the
Brazilian Amazon Biome. Theoretical and Applied Climatology, 155, 3683-3692. https://doi.
org/10.1007/s00704-024-04838-5

Naimi, B. & Araujo, M.B. (2016). Sdm: a reproducible and extensible R platform for species
distribution modelling. Ecography, 39(4), 368-375. https://doi.org/10.1111/ecog.01881

Phillips, S.J., Anderson, R.P., Schapire, R.E. (2006). Maximum entropy modeling of species
geographic distributions. Ecological Modelling, 190, 231-259. https://doi.org/10.1016/j.
ecolmodel.2005.03.026

POWO. (2024). Plants of the World Online. Facilitated by the Royal Botanic Gardens, Kew. http://
www.plantsoftheworldonline.org/

554



Revista de la Academia Colombiana de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales Niche modeling of Philodendron asplundii
49(192):546-555, julio-septiembre de 2025. doi: https://doi.org/10.18257/raccefyn.3095

Prasad, A.M., Iverson, L.R., Liaw, A. (2006). Newer classification and regression tree techniques:
Bagging and Random Forests for ecological prediction. Ecosystems, 9, 181-199. https://doi.
org/10.1007/s10021-005-0054-1

R Core Team. (2024). R: A language and environment for statistical computing. R Foundation for
Statistical Computing, Vienna, Austria. https://www.R-project.org/

Rede Amazonia Sustentavel. 2024. Policy brief: igarapés. https://ras-network.org/wp-content/
uploads/2020/11/RAS Igarapes WEB.pdf

Sakuragui, C.M., Calazans, L.S.B., Soares, M.L., Mayo, S.J., Ferreira, J.B. (2024). Philodendron
in Flora e Funga do Brasil. Jardim Botanico do Rio de Janeiro. https://floradobrasil.jbrj.gov.
br/FB5015/

Thiers, B. (2024). Index Herbariorum: A global directory of public herbaria and associated staff.
New York Botanical Garden’s Virtual Herbarium. http://sweetgum.nybg.rg/science/ih/

Wickham, H. (2023). tidyverse: easily install and load the ‘tidyverse’.
https://doi.org/10.32614/CRAN.package.tidyverse

Zizka, A., Silvestro, D., Andermann, T., Azevedo, J., Ritter, C.D., Edler, D., Farooq, H.,
Herdean, A., Ariza, M., Scharn, R., Svantesson, S., Wengstrom, K., Zizka, V., Antonelli,
A. (2019). CoordinateCleaner: Standardized cleaning of occurrence records from biological
collection databases. Methods Ecology Evolution, 10, 744-751. https://doi.org/10.1111/2041-
210X.13152

555



Revista de la Academia Colombiana de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales
49(192):556-567, julio-septiembre de 2025. doi: https://doi.org/10.18257/raccefyn.3230

Natural Sciences

Citation: Silva Duarte S, et

al. Reproductive biology of
Macrobrachium amazonicum
(Heller, 1862) (Crustacea: Decapoda,
Palaemonidae) from the mouth and
lower Amazon River regions, Brazil.
Revista de la Academia Colombiana de
Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales.
49(192):556-567, julio-septiembre de
2025. doi: https://doi.org/10.18257/
raccefyn.3230

Editor: Arturo Acero

*Corresponding autor:
Sting Silva Duarte;
stingduarte@gmail.com

Received: May 29,2025
Accepted: August 5, 2025
Published on line: August 28, 2025

(@oEle)

This is an open access article distributed
under the terms of the Creative Commons

Attribution License.

Original article

Reproductive biology of Macrobrachium amazonicum
(Heller, 1862) (Crustacea: Decapoda, Palaemonidae) from
the mouth and lower Amazon River regions, Brazil

Biologia reproductiva de Macrobrachium amazonicum
(Heller, 1862) (Crustacea, Decapoda, Palaemonidae) en la
desembocadura y las regiones bajas del rio Amazonas, Brasil

Sting Silva Duarte'*, ©J6 de Farias Lima?, @ Sheyla Regina Marques Couceiro®

! PPGbio, Universidade Federal do Amapa — UNIFAP, Macapa, Amapa, Brazil

2 Empresa Brasileira de Pesquisa Agropecuaria, Embrapa Amapa, Macapa, Amapa, Brazil

3 Laboratorio de Ecologia e Taxonomia de Invertebrados Aquaticos - LETIA, Instituto de Ciéncias e
Tecnologia das Aguas - ICTA, Universidade Federal do Oeste do Para — UFOPA, Santarém, Para, Brazil

Abstract

Reproductive biology studies are crucial for understanding ecological and behavioral processes
and establishing pillars for the sustainable exploitation of species of economic interest. Our study
encompasses the general aspects of Macrobachium amazonicum reproductive biology in two
important artisanal fishing areas: the mouth and lower sections of the Amazon River, located in the
Brazilian states of Amapa and Para, respectively. We captured 6,796 prawns, 4,163 females and 2,633
males, using 20 artisanal traps known locally as matapi. Our results showed that the reproductive
peaks in both areas coincide with the rainy season in the Amazon (November 2017 to April 2018).
Recruitment peaks were observed in July, both in the mouth and the lower Amazon regions. The
average standard length of the females captured in the Amazon mouth was 56.85 + 11.34 mm and
43.57 + 10.48 mm in the lower Amazon section. There was a positive correlation between fecundity
and female size in the regions. The average egg production was 3.026 + 1.169 at the mouth and 1.346
+ 434 in the lower section. The reproductive investment average of the species was 11.05% (+ 1.66)
at the mouth and 12.67% (£ 2.55) in the lower region. The mouth and lower Amazon River regions
are favorable areas for the reproduction of M. amazonicum, as they attract females of all sizes.

Keywords: Reproduction of palemonids; Fertility of the Amazonian prawn; Sexual maturity.

Resumen

Los estudios de biologia reproductiva son cruciales para comprender los procesos ecologicos y
comportamentales de las especies y para el establecimiento de las bases de la explotacion sostenible
de especies de interés econdmico. En este estudio cubrimos los aspectos generales de la biologia
reproductiva de Macrobachium amazonicum en dos importantes areas de pesca artesanal de este
camaron en la desembocadura y el bajo rio Amazonas en los estados de Amapa y Para, respectivamente.
Se capturaron 6.796 camarones, 4.163 hembras y 2.633 machos, utilizando 20 trampas artesanales
conocidas localmente como matapi. Los resultados demostraron que los picos reproductivos en
ambas areas coincidieron con la temporada de lluvias en la Amazonia (noviembre de 2017 a abril
de 2018). Se observaron picos de reclutamiento en julio tanto en la desembocadura como en la
region del bajo Amazonas. En la desembocadura la longitud estandar promedio de las hembras fue
de 56,85 + 11,34 mm y en el bajo Amazonas, de 43,57 + 10,48 mm. Hubo una correlacion positiva
entre la fecundidad y el tamafio de la hembra en ambas regiones. La produccion promedio de huevos
fue de 3.026 + 1.169 en la desembocadura y de 1.346 + 434 en el bajo Amazonas. El promedio de
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la inversion reproductiva de la especie fue del 11,05% (£ 1,66) en la desembocadura y del 12,67%
(£ 2,55) en el bajo Amazonas. Las regiones de la desembocadura y el bajo Amazonas son areas
favorables para la reproduccion de M. amazonicum, ya que atraen hembras de todos los tamafios.

Palabras clave: Reproduccion de palemoénidos; Fertilidad del camarén amazonico; Madurez sexual.

Introduction

The environment is determining for species population characteristics, as it results in
behavioral and biological differences associated with the availability of resources (Bentes
et al., 2016), which determine population sizes by acting directly on the fertility and
fecundity rates of the species (Silva, 2011).

Studying the reproductive biology of the prawn provides information on reproductive
strategies, sexual maturity, reproductive investment, and the number of eggs produced
by the females, which is crucial to evaluate the reproductive potential, as it provides data
useful in the establishment of appropriate management strategies, the conservation and
rational exploitation of natural stocks, and avoiding the depletion risks (Flexa et al., 2005).
Macrobrachium amazonicum (Heller, 1862) is a prawn of great scientific and commercial
interest (Silva et al., 2007), which is widely consumed in the Amazon region. There
are two types of populations related to the environment of occurrence: a) populations
that inhabit rivers, freshwater lakes, and streams with no contact with the coast, and b)
populations living in estuarine regions that depend on brackish water to complete their life
cycle (Moraes-Valenti & Valenti, 2010).

In general, the populations of M. amazonicum are characterized by having a
continuous reproductive activity, with ovigerous females all year round (Sampaio et al.,
2007). However, generalizations can lead to unsustainable exploitation of the species on
a local or regional scale. For example, signs of M. amazonicum overfishing have been
registered in several Amazon regions, such as the Guaruja Bay, in Pard (Lucena-Fredou
et al., 2010), the Braganga Peninsula, in northeast Para (Freire ef al., 2012), and in the
mouth of the Amazon River in Amapa (Lima et al., 2014). In this context, our study
addresses the reproductive biology (reproductive period, sexual maturity, fecundity, and
reproductive investment) of M. amazonicum in two important areas of artisanal shrimp
fishing in the mouth and lower sections of the Amazon River in the Brazilian states of
Amapé and Para.

Materials and methods

Study area

The study area comprises the regions of Mazagdo (00°15°39.9”’S and 51°20 ‘42.3°W)
located on the mouth of the Amazon River in the state of Amapa, and the Ilha das Marrecas
in the lower Amazon River, state of Pard (02°12°19.3”’S and 54°46 17.9°W) (Figure
1). These regions have two distinct climatic periods: the rainy period, between January
and June, and the dry period, from July to December, which coincide with floods and
high waters, and ebb and low waters in the Amazon River, respectively, and change the
environment depending on the flood pulse. In addition to the effect of the flood pulse
resulting from the rains, Mazagao also has a daily influence of the tide, given its proximity
to the sea.

Specimen collection and rainfall data

M. amazonicum specimens were collected monthly from May 2017 to April 2018, using
twenty artisanal traps called matapi (cylindrical creel made by hand using vines and palm
trees from the Amazon floodplain, 50 cm long, 25 cm in diameter and a 5 mm-distance
between splints) baited with Orbignya speciosa flour (babassu) and tied with a rope at a
depth of one meter (De Araujo et al., 2014) in the Amazon River at dusk (5:30 pm) for
a period of 12 h (Lima et al., 2016). The captured specimens were properly labeled and
preserved in plastic bags containing hydrated ethyl alcohol (70%).
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Figure 1. Location of Macrobrachium amazonicum capture areas in the mouth and lower Amazon
between May 2017 and April 2018. (®) Mazagdo, (A ) Ilha das Marrecas

Laboratory analysis

In the laboratory, we made the taxonomic identification, sexing, and biometrics of the
prawns. For the taxonomic identification, we followed Melo (2003). Sexing was determined
based on the presence or absence of the male appendix observed in the endopod of the
second pair of pleopods of each prawn. Biometrics included standard length - SL (distance
measured between the base of the eyeball and the tip of the telson given in mm) (Lima
et al., 2014) measured using an analog caliper (125MEB-6/200, Starfer Itu -Sp, 0.05
mm accuracy) and the total wet mass (g) (TM) a semi-analytical digital scale (AD 330,
Mars, 0.001 g accuracy, Santa Rita do Sapucai-MG, Brazil). The prawns were classified
in the following categories: adult males, adult ovigerous and non-ovigerous females,
and juveniles. Males and females smaller than the smallest ovigerous female found were
considered young (De Almeida Melo et al., 2022), and those with a size equal to or greater
than the smallest ovigerous female were considered adult (Duarte ef al., 2025; Lima et
al.,2014).
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Reproductive aspects

The reproductive period was determined by the occurrence of ovigerous females and
recruitment by the presence of young specimens. To determine the length of the first
individual maturation, we considered the length of classes between the ovigerous females.
We determined the standard length of sexual maturity by analyzing 50% of the ovigerous
females. Fecundity was recorded by direct egg counting of 30 ovigerous females randomly
selected, considering the integrity of the eggs. Females’ egg masses were carefully removed
under a dissecting binocular stereo microscope (K 400L, Motic, Causeway Bay, Hong
Kong), and the eggs in each mass were counted. Egg development stages were classified
according to Wehrtmann (1990): Stage I: freshly extruded eggs, uniform yolk, no visible
eye pigment; Stage II: barely visible eye pigments, and Stage III: eyes clearly visible and
fully developed.

To determine the egg volume, we separated 10 eggs from each ovigerous female to
measure the length (longest axis) and width (shortest axis) under a compound binocular
microscope equipped with a calibrated eye micrometer. The volume of the eggs was
calculated using the Wehrtmann (1990) formula:

V=na*1*h* ()2
where “1” is length; “’H” width in mm, and & = 3.14.

Reproductive investment (RI) was estimated by dividing the egg mass dry weight
by the female’s dry weight and multiplying by 100 to obtain percentage values (Hines,
1982). For this calculation, we used only the dry weight of females with IN-stage eggs
and their egg mass, as suggested by Zimmermann et al. (2015). Then, we conducted a

linear regression analysis between RI and SL, also relating TM to SL (Lima et al., 2014;
Rodrigues et al., 2025).

Statistical analysis

To check the differences in the monthly abundance of ovigerous and non-ovigerous
females between the study areas, we applied a t test (Zar, 1999), and to verify if there were
differences in the average volume of eggs in each of the three embryonic stages, we used
the Mann-Whitney test (U) after checking data normality and homoscedasticity with the
Kolmogorov-Smirnov and Bartlett tests (Ayres et al., 2007).

We used linear regressions at each embryonic stage to describe the relationship
between fecundity and female length (LF), and to analyze the relationship between RI and
female total length (TL), and the relationship between total wet mass (TM) and standard
length (SL). All statistical analyses were performed using the Biostat 5.0 software with o
=0.05 (Ayres et al., 2007).

Results

For the study, we captured 6,796 M. amazonicum specimens from two regions: Ilha das
Marrecas and Mazagdo. The number of individuals collected in Mazagao exceeded that of
Ilha das Marrecas, with females outnumbering males in both locations. The proportion of
ovigerous females was significantly higher in Mazagao compared to Ilha das Marrecas (P
< 0.05). While a considerable number of ovigerous females were found in both regions,
Mazagio presented a greater prevalence.

The size of females (standard length, SL) captured in Mazagdo ranged from 10.07 to
98.99 mm, with an average of 56.85 £+ 11.34 mm. In Ilha das Marrecas, the females had a
SL 0f 9.40 to 92.98 mm, with an average of 43.57 + 10.48 mm, i.¢., the size of females in
Mazagao was larger than that of females in Ilha das Marrecas. The biometric relationships
between the total wet mass (TM) and the standard length (SL) of both sexes in both areas
were statistically significant (Figure 2).

Among the females captured in both areas, 37.73% carried eggs in their abdomen and
62.86% did not (Table 1). In Mazagdo, we found more standard-length class ovigerous
females. In both study regions, the highest number of juvenile prawns was observed in the
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standard-length class (30.4 to 38.4 mm) (Table 1). Only 0.31% of ovigerous females in
Mazagdo and I[lha das Marrecas showed distribution in the standard length class 38.4 to 46.4
mm (Table 1), suggesting that the first gonadal maturation of females in M. amazonicum

populations in both areas occurs with this length.

Total wet mass (g)

0

60

a0

Standard length (mm)

100

120

Figure 2. Biometric proportions (standard length and total wet mass) between M. amazonicum males
and females sampled in Mazagdo and Ilha das Marrecas between May 2017 to April 2018

Table 1. Frequency of M. amazonicum distribution according to the standard-length classes
captured in Mazagdo and Ilha das Marrecas between May 2017 and April 2018. M - Mazagio,
LM - Ilha das Marrecas

Adults Juveniles
Standard Non- Females
length classes Site Males ovigerous . Males Females Total
(SL, mm) females ovigerous

N % N % N % N % N % N %
M 0 000 2 005 0 0.00 70 049 123 1.63 109 0.54
304-384 IM 0 0.00 1 004 0 0.00 134 3.01 235 6.04 370 0.04
38.4-146.4 M 537 1326 220 543 9 022 7 0.17 14 035 773 19.09
IM 9 039 2 009 2 009 83 356 132 566 96 4.12
464544 M 768 1897 652 16.10 168 4.15 34 0.84 0 0.00 1622 40.06
IM 173 742 578 2479 174 746 0 000 86 3.69 925 39.67
5441624 M 253 625 332 820 366 904 0 000 O 000 951 2349
IM 270 11.58 382 1638 204 875 0 000 O 0.00 85 36.71
62.4-70.4 M 8 198 8 220 131 324 0 000 O 0.00 300 741
IM 122 523 67 287 34 146 0 000 0 0.00 223 956
704-78.4 M 30 074 8 020 10 025 O 000 O 0.00 48 119
IM 30 129 17 073 25 107 0 000 O 000 72 3.09
78.4-86.4 M 9 022 35 08 67 165 0 000 0 0.00 111 274
IM 1 004 67 287 9 38 0 000 0 000 158 6.78
9441024 M 57 141 45 111 120 29% 0 0.00 0 000 222 548
IM 1 004 20 08 8 38 0 000 0 0.00 1 0.04
M 1734 4282 1383 34.15 871 2152 70 1.50 123 197 4132 100
Total IM 606 2598 1134 48,62 708 26,50 123 3,55 235 9,39 2664 100
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In Mazagdo, non-ovigerous females and juvenile shrimps capture rates were higher in
the summer (July to October, 2017) than in the winter period (December 2017, January,
February, and April 2018) in places where ovigerous females were more abundant. In Ilha
das Marrecas, non-ovigerous females and juvenile shrimps were more abundant in June,
July, and October 2017. On the other hand, ovigerous females were abundant in the rainy
season (November 2017 to April 2018). Juvenile shrimps were found almost all year
round, but the capture peak in absolute and percentage terms was observed in June and
July in Mazag@o and in June, August, September, October, and March in Ilha das Marrecas,
with 35 to 60.45% capture of juveniles (Figure 3 A-B).

The average number of eggs observed in ovigerous females in Ilha das Marrecas was
1.346 + 434, lower than the average number of 3.026 + 1.169 eggs recorded for ovigerous
females in Mazagdo, showing statistical differences for the quantity of eggs (t = 5.38;
P<0.001). The linear regression for the number of eggs was positive for standard-length
females in every stage of embryonic development (p<0.001), which indicated an increase
in fecundity with growth of ovigerous females (Figure 4 A-B). The linear correlations
between egg volumes in stages I, II, and III were not positive for standard-length females
(Figure 4 C-D), indicating that female size directly influenced egg dimensions.

The average volume of M. amazonicum eggs varied statistically among embryonic
development stages in both study areas (U = 44.04, p = <0.001). However, comparing
the volume of each embryonic stage (I, 11, and III) between the areas, Ilha das Marrecas
showed a higher average for Stage I (304 £ 156) than Mazagao (35.65 + 11.07) (t = 55.00;
P =<0.001). For Stage II, Ilha das Marrecas also had a higher average egg volume (478 +
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Figure 3. Distribution of the absolute frequency of ovigerous, non-ovigerous, and juvenile M.
amazonicum females sampled in Mazagéo and Ilha das Marrecas between May 2017 to April 2018
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183) than Mazagdo (45.29+22,93) (t = 175.00; P = <0.001). In Stage III, the average egg
volume in Mazagdo (39.03 + 4.83) was significantly lower than that observed in Ilha das
Marrecas (643 £+ 197) (t=28.00; P < 0.001), which indicated that ovigerous females from
Ilha das Marrecas produced a considerably larger volume of eggs compared to those from
Mazagao (Table 2).

As for M. amazonicum reproductive investment (R.1.) and SL, there was no significant
relationship (P = 0.89), which indicated that the RI was not determined by the female
length (Figure 5). Females captured in Mazagdo converted an average of 11.05% (+ 1.66
g) of their body weight for egg production, while those captured in Ilha das Marrecas
converted an average of 12.67% (£ 2.55 g).
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Figure 4. Relationship between fecundity and standard-length females for each of the three M.
amazonicum embryonic stages captured in Mazagao and Ilha das Marrecas between May 2017 to
April 2018. A-B. Standard length (mm) and number of eggs; C-D. Standard length (mm) and volume
of eggs

Table 2. Average, minimum, and maximum values of egg volume (mm?) in the three embryonic
development stages of Macrobrachium amazonicum captured in Mazagdo and Ilha das Marrecas
between May 2017 and April 2018

Internship Site N Egg average +SD Minimum Maximum
eggs volume (mm?)
I M 10 35.65 11.07 23.69 67.86
1I M 12 45.29 22.93 20.08 99.62
I M 8 39.03 4.83 31.31 47.44
Internship Site N Egg average +=SD Minimum Maximum
eggs volume (mm?) (mm?3) (mm?)
I LM 14 304 156 163 620
I LM 10 478 183 194 778
1T LM 8 643 197 297 995

M: Mazagdo, IM: Ilha das Marrecas, N: number of shrimps; SD: standard deviation
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Figure 5. Relationship between M. amazonicum standard length (mm) and reproductive investment,
considering all stages of embryonic development of eggs captured in Mazagao and Ilha das Marrecas
between May 2017 and April 2018

Discussion

Macrobrachium amazonicum ovigerous females were captured throughout the study
period in Mazagdo and Ilha das Marrecas, indicating a continuous reproductive cycle
within the population. This reproductive characteristic is common for the species’ healthy
populations in several Brazilian regions (Silva et al., 2002; Sampaio et al., 2007; Bentes et
al.,2011; Lima et al., 2013). It is highly probable that M. amazonicum individual females
undergo multiple cycles of maturation, spawning, and recovery throughout the year (Silva
et al.,2002). Such a pattern was observed in the present study, with ovigerous and juvenile
females found in every month of the sampling period.

Regarding female standard length, the largest specimen was captured in Mazagao.
This difference in length may be associated with the proximity of the Mazagio region
to the mouth of the Amazon River in an area of intense tidal activity and daily transport
of organic matter, which may be contributing to an ‘enrichment’ of this region and the
subsequent improvement of nutritional conditions for female growth. Thus, the standard
length of females collected in Mazagdo was similar to that reported in studies involving
other estuarine areas in the Amazon region (Freire et al., 2012; Hayd & Anger, 2013;
Duarte et al., 2025). Likewise, the females collected in Ilha das Marrecas had similar
lengths to those collected in sweet water systems (Silva & Sampaio, 2004; Silva, 2011).

The peak of M. amazonicum reproductive activity occurred during the winter season
in Mazagdo and Ilha das Marrecas (Figure 4 A-B), indicating a reproductive pattern
influenced by the regional rainfall regime. In the Amazon region, ovigerous females are
also most abundant during the rainy period, similar to our study (Silva et al., 2005; Silva
et al.,2007; Bentes ef al., 2011). In contrast, no relationship with rainfall was seen among
the populations from the Jaguaribe River in northeastern Brazil collected by Sampaio e?
al. (2007), indicating an atypical behavior of this species in the region, probably due to the
locally arid climate. These variations suggest that while M. amazonicum exhibits rainfall-
linked reproductive seasonality in Amazonian ecosystems, this pattern may be modulated
by local environmental conditions, reinforcing the species’ ecological plasticity across
different hydrographic basins.

In our study, we found that only 1,579 females carried eggs in their abdomen.
However, ovigerous females were recorded throughout the entire year, indicating a
continuous reproductive cycle for M. amazonicum populations in both Mazagdo and Ilha
das Marrecas. The size of the gonads’ first maturation was established for 30.4 to 38.4 mm
standard-length class females in both areas. These values are notably lower than those
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reported for other locations such as Combu Island, Icoaraci District, Arapiranga Island, and
Mosqueiro Island, where the size at first maturation was estimated in 55.7 mm (Azevedo,
2004; Bentes et al., 2016; Freire et al., 2012; Lima et al., 2014; Sampaio et al., 2007). The
gonadal maturation in young individuals is common in M. amazonicum prawns (Bentes
et al.,2016; Lima et al., 2014), and reflects an adaptation of the species to environmental
conditions to optimize the maintenance of the population.

Early gonadal maturation in young individuals is a common trait in M. amazonicum
(Bentes ef al., 2016; Lima et al., 2014) and is generally considered an adaptive strategy
that enhances reproductive success under variable or unstable environmental conditions.
The lower maturation sizes observed in this study may reflect specific ecological pressures
or differences in habitat productivity in Mazagdo and Ilha das Marrecas. This plasticity in
reproductive parameters reinforces the ecological adaptability of M. amazonicum, enabling
it to maintain viable populations across diverse environments with varying degrees of
environmental stress and resource availability.

The highest fecundity among prawn species of the Macrobrachium genus has been
reported in M. rosenbergii (De Man, 1879) and M. carcinus (Linnaeus, 1758), with
females capable of producing between 14,000 and 242,000 eggs per spawning event (Lara
& Wehrtmann, 2009). In the present study, fecundity in M. amazonicum increased with
female size, demonstrating a significant positive linear relationship between standard
length and egg number. This pattern has also been described for M. amazonicum (Medina
et al., 2008; Silva, 2011), M. acanthurus (Valenti et al., 1989; Tamburus et al., 2012),
M. olfersi (Mossolin & Bueno, 2002), and M. carcinus (Lara & Wehrtmann, 2009),
indicating that this correlation is a general reproductive trait of the Macrobrachium genus.

Regarding the number of eggs, the minimum and maximum fecundity recorded for
M. amazonicum were 1,099 to 5,011 eggs in Mazagdo and 833 to 2,748 eggs in Ilha
das Marrecas, showing that females in these regions can keep high population densities
throughout the year. Females’ fecundity in estuarine (Mazagdo-AP) and continental (Ilha
das Marrecas-PA) regions was higher than the fecundity recorded for females of the same
species in the Tucurui Hydroelectric Reservoir, Para (Silva et al, 2005), and Vigia city
in Paré (Silva et al., 2002), and similar to the monthly average of females captured in the
Jaguaribe River, Ceara (Silva et al., 2004).

As for the volume of eggs, Ilha das Marrecas (continental) had a larger volume than
that observed in Mazagdo (estuary), demonstrating the standard characteristics of the
reproduction of M. amazonicum, since continental water specimens generally present
an abbreviated larval development and a reduced number of eggs but of great volume
in response to an environment poor in nutrients. Coastal species have a greater quantity
of eggs, smaller in volume, and their complete metamorphosis of planktonic zoea larvae
occurs in the brackish waters of the estuaries (Williamson, 1972; Magalhaes, 1985;
Walker, 1992). This combination of traits exemplifies the genus’ evolutionary adaptation
to diverse environmental conditions.

Differences in maximum reproductive yield in crustacean species are related to the
disparity in female length, biotic or abiotic factors, such as egg size, latitudinal and seasonal
variations, and habitat adaptation (Mantelatto & Fransozo, 1997) that may influence the
reproductive investment. In our study, medium-length M. amazonicum females converted
5.7 - 24.58% of body weight for egg production in Mazagao and 3.5 - 21.35% in Ilha
das Marrecas. These values are close to the 15-31% observed for M. carcinus (Lara &
Wehrtmann, 2009), the 14-30% for M. acanthurus (Anger & Moreira, 1998), the 4-17%
for M. hainanense (Mantel & Dudgeon, 2005), and the 7 to 38% for M. olfersi (Anger
& Moreira, 1998), indicating that reproductive performance is variable in species of
the genus Macrobrachium. In addition, the present study showed that the reproductive
investment of M. amazonicum in Mazagao and Ilha das Marrecas was not related to female
length, since different-length females were able to reproduce (Mantel & Dudgeon, 2005;
Lara & Wehrtmann, 2009).
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Mazagdo (estuary) and Ilha das Marrecas (continental) are favorable areas for the
reproduction of M. amazonicum, since they attract females of all sizes. However, due to
the existence of variations between estuarine and continental M. amazonicum populations
in terms of structure, size, fecundity, and fertility, there is a need to establish different
management measures, including adjustments in fishing equipment and the definition of
minimum catch size for M. amazonicum in Mazagéo and Ilha das Marrecas, according to
the peculiarities of each region. Additionally, the values in the present study evidenced that
the females captured in Mazagdo and Ilha das Marrecas can be potential breeding stock
for aquaculture.
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Resumen

La fundacion de la Universidad Nacional de los Estados Unidos de Colombia en 1868 ocurri6 una
década después de la publicacion de El origen de las especies de Darwin (1859). En la Escuela
de Ciencias Naturales, Fidel Pombo dicté cursos de Zoologia entre 1868 y 1873, y sus estudiantes
Emilio Alvares y José Vicente Rocha escribieron discursos de final de afio lectivo. Otros estudiantes
y profesores también escribieron discursos en diferentes contextos. Examinando el programa de la
asignatura y los discursos quisimos responder las siguientes preguntas: ¢las enseflanzas zooldgicas
de Pombo se enmarcaban en la tradicion bioldgica moderna de interpretacion de la naturaleza en el
contexto de las ideas predarwinianas de transformacion de las formas de vida surgidas durante el
siglo XIX, o de la teoria de la evolucion por seleccion natural de Darwin y Wallace? y ;los discursos
de los estudiantes y profesores mostraban tendencias creacionistas o evolucionistas? El analisis de
las fuentes historicas permitio concluir que el curso de Zoologia de Fidel Pombo sigui6 directamente
el sistema de clasificacion de Cuvier o, indirectamente, el libro Lecciones de Historia Natural de
su discipulo Louis Doyére. Aunque Cuvier pertenece a la escuela francesa predominantemente
catastrofista y esencialista, se infiere de algunos discursos estudiantiles que se discutieron otros
autores transformistas como Buffon, Lamarck o Geoffroy. Otros discursos de estudiantes revelan
una vision positivista, pero fundamentalmente creacionista. El profesor de moral Enrique Cortés
es el primer académico en citar a Darwin en un texto publicado en Colombia; no obstante, su
pensamiento es spenceriano.

Palabras claves: Creacionismo; Enrique Cortés; Evolucionismo; Fidel Pombo; Transformismo.

Abstract

The Universidad Nacional de los Estados Unidos de Colombia was founded in 1868, a decade
after the publication of Darwin’s On the Origin of Species by Means of Natural Selection, or the
Preservation of Favoured Races in the Struggle for Life (1859). At the School of Natural Sciences,
Fidel Pombo taught zoology courses between 1868 and 1873, and his students Emilio Alvares and
José Vicente Rocha wrote end-of-year speeches. Other students and teachers also prepared speeches
in different contexts. Based on the courses’ syllabus and the speeches, we considered the following
questions: Could Pombo’s zoological teachings be framed within the modern biological tradition, or
did he conceive nature within the background of the pre-darwinian evolutionary ideas that emerged
during the 19th century, or within the theory of evolution by natural selection proposed by Darwin
and Wallace?, and did the speeches of the students and teachers express creationist or evolutionist
tendencies? The analysis of historical sources allowed us to conclude that Fidel Pombo’s zoology
class followed directly Cuvier’s classification system, or, indirectly, the book Lessons in Natural
History, written by his disciple Louis Doyére. Although Cuvier belongs to the catastrophic and
essentialist French school, it can be inferred from the student speeches that other transformist authors
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such as Buffon, Lamarck, and Geoffroy were discussed in Pombo’s courses. Other student speeches
manifested a positivist, but fundamentally creationist vision. Enrique Cortés, a professor of morals,
was the first Colombian academic to quote Darwin, but his thinking is nonetheless Spencerian.

Keywords: Creationism; Enrique Cortés; Evolutionism; Fidel Pombo; Transformism.

Introduccion

El estudio sobre la introduccion y recepcion del darwinismo en Iberoamérica se remonta a
1972 (Glick, 1974) y ha continuado desde entonces (Glick, 1982; Glick et al., 1999; Argueta,
2009, Orozco, 2010, Barahona, 2012, Ruiz et al., 2015, entre otros). El darwinismo
ingres6 en nuestro medio asociado frecuentemente al positivismo de tinte lamarckiano y
spenceriano, lo que desde el inicio gener6 algidos debates con los creacionistas. Pioneros
del darwinismo fueron Fritz Miiller en Brasil desde 1864 y Felipe Poey en Cuba desde 1869
(Glick, 1982; Glick et al., 1999), Eduardo Ladislao Holmberg desde 1875 en Argentina
(Orozco, 2010), Justo Sierra desde 1881 en México (Ruiz et al., 2015) y Belisario Diaz
Romero desde 1892 en Bolivia (Argiieta, 2009), para mencionar solo algunos.

En comparacion con otros paises latinoamericanos, los pioneros del darwinismo en
Colombia aparecieron relativamente tarde. Aunque las primeras menciones del trabajo de
Darwin en Colombia aparecieron durante los afos setenta del siglo diecinueve y se hicieron
mas frecuentes en los ochenta, la mayoria de estos autores interpretaron de manera errada
la teoria de la evolucion por seleccion natural. Una de las confusiones mas frecuentes
consistio en referirse al fenomeno evolutivo como un proceso direccional en el que las
especies eran cada vez mas complejas y perfectas, culminando con la aparicion de nuestra
propia especie.

Orozco (2010) plantea como Colombia, a diferencia de otros paises latinoamericanos,
“no tuvo un precursor del darwinismo y no hubo una persona especifica que lo defendiera,
siendo realmente sus contradictores quienes lo dieron a conocer”. Por su parte, Olga
Restrepo, pionera en el estudio de la recepcion del darwinismo en Colombia, adopta en sus
obras un enfoque de tipo histdrico, socioldgico y cultural (Restrepo, 1993), y presenta el
darwinismo, no como una teoria simplemente aceptada o rechazada, sino como un terreno
de discusion, interpretacion y adaptacion por parte de diversos actores con diferentes
agendas politicas, pedagogicas o religiosas (Restrepo, 2007). En cuanto a la recepcion,
Restrepo destaca a Juan de Dios Carrasquilla, quien en su ensayo Del influjo de las
ciencias naturales en la civilizacion y el progreso (1888) hizo una “viva defensa del
darwiniasmo que integra perfectamente los argumentos centrales de una teoria cientifica”
(Restrepo, 1995b). Carrasquilla distingui6é claramente las concepciones evolutivas de
Lamarck, Cuvier y Darwin, y explico el surgimiento de la teoria de la evolucion por
seleccion natural en el contexto del fijismo europeo, reconociendo, ademas, la contribucion
independiente de Alfred Russell Wallace (Carrasquilla, 1988). Nosotros destacamos,
ademas, a Carlos Arturo Torres, quien en su ensayo Diletantismo cientifico (1898)
demostr6 un conocimiento profundo de las obras de Darwin, Huxley, Haeckel y Spencer,
diferenciando el darwinismo del positivismo spenceriano y corrigiendo interpretaciones
erroneas comunes en el pensamiento colombiano de la época.

En lo tocante a los profesores y cursos de la naciente Universidad Nacional de los
Estados Unidos de Colombia, Restrepo y Becerra (1995b) afirmaron que

una década después de la primera comunicacion de Darwin y Wallace sobre la
teoria de la evolucion por seleccion natural [...] ya se habian introducido temas que
muestran algiin conocimiento de la cuestion en varios de los programas de la Escuela
de Ciencias Naturales.

En Restrepo y Forero (1995a) y Restrepo (1995) se sefiala que el contenido del
curso de Zoologia de Pombo culmina con el estudio de la “zoologia filosdfica”, y trata
sobre “el plan jeneral de la naturaleza en la organizacion animal” y de los “diferentes
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instintos de los animales en lo que hace referencia a la conservacion del individuo i
de la especie, i1 de la relacion del animal para con sus compafieros”. Al interpretar los
programas, Restrepo y Becerra (1995) afirmaron que los profesores de la Escuela de
Ciencias Naturales ensefiaban temas evolutivos controversiales y simpatizaban con
las ideas expresadas por Darwin (1859) en El origen de las especies, aunque también
sefialaron que “El capitulo final [del Programa de Zoologia] y los temas desarrollados tal
vez hicieran mayor referencia a Lamarck que a Darwin, lo cual no deja de ser interesante”
(Restrepo & Becerra, 1995b).

En un escrito previo (Marquinez et al., 2022b) demostramos como en el capitulo
sobre geografia de las plantas del curso de botanica de Francisco Bayon (1868), se aborda
el origen de las especies vegetales, pero planteado desde una perspectiva biogeografica
influida por Augustin Pyramus de Candolle y no en clave darwiniana. Por su parte, el curso
de geologia y paleontologia elaborado por José Maria Gonzalez (1871) se inscribe dentro
de la escuela catastrofista y esencialista de Cuvier y de su discipulo Alcide d"Orbigny.

Aqui nos propusimos analizar en detalle el contenido y el contexto evolucionista del
curso de Zoologia de Pombo (1868). Para ello revisamos el programa de dicho curso y
determinamos sus posibles fuentes primarias, y evaluamos algunos de los discursos que los
estudiantes debian dar al final del aflo académico en torno a las asignaturas cursadas, con
especial énfasis en dos de ellos dedicados a la asignatura de zoologia escritos por Alvares
(1868) y Rocha (1868). También analizamos el discurso del profesor Cortés (1872), el
cual es probablemente el primer texto en el que se menciona explicitamente a Charles
Darwin en Colombia (Restrepo, 1995a). La pregunta especifica que nos planteamos
fue qué teorias creacionistas o evolucionistas (catastrofismo, lamarckismo, darwinismo,
etc.), subyacen en el curso de Zoologia de Fidel Pombo, asi como en algunos discursos
estudiantiles y el escrito por Enrique Cortés (1872).

La filosofia zoologica de Pombo (1868)

Teorias evolutivas previas al curso de Zoologia de Fidel Pombo

Las primeras concepciones del fendémeno evolutivo se inspiraron en la idea de la cadena
del ser de Aristoteles. Esta concepcion hizo parte central de la primera teoria formal de
la evolucion propuesta por Jean Baptiste Lamarck, profesor de zoologia del Museo de
Historia Natural de Paris, en Philosophie Zoologique (Lamarck, 1809). Segiin Lamarck,
la naturaleza genera espontaneamente formas simples que a través de transformaciones
sucesivas originan formas mas complejas y perfectas, culminando con la especie humana.
Su mecanismo se sustentaba en la accion de los fluidos internos que moldean las partes
ductiles de los organismos y en el efecto complementario del uso, el desuso y la herencia
de caracteres adquiridos (Lamarck, 1809).

Otros naturalistas del Museo de Historia Natural de Paris defendieron la transmutacion
de las especies. Desde una perspectiva deista, George Louis Leclerc, Conde de Buffon,
sostuvo que las especies se originaron de manera independiente en moldes de arcilla gracias
a la accion del calor de la tierra primigenia y a las fuerzas de atraccion que actuaron sobre
las moléculas organicas dando lugar a los primeros seres vivos (Mayr, 1982; Appel, 1987;
Caponi, 2010). Estas especies “nobles”, originadas en el hemisferio norte, se desplazaron
hacia los tropicos con el posterior enfriamiento del planeta y alli fueron modificadas
mediante un proceso de degeneracion, dando origen a nuevas especies (Mayr, 1982;
Rostand, 1985; Appel, 1987; Caponi, 2010). Etienne Geoffroy Saint Hilaire, por su parte,
vislumbré el mecanismo de seleccion natural al argumentar que los cambios ambientales
afectan el desarrollo embrionario de los seres organizados, modificando su estructura y,
por lo tanto, su funcionamiento y habitos de vida. Si estas modificaciones resultan en
efectos deletéreos, los seres que las expresan perecen y son reemplazados por otros cuyas
modificaciones se ajustan a las nuevas condiciones ambientales. Geoffroy afirmoé que los
diferentes estados de desarrollo embrionario por los que transcurre una especie representan
formas animales mas simples con las que estan relacionados evolutivamente. También
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intuy6 el concepto de homologia al argumentar que los rasgos comunes entre diferentes
especies constituyen evidencia de un proceso de transmutacion y la existencia de ancestros
comunes (Geoffroy, 1829; Mayr, 1982; Rostand, 1985; Appel, 1987).

En contraste, Georges Cuvier, paleont6logo y anatomista comparado del mismo Museo,
gran defensor del fijismo, argumenté desde una perspectiva esencialista y teleologica que
los grupos zooldgicos actuales habrian sido creados de manera independiente; que cada
especie fue creada con un proposito particular y cada drgano para cumplir una funcioén
especial; que la estructura de los organismos refleja la funcion que deben cumplir; que
la semejanza entre especies resulta de necesidades “adaptativas” similares, y que las
funciones comunes y su sucesion en diferentes capas estratigraficas no implican ancestria
compartida o transmutacion. Cuvier objetd cualquier idea de evolucion argumentando
que las especies son armonicas desde el punto de vista funcional y estructural, por lo
tanto, no podrian sobrevivir si alguno de sus rasgos esenciales fuera modificado de manera
sustancial. Cuvier también refuté la idea lamarckiana de cambio gradual y continuo al
seflalar la ausencia de formas intermedias entre los principales grupos taxondmicos de
plantas y animales. Rechazd, asimismo, la idea de evolucion hacia mayores niveles de
perfeccion al afirmar que los organismos son una combinacién de estructuras simples y
complejas (Cuvier, 1829; Mayr, 1982; Rostand, 1985; Appel, 1987; Rudwick, 1997).

Cuvier también documenté periodos repentinos de extincion de faunas locales
asociados con terremotos, erupciones volcanicas, inundaciones y cambios climaticos
(Cuvier, 1812, 1826, 1829; Mayr, 1982; Rostand, 1985; Appel, 1987; Rudwick, 1997).
Estas observaciones conforman la base de lo que se conoce como la escuela catastrofista,
que es contraria a la nocidon de evolucion gradual, con lo que reforzo la nociodn fijista de
primera mitad del S XIX.

La perspectiva lamarckiana del fenémeno evolutivo fue retomada en Inglaterra por
Robert Chambers en Vestiges of the natural history of creation and other evolutionary
writings (Chambers, 1844) y por Herbert Spencer en el campo de las ciencias sociales y
humanas. Este ultimo resulta de particular relevancia, pues sus ideas fueron comiinmente
amalgamadas con las Darwin. Spencer (1857) propuso la existencia de leyes naturales
inmutables, entre ellas la del cambio evolutivo; parafraseando a Lamarck, en su ensayo
Progress: its law and cause propuso que existe una direccionalidad del proceso de cambio
hacia mayores niveles de complejidad, heterogeneidad, integralidad y perfeccion. Para
Spencer la evolucion de lo humano también estd impulsada por las leyes del uso y el
desuso, y por la herencia de caracteres adquiridos. Unos afios después, en First principles
(Spencer, 1863) plante6 que la seleccion natural influye en el éxito relativo de las
sociedades humanas. Esta aproximacion, conocida como “darwinismo social”, tuvo una
amplia aceptacion entre mediados de la década de 1860 y finales del siglo XIX. Spencer
acufid la expresion “supervivencia del mas apto”, término que Alfred Russel Wallace, en
carta fechada el 2 de julio de 1866, sugiri6 a Darwin para que la empleara en nuevas
ediciones de su obra, con el fin de con mayor claridad el concepto de seleccion natural
(carta disponible en https://www.darwinproject. ac.uk/letter/DCP-LETT-5140.xml).

La publicacion de EI origen de las especies (1859) desafio profundamente las
concepciones fijistas y teleologicas predominantes hasta mediados del siglo XIX. La obra
fue rapidamente traducida a varios idiomas europeos. La primera traduccion al espafiol,
realizada por Enrique Godinez, solo aparecidé en 1877 y se basé en la sexta edicion
(darwin-online.org.uk). Esta demora contribuye a explicar la recepcion tardia y parcial del
darwinismo en Colombia.

Breve reseiia de Fidel Pombo Rebolledo (1837- 1901)

Fidel Pombo hacia parte de la aristocracia criolla, era hijo del politico y diplomatico
Lino Pombo y hermano menor del poeta Rafael Pombo. Estudié en el Colegio de San
Bartolomé y en el Colegio Militar, donde comenzo estudios de ingenieria y matematicas;
posteriormente cursé Ingenieria en la Escuela Cientifica de Sheffield de la Universidad
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de Yale, de la que se gradud en 1858. Posteriormente viajo y vivié en Londres; en 1867
regres6 de Europa, fundoé una libreria en Bogota y se incorpor6é como profesor de geometria,
mineralogia y zoologia en la Universidad Nacional de los Estados Unidos de Colombia,
siendo uno de los fundadores de la Academia de Ciencias en 1872 (Museo Nacional,
2013). Garcia (1955) sefiala que cuando iniciaba sus estudios a comienzos de los afos 80
del siglo XIX, solo existian cuatro librerias en Bogota, una de ellas, la de Fidel Pombo,
especializada en “ciencias exactas — teoricas y aplicadas- y de ciencias fisicas y naturales”.
Lo anterior habla de su caracter erudito y bibliofilo. Pombo fue curador del gabinete de
mineralogia del Museo Nacional cuando este estuvo en las instalaciones de la Escuela de
Ciencias Naturales (1870-1874). Posteriormente fue director del Museo Nacional desde
1885 hasta su muerte en 1901, donde desplegd una labor para hacerlo crecer estimulando
donaciones, valiéndose de la prensa como organo de difusion y la ayuda de sus vinculos
familiares y cientificos (Pérez, sin fecha).

Programa de zoologia de Pombo (1968)

El programa de zoologia de Pombo (1868) contiene unas “nociones preliminares” y
tres temas principales: zoologia fisiologica, zoologia descriptiva y zoologia filoséfica.
El programa parece seguir el primer volumen de Lecciones de Historia Natural de
Doyére (1847), traducido del francés al espafiol por Lucas Tornos (Figura 1S, https://
www.raccefyn.co/index.php/raccefyn/article/view/3161/4576). Se examinaron otras
posibles fuentes alternas como el volumen Elementos de Zoologia de Laureano Pérez-
Arcas (1861), el cual tiene alguna afinidad en contenidos, aunque el orden de los temas
es bastante diferente. No se observd ninguna relacion con el sistema de clasificacion de
mamiferos propuesto por Lucian Bonaparte (1841).

El programa de Pombo (1868) y el texto de Doyére (1847) comienzan con unas
nociones preliminares relativas a la division en los tres reinos clasicos segun el sistema
natural de Linnaeus. La diferencia entre los reinos que alli se argumenta es reminiscente de
las ideas de Aristoteles en su tratado Sobre el alma: los minerales no viven, los vegetales
viven, pero ni sienten, ni se mueven, y los animales viven, sienten y se mueven por libre
voluntad, pero carecen de un alma inmortal, excepto el hombre (Blainville, 1822). Estas
ideas también aparecen en el discurso de 1868 de Rocha, discipulo de Pombo:

Mui pronto este hombre se formara una idea general de la materia animada i la
distinguira facilmente de la materia inanimada. Poco tiempo después distinguira la
materia animada de la materia vegetativa i encontrara tres grandes divisiones en el
espectaculo armonioso de la naturaleza, que son el reino animal, el vegetal i el mineral
(Rocha, 1868).

Tanto en el texto de Doyére (1847) como en el programa de Pombo (1868), se
registran en el campo de la zoologia fisiologica las funciones de la vida vegetativa (nutri-
cion, digestion, circulacion, respiracion, calor animal y reproduccion) y las de la vida
animal (sistema nervioso, sensibilidad y los cinco sentidos). El organismo animal es la
organizacion en accion, o sea, el conjunto de los 6rganos y de sus funciones.

La zoologia descriptiva de Pombo (1868) y de Doyeré (1847) siguen el programa de
Cuvier: los caracteres sobre los que deben establecerse las divisiones de este reino son los
de las funciones animales, es decir, las sensaciones y el movimiento, porque hacen del ser
un animal y, ademas, establecen su grado de animalidad. El corazén y los érganos de la
circulacion son una especie de centro para las funciones vegetativas, asi como el cerebro y
el tronco del sistema nervioso lo son para las funciones animales.

A partir de estas consideraciones, Cuvier establece cuatro ramas o tipos cuyas
divisiones responden a ligeras modificaciones dadas por el desarrollo o el aumento de
algunas partes, sin modificar la esencia del plan. Estas son las cuatro ramas: vertebrados,
articulados, anélidos y zoofitos. A manera de ejemplo, los vertebrados se caracterizan
por tener un esqueleto interno y por la ubicacion del sistema nervioso en posicion dorsal
respecto del sistema digestivo.
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Pombo (1868) sefald que seguia el “sistema de Cuvier con las modificaciones mas
notables que se han introducido”, seguramente basado directa o indirectamente en la obra
Regne animal distribué d’aprés son organisation, puesto que su programa, asi como
el libro de Doyere, se cifien estrictamente al sistema de clasificacion animal de Cuvier
(1829). En Doyére (1847) se discuten algunos conceptos teniendo en cuenta otros autores
(Buffon, Geoffroy y Blainville, pero no Lamarck), y estas serian las modificaciones mas
notables que cita Pombo. Por otra parte, el libro de Doyére contiene una geografia de los
animales que no esta presente en el programa de Pombo, en cambio, éste presenta una
breve “zoologia filosofica ™

Nociones sobre el plan general de la naturaleza en la organizaciéon animal —
Consideraciones jenerales sobre los diferentes instintos de los animales en lo que hace
referencia a la conservacion del individuo i de la especie, i de las relaciones del animal
con sus compatfieros” (Pombo, 1868).

Las tematicas generales de zoologia filosofica son desarrolladas en los dos discursos
de los alumnos Emilio Alvares y José Vicente Rocha, que eran requisito para aprobar la
“clase elemental de Zoologia”, y debian ser leidos publicamente al terminar el curso.

El plan de la naturaleza: discurso de Emilio Alvares (1868)

En el inicio del discurso, Alvares (1868) nos habla de la época anterior a la aparicion de
los primeros seres organizados:

los tiempos primitivos de la creacion, en que la tierra, después de haber sido un
inmenso globo liquido, presentd en su superficie una corteza solida, formada por la
parte mas exterior de su masa enfriada por la irradiacion hacia los espacios celestes.

Alvares parece hacer referencia a Buffon (1778), quien planted por primera vez
una vision histérica de la naturaleza. Buffon pensaba que si la tierra se habia originado
como una bola de fuego, podria calcular el tiempo requerido para su enfriamiento, asi
que experiment6 con esferas de hierro candente y luego escald sus datos a una esfera
del tamafio de la tierra; posteriormente plantedé composiciones mas realistas y, finalmente,
calcul6 que la tierra tendria al menos 75.000 afios (Gould, 2014). Buffon establecio siete
épocas que corresponderian a los siete dias de la creacion en el Génesis.

Posteriormente, Alvares (1868) sefiald como surgieron los diferentes organismos
sobre la tierra:

Puede decirse casi con seguridad, que las criptogamas formaron el primer organismo
viviente sobre la tierra, que todavia estaba temblorosa y se resentia de las tormentosas
catastrofes que por ella cordilleras i mares de lava o de lodo, no podian desarrollarse i
vivir sino plantas que como las criptogamas, parece que se alimentaran con el jugo de
las rocas [...] Cuando comenzaron a desprenderse de las primeras flores que abrian
sus corolas al mundo, gratos i fragantes perfumes que formaban el primer himno
de gracias, el primer incienso que la naturaleza ofrecia a su Creador; fué entdnces,
que aparecieron los primeros animales, para presentarse despues i en ltimo lugar el
hombre, rei de lo creado i para el cual parece que Dios se hubiera esmerado en formar
tanta maravilla (Alvares, 1868).

Hasta este punto, se trata de un creacionismo por épocas, siguiendo la linea de las
criptogamas, plantas con flores, animales y el hombre. Se trata de uno de los temas centrales
cuyo germen estd en Aristoteles y que resurge en los siglos XVII y XVIII: la gran cadena
del ser. Es un relato historico, creacionista, aunque no con la temporalidad del génesis;
también es teleoldgico, pues remite a una causa final, la creacion del hombre.

En seguida se propone la idea de grandes catastrofes sucesivas en la fauna, antes
del surgimiento del hombre, de las cuales tenemos noticia por sus restos fosiles, lo que
responde a la vision del catastrofismo de Cuvier y de su alumno Orbigny:
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Antes del hombre el universo vié aparecer muchas especies distintas de animales
cuyas especies, primitivamente creadas, fueron desapareciendo sucesivamente, i hoi
no tenemos noticias de ellas sind por sus restos fosiles encontrados en el seno de
la tierra. Después de esta sucesion de especies animales, la tierra llegd a un estado
adecuado para que el hombre pudiera habitarla (Alvares, 1868).

A continuacién, sin embargo, Alvares (1868) plantea el debate entre Cuvier y otros
naturalistas del siglo XIX. Cuvier se consideraba completamente empirista y prevenia
constantemente de los peligros del razonamiento a priori y de la especulacion alejada del
examen de los hechos positivos; por su parte, otros pensadores como Lamarck, Geoffroy
y Blainville, los dos primeros transformistas y el ultimo antievolucionista, creian que
era imposible arribar al conocimiento verdadero por simple inspeccion de los hechos. Se
requerian “Principios”. Para determinar qué hechos serian relevantes, las deducciones a
priori no presentarian peligro para la ciencia si después eran corroboradas por el examen
detallado de los hechos (Appel, 1980).

Segun Alvares (1868), la zoologia, ademas de su componente descriptivo,

alza su vuelo atrevido hasta las rejiones mas elevadas, en donde permanecen velados
los secretos del Omnipotente, sus invariables principios [...] Los conocimientos que
se tienen hoy, sobre los principios que han servido al Omnipotente en la creacion de
los animales, el plan que ha seguido en la creacion de todos ellos, i las harmonias
organicas que en la serie animal se encuentran....

Dos grandes sistemas de clasificacion animal se confrontaban en la escuela francesa de
mediados del siglo XIX. El primero, de Cuvier, el fundador de la anatomia comparada, se
basaba en la organizacion interior de los seres como se vio anteriormente (Cuvier, 1829),
y el segundo, propuesto por Blainville, se basaba en los caracteres externos (Blainville,
1822; Appel, 1980), lo que Alvares (1868) retoma asi: “Cuando se examina con una sola
ojeada toda la escala de los animales se ve que no hai nada mas variado, “tanto en las
formas exteriores, como en la organizacion interior”.

En seguida se plantea que algunos seres, como el hombre, presentan

un tipo perfecto de organizacion, funciones muy complicadas i érganos especiales
para cada una de las funciones. Otros, como los infusorios, presentan una organizacion
que se podria llamar degradada, las funciones confundidas entremezcladas las unas
con las otras, los 6rganos poco multiplicados; en una palabra, encontramos “seres
perfectos y seres imperfectos”.

Alvares (1868) también se pregunta:

cComo es que la naturaleza ha marchado en la formacion de su obra? — ;Habra
comenzado por el ser mas perfecto, por el hombre, i habra ido degradando su “tipo”, su
creacion para formar el infusorio? — O ;habra comenzado por el menos perfecto de los
seres animados, i por mejoras, por perfeccionamientos hechos a su obra habra podido
elevarse hasta el ser inteligente i libre que Linneo ha llamado Homo sapiens? — Esto
parece ser lo mas probable.

George Louis Leclerk, conde de Buffon, creia que las primeras especies, a las
que llamoé nobles, experimentaron un transformismo por degeneraciéon a medida que
colonizaban nuevas regiones alejadas de los centros de origen. A partir de los fosiles
que estudid, consideraba que los seres creados en las primeras edades de la tierra eran
perfectos y que se transformarian por degeneracion en formas cada vez mas imperfectas.
Lamarck (1809), en cambio, mostré como las clases zooldgicas pueden seguir un orden
incremental de perfeccion, direccionalidad del cambio que explico a partir de sus ideas
del uso y el desuso y la herencia de caracteres adquiridos. Sin embargo, en ninguna parte
del discurso de Alvares se menciona a Lamarck, tampoco en los textos de los autores
consultados por Pombo, siendo un autor ignorado por sus contemporaneos (Appel,
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1980). Alvares y Pombo, consideraban que el orden en que la naturaleza ha marchado
corresponde al perfeccionamiento de los tipos y, a continuacion, examinaron los principios
que la naturaleza ha seguido para perfeccionar su obra.

El primer principio propuesto es el de la “division del trabajo”: en los seres menos
perfectos, que ocupan un lugar inferior en la serie animal, “su organizaciéon es mucho
mas simple, sus o6rganos son ménos numerosos, ménos variados, i sus funciones por
consiguiente son ejecutadas con ménos perfeccion”. En los mas perfectos, como el hombre,
la naturaleza

ha dado a cada acto especial de las funciones de la vida un 6rgano particular; ha
hecho del organismo un inmenso taller, en donde cada obrero esta encargado de un
trabajo especial, el cual ejecuta con puntualidad i esactitud, pues no tiene otra cosa
que distraiga su atencion. La accion unanime i regular de estos obreros infatigables,
la marcha perfecta de esta maquina viviente, constituye la vida de un organismo
completo - Para no citar mas que un ejemplo veamos el movimiento en los animales
superiores - El cerebro produce la escitacion, da la orden; el cerevelo la regulariza; el
nervio la trasmite, el musculo la ejecuta. Ved aqui cuatro 6rganos distintos concurrir
para producir una sola accion; pero por la multiplicacion de estos 6rganos la accion es
perfecta (Alvares, 1868).

Este principio es fundamental en el fijismo de Cuvier, si todos los 6rganos estan
perfectamente adaptados y cumplen una funcion precisa, cualquier cambio en el disefio
de uno de ellos seria fatal para el organismo, pues destruiria su armonia funcional. Para
explicar la diversidad de los organismos animales, Cuvier acepta la diferencia en perfeccion
entre las diferentes clases de la organizacion animal, pero no acepta que existan formas
intermedias entre las clases, rechazando la gran cadena del ser, por lo que cada una de las
clases corresponderia a una creacion independiente. Asi, Alvares y Pombo consideran,
siguiendo a Cuvier, que

no parece cierto que la naturaleza haya tomado un solo tipo para la creacion de los
animales. Por el contrario, parece que se deja ver en ellos, que se han formado varios
tipos, aunque en pequefio nimero; i es viendo las cosas de esta manera que se ha
llegado a la division de los animales en cuatro brazos o tipos principales- vertebrados,
articulados, moluscos i zoofitos.

El segundo principio que menciona Alvares entra, hasta cierto punto, en contraposicion
con el primero:

Otro de los principios que se dejan percibir en el plan de la naturaleza para formar los
animales, es la “tendencia a la uniformidad”. Este es uno de los puntos mas bellos i
de mas alta importancia, pues por el analisis completo de ¢l se puede trazar, en cierto
modo, el camino seguido por el grande artifice en la creacion de la serie animal. Si
tomamos dos animales muy distantes por su organizacion, un mamifero y un zodfito,
por ejemplo, es dificil a primer aspecto determinar las analojias que presentan i hacen
notar la tendencia a la uniformidad de organizacion. Pero si abrazamos de una sola
mirada toda la serie animal; si marchamos de la clase superior hasta la inferior, pasando
en revista todos los seres que las componen, tendremos que convenir que, aunque en
la serie entera haya animales mui distintos unos de otros, considerados en masa tienen
grandes analojias, viéndose en ellos que la naturaleza ha tomado un pequefio nimero
de 6rganos, los cuales ha modificado para cada animal, segin los usos que en ¢l debian
llenar. Esto es lo que ha hecho a muchos zo6logos decir que los animales forman una
escala no interrumpida de seres, i que todos estdn organizados conforme a un tipo
{inico mas o menos modificado (Alvares, 1868).

Geoffroy de Saint Hilaire introdujo en la zoologia francesa el concepto de homologia,
el cual fue redefinido en la biologia postdarwiniana, y que, inicialmente, se entendia como
afinidad estructural y posicional, algunas veces oculta, entre huesos y otros elementos
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corporales al comparar diferentes grupos de animales. Geoffroy (1829) reconoci6é una
cierta constancia en el nimero y disposicion relativa de los huesos del esqueleto entre las
cuatro clases de vertebrados. Posteriormente quiso ampliar este concepto a la organizacion
interna de organismos pertenecientes a los invertebrados, buscando un bauplan, o unidad
de tipo. Como Cuvier consideraba que cada tipo correspondia a un plan de creacion
independiente, se generd un agrio debate entre Geoffroy y Cuvier, el cual ha sido analizado
a fondo por Appel (1987).

Blainville en cambio mantuvo una posicion intermedia entre la continuidad del plan
morfologico de Geoffroy y la discontinuidad de los tipos propuestos por Cuvier. Para ello,
en su clasificacion defini6 series jerarquicas de subreinos, tipos, clases, etc. Cada grupo
debia considerarse como un todo para determinar la superioridad o inferioridad relativa
respecto a otro grupo. Pero, /cudles eran los criterios para juzgar la superioridad en las
series superiores de clasificacion? Blainville definia a los animales como seres organizados
que poseen sensibilidad y movimiento, pero carentes de un alma inmortal. Entre mas
capacidad de sentir y de moverse tuviera un animal, mas alto seria el nivel en la serie o
escala, siendo los 6rganos del sistema nervioso el criterio mas importante.

Una vez ordenadas las series, Alvares (1868) reconoce que:

Se encuentran sin embargo en algunos tipos anomalias, si se puede decir asi, que hacen
que una clase marche paralelamente a otra, como puede verse en los vertebrados i
en los articulados, en los cuales hai clases que podrian marchar paralelamente a los
mamiferos i a los insectos. Es por esto que algunos zodlogos en lugar de asemejar el
reino animal a una escala no interrumpida de seres [la gran cadena del ser, Charles
Bonnet], lo comparan a un rio, que estrecho i débil al principio de su curso, aumenta
después su caudal avanzando hacia el mar, sin arrastrar siempre todas sus aguas
por el mismo lecho; sino que a veces se divide en brazos que, o se vuelven a reunir
inmediatamente, o siguen separados hasta mas adelante, perdiéndose adelante en la
arena, para reaparecer mas alla y seguir adelante su camino.

Lamarck (1809) diria que, luego de hacer grandes esfuerzos por ordenar cada una
de las series o tipos siguiendo una escala de perfeccion, existian atin muchos grupos que
no podian localizarse adecuadamente sin interrumpir la continuidad de las series, por
ejemplo, ;donde colocar a las ballenas en una serie de mamiferos? Si el Unico factor
fuera la tendencia inherente de la naturaleza a una mayor perfeccion, contariamos con
series perfectas; sin embargo, un segundo factor, el poder adaptativo del ambiente sobre
los animales, a través de sus necesidades, originaria anomalias en las series. Blainville
(1822) propone un concepto similar: las anomalias se darian no por el perfeccionamiento
o degeneracion en la serie, sino por haberse adaptado a vivir y atrapar sus presas en un
determinado ambiente; en este sentido, Blainville considera a los cetaceos, por ejemplo,
como edentados anormales, o al 1émur volador como una anormalidad de los primates
(Appel, 2014).

Por tltimo, Alvares (1868) concluye que

Estos cuatro tipos asi por la naturaleza tomados [los tipos propuestos por Cuvier] i
modificados para la formacion de cada especie o de cada familia animal, segin las
costumbres, el jénero de vida i los medios en el que el animal debid desarrollarse, han
formado el cuadro completo que la mano de Dios a trazado ante el universo.

En general, el texto de Alvares hace un recorrido por la zoologia europea, principal-
mente la francesa, de la primera mitad del siglo XIX. Su pensamiento es creacionista,
aunque por momentos reemplaza a Dios por la naturaleza y los principios que esta ha
seguido en la creacion de los animales, asi que no es un creacionismo de tiempos biblicos,
sino histdrico, en el sentido de reconocer un tiempo profundo en el origen de las especies.
Mas alld del empirismo estricto, reconoce la necesidad de descubrir o reconocer unos
principios para entender la zoologia y entre ellos incluye el de “division del trabajo”
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y el de “uniformidad”; posteriormente acepta los cuatro tipos o ramas de Cuvier en la
organizacion de los organismos, aunque manteniendo la idea de series de perfeccion en
cada rama, en el sentido de Blainville. Finalmente, para explicar las anormalidades en
las series de perfeccion admite el efecto transformador de las costumbres, el género de
vida y los medios en que el animal debid desarrollarse, concepto que pudo ser tomado de
Lamarck directamente o, con mayor probabilidad, de Blainville. El texto flucta entre el
creacionismo y el transformismo, entre la unidad de plan de Geoffroy y los tipos de Cuvier.
Sin embargo, en todos los casos es predarwiniano.

El paradigma fijista del instinto: discurso de José Vicente Rocha
(1868)

El breve programa de filosofia zooldgica de Pombo hace énfasis en lo que hoy deno-
minariamos etologia animal: “Consideraciones jenerales sobre los diferentes instintos de
los animales en lo que hace referencia a la conservacion del individuo i de la especie, i de
las relaciones del animal con sus compaiieros”. La parte central del discurso de su alumno
Rocha (1868) hace una reflexion historica de las ideas sobre el instinto y la inteligencia
en los animales:

Buffon concede a los animales la vida i el sentimiento lo mismo que Descartes i les
concede también la conciencia de su existencia actual; pero les niega el pensamiento,
la reflexion, la memoria o conciencia de lo pasado i la facultad, de comparar
sensaciones o de tener ideas. Reaumur lo mismo que Buffon confunde el instinto
con la intelijencia i no creyendo negar sino la inteligencia Buffon niega hasta el
instinto; i Reaumur les concede hasta la inteligencia no creyendo concederles sino el
instinto. Jorje Leroy confunde también lo mismo que Buffon i Condillac el instinto
con la intelijencia. Busca el orijen de los instintos particulares de los animales en
alguna circunstancia general de sus facultades ordinarias: derivando la industria de
la debilidad, la sociabilidad del temor, el instinto de hacer provisiones del hambre
precedentemente sentida, i llega hasta decir que los viajes de las aves son el fruto de
una instruccion que se perpetua de raza en raza.

A continuacion hace algunas reflexiones acerca de las industrias (construccion de
nidos, madrigueras y otras estructuras) y de la sociabilidad en algunos animales, y contintia
asi su argumento:

Lo que importa es buscar los limites que separan el instinto de la inteligencia; los
limites que separan la inteligencia del hombre de la de los animales. Poseyendo estos
limites, la cuestion tan largo tiempo debatida de la inteligencia de los animales tomara
un nuevo aspecto. [...]

Los animales no tienen instruccién ninguna de por si, todo lo que el animal hace lo
hace por instinto i sin haberlo aprendido. ;Quién ensefia al gusano de seda a formar su
capullo? No puede haber visto a sus parientes porque una generacion no ve a la otra
[...]- ¢Quien no conoce el bello arquitecto de las abejas?, Alli reina una orden i método
admirable, siempre rejidas por las mismas leyes” (Rocha, 1868).

Si contrastamos estos parrafos con la definicién que George Cuvier da sobre instinto
(tomado de Martinez, 1994), rapidamente concluimos que este es el autor seguido por
Pombo en su programa de zoologia y por Rocha en su discurso:

Existe en gran numero de animales, una facultad diferente de la inteligencia; es
aquella llamada instinto. Esta les hace producir ciertas acciones activas necesarias a la
conservacion de la especie, pero a menudo totalmente extrafas a la necesidad aparente
de los individuos, a veces también muy complicadas y que, si debieran ser atribuidas
a la inteligencia, supondrian una prevision y conocimiento infinitamente superiores a
aquellos que se pueden admitir en las especies que la ejecutan. Las acciones producto
del instinto no son tampoco el efecto de la imitacion, pues los individuos que las
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practican no las han visto hacer nunca a otros [...]. Son tan claramente propiedad de la
especie, que todos los individuos las ejecutan de la misma manera sin perfeccionarlas
en nada.

Cuvier ejemplifica esto ltimo con las abejas, quienes construyen “desde el comienzo
del mundo edificios muy ingeniosos”, sefialando a continuacion que las abejas y avispas
solitarias forman estos nidos complicados

para depositar en ellos sus huevos. Sale de este huevo un gusano, que nunca ha visto
a su madre, que no conoce nada de la estructura de la prisiéon donde esta encerrado y
que, una vez metamorfoseado, construye sin embargo una perfectamente semejante
para su propio huevo.

De nuevo aqui Cuvier muestra un pensamiento creacionista. La idea fijista del instinto
es mas moderada en su hermano Frederick Cuvier, quien dice, por ejemplo:

El caracter de invariabilidad que se ha dado a las acciones del instinto no debe ser
tomado en un sentido completamente absoluto. El animal conserva siempre el
ejercicio de sus sentidos, el grado de inteligencia que le es propio y emplea ambos de
la manera mas favorable en la accion instintiva en la que esta siendo llevado. (Tomado
de Martinez, 1994).

Evidentemente, las ideas planteadas son completamente opuestas a la vision que
establece Darwin sobre el instinto animal al final del capitulo VIII de EIl origen de las
especies (1859):

He intentado demostrar que los instintos varian ligeramente en estado natural. Nadie
discutira que los instintos son de importancia suma para todo animal. Por consiguiente,
no existe dificultad real en que, cambiando las condiciones de vida, la seleccion natural
acumule hasta cualquier grado ligeras modificaciones de instinto que sean de algin
modo utiles.

En relacion con el estudio de los instintos y la inteligencia, Pombo reconoce
parcialmente un debate que surgi6 en el siglo XIX y que seria el nicleo de lo que mas
adelante conformaria la disciplina que llamamos etologia. Sin embargo, desconoce
posiciones evolucionistas de este debate, entre ellas las de Geoffroy de Saint-Hilaire y la
del propio Charles Darwin.

Creacionismo o evolucionismo en otros discursos estudiantiles

En su tercer afio en la Escuela de Ciencias Naturales, Michelsen-Uribe (1870) hace un
sentido elogio de las ensefianzas recibidas porque estdn

fundadas en la minuciosa observacion de los hechos mas comunes, dan la razén y
explican la causa de los continuos fendmenos que nos presenta el universo y que
“tienen por objeto el sostenimiento de la creacion”, la naturaleza es el verdadero libro
de la sabiduria.

De la zoologia y la botanica dijo:

El hombre creado para gobernar i gozar de la naturaleza, no se contentd con admirar
asombrado la obra portentosa del Creador. Quiso conocer los animales, estudiarlos
detenidamente y observar el provecho que podia sacar del conocimiento [....]
reconoci6 luego que entre los vegetales unos le dan suaves y sabrosos alimentos, otros
le ayudan a soportar las contrariedades de la vida.

Sobre la geologia y mineralogia afirmo:

Elevado sobre el resto de la creacion, enorgullecido por su poder, asombrado con los
frutos de su perseverante trabajo, no satisfecho con conocer a fondo lo que lo rodea,
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sediento de ciencia, esculco con avidez el suelo que lo sostiene, escudrifid en un
momento lo que gasto siglos en formarse, rectifico lo que su inteligencia habia previsto,
ino dejo a la naturaleza ni los secretos que ocultaba en las entrafias de la tierra.

Sobre la agricultura plante6 que esta

debe llamar con preferencia la atencion i el estudio el naturalista colombiano; cuando
esta ciencia haya perfeccionado los procedimientos para elaborar la superficie de nuestro
territorio, 1 haya ensefiado a nuestros agricultores a ahorrar esfuerzos i a multiplicar los
dones de la naturaleza, es que conviene penetrar en la espesura de nuestros bosques para
sacar las preciosidades que encierran i extender a ellos nuestras poblaciones.

Luego de su recorrido por la Escuela de Ciencias Naturales, Michelsen-Uribe cuenta
ya con un pensamiento utilitarista, convencido de las posibilidades del progreso y de la
ciencia, pero sigue siendo creacionista:

La ciencia fue i es el elemento indispensable [del] progreso. Hombres como Cavendish,
Priestley, Dalton, Newton, Lavoisier, Berthollet, Gay-Lussac, Wollaston, Audibon i
Franklin, han hecho en silencio, i paso a paso, por la prosperidad de su patria, mas que
Wellington, Napoleon i Washington. Gracias a ello la ciencia cuenta en el numero de
sus inteligentes obreros, a los principes Carlos L. Bonaparte i Max de Neuwied, a los
condes de Dundonald, de Buffon i de Lacepedé, a los barones Cuvier i de Humboldt i
otros cuya lista numerosa seria largo i cansado recitaros.

Entre los hombres de ciencia que cita estan franceses, ingleses y algunos americanos, cita
a Cuvier y a Buffon, pero no a Lamarck, Geoffroy o Darwin, es decir, a ningin evolucionista.

Otros discursos de estudiantes indican permanentemente un pensamiento creacionista
y deista en los estudiantes de la Universidad Nacional: “Desde que el hombre fue creado ha
sido incansable en la indagacion de la verdad; ella ha sido siempre el idolo de sus suefios
de bienestar” (Lopez, 1870). “El grande autor de la naturaleza, que es portentosa obra de
la creacion todo lo formoé perfecto i armonico, se reservo, si pudo decirlo, la organizacion
del hombre para demostrar su infinita sabiduria” (Herrera, 1873). “El hombre fue creado
después de todos los otros seres, i su frente estaba adornada con la corona del poder; el
mundo entero habia de ser su habitacion; i los innumerables seres organizados estaban
sometidos a su voluntad” (Useche, 1868).

La naturaleza se anim¢6 desde que la tierra comenzd a moverse: el movimiento presidio
a la vida del hombre, i cuando este abrid los ojos al mundo, lleno de admiracion debid
encontrar, por donde quiera que los dirija, al movimiento como la base de todo [...] Su
existencia, en efecto, fue posterior a la del mundo entero, al cual venia a servir como
de coronamiento (Aparicio, 1868).

“La necesidad de un Ser supremo la sentimos i reconocemos, contemplando uno
cualquiera de los seres de la creacion: nuestra imajinacion se confunde i un abismo nos
aterra al querer investigar la intima naturaleza de las cosas” (Garcés, 1870).

Esta bien reconocido que todo lo cre6 Dios antes que al hombre, pues al abrir este
los ojos al mundo se encontréd rodeado de cuanto podia necesitar: es indudable que los
animales le precedieron; que tenian organizacion i vida propia... (Pareja, 1870).

Casi todos los discursos mostraron una vision deista, creacionista y generalmente
relacionada con una serie lineal en la que el hombre ocupaba la posiciéon mas elevada
entre los animales y seres vivos. En ningtn discurso se nombra la palabra evoluciéon o
transmutacion al hablar de los seres vivos. Solo en un caso se plantea al hombre como un
“noble” animal y no como un producto de la creacion:

(Que es el hombre? Las ciencias naturales, que han tomado este noble animal
para analizarlo escrupulosamente, desde la posicion vertical que ocupa, i que le es
privativa, hasta encontrar en la economia de su cerebro las aptitudes propias para el
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pensamiento i su desarrollo como para el uso de la palabra, aptitudes que no presenta
ningun animal, no obstante la semejanza de organizacion de algunos de estos con
el hombre; las ciencias naturales, digo, contestaran un dia satisfactoriamente aquella
pregunta, que a las generaciones que quedan hacen constantemente las generaciones
que se van (Angulo, 1870).

Evolucionismo moral: el “spencerismo” de Enrique Cortés

Debemos cerrar comentando que, tal como sefala Restrepo (1995), Enrique Cortés,
profesor de la Universidad Nacional y catedratico de moral, es el primer académico en
mencionar a Darwin en Colombia, en su discurso de cierre del afio lectivo 1872:

El reino animal presenta una sucesion tan continuada i una escala tan distinta de
organizaciones cada vez mas perfecta, hasta llegar al hombre, que ha encontrado entre
los sabios la atrevida teoria de Mr. Darwin, por la cual el desarrollo i perfeccionamiento
de los individuos son fendmenos pertenecientes tambien a la vida colectiva. Segun
el, la lei de la “eleccion natural” i de la concurrencia vital presiden a la formacion
i aparicion de mas perfectos jéneros i de nuevas i mas maravillosas especies;
coronamiento de las cuales es la especie humana, que ha hecho su aparicion de mil
sucesivas transformaciones, en escala ascendente; siendo el hombre el mas avanzado
esponente 1 el mas sorprendente desarrollo de la fuerza progresiva de la vida en la
superficie de nuestro globo (Cortés, 1872).

Sin embargo, el propdsito de Cortés no es analizar aspectos del mundo biologico,
sino defender la reforma educativa instruccionista recién aprobada en 1870. Por ello, acto
seguido, Cortés (1872) menciona a Herbert Spencer:

Finalmente, esta misma teoria del desarrollo progresivo acaba de producir en Inglaterra
un nuevo sistema de filosofia moral i ética, llamado la “teoria de la evolucion moral”,
cuyo atrevido espositor es Mr. Herbert Spencer, i segtin la cual los sistemas filosoficos
i morales se circunscriben i deben obedecer al estado de desarrollo i adelanto en que
se encuentra el espiritu humano. O mejor dicho, que la filosofia moral es una ciencia
que jamas alcanzara sus ultimos linderos, asi como no puede jactarse de alcanzarlos
ninguna ciencia positiva.

Demos sefialar que existen claras diferencias entre las teorias de Darwin y Spencer:
Darwin trataba de definir una ley que permitiera entender el origen y evolucion de las
especies bioldgicas, en tanto que Spencer buscaba una ley universal que diera cuenta de la
evolucion de las sociedades y de la moral. La novedad del trabajo de Darwin consistio en
proponer un mecanismo para el proceso evolutivo, la seleccion natural, en tanto que Spencer
fundamento sus ideas en la “supervivencia del mas apto”. La teoria de la seleccion natural
no es teleoldgica, en tanto que la ley de Spencer si busca establecer una ley progresiva.

Cortés (1872) continta su discurso afirmando:

Sea cual fuere la tlltima verdad acerca de estas varias teorias, lo cierto es que el espiritu
humano esta acercandose visiblemente al descubrimiento de una gran lei universal, que
lleva por tipo distintivo el desarrollo i por fin la unidad. Por lo demas, la historia del
hombre no es otra cosa que una continua labor de desarrollo en un sendero ascendente
no interrumpido.

Conclusiones

Los profesores de las diferentes catedras de la Escuela de Ciencias Naturales que
analizamos aqui tuvieron como fuentes primarias textos franceses o espafioles (Marquinez
et al., 2022a, 2022b, esta investigacion). La zoologia de Pombo (1868) tuvo como fuente
a Doyére (1847), alumno de George Cuvier, ambos adscritos a la escuela francesa,
principalmente catastrofista y esencialista.
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Aunque en el curso de Zoologia de Fidel Pombo, al igual que en los cursos de Botanica
y de Geologia y Palentologia (Marquinez, 2022b), se discutieron temas referentes al
origen y transformacion de las especies, las ideas correspondian a autores transformistas
franceses como Jean Baptiste Lamarck o Etienne Geoffroy, o a autores fijistas como Cuvier
y Blainville, sin ninguna referencia a las propuestas de evolucion por seleccion natural de
Charles Darwin.

Los alumnos de los diversos cursos de la Escuela de Ciencias Naturales en sus
discursos de cierre de afio lectivo manifestaron visiones progresistas y positivistas, pero
fundamentalmente creacionistas. Enrique Cortés (1872), profesor de moral, es el primer
académico que cita a Darwin en un texto publicado en Colombia, sin embargo, por sus
propositos, sus argumentos, sus conclusiones y su pensamiento no se le puede calificar
como darwinista en el sentido bioldgico y si claramente como spenceriano.

Informacion suplementaria

Ver la informacién suplementaria en https://www.raccefyn.co/index.php/raccefyn/article/
view/3161/4576
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Resumen

La familia Sphagnaceae tiene diez especies registradas en Cuba, todas categorizadas como
“Amenazadas” en la Lista Roja de la flora de Cuba. Sin embargo, esta clasificacion es preliminar
y aln no existen criterios suficientes para establecer una categoria siguiendo las directrices de la
TUCN. En este trabajo se utilizan los modelos de nicho climatico generados con Maxent para evaluar
el estado de conservacion de estas especies en el contexto del cambio climatico. Se utilizaron los
criterios A 'y B de la Lista Roja de Especies Amenazadas y se estimaron las zonas prioritarias para
su conservacion utilizando el paquete redlistr en el sofiware R. Dos de las especies de Sphagnum
evaluadas cumplen con los criterios suficientes para ser asignadas a una categoria de amenaza. Aunque
dichas especies tienen un buen grado de proteccion en el Sistema Nacional de Areas Protegidas,
existen zonas prioritarias para la conservacion fuera de sus limites. El estado de conservacion de la
familia Sphagnaceae en Cuba se ve afectado por el efecto del cambio climatico. En este contexto, las
zonas mas elevadas de los sistemas montafiosos del oriente cubano pueden funcionar como refugios
climaticos para estos briofitos.

Palabras clave: Briofitos; Distribucion de especies; Especies amenazadas; Modelos de nicho
climatico; IUCN.

Abstract

The Sphagnaceae family has ten species recorded in Cuba. All of them are categorized as Threatened
in the Red List of the Cuban Flora. However, this is a provisional categorization, and there are not
enough criteria to establish a category according to [IUCN guidelines. Here, we used climate niche
models generated with Maxent to assess the conservation status of these species in the context of
climate change. We applied criteria A and B of the Red List of Threatened Species. We estimated the
priority areas for the conservation of these bryophytes with the redlistr package for R software. Two
of the Sphagnum species evaluated meet enough criteria to be categorized as threatened. Although
the Sphagnaceae are protected by the National System of Protected Areas, there are priority areas
for their conservation beyond those boundaries. Their conservation status in Cuba is affected by the
effects of climate change. The highest mountain systems in eastern Cuba may act as climatic refuges
for these bryophytes.

Keywords: Bryophytes; Species distribution; Threatened species; Climate niche models; [UCN.
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Introduccion

Cuba posee la mayor diversidad biolégica de las Antillas en el Caribe. La flora del
archipiélago esta representada por mas de 6.600 especies, entre las cuales destacan las
gimnospermas, con 19 especies y 63,2 % de endemismo, y las angiospermas, con 6.542
especies y 52,6 % de endemismo (Capote ef al., 2011; Greuter & Rankin, 2016). Sin
embargo, el pais no estd exento de los efectos del cambio climatico y, por su condicion
insular, es vulnerable a ellos, lo que exige la evaluacién continua del estado de la
diversidad biolédgica y la determinacién de los factores que inciden en su conservacion y
uso sostenible.

Los bridfitos son componentes fundamentales de los bosques tropicales, pues tienen
una gran diversidad, biomasa y conjunto de funciones ecoldgicas (Glime, 2017). Los
musgos pueden reflejar el efecto del cambio climatico de forma mas rapida que las plantas
vasculares debido a que son poiquilohidros y no pueden regular el contenido hidrico, sino
que dependen completamente de la cantidad de agua disponible en el ambiente, lo que los
convierte en excelentes bioindicadores para el monitoreo ambiental (Hao & Chu, 2022).

La familia Sphagnaceae Dumort. es una familia monogenérica (Sphagnum L.) con
cerca de 300 especies descritas alrededor del mundo, de las cuales aproximadamente
160 se encuentran en el Neotropico (Ceosta, 2020). Su distribucion corresponde
fundamentalmente a lugares humedos, pobres en nutrientes y humedales acidos que van
desde las zonas cercanas al nivel del mar hasta altitudes por encima de los 3.000 metros
(Seppelt, 2012).

Cuba es uno de los paises de las Antillas Mayores con mayor diversidad de musgos.
Su distribucion se concentra principalmente en las zonas montafiosas del pais, teniendo
mayor representatividad en el territorio oriental (Motito & Potrony, 2010). La familia
Sphagnaceae se encuentra distribuida en zonas de arenas cuarciticas de Pinar del Rio y la
Isla de la Juventud, asi como en las partes mas altas y huimedas de las montafas orientales
(Sierra de Nipe, Alto de Iberia, Pico Bayamesa, Pico Turquino y Gran Piedra) (Motito &
Rivera, 2017).

En el pais se han reportado diez especies de Sphagnum: S. henryense Warnst., S.
imbricatum Hornsch. ex Russ., S. macrophyllum, S. magellanicum Brid., S. meridense
(Hampe) Miill. Hal., S. palustre L., S. perichaetiale Hampe, S. portoricense, S. recurvum
P. Beauv. y S. strictum Sull. (Gonzalez-Torres et al., 2016; Motito & Potrony, 2010).
Todas las especies de la familia presentes en Cuba se encuentran reportadas en la lista
roja de la flora cubana bajo la categoria preliminar de “Amenazadas” (Gonzalez-Torres
et al., 2016), la cual es una categoria nacional que se otorga cuando se cumple el criterio
preliminar del especialista del grupo. Las especie(s) en cuestion se podrian asignar a una
de las categorias de amenaza establecidas por la Union Internacional para la Conservacion
de la Naturaleza (IUCN), pero atin no se cuenta con los criterios que esta exige (Gonzalez-
Torres et al., 2016).

La capacidad predictiva de los modelos de distribucion de especies (MDE) empleados
para proyectar el espacio geografico-ecologico en el pasado y en el futuro incluye nuevas
técnicas y herramientas de analisis de los problemas concernientes a la conservacion
de la biodiversidad bajo una perspectiva de cambio climatico (Pliscoff & Fuentes-
Castillo, 2011). Los MDE permiten establecer una asociacion entre las observaciones
georreferenciadas de la presencia o abundancia de las especies y los factores o variables
predictoras ambientales, tales como el clima, el suelo y la topografia, entre otros (Pearson,
2007). Su uso hace posible crear representaciones cartograficas del espacio geografico y su
idoneidad para la presencia de una especie en funcion de las variables vigentes actualmente
y bajo posibles escenarios de cambio climatico, lo que permite establecer areas prioritarias
de conservacion de las especies pertinentes (Burneo & Benitez, 2020).

El objetivo del presente trabajo fue evaluar el estado de conservacion de las especies
de la familia Sphagnaceae presentes en Cuba a partir de modelos de nicho climatico, y
proponer su actualizacion a nivel nacional siguiendo las directrices de la IUCN.
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Materiales y métodos
Datos de distribucion y seleccion de las variables predictoras

La presencia de las especies de Sphagnum se verificd a partir de datos del herbario del
Centro Oriental de Ecosistemas y Biodiversidad (BSC) de Santiago de Cuba. Ademas,
se reviso el repositorio digital que contiene los registros del Herbario de la Academia de
Ciencias del Instituto de Ecologia y Sistematica (HAC) y el Herbario del Jardin Botanico
Nacional Johannes Bisse de la Universidad de la Habana (HAJB) (Greuter & Rankin,
2023; Regalado et al., 2010). Solo el Herbario del Centro Oriental de Ecosistemas y
Biodiversidad contaba con registros georreferenciados para las especies de Sphagnum.
Se reviso la literatura cientifica publicada hasta la fecha utilizando el programa Publish
or Perish v.8 (Harzing, 2010) y el motor de bisqueda de Google Scholar, y también se
busco en la base de datos Global Biodiversity Information Facility (GBIF, 2022; Ramirez
et al., 2022; Solomon & Stimmel, 2021). Se buscaron registros de todas las especies de
Sphagnum reportadas en el pais: S. henryense Warnst., S. imbricatum Hornsch. ex Russ., S.
macrophyllum Bernh. ex Brid., S. magellanicum Brid., S. meridense (Hampe) Miill. Hal.,
S. palustre L., S. perichaetiale Hampe, S. portoricense Hampe, S. recurvum P. Beauv. y S.
strictum Sull.

Se utilizaron 20 variables predictoras, de las cuales 19 son variables bioclimaticas
que representan tendencias anuales, estacionalidad y factores ambientales limitantes
o extremos, en tanto que la restante corresponde a un modelo digital de elevacidn, es
decir, se trata de una variable topografica. Todas ellas se obtuvieron de la base de datos
WorldClim con una resolucion espacial de 30 arcsec (aproximadamente 0,83 km?) (Fick
& Hijmans, 2017). Antes de la seleccion de estas variables se construyeron modelos
preliminares usando las capas de altura de dosel y de formaciones vegetales. Sin embargo,
los resultados no representaron una contribuciéon importante en cuanto a la altura de dosel,
en cambio, las variables relacionadas con las precipitaciones, la temperatura y la elevacion
lograron capturar de mejor manera el efecto de las formaciones vegetales. Dada la pérdida
de informacion al usar esta variable categérica (formaciones vegetales), se decidié no
utilizarla.

El nimero de variables utilizadas en los modelos finales se redujo mediante dos filtros.
En el primero, mediante una correlacion de Spearman efectuada con el paquete Hmisc del
software R (Harrell, 2019; R Core Team, 2020), se eliminaron aquellas variables que
mostraron un alto grado de correlacion (> 0,7 o < -0,7) para evitar la redundancia espacial
que pudieran tener. En el segundo, se calcul6 el factor de inflacion de la varianza (variance
inflation factor, VIF) en el paquete HH del software R (Heiberger, 2018; R Core Team,
2020) para eliminar la multicolinealidad entre las variables restantes, asumiendo que si el
VIF era mayor a 5, las variables perturbarian el modelo y harian dificil el establecimiento
de un conjunto 6ptimo de factores ambientales explicativos (Mateo et al., 2011).

Después de aplicar ambos filtros, se agregaron aquellas capas consideradas importantes
en la ecologia de las especies de Sphagnum. Para los escenarios de cambio climatico se
usaron las mismas variables bioclimaticas en tres escenarios futuros construidos por el
modelo GISS-E2-1-H (NASA/GISS, 2018). Se eligieron escenarios de baja (SSP126),
media (SSP370) y alta emision (SSP585) de gases de efecto invernadero en dos periodos
de tiempo: 2040-2060 y 2080-2100, los cuales estan preestablecidos en la base de datos
WorldClim (Fick & Hijmans, 2017). La variable de elevaciéon se mantuvo por considerar
que no variaba considerablemente en el periodo evaluado como para influir de manera
diferente en los modelos obtenidos. Todos estos datos se descargaron con la misma
resolucion espacial que las variables utilizadas para la modelacion de la actualidad.

Elaboracion de los modelos de distribucion de especies

Para generar los MDE se utiliz6 el método de maxima entropia en el programa Maxent, el
cual muestra la distribuciéon mas cercana a la homogeneidad (situacion de entropia maxima
en la que todos los valores tienen la misma probabilidad de ocurrir), pero restringiéndola
segun la informacion bioldgica disponible y las condiciones ambientales del area de
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estudio (Elith et al., 2011). Se eligi6 este algoritmo debido a que produce modelos bastante
robustos con pocos registros de presencia y es especialmente eficaz para datos relativos
unicamente de presencia (Pearson et al., 2006).

La configuracion de salida de los modelos se realizo con la funcion logistica por
la facilidad con la que permite interpretar los resultados. Este formato proporciona una
estimacion de la probabilidad de presencia entre 0 y 1, donde 1 representa la maxima
probabilidad y 0 la probabilidad nula. Para evitar el sobreajuste se utilizé un valor de
regularizacion de 2,0 siguiendo las sugerencias de Radosavljevic y Anderson (2014). Se
hizo una prueba jacknife y se construyeron curvas de respuesta que permitieran evaluar la
importancia de cada variable utilizada. Los modelos actuales se proyectaron a escenarios
climaticos de los periodos comprendidos entre los afios 2040 y 2060, y los afios 2080
y 2100. Con el fin de facilitar la evaluacion del estado de conservacion, los modelos
obtenidos para los escenarios actuales y los futuros se convirtieron en mapas binarios de
presencia-ausencia utilizando el umbral de 10 percentiles de los datos de entrenamiento.

Para hacer el ‘remuestreo’ y obtener resultados mas robustos, se realizaron 100
réplicas con el método de boostrap, las cuales se promediaron para obtener el modelo final.
Para validar los MDE se calcul6 el valor del area bajo la curva (AUC) de la caracteristica
operativa del receptor (ROC), considerado un método estandar para evaluar la precision de
los modelos predictivos de distribucion. Se considera que un valor de AUC superior a 0,7
corresponde a un buen ajuste del modelo, mientras que valores de 0,5 sefialan resultados
inadecuados, ya que la prediccion seria similar a la obtenida por un analisis realizado al azar
(Pearce & Ferrier, 2000). Los mapas finales de distribucion potencial se construyeron a
partir de estos modelos con el software QGIS (QGIS Development Team, 2022).

Evaluacion del estado de conservacion: tasa de cambio, extension de presencia y drea
de ocupacion

La evaluacion del estado de conservacion a nivel nacional de las especies de Sphagnum
se hizo segun las directrices y criterios de la Lista Roja de la IUCN. Con base en la
disponibilidad de los datos de distribucion se evaluaron los criterios Ay B (IUCN, 2012a,
2012b, 2019; Rodriguez et al., 2015). El criterio B se refiere a la distribucion geografica
representada como extension de presencia (B1) y area de ocupacion (B2) (IUCN, 2012a,
2012b, 2019; Gonzalez-Torres et al., 2016), los cuales se calcularon a partir de los MDE.
El criterio A se evalué como la reduccion del tamafio de la poblaciéon que se proyecta
alcanzar en diez afios en concordancia con una reduccion del area de ocupacion (A3c). Con
el fin de estimar fluctuaciones extremas o la reduccion continua de esta medida, se calculd
el porcentaje de pérdida del area de ocupacion para periodos de 50 y 100 afios. Para ello se
utilizé el paquete redlistr del software R (Lee et al., 2019; R Core Team, 2020).

Ademas, se comparo la extension de la presencia en cada periodo de tiempo modelado
para determinar si existian fluctuaciones extremas o disminucion continua en este para-
metro. El numero de localidades se baso en el nimero de registros de presencia siempre
que estuvieran separados por mas de 1 km?. En los casos en que la evaluacion basada en los
criterios sugirio una categoria diferente, se eligio la categoria de mayor amenaza. Para las
especies que no poseian datos suficientes para establecer los MDE, se sugiri6 la categoria
de “Datos insuficientes” (DD) (IUCN, 2012a, 2012b).

El paquete redlistr utilizado para la evaluacion del estado de conservacion se basa en
cuatro familias de funciones: 1) la tasa de cambio, que brinda medidas o estimaciones del
grado de cambio en la distribucion de las especies en un periodo de tiempo especifico,
permitiendo utilizar el criterio A para la evaluacion de especies en peligro; 2) la extension
de presencia, que calcula dicha medida mediante un poligono convexo minimo, pudiéndose
evaluar el criterio B1; 3) también se puede calcular el area de ocupacion usando una
cuadricula con un tamafio especifico para evaluar el criterio B2, en este caso, el tamafio
de celda usado para determinar el area de ocupacion fue de 1 Km?, de esta forma se evitd
sobrestimar este pardmetro al obtener las medidas de modelos y no de puntos de presencia,
y (4) la incertidumbre geométrica se emplea para asegurarse de que el area de ocupacion
calculada sea la minima posible (Lee et al., 2019).
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Riqueza de especies y zonas prioritarias para la conservacion

A partir de los mapas binarios obtenidos con el umbral de presencia de 10 percentiles de
los datos de entrenamiento se construyeron mapas de riqueza de especies para el escenario
actual y para posibles escenarios de cambio climatico usando el método de ensamblaje de
modelos (stacking) (Fuentes et al., 2019). Este consiste en la sumatoria ponderada de los
mapas binarios de presencia-ausencia de cada especie para generar un mapa en el que cada
pixel posee un valor correspondiente a la riqueza de especies.

Para establecer las zonas prioritarias de conservacion, se determinaron aquellas mas
expuestas a los efectos del cambio climatico, dirigiendo el analisis hacia las areas que
poseian mas de tres especies. Para ello se superpuso a los mapas de riqueza una reticula
que dividio el area en 460 celdas hexagonales de aproximadamente 100 km?. El tamafio
de celda se eligi6 mediante la herramienta de estadistica zonal de QGIS, seleccionando
la media de los pixeles internos como estadistico a calcular, de manera que facilitara la
visualizacion de las areas (Fuentes ef al., 2019). Para cada celda se determiné un indice
que describe los cambios relativos en el nimero de especies, el cual se interpreté como un
indicador de la posible exposicion al cambio climatico (Fuentes et al., 2019).

El indice de exposicion se calculé a partir de la riqueza de especies en la actualidad y
la proyectada en los tres escenarios de emision para el periodo comprendido entre los afios
2080 y 2100 con la herramienta estadistica zonal de QGIS (QGIS Development Team,
2022) y siguiendo la propuesta de Fuentes et al. (2019) calculada como:

o riqueza futura — riqueza actual
Exposicion = —1 X - x 100.
riqueza actual

Se superpuso un mapa del Sistema Nacional de Areas Protegidas de Cuba (SNAP)
con los mapas de exposicion, con el fin de evaluar el grado de proteccion brindado por el
SNAP a las areas mas expuestas al cambio climatico. Este fue descargado de la Base de
Datos Mundial de Areas Protegidas (World Database on Protected Areas, WDPA) (UNEP-
WCMC & IUCN, 2023).

Resultados

Importancia de las variables predictoras

Las variables predictoras seleccionadas después de aplicar los dos filtros fueron la
temperatura media anual, el rango diurno de temperatura, la temperatura estacional, la
precipitacion del mes mas himedo y la estacionalidad de las precipitaciones. Ademas,
se agregaron la elevacion y la precipitacion anual por considerarse importantes en la
distribucion de los musgos Sphagnaceae. Las variables de mayor importancia en los
modelos generados para los diferentes escenarios climaticos y periodos de tiempo fueron
la elevacion, las dos variables estacionales (estacionalidad de las precipitaciones y
temperatura estacional), la media del rango diurno de temperatura y un factor limitante
(precipitacion del mes mas hiimedo) (Tabla 1).

Las variables con mayor ganancia al ser empleadas de forma aislada, con mas
informacion util por si mismas y, por lo tanto, con mayor porcentaje de contribucion,
fueron la estacionalidad de las precipitaciones (para Sphagnum macrophyllum Bernh. ex
Brid. y el periodo comprendido entre los afios 2080-2100 de S. perichaetiale); 1a elevacion
(S. meridense 'y S. palustre en el periodo entre 2080-2100); la media del rango diurno de
la temperatura (S. palustre entre 2040-2060); la precipitacion del mes mas hiimedo (S.
perichaetiale entre 2040-2060), y la temperatura estacional (S. recurvum).

Por otra parte, se determind un grupo de variables que de ser eliminadas disminuirian
la ganancia en los modelos obtenidos, y que poseia mas informacion util que ninguna
otra variable utilizada. Este grupo incluia la media del rango diurno de temperatura (S.
macrophyllum y S. palustre), la temperatura estacional (S. meridense y S. recurvum) y la
estacionalidad de las precipitaciones (S. perichaetiale).
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Tabla 1. Porcentaje de contribucion de las variables predictoras utilizadas en la modelacion de cinco
especies de Sphagnum en Cuba. Biol: Temperatura media anual. Bio2: Rango diurno de temperatura.
Bio4: Temperatura estacional. Bio12: Precipitacion anual. Bio13: Precipitacion del mes mas hiimedo.
Biol5: Estacionalidad de las precipitaciones. Elv: elevacion. Los mayores valores de contribucion
aparecen en negrita

Variables predictoras

Especies
Elv. Biol Bio2 Bio4 Biol2 Biol3 Biol5

Sphagnum macrophyllum Bernh. ex Brid. 29,8 04 17,6 1,5 1,3 4,1 45,4
Sphagnum meridense (Hampe) Miill. Hal. 57,9 4,0 3,0 32,1 1,6 0,6 0,8

Sphagnum palustre L. 28 146 224 225 59 28,8 3,0
Sphagnum perichaetiale Hampe 302 74 45 35 4.8 17,7 31,9
Sphagnum recurvum P. Beauv. 26,8 0,1 1,6 693 03 0,1 1,8

Modelos de nicho climadtico

Se obtuvieron 43 registros georreferenciados de la familia Sphagnaceae en Cuba que
correspondian a las provincias de Pinar del Rio, Isla de la Juventud, Holguin, Santiago
de Cuba y Guantanamo (Tabla S1, https://www.raccefyn.co/index.php/raccefyn/article/
view/3199/4575). De las diez especies de la familia registradas, solo cinco contaban con
registros suficientes para realizar los MDE. No se encontraron datos suficientes para S.
henryense, S. imbricatum, S. magellanicum, S. portoricense y S. strictum.

Todos los modelos realizados predijeron adecuadamente las zonas climaticamente
idoneas para las cinco especies. Los modelos de tres de ellas mostraron una excelente
capacidad de prediccion, con valores de AUC de 0,986 + 0,01; aquellos para las dos
especies restantes mostraron valores de AUC de entre 0,745 y 0,863, lo que sugiere que
son modelos con buen poder predictivo (Tabla 2).

En general, el nicho ambiental de las especies estudiadas posee gran afinidad con
los sistemas montafosos del oriente cubano, con los mayores valores de probabilidad de
presencia en las zonas mas elevadas de la Sierra Maestra y el grupo montafioso Nipe-
Sagua-Baracoa (Figura 1). Unicamente S. palustre mostré mayor idoneidad de habitat en
las regiones central y occidental del pais (Figura 1). Por otra parte, los modelos para los
escenarios futuros mostraron una pérdida progresiva de las areas mas idoneas, acrecentada
por el rigor de los escenarios para la mayoria de las especies (Figura 1).

Tabla 2. Valores de area bajo la curva (AUC) obtenidos para los modelos de nicho climatico de
cinco especies de la familia Sphagnaceae en Cuba en los periodos comprendidos entre los afios 2040

y 2060 y 2080 y 2100
Valores de AUC

Especies

2040-2060 2080-2100
Sphagnum macrophyllum Bernh. ex Brid. 0,987 £+ 0,007 0,982 + 0,01
Sphagnum meridense (Hampe) Miill. Hal. 0,976 £ 0,012 0,980 + 0,009
Sphagnum palustre L. 0,863 + 0,082 0,850 + 0,08
Sphagnum perichaetiale Hampe 0,745+ 0,07 0,761 £ 0,067
Sphagnum recurvum P. Beauv. 0,994 + 0,004 0,997 + 0,004
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Figura 1. Distribucion potencial de cinco especies de la familia Sphagnaceae en Cuba en la actualidad y en diferentes escenarios de cambio
climatico para los periodos comprendidos entre los afios 2040 y 2060 y 2080 y 2100

Estado de conservacion: extension de presencia y drea de ocupacion (criterio B) y
reduccion del tamargio poblacional proyectado para los siguientes diez afios (criterio A)

De acuerdo con el criterio B, la Gnica especie que cumple con los requisitos para ubicarla
en una de las categorias de amenaza es S. recurvum. Los valores sefialaron que esta especie
se encuentra en peligro (EN), pero los MDE correspondientes a los escenarios del cambio
climatico sugirieron que S. meridense y S. palustre podrian verse afectadas por este criterio
en el futuro.

Los valores mas bajos de extension de presencia y area de ocupacion se observaron
para S. recurvum tanto en la actualidad como en los escenarios climaticos futuros, man-
teniéndose en alguna categoria de amenaza en todos los modelos realizados (Tablas 3 y 4).
Esta especie se encuentra en menos de cinco localidades, y en el escenario de baja emision
disminuy¢ su rango de distribucion en términos tanto de extension de presencia como de
area de ocupacion, por lo que su disminucion proyectada es continua en ambos parametros.

Segun el criterio B, S. meridense no posee valores para asignarla a alguna categoria de
amenaza en la actualidad. Sin embargo, muestra valores propios de la categoria vulnerable
(VU) en el periodo comprendido entre los afios 2080 y 2100 en los escenarios de media y
alta emision atendiendo al subcriterio B1 (Tabla 3). En cuanto al subcriterio B2, los valores
obtenidos correspondieron a la categoria VU en los escenarios de emision media y alta entre
los afios 2040 y 2060, y en los de emision baja y media para los afios 2080 a 2100 (Tabla
4), pero para el escenario de alta emision de los afios 2080 a 2100, los valores la colocan en
la categoria EN. Esta especie se distribuye en diez localidades y presenta una disminucion
proyectada continua tanto del drea de ocupacion como de la extension de presencia.

Por su parte, S. palustre cample con los valores que, segun el subcriterio B2, responden
a la categoria VU en el periodo de tiempo comprendido entre los afios 2080 y 2100 (Tabla
4). Esta especie se encuentra en cinco localidades y su area de ocupacion también disminuyo
de manera continua en los escenarios proyectados. Las especies restantes no mostraron
valores de extension de presencia y area de ocupacion que las ubicaran en alguna de las
categorias de amenaza establecidas por la IUCN en ninguno de los modelos realizados.
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Tabla 3. Valores de extension de presencia en km? obtenidos a partir de los modelos de nicho
climatico de cinco especies de la familia Sphagnaceae en Cuba para la actualidad y bajo posibles
escenarios del cambio climatico.

S. meridense

S. macrophyllum S. palustre S. perichaetiale S. recurvum

Bernh. ex Brid. 1\(4}111?11111[-)12)1 L. Hampe P. Beauv.

Actualidad 95 465,77 27 350,08 281 198,5 388 568,6 8571,29*
SSP126 93 615,95 24 267,05 209 221,3 3843378 7498,13*

2040-2060 SSP370 93 105,19 24 206,47 296 348,5 381 766,2 4712,23*
SSP585 93 083,51 24260,03 296 198,6 371 282,6 14 602,82*

SSP126 101 409,3 22 700,98 304 089,5 389 639.,9 6433,25*%

2080-2100 SSP370 96 554,24 19 948,24* 2814453 384 281,0 11 742,96*
SSP585 94 927,59 14904,1* 191 092,2 377 311,5 10 173,07*

*: Valor que ubica a la especie en alguna categoria de amenaza

Tabla 4. Valores de area de ocupacion en km? obtenidos a partir de los modelos de nicho climéatico
de cinco especies de la familia Sphagnaceae en Cuba para la actualidad y bajo posibles escenarios
del cambio climatico.

S]‘.3 emr:ll;m;l;hﬁl:?:l s'glir::;:; ¢ s palustre S. peHr;c::Il)itiale S.P re;:::;t‘tfm
) *  Miill. Hal. ’ )
Actualidad 2703 4692 16 639 58 033 141*
SSP126 2426 2103 20 888 54 649 84*
2040-2060 SSP370 2134 1654* 23 163 52618 37*
SSP585 2108 1976* 22 345 47 944 373%*
SSP126 3261 1261* 22 093 56 722 54*
2080-2100 SSP370 3223 609%* 13092 43 661 182%*
SSPS85 2794 299%* 1547%* 35625 231%*

*: Valor que ubica a la especie en alguna categoria de amenaza

La aplicacion del criterio A, cuantificado como la pérdida de area de ocupacion, sitia
unicamente a S. meridense bajo una categoria de amenaza. Esta especie mostr6 una pérdida
proyectada de mas del 30 % de su area de ocupacion para un periodo de 10 afos, lo que
hace que cumpla con los requisitos para entrar en la categoria VU (Tabla 5). Esta pérdida
de area de ocupacion es continua y se incrementa con el rigor de los escenarios, llegando
a superar el 80 % en 50 afios. Por su parte, S. palustre mostr6 valores muy cercanos a los
establecidos para las categorias de amenaza, con una pérdida de mas del 25 % de su area
de ocupacion dentro de los proximos 10 afios (Tabla 5).

Segun los resultados obtenidos de la evaluacion, se sugiere asignarle una categoria
de amenaza a S. meridense (VU) y a S. recurvum (EN), y tratar a S. palustre como “Casi
amenazada” (NT) porque, aunque por el momento no cumple con los criterios para incluirla
dentro de alguna categoria, esta proxima a cumplirlos. Del mismo modo, se propone la
categoria de “Preocupacion menor” (LC) para S. macrophyllum y S. perichaetiale (Tabla
6). Las especies restantes no cuentan con datos suficientes para ser categorizadas, por lo
que se propone la categoria DD (Tabla 6).
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Tabla 5. Porcentaje de pérdida o ganancia de area de ocupacion para las especies de Sphagnum en
Cuba extrapolado a periodos de 10, 50 y 100 afios.

10 afios
Escenarios S. macrophyllum S. meridense S.palustre S. perichaetiale S. recurvum
Bernh. ex Brid. (Hampe) Miill. Hal. L. Hampe P. Beauv.
SSP126 2,47 -15,69 3,75 -0,30 -11,72
SSP370 2,31 -11,30 -3,07 -3,63 3,37
SSP585 0,43 -30,06* -26,55 -6,14 6,62
50 afios
SSP126 12,96 -56,93* 20,21 -1,45 -46,38%*
SSP370 12,10 -55,78%* -14,25 -16,67 17,78
SSP585 2,17 -82,88%* -78,19% -26,86 37,22
100 afios
SSP126 27,20 -81,45* 43,83 -2,89 -70,79*
SSP370 25,31 -92,70%* -26,46 -30,57* 38,71
SSP585 4,34 -97,07* -95,24%* -46,51* 88,31

*: Valor que ubica a la especie en alguna categoria de amenaza

Tabla 6. Categorias y criterios de amenaza para las especies de la familia Sphagnaceae que habitan

en Cuba.

Especies Cat. Ac. Cat. S. C.A.

S. henryense Warnst. Amenazada (preliminar) DD -

S. imbricatum Hornsch. ex Russ.  Amenazada (preliminar) DD -

S. macrophyllum ..

Bernh. ex Brid. Amenazada (preliminar) LC -

S. magellanicum Brid. Amenazada (preliminar) DD -

S. meridense (Hampe) Miill. Hal.  Amenazada (preliminar) VU Alc

S. palustre L. Amenazada (preliminar) NT Proxima a cumplir
8. perichaetiale Hampe Amenazada (preliminar) LC -

S. portoricense Hampe Amenazada (preliminar) DD -

S. recurvum P. Beauv. Amenazada (preliminar) EN Blab (i, ii)+2ab (i, ii)
S. strictum Sull. Amenazada (preliminar) DD -

Cat. Ac.: categoria actual en la lista roja de la flora de Cuba; Cat. S.: categoria sugerida para la lista roja de la flora
de Cuba; C. A.: criterios de amenaza

Riqueza de especies y dreas prioritarias para la conservacion

Los mapas de riqueza potencial generados a partir de los MDE mostraron que las areas
de mayor riqueza de especies se encuentran en la region oriental del pais, principalmente
asociadas a ecosistemas de montafia. Bajo los distintos escenarios de cambio climatico,
se observo una disminucion de estas zonas, la cual se incrementaba con el rigor de los
escenarios. La pérdida en el nimero de especies se asocid a las zonas de menor altitud,
mientras que en las zonas mas elevadas se observo una ganancia. Sin embargo, en el modelo
correspondiente al escenario SSP126 para el periodo comprendido entre los afios 2080 y
2100, se observo un incremento del nimero de especies tanto en zonas bajas como elevadas.
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Entre las areas de mayor riqueza de especies, las mas expuestas al cambio climatico
son aquellas al este de la region oriental de Cuba, sobre todo en las provincias de Holguin,
Guantanamo y el sureste de Santiago de Cuba. Al superponer el mapa de SNAP y los mapas
de exposicidn, se vio que la mayor parte de las areas de alta exposicion al cambio climatico
se encuentran en el interior de areas protegidas. Sin embargo, también existen zonas por
fuera de estos limites donde los valores de riqueza disminuyen en el futuro (Figura 2).

En el escenario de baja emision se observo una ganancia en cuanto al nimero de
especies en la mayoria de las dreas de mayor riqueza. Sin embargo, en los escenarios de
emision media y alta, los valores de exposicion fueron elevados y la riqueza de especies
disminuy6 de forma considerable, excepto en las areas protegidas correspondientes a los
Parques Nacionales Turquino y Pico La Bayamesa, donde aumento la riqueza en todos
los escenarios.

585 ssP

Figura 2. Porcentaje de exposicion al cambio climatico bajo diferentes escenarios en las zonas de
mayor riqueza de especies de Sphagnaceae en Cuba y superposicion del SNAP. Los valores negativos
indican un aumento de la riqueza de especies en esas zonas.
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Las areas protegidas que incluian las zonas de mayor riqueza de especies de la familia
Sphagnaceae fueron las Areas Protegidas de Recursos Manejados (APRM) Reserva de
la Biosfera Baconao y Reserva de la Biosfera Cuchillas del Toa; los Parques Nacionales
Turquino, Pico Bayamesa y Alejandro de Humboldt; el Paisaje Natural Protegido Gran
Piedra, y la Reserva Ecolégica El Gigante.

Por fuera de las areas protegidas también se detectaron zonas con un elevado numero de
especies que presentaron una mayor vulnerabilidad en escenarios futuros, especificamente
en los margenes sureste y suroeste de la APRM Reserva de la Biosfera Cuchillas del Toa,
el este del Parque Nacional Pico La Bayamesa y el oeste del Parque Nacional Pico Cristal.
Discusion
Modelos de nicho climdtico de Sphagnaceae en Cuba
Los modelos realizados con pocos registros de presencia implican el reto de obtener
resultados robustos con la mayoria de los algoritmos. Sin embargo, Maxent ha demostrado
poseer una gran capacidad predictiva con hasta cinco registros de presencia (Pearson et
al., 2006). La distribucion geogréfica de un taxdn responde a procesos complejos en que
intervienen diversos factores, entre ellos, un sinnumero de aspectos abidticos, relaciones
bidticas entre los organismos y caracteristicas ecoldgicas de las especies cuya area de
distribucion se estd modelando (Rios-Muiioz et al., 2021).

En este estudio no se contemplaron variables bidticas ni las posibles barreras que
limitan la dispersion de los musgos evaluados. Por ello la distribucion real de éstos
puede ser menor que la mostrada en los mapas de idoneidad climatica generados. Estas
limitaciones son inherentes al proceso de modelado y dificilmente pueden evitarse (Mateo
et al., 2011), sin embargo, las especies de Sphagnum suelen mostrar una distribucion muy
cercana a la obtenida en los modelos de su nicho climatico. Esto se debe a que raramente
se ven afectadas por presiones bidticas como las enfermedades o la herbivoria. Ademas,
la produccion de esporas y su gran capacidad de dispersion les permiten ocupar la mayor
parte de su nicho climatico (Campbell et al., 2021). Es necesario afiadir que en Cuba nunca
se ha reportado la presencia de espordfitos y se piensa que la principal via de dispersion
es la vegetativa, asociandose su presencia en el archipiélago a la dispersion a través de
aves (zoocoria) y la influencia de eventos meteoroldgicos extremos (Motito, 2012), por
lo que la validacion de la presencia de estas especies en las zonas climaticamente idoneas
determinadas, es un paso clave en la toma de decisiones para su conservacion.

Las areas climaticas idoneas, con valores altos de probabilidad de presencia de estas
especies, se encontraron principalmente en zonas himedas de pluvisilvas y bosques nublados
que se caracterizan por altos niveles de biodiversidad (Fuentes et al., 2019; Reyes, 2011-
2012), lo que se explica porque los sitios de gran altitud pueden funcionar como refugios
de la biota, ya que suelen ser los que retienen la mayor cantidad de especies y son idoneos
desde una perspectiva de cambio climdtico y, por lo tanto, son regiones de gran importancia
para la conservacion de la biodiversidad (Mancina et al., 2022; Fuentes et al., 2019).

Los organismos que habitan en las cimas de las montafias (como es el caso de la
mayoria de las especies Sphagnum evaluadas, las cuales estan asociadas a altas elevaciones)
pueden ser mas susceptibles al cambio climatico. Sin embargo, con el aumento de la
temperatura, las especies que habitan en zonas menos elevadas tienden a incrementar su
rango altitudinal, lo que explicaria que la mayor probabilidad de presencia se dirija hacia
estas zonas (Fuentes et al., 2019).

En los escenarios futuros del cambio climatico se observé una disminucion de las areas
climaticamente idoneas para, por lo menos, un modelo en todas las especies estudiadas. La
mayoria de las areas con valores maximos de probabilidad de presencia se mantuvieron,
pero reduciendo los valores de probabilidad de presencia en el futuro. Estos resultados
coinciden con los encontrados por Zanatta et al. (2020), que indican que los bridfitos, a
pesar de poseer una gran capacidad de dispersion, no se encuentran totalmente adaptados
para seguir el ritmo del cambio climatico en las proximas décadas.
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En este contexto, las especies deben aclimatarse, adaptarse, cambiar su rango de
distribucion, o extinguirse. A pesar de que muchas ya se estan adaptando, su habilidad
para hacerlo suficientemente rapido ain no es clara (Corlett & Westcott, 2013). La mayor
pérdida de probabilidad de presencia se evidencid para el periodo comprendido entre
los afios 2080 y 2100 y se acrecentd con el rigor de los escenarios. Resultados similares
se encontraron en estudios sobre el efecto del cambio climatico en turberas y habitats
dominados por Sphagnum, donde se observo una pérdida de idoneidad en latitudes bajas y
un desplazamiento de las zonas idoneas hacia el norte de la distribucion de dichos bridfitos
en el futuro (Xiao-Ying et al., 2022).

A pesar de que la pérdida de idoneidad climatica fue predominante, S. macrophyllum,
S. palustre y S. recurvum mostraron un aumento de su area de ocupacion en algunos de
los escenarios, lo que se explicaria por la creacion de nuevas areas climaticamente ade-
cuadas como resultado de cambios en el régimen de precipitaciones, factor que afecta la
disponibilidad de agua y puede posibilitar que algunas zonas desarrollen las caracteristicas
ambientales necesarias para la existencia de estos musgos. Los modelos de nicho climé-
tico realizados para cuatro especies de Sphagnum en Norteamérica mostraron que el calen-
tamiento global podia verse equilibrado efectivamente por el incremento esperado de las
precipitaciones en algunas zonas debido a un aumento en la productividad de los briofitos
en ellas (Oke & Hager, 2017).

La mayor contribucion en los modelos realizados fue aportada por variables relaciona-
das con la distribucién altitudinal de estos bridfitos, la disponibilidad estacional de las pre-
cipitaciones y la variacion de la temperatura. Los musgos de turbera pueden verse afectados
por un sinnumero de factores ambientales, aunque los requerimientos de las especies varian
atendiendo a la region geografica donde se encuentren (Gunnarsson, 2005).

La mayoria de las investigaciones realizadas hasta el momento, coinciden en que la
disponibilidad de agua es el factor mas influyente en la distribucion de estos musgos. Dicho
componente esta estrechamente relacionado con la estacionalidad de las precipitaciones,
la evaporacion y el nivel del manto freatico. Las especies de Sphagnum no poseen raices
ni tejidos vasculares, por lo que el transporte de agua es completamente dependiente del
efecto capilar pasivo (Li et al., 2019). Tales caracteristicas los hacen particularmente
sensibles a la sequia (Li et al., 2019). Ademas, la disponibilidad de agua esta relacionada
con la temperatura, ya que su aumento provoca el incremento de las tasas de evaporacion y
disminuye el contenido de agua en la superficie de los briofitos afectando directamente las
tasas de fotosintesis y respiracion (Rastogi ef al., 2020).

Por otra parte, se destaca una relacion directa entre la idoneidad del habitat y el
aumento de la elevacion en la mayoria de las especies. Los valores mas altos de idoneidad
coinciden con las areas de mayor altitud y pluviosidad en la region oriental de Cuba. A
esto debe afiadirse la presencia de formaciones vegetales que mantienen una elevada
humedad relativa durante todo el afio, como son la pluvisilva montana y los bosques
nublados tipicos y superiores (Reyes, 2011-2012), lo que corresponde al hébitat de las
especies de Sphagnum en zonas tropicales, asociado, en general, a las altas elevaciones
(Gates, 1915).

Estado de conservacion de la familia Sphagnaceae en Cuba

Los musgos Sphagnum constituyen el componente fundamental de los ecosistemas de
turberas. Se estima que almacenan entre un quinto y un tercio del carbono orgénico del
suelo a nivel global, por lo que juegan un papel importante en los ciclos de carbono y, por
ello, en la regulacion del clima del planeta (Ciais ef al., 2013). Desde una perspectiva
de cambio climatico, los aumentos en la temperatura y los cambios en la disponibilidad
de agua podrian producir un aumento en las tasas de descomposicion de las turberas,
convirtiéndolas de almacenamiento de carbono a fuente, incrementando asi el cambio
climatico (Norby et al., 2019).
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En regiones tropicales, estos musgos rara vez se encuentran formando grandes
extensiones de turberas, lo cual los hace mas vulnerables a la hora de enfrentar amenazas
para su conservacion. Esto, unido a la presencia en las regiones tropicales y subtropicales
de la mayor diversidad genética del género, hace que estas zonas posean gran importancia
en su conservacion (Michaelis, 2012).

El conocimiento del estado de conservacion de los musgos Sphagnum que habitan
en Cuba habia permitido, hasta la fecha, evaluarlos preliminarmente como amenazados
(Gonzalez-Torres et al., 2016). La disponibilidad de datos georreferenciados sobre su
distribucion y el uso de técnicas de modelado de nicho climatico permiten sugerir una
categoria de amenaza nacional para dos de las diez especies evaluadas. Los métodos
utilizados cumplen con las pautas de la IUCN, con lo que se minimizaron las inconsistencias
que pudieran surgir del uso de métodos o rutinas de analisis no estandarizados al evaluar
los criterios de la Lista Roja (Lee et al., 2019).

Muchas plantas amenazadas son conocidas en unas pocas localidades, por lo que su
evaluacion bajo los criterios de la IUCN se basa en un pequefio nimero de registros presentes
en colecciones (Rivers et al., 2011). Sin embargo, el uso de los modelos de nicho climatico
y la inferencia a partir de estos del area de ocupacion y la extension de presencia, arroja un
resultado mas representativo de la distribucion real de estas especies que el proveniente de
los registros de presencia inicamente (Sérgio et al., 2007; Syfert et al., 2014).

La distribucion es un aspecto clave para la conservacion de la biodiversidad, ya
que subyace en el contexto en que se planean o implementan acciones de conservacion
(Villero et al., 2017). En este sentido, se tuvieron en cuenta los criterios A 'y B contenidos
en las directrices de la [UCN (IUCN, 2012), ambos estrechamente relacionados con la
distribucion geografica de las especies.

A pesar de que solo dos de los musgos evaluados cumplen con los requisitos para una
categoria de amenaza, se observo una disminucion continua de la extension de presencia o
del area de ocupacion en cuatro de ellos, lo que coincide con el efecto potencial del cambio
climatico sobre la distribucion de las especies de Sphagnum y se traduce en una pérdida
de las areas climaticamente idoneas, llegando a una reduccion de mas del 30 % del area de
ocupacion en S. meridense.

Se evidencié una relacion entre el estado de conservacion y el cambio climatico
proyectado en el futuro, con una reduccion del area de ocupacion y la extension de presencia
que se acrecent6 con el rigor de los escenarios climaticos en la mayoria de las especies,
lo que refleja su efecto en los cambios en el intervalo de distribucion de Sphagnum,
investigado por primera vez en este estudio en zonas tropicales, y con anterioridad, en
zonas de latitudes bajas (Antala et al., 2022; Xiao-Ying et al., 2022).

Los valores mas altos de riqueza de especies se asociaron a las zonas montafiosas
debido a que son regiones con gran disponibilidad de agua por las elevadas precipitacion
y humedad relativa durante todo el afio. Los mayores valores de exposicion al cambio
climatico son afines con el mapa del SNAP, lo que sugiere un buen grado de proteccion.
Sin embargo, existen zonas que quedan fuera de los limites de las areas protegidas y que se
exponen a una elevada pérdida potencial de especies proyectada en el futuro.

Debe afiadirse que el analisis de exposicion se centr6 en las zonas de mayor riqueza
de Sphagnum, las cuales corresponden a lugares de elevada biodiversidad dentro de Cuba
segun estudios similares sobre la riqueza potencial del pais en escenarios de cambio
climatico (Mancina et al., 2022). Sin embargo, fuera de éstas existen areas donde se pierde
la totalidad de los Sphagnum evaluados.

Por otra parte, el APRM Reserva de la Biosfera Cuchillas del Toa y el Parque Nacional
Alejandro Humboldt son las areas protegidas donde se proyecta la mayor pérdida de
especies bajo escenarios de cambio climatico, a pesar de cubrir grandes extensiones con
altos valores de riqueza de Sphagnum. En los Parques Nacionales Turquino y Pico La
Bayamesa se observo, en cambio, un mayor incremento, es decir, estan menos expuestas.
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Podria considerarse que esto constituye una contradiccion, ya que ambas regiones
se encuentran en dos de los sistemas montafiosos cubanos con mayor elevacion y se
esperaria un aumento del intervalo altitudinal de estos bridfitos como resultado del cambio
climatico y del aumento de la idoneidad en estas areas (Fuentes et al., 2019). Sin embargo,
a pesar de ser zonas montafiosas, son climaticamente diferentes, pues se encuentran en
regiones diferentes. El APRM Reserva de la Biosfera Cuchillas del Toa y el Parque
Nacional Alejandro Humboldt se encuentran al nordeste de la region oriental de Cuba, en
la cordillera Nipe-Sagua-Baracoa, donde se presenta un clima tropical himedo; por otra
parte, los Parques Nacionales Turquino y Pico La Bayamesa se ubican al sur, en la Sierra
Maestra, donde el clima es templado calido (ONU, 2015).

Las especies de Sphagnum pueden crecer de forma favorable en ambos climas,
aunque, prefieren regiones hiimedas y frescas. La alta humedad relativa y las constantes
precipitaciones que ocurren en los climas tropicales himedos, favorecen el desarrollo de
estos briofitos, pero las temperaturas son mas elevadas que en los climas templados calidos.
En el contexto del cambio climatico, con aumentos proyectados en las temperaturas, esta
podria ser una causa de la pérdida de especies en estas regiones (Centella et al., 1999).

Las variables bioclimaticas utilizadas en los MDE estan en correspondencia con
las diferencias descritas para estos tipos de clima, en consecuencia, se observan los
mayores valores en las medias de la temperatura y la precipitacion anual para la region
de Nipe-Sagua-Baracoa, con una estacionalidad de las precipitaciones mas marcada
y temperaturas mas bajas en la Sierra Maestra (CBC BIOATLAS, 2021). Aunado a
esto esta el hecho de que la Sierra Maestra es la Gnica zona de Cuba donde se pueden
encontrar bosques nublados.

Los bosques nublados son una formacion vegetal que se desarrolla como vegetacion
zonal por encima de los 1.500 m s.n.m. y recibe la influencia diaria de las precipitaciones
horizontales (nieblas y nubes bajas), que puede paliar el efecto estacional de las precipita-
ciones (Reyes, 2011-2012), provocando que el interior del bosque tenga las condiciones de
humedad necesaria para el desarrollo 6ptimo de estos musgos. La forma en que la riqueza
de especies se comporta en estas regiones debe considerarse en el disefio de las estrategias
de manejo y conservacion de las especies de la familia Sphagnaceae en Cuba.

Por otra parte, si bien existe una buena proteccion de las especies de Sphagnum en
el SNAP, la mayoria de las zonas con valores altos de riqueza estan expuestas al cambio
climatico, incluidas aquellas en el interior de las areas protegidas. Esto evidencia la
necesidad de tomar medidas para la conservacion de los briofitos y solucionar las
problematicas relativas a la conservacion de la biodiversidad en las areas protegidas mas
expuestas, ya que al ser unidades de conservacion donde la proteccion y el manejo de los
recursos ecosistémicos es planificada, constituyen zonas importantes para la adaptacion y
el incremento de la resiliencia de las especies ante el cambio climatico. Asi, la proteccion
de los habitats en el interior de las areas protegidas es una medida esencial para la
conservacion de la biodiversidad (Mancina et al., 2022).

Las problematicas mas recurrentes en el manejo y la conservacion de los recursos en
las areas protegidas de Cuba son el deficiente funcionamiento de las juntas administrativas
y la pobre coordinacion entre los diferentes sectores interesados en el uso de los recursos; la
extraccion y el comercio ilegal de plantas; el cambio del uso del suelo debido a actividades
agropecuarias; la proliferacion de especies exoéticas e invasoras, y el desconocimiento del
estado de las poblaciones de la flora y la fauna endémicas bajo amenaza (Guarat-Planche
etal.,2021).

En la monografia publicada por Mancina et al. (2022) sobre la biodiversidad de Cuba
en el contexto del cambio climatico se mencionan dos lineas para el establecimiento de
areas prioritarias de conservacion. La primera esta dirigida a las zonas de alta exposicion
al cambio climatico y la segunda a aquellas regiones que constituyen refugios climaticos
claves para la conservacion debido a su capacidad para retener la mayor cantidad de
especies bajo escenarios climaticos cambiantes.
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En este estudio se identificaron los dos tipos de zonas en regiones que poseen una gran
riqueza potencial de Sphagnum. Por lo que se sugiere tener en cuenta ambas alternativas y
destinar esfuerzos para planificar y llevar a cabo acciones que contribuyan a la adaptacion
y mitigacion de los efectos del cambio climatico en la conservacion de estos briofitos y
contemplen el enfoque preventivo y también la creacion de nuevas instancias de conser-
vacion para garantizar la proteccion de las zonas prioritarias que se encuentran mas alla de
los limites de las areas protegidas.

Si bien el cambio climatico puede ser una de las principales causas de la desaparicion
de estas especies en regiones de latitudes bajas (Xiao-Ying ef al., 2022), deben con-
siderarse otros aspectos que pueden estar afectando su conservacion. En Cuba existe una
creciente pérdida de la calidad del habitat por las presiones antrdpicas que inciden en el
cambio del uso de los suelos y la introduccion de especies exdticas e invasoras, sobre
todo en ecosistemas de montafias. Esto, unido al aumento de la temperatura, la sequia y
la frecuencia de eventos meteoroldgicos extremos, atenta contra la conservacion de estas
especies amenazadas.

Conclusiones

La categorizacion de las especies de Sphagnum que habitan en Cuba sugiere que enfrentan
un riesgo de extincion debido a la disminucion de sus poblaciones y la reduccion de los
habitats adecuados. La mayoria de las zonas de mayor riqueza se encuentran expuestas al
cambio climatico, incluso aquellas dentro de las areas protegidas. Las regiones montafiosas
del sureste de Cuba constituyen importantes refugios climaticos para estas especies, por
lo que se sugiere integrar estos resultados en los planes de manejo adaptativo del SNAP.
Se recomienda priorizar politicas de manejo adaptativo en los ecosistemas de montaiia,
sobre todo en aquellas zonas con altitudes inferiores a los 1.500 m s.n.m., las cuales estan
mas expuestas al cambio climatico. Una opcién para esto es considerar proyectos de
adaptacion basada en ecosistemas, de manera que se potencie tanto el desarrollo de las
comunidades rurales como el manejo de areas boscosas amenazadas con vistas a disminuir
la conversion del uso de los suelos y la proliferacion de especies exéticas e invasoras, asi
como favorecer el intercambio entre actores dentro y fuera de las areas protegidas. Se
sugiere redelimitar las areas protegidas que presenten zonas de alta exposicion adyacentes
para incluirlas en los planes de manejo y monitoreo. Por otra parte, es necesario propiciar
la conectividad entre regiones que constituyen refugios climaticos de estas especies, con
el fin de reducir los impactos en cuanto a la pérdida de riqueza especifica y garantizar la
continuidad de procesos ecologicos entre ecosistemas prioritarios para Sphagnaceae.

Material suplementario

Ver material suplementario en https://www.raccefyn.co/index.php/raccefyn/article/
view/3199/4575
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Manglares: vegetacion costera e influencia marina en la
ciénaga La Caimanera (Sucre) durante los ultimos 6000 afios
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Instituto de Ciencias Naturales, Universidad Nacional de Colombia, Bogota

Abstract

We recovered a 7.25 m sediment core from the center of La Caimanera wetland (department
of Sucre, 9°24'11.88"N 75°37'52.39"W) using a Russian probe. We sent samples from different
depths for radiocarbon dating (C14 by AMS at the University of Colorado, USA). We characterized
the main sediment components (minerals, organic matter), micro-stratigraphy (organic matter
classes), moisture variations (%), organic and inorganic carbon, and palynological associations.
We linked these to the current types of vegetation in the wetland and its surroundings. In the
paleoenvironmental reconstruction, two well-defined and contrasting periods were observed, as
follows: between the beginning or base of the sediment column analyzed (at 725 cm, 6185 years
BP, and at the upper middle part, 175 cm, 2142 years BP), the environment was that of a continental
freshwater wetland, including all the phases of the hydric ecological series (aquatic vegetation,
marsh vegetation, floodplain vegetation with Symmeria paniculata forests, and mainland forests of
Mabea montana, Spondias mombin, and Anacardium excelsum). The mineral fraction dominated
the sediment, while peat and plant remains predominated inside the organic fraction of continental
origin. Towards the upper part of the core, a transition towards a brackish environment was
evident, related to the greatest expression of marine components (shells). In the last 1000 years
BP, the mangrove (Rhizophora mangle) grew vigorously, and the high representation of mollusk
shells and crustacean remains consolidated at a sedimentation rate (accretion) of 1.14 cm/year;
this marked marine influence could not be correlated with changes in sea level documented for the
Colombian Caribbean.

Keywords: Mangroves; neotropical estuaries; microstratigraphy; coastal paleoenvironments;
paleoecology.

Resumen

Con una sonda rusa se recuperd un nicleo de sedimento de 7,25 metros en el centro de la ciénaga
La Caimanera, Sucre (9°24°11,88” N 75°37°52,39” O). Se enviaron muestras de varios intervalos
de profundidad para datacion radiocarbonica (C14 by AMS, University of Colorado, USA).
Se caracterizaron los componentes principales del sedimento (minerales, materia organica), la
microestratigrafia (clases de materia organica), las variaciones de humedad (%), el carbono organico
e inorganico y las asociaciones palinologicas. En la reconstruccion paleoambiental se diferenciaron
dos épocas bien definidas y contrastantes, asi: entre el inicio o base de la columna de sedimento
analizada (725 cm, 6185 aflos AP, y la parte media superior, 175 cm, 2142 afios AP) el ambiente era
de ciénaga continental de agua dulce, con todas las fases que incluye la serie hidrica (vegetacion
acuatica, de pantano, de planicie de inundacion con los bosques de Symmeria paniculata y los
bosques de tierra firme de Mabea montana, Spondias mombin y Anacardium excelsum). En el
sedimento dominaba el componente mineral y en el componente organico de origen continental,
las turbas y los restos vegetales. Hacia la parte superior hubo transicion hacia un ambiente salobre
y la mayor expresion de componentes de origen marino (conchas). En los ultimos 1000 afios AP
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se desarrolld vigorosamente el manglar (R. mangle) y se consolidé una marcada representacion de
conchas de moluscos y restos de crustaceos, con una tasa de sedimentacion (acrecion) de 1,14 cm/
afio; la marcada influencia marina no se logrd correlacionar con los cambios en el nivel del mar
documentados para el Caribe colombiano.

Palabras clave: manglares; estuarios neotropicales; microestratigrafia; paleoambientes costeros;
paleoecologia.

Introduction

In the coastal areas of the Colombian Caribbean, numerous marshes (swamp areas) protected
by coastal cordons are affected by fluvial-marine dynamics, as is the case with La Caimanera
wetland, where strips of natural mangrove vegetation persist. Such a condition makes these
environments an ideal setting for detecting the effects related to sea level fluctuations
(marine transgressions or regressions), the variations in aspects of the geomorphology and
sedimentation of the basin, and other events associated with the evolution of the territory.

Among the palaeoecological contributions on mangroves and their relationship with
sea level fluctuations and the subsequent changes in the Colombian Caribbean coastline
we can mention those of Urrego, et al. (2013) and Diaz (2016) in La Guajira; Van der
Hammen & Noldus (1984), Vélez, ef al. (2014), and Betancurt (2019) in the Ciénaga
Grande de Santa Marta, and Garecia, et al. (2022) in the Tayrona National Natural Park
in the department of Magdalena, and Castaiio, ef al. (2010), Palacios, ef al. (2012), and
Rodriguez (2011) in the Cispata Bay (department of Cordoba).

In our biostratigraphic study of a sediment column, we characterized palynological
associations and substrate conditions, as well as their relationship to external influences
(channel flow, sea level, and precipitation). We sought to detect changes at different levels:
biological (vegetation succession), climatic (precipitation fluctuations), and stratigraphic
(sedimentation). This information is essential for comparing our results with those from
other Caribbean areas and consolidating our understanding of the paleoecological history
of these coastal environments.

Study area

La Caimanera wetland is located in the Gulf of Morrosquillo, Colombian Caribbean
region, department of Sucre (9° 24°39” N, 75° 37° 44 W). There, the water surface covers
approximately 192 ha, with the flood plain reaching up to 2200 ha; the main body is
connected to the sea by a permanent water channel. Some streams and temporary channels,
such as San Antonio, Petaca, Escobalito, La Lata, and Amansaguapos, flow into the wetland
(Figure 1). As of the second half of the last century (1950), the construction of land roads
between Covefias and Tolu has impacted this natural area, reducing the original extension
covered by the mangrove (Moré-Sierra, 2025).

SUCRE DEFARTMENT

8 Sincelsjo
A Mamposina

depression

Streams area of interest

Figure 1. Location of La Caimanera wetland. Modified from Google maps
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Two distinct environments are seen in the study area: the estuarine and the dry land
zone. The vegetation of the estuarine-mangrove zone (Cortés & Rangel-Ch., 2023)
belongs to the phytosociological class Rhizophoretea mangle and the order Rhizophoro
manglis-Laguncularietalia racemosae, with two phytosociological formations or
alliances: Lagunculario racemosae-Rhizophorion manglis, which groups the Lagunculario
racemosae-Conocarpodetum erecti associations established near the beach limit, and the
dry land vegetation of the tropical forest. Another typical mangrove is the Lagunculario
racemosae-Rhizophoretum manglis association, where Avicennia germinans appears as
dominant, and the monospecific mangrove of the Rhizophoretum manglis association
is related to intervention processes (selective logging). The Lagunculario racemosae-
Avicennion germinantis alliance is also present in the basin with the Avicennio germinantis-
Rhizophoretum manglis associations and the monospecific mangroves of Avicennietum
germinantis in areas with intervention traces (urbanization).

The dry and semi-humid tropical forest vegetation (rainfall amounts to 1800 mm per
year) in the area belongs to the Cratevo tapiae-Spondiadetea mombinis class, common
in areas surrounding the Caribbean wetlands in the departments of Magdalena, Cesar,
and Cérdoba (Rangel-Ch. & Suarez, 2022). It groups the phytosociological formations
or alliances dominated by A. excelsum (Erythroxylo amazonici-Anacardion excelsi)
with others, such as Astronio graveolentis-Guazumetum ulmifoliae, established near the
channels and water currents in which S. mombin, Astronium graveolens, Brownea ariza, and
Cavanillesia platanifolia are frequent, while Tabebuia rosea, Myrospermum frutescens, and
Uribea cf. tamarindoides have lower coverage values. Bursero simaroubae-Poulsenietum
armatae forests, dominated by Bursera simarouba, Handrohanthus chrysanthus, and S.
mombin, are also present, accompanied by Ficus, Sapium, Cassia, Cecropia, Byrsonima,
and Myrcia species.

In the Caribbean wetlands ecological hydric series, among the marsh vegetation, there
are communities dominated by Thalia geniculata and Polygonum caucanum, which reach
their greatest coverage and vigor during high water periods. In the floodplain that circles like
a belt the wetland, low scrub forests dominated by S. paniculata (Symmerio paniculatae-
Tabebuietum roseae) are established. There, Samanea saman, Phyllanthus elsiae, Bactris
guineensis, Coccoloba densifrons, C. obtusifolia, A. graveolens, Crateva tapia, Ceiba
pentandra, and Alchornea castanaefolia are among the accompanying species. These
forests adjacent to the wetland complexes are subject to water level variations and can be
flooded at certain times of the year. In the larger plains, during the dry season (low water
level), shrubby vegetation grows dominated by Ambrosia peruviana, with accompanying
species such as Solanum campechiensis and Heliotropium indicum (Cortés & Rangel-
Ch., 2023).

Methodology

Sampling

Werecovered a 7.25-meter core from the center of the wetland (9°24°11.88” N 75°37°52.39”
W) using a Russian probe during the high water season. We made the lithological
characterization and stored the cores in PVC tubes (50 cm long, 5 cm diameter), labeled
them (location, date, and depth), and transported them to the Palynology Laboratory at the
Institute of Natural Sciences, National University of Colombia in Bogota, where they were
stowed in a refrigerator until processing. We sent several samples (from different depths) to
the University of Colorado (USA) for Carbon 14 dating (C-14 by AMS, Accelerator Mass
Spectroscopy). We made quantitative sedimentological-microstratigraphic analyses to
estimate the mineral fraction and carbon content due to loss of mass by calcination loss on
ignition (LOI, 105-550-950°) (Santisteban ef al., 2004) and qualitative (visual estimation)
ones to differentiate mineral and organic components (continental-marine), according to
Garcia-M. et al. (2022).
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For the palynological analysis, we processed 3 cm® samples of sediment at 6 cm
intervals along the entire column. The physicochemical analysis followed the guidelines of
the Palynology and Paleoecology laboratory at the Institute of Natural Sciences, National
University of Colombia (Garcia-M. et al., 2022). The final extraction of pollen was
done by flotation (zinc chloride, ZnCl,) with a density of 1.96 g/ml. One or two drops
of glycerin were added to the final residue, which was then placed in the oven at 40°C
for 24 hours, and then the slides were mounted using glycerinated gelatin as a support.
The palynological analysis was performed with an optical microscope. We counted 300
pollen grains, also including spores of ferns, fungi, and other palynomorphs in the count.
For the palynological determination, we used pollen atlases (Roubik & Moreno, 1991;
Herrera & Urrego, 1996; Fernandez & Garcia, 2008) and reference collections from
the palynology library of the Palynology Laboratory of the Institute of Natural Sciences,
National University of Colombia.

According to Rangel and Suarez (2022) and Cortés and Rangel (2023), the
palynomorphs of the “sum of pollen” group were segregated into phytoecological groups,
as follows:

Mangrove: R. mangle, A. germinans, Conocarpus erectus, and Acrostichum aureum.

Aquatic marsh: Pontederia (Eichhornia) crassipes, Typha dominguensis, Eclipta
prostrata, Scoparia dulcis, and Cyathula, Sagittaria, Paspalum, Hydrocotyle, Cyperaceae,
Amaranthaceae, and Althernanthera species.

Playon: Sand beach (playon) 4. peruviana and Solanum and Cestrum species.

Lowland plain forest: S. paniculata, Euphorbia hirta, Bombacopsis quinata, Iriartea
deltoidea, T. rosea, Allophyllus occidentalis, M. frutescens, Lonchocarpus sericeus,
A. excelsum, S. mombin, B. simarouba, C. platanifolia, Pouteria, Senna, Uribea cf.
tamarindoides, M. montana, Acalypha villosa, and Sapium, Cassia, Eugenia, Myrcia,
Byrsonima, Ficus, Euphorbia, Protium, Acacia, Cecropia, Miconia, Paullinia, and
Warszewiczia species.

Other palynomorphs, fern, and fungal spores, together with Hippomane mancinella,
Ludwigia helminthorrhiza, T. geniculata, P. caucanum, H. indicum, Phyllantus, Casearia,
Macfadenya, Malphigia glabra, Faramea, with very low relative frequency values, were
grouped under the heading of elements not included in the pollen sum.

We constructed general and ecological diagrams with detailed counts using the Tilia
program, version 2.0.4.

Results

Dating - sedimentation

Figure 2A shows the chronological sequence according to depth. Radiocarbon dating
yielded the following results: at a depth of 80 cm, the calibrated age was 70+/-30 BP and
the sedimentation rate, 1.14 cm/year; at 295 cm, the calibrated age was 4760+/-40 BP and
the sedimentation rate, 0.046 cm/year, and at 657 cm, the calibrated age was 5960+/-40 BP
and the sedimentation rate, 0.3 cm/year. The estimated age of the base was 6185 years BP.

Stratigraphy

Quantitative analysis

Figures 2B and 3A show the general description of the sediment column and the curves
for organic carbon, inorganic carbon, total carbon, residual moisture, and mineral fraction
according to the quantitative analysis. Table 1S, https:/www.raccefyn.co/index.php/
raccefyn/article/view/3179/4585, shows the values according to the subzones.

The variation along the column showed the following:

Organic carbon (LOI 550°C). The highest average value (13.26%) was found in
subzone Ila, the lowest (6.64%) in subzone Ic. The minimum extreme value (0.02%) was
found in subzone Ib, and the maximum extreme (48.22%) in subzone Ia.
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Figure 2. A. Age vs depth curve. B. Stratigraphy

Inorganic carbon (LOI 950°C). The highest average value (18.66%) was found in
subzone Ic, and the lowest (11.58%) in subzone Ib. The lowest extreme value (0.05%) was
found in subzone Ib, and the highest (24.24%) in subzone Ia.

Total carbon. The highest average value (28.42%) was found in subzone Ila, and the
lowest (21.90%) in subzone Ib. The lowest extreme value (2.33%) was found in subzone
Ib, and the highest (48.77%) in subzone Ia.

Residual moisture (LOI 105°C). The highest average value (16.11%) was found in
subzone Ib, and the lowest (1.46%) in subzone Ic. The lowest extreme value (0.03%) was
found in subzone Ic, and the highest (82.30%) in subzone Ib.

Mineral fraction. The highest average value (73.24%) was found in subzone Ic, and the
lowest (62.01%) in subzone Ib. The minimum (11.52%) and maximum (96.69%) extreme
values were found in subzone Ib.

Qualitative analysis

Mineral component. Figure 4 shows the variation of the mineral fraction along the
column (differentiated phenocrystals and fine undifferentiated phenocrystals) and the
integrated organics. The mineral fraction (especially fine undifferentiated phenocrystals)
predominated with an average value of 63% and a maximum expression of 77% in
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Figure 3. Quantitative analysis. A. Carbon content and mineral fraction. B. Carbon percentage (LOI
550). C. Inorganic carbon percentage (LOI 950). D. Total carbon.

subzone Ila and a minimum of 53% in subzone Ib (Table 28, https://www.raccefyn.co/
index.php/raccefyn/article/view/3179/4585). Among phenocrystals, there was a significant
presence of iron oxide, ferromagnesians, anhydrite, feldspars, and sulfides. Malachite,
rhodochrosite, calcite, sulfur, and halite, together with quartz, rock fragments, and other
salts, were gathered in the “other mixed phenocrystals” group. The highest value in the
phenocrystals group was in subzone Ia with 31.5%, while the lowest was in subzone Ib
with 17.2%; anhydrite predominated in subzone la with 4.3%; iron oxides in subzone Ila
with 3.4%; sulfides reached the highest value (4.1%) in subzone Ila, and ferromagnesians
in subzones Ila and IIb with 2%.

Organic component. The average value was 37%, reaching its maximum expression
in subzone Ib (47%) and the minimum one in I1a (23%). We registered the highest average
value (40.9%) of marine component (shells) in subzone Ic and the lowest (5.5%) in Ia.
In terms of peat, the highest value (26.7%) was registered in subzone Ib, and the lowest
(1.6%) in IIb. The highest level of coal (5.3%) was found in subzone Ia, and the lowest
(1%) in Ia, while it was not found in IIb. Organic remains (seeds, wood, tissues) reached
the highest average value (11.7%) in subzone Ib and the lowest (3.6%) in Ila. The column
showed a clear segregation in terms of the origin of the organic components, as follows:
between the base, 725-290 cm, the continental ones dominated, and from there to the
top (0 cm) the marine ones, except for the section 128-118 cm, where the continental
component predominated.
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Figure 4. Organic components and mineral fraction of the sediment (qualitative, percentage estimated
by using a stereoscope)

Palynological diagrams (changes in vegetation).

Two global trends in the vegetation of the site can be distinguished in the general diagram
(Figure 5). Between the base, 727 cm and 175 cm, continental wetland conditions
predominated, and estuary elements (mangroves) were absent. From 175 cm onwards, we
recorded the presence of elements associated with the mangroves.

The segregation based on the predominance of one type of vegetation in the zonation
showed the following:

Zone 1. Depth 725-175 cm. Approximate age, 6185-2142 years BP. This is the typical
setting of a composite zonation in a freshwater wetland surrounded by a lowland plain
forest vegetation, whose representation in the palynological spectrum predominated.
Based on the values of the ecological groups and the dominant species, it is feasible to
consider the following zonation:

Subzone Ia: Depth 725-525 cm. Approximate age, 6185-5522 BP. It is characterized
by the dominance of plain forest representation, particularly by the mainland forest, with
M. montana (4-17%), A. villosa (1-7%), S. mombin (1-11%), L. sericeus (1-13%), Ficus sp.
(1-9%), Miconia sp. (5-20%), and Warszewiczia (1-9%). In the flooded forest, S. paniculata
(common name “freshwater mangrove”, 2-11%) and B. quinata (1-13%) were present with
important values. The values of the aquatic-swamp group characterized the subzone, with
the species associated with the water mirror, such as Sagittaria sp. (1-18%), Hydrocotyle
sp. (2-5%), and Paspalum sp. (1-13%), reaching the highest representation. In the swamp
group, S. dulcis (1-13%), Cyperaceae (1-6%), and T. dominguensis (1-7%) showed high
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values. Among the elements of the sand beach, Solanum sp. (4-20%) predominated, and
among the elements not included (Figure 6A), the records of warty and psilated triletes
had values close to 20%.

Subzone Ib: Depth 525-275 cm. Approximate age, 5522-4323 BP. Plain forests
continued to dominate, particularly the terra firme forest with Uribea cf tamarindoides
(1-9%), Acacia sp. (1-7%), and 1. deltoidea (1-11%), which replaced the dominance of M.
montana (1-3%). S. paniculata (1-16%) representation in the flooded forest persisted. The
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values reached by the swamp elements were the highest of the whole diagram, especially
those of Cyperaceae (1-11%), Amaranthaceae (1-10%), and E. prostrata (1-13%). The
values of species associated with the water mirror, such as Sagittaria sp. (1-3%) and
Hydrocotyle (1-2%), decreased. Among the sand beach elements, besides Solanum sp. (2-
26%), A. peruviana (2-13%) was important. Among the “not included” elements, trilete
psilado and Adiantum records were important, as well as 7. geniculata, P. caucanum,
Phyllanthus sp., and M. glabra.

Subzone Ic: Depth, 275-175 cm. Approximate age, 4323-2142 B.P. Here, plain forest
representation decreased, particularly due to the absence of records of S. paniculata. Instead,
E. hirta increased (2-15%). The terra firme forest representation also decreased, and now, it
is represented by S. mombin (2-12%), Acacia sp. (1-11%), A. excelsum (1-4%), and Cecropia
sp. (1-11%). The values of the species associated with the water mirror increased, particularly
those of Paspalum sp. (1-7%) and Hydrocotyle sp. (1-4%). Wetland representation decreased
due to the low values of Amaranthaceae (2-5%), E. prostrata (1-3%), and T. dominguensis
(1-6%). The subzone is characterized by the increase in the values of species typical of sandy
beaches, such as Solanum sp. (11-32%), A. peruviana (1-15%), and Cestrum sp. (4-17%).
Among the “not included” elements, psilate and warty trilete records were significant.

Zone II. Depth, 175-0 cm. Approximate age, 2142-present. This zone reflects an
estuarine environment with an initial phase of low mangrove representation that ultimately
becomes dominant. Based on the values of the ecological groups and the dominant species,
it is feasible to consider the following zoning:

Subzone Ila: Depth, 175-80 cm. Approximate age, 2142-70 B.P. Plain forest representa-
tion strongly decreased, especially due to the low values of the terra firme forest of Cecropia
sp. (1-2%), Acacia sp. (1-3%), Uribea cf. tamarindoides (1-2%), and Ficus sp. (1-6%). The
representation of /. delfoidea increased (4-11%), and that of 4. excelsum remained the same
(1-2%). In the flooded forests, B. quinata (2-10%) and S. paniculata (1-11%) records were
significant in the final area of the subzone. The values of species associated with the water
mirror increased, particularly those of Hydrocotyle sp. (1-11%) and Sagittaria sp. (1-4%), but
decreased for Paspalum sp. (1-6%). The representation of the swamp increased, especially
with T. dominguensis (1-9%), Amaranthaceae (1-2%), E. prostrata (1-4%), and S. dulcis (1-
8%). The representation of the sand beach remained up to the middle part of the subzone,
decreasing towards the end with Solanum (40-5%). The subzone evidences the beginning of
low records for those elements associated with the mangrove, such as A. aureum (3-25%)
and A. germinans (2-9%). R. mangle was recorded for the first time (1-47%). Among the “not
included” elements, Casearia and Adiantum spores records were significant.

Subzone IIb: Depth, 80-0 cm. Approximate age, 70-present. The representation of man-
groves predominated, especially due to R. mangle recorded values (50-70%); C. erectus (1%)
and A. aureum (1-10%) were also found, while A. germinans was not recorded. The values of
the species associated with the water mirror increased, particularly those of Sagittaria sp. (1-
6%), Paspalum sp. (4-11%), and Eichhornia crassipes (1-9%) appeared. The representation
of the swamp decreased with 7. dominguensis (1-6%) and Alternanthera sp. (1-5%). The
representation of the sand beach with 4. peruviana (2-11%) decreased drastically, and the
records of Solanum sp. (1%) and Cestrum sp. practically disappeared. The decrease in
the representation of lowland forests was accentuated by the low values of S. paniculata
(1%) and the absence of B. quinata in the flooded forests, while the terra firme forests were
scarcely represented by Cecropia sp. (1-2%), which practically disappeared towards the end.
The subzone is characterized by the predominance of mangroves. Among the “not included”
elements, H. mancinella and L. helminthorrhiza records were significant.

Changes in vegetation dominance (physiognomy)

According to the general palynological diagram and to the segregation of the phyto-
ecological groups (Figure 6B), in subzones Ia and Ib, the representation of closed
vegetation predominated (flooded and terra firme forests); the poor representation of
the aquatic group in some subzone la sections (500-430 cm) is quite peculiar, and it
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is related to the low values of residual water in the sediment. In subzones Ic and Ila,
the representation of open vegetation increased due to the high values of sand beach
elements, which reached their highest values in Ic, while the value of residual water in
the sediment was the lowest of the entire column. In subzone IIb, the closed vegetation
dominated, represented by mangroves, as the representation of the forests of the plain
decreased drastically. This, together with the increase in residual water, is associated with
the consolidation of the mangrove environment. In brief, during periods of low expression
of aquatic vegetation and high expression of sand beach vegetation, the residual water
values decrease, a condition that is associated with the decrease of the water column in the
basin of the wetland, either due to a decrease in the flow of the tributaries or due to low
values in local and regional precipitation.

Palynological associations in the sediments and affinities with current vegetation types

Table 1 describes the palynological associations based on the pollen spectra in the sediment
by subzones and the floristic affinity with current vegetation types. The correspondences
between the types of tropical dry forests, such as those dominated by M. montana, S.

Table 1. Relationship between palynological associations detected in the sediment analysis and
similar current vegetation types (Caimanera wetland)

Sub- !)omlr.lant taxa Vegetation types in the Caribbean (Cortés & Rangel, 2023; Rangel-Ch. &
in sediments and 2

zones Sudrez, 2022)
pollen zones

Forests dominated by Mabea montana in very humid sites around wetlands in
Ia Mabea montana

the Caribbean
Ia Lonchocarpus Forests dominated by Lonchocarpus species (L. fendleri, L. punctatum),
sericeus common in hills and dry and stony sites in La Guajira and Cesar

Tabebuia rosea, dominant in floodplain forests around Caribbean wetlands such
Ib Tabebuia rosea as the Phyllantho elsiae-Tabebuion roseae formation (alliance), and in humid
flat areas such as the Tabebuio roseae-Samaneetum samanis forests

Protium species, particularly P. heptaphyllum, dominant in forests and low

Ib Protium sp. . . . , . X
P terraces in very humid locations such as southern Cordoba in the Caribbean

Characteristic dominant species in the forests of the Erythroxylo amazonici-
Uribea cf. Anacardion excelsi alliance of the Spondiado mombinis-Anacardetalia excelsi
tamarindoides order and the Cratevo tapiae-Spondietea mombinae class. These forests are

established in flat areas along streams and channels (riverine vegetation).

Ib, Ic

Dominant species with a wide distribution in different types of vegetation,
from forests such as those of the Cratevo tapiae-Spondiadetea mombinis
class established around the wetland; mixed palm groves such as those of the
Spondiado mombinis-Attaleetea butyraceae class, dominant in the plains and
terraces around the Caribbean wetland, particularly the Cesar wetlands. Also
dominant in dry areas, where it is associated with typical species of very dry
tropical forests such as those of the Spondiado mombinis-Handroanthetea
ochracei class.

la,Ic  Spondias mombin

Ib, Ic, Symmeria Dominant in the tall scrub forests such as the Symmerio paniculatae-
la  paniculata Tabebuietum roseae association around the Caribbean wetland
Rhizophora mangle Rhizophora mangle is a characteristic species of the Rhizophoretea mangle
1Ib y Avicennia class. It includes various types of mangroves, such as the Avicennio
germinans germinantis-Rhizophoretum manglis association, in locations with high salinity.
Ambrosia Characteristic dominant species of the Heliotropio indici-Solanion
Ic,lla  peruviana'y campechiense formation, with maximum expression in the Ambrosietum
Solanum sp. peruvianae association, dominant in the sand beaches of the Caribbean wetland
Dominant in several types of vegetation with wide distribution in the Caribbean,
Ie. Ia Anacardium such as the forests grouped in the Huro crepitantis-Anacardietalia excelsi order
’ excelsum on terraces-hills in dry areas, and in the Spondiado mombinis-Anacardietalia

excelsi order in flat, humid sites.
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mombin, A. excelsum, and Protium heptaphyllum, are very important, and the distribution
area of most of them concentrates in the Caribbean wetlands. The sediments also reflect
the presence of tall forest scrublands dominated by S. paniculata on the flood plain and the
A. peruviana and Solanum sp. (Solano campechiensis- Ambrosietum peruvianae) scrubs
dominating the sand beaches during low water periods. Among the mangrove types, some
are dominated by R. mangle and A. germinans (Avicennio germinantis-Rhizophoretum
manglis) and are associated with salinity conditions in the water column.

Paleoenvironmental reconstruction

Zone 1. (725-175 cm) Approximate age, 6185-2142 years BP. The paleo-environment
was a freshwater wetland with the characteristic zonation of the hydric ecological series:
from rooted-emergent aquatic vegetation (Sagittaria - Hydrocotyle) and swamps with
plant communities such as 7. dominguensis and Cyperaceae species “grasslands”, to
the lowland with S. paniculata flooded forests and the dry tropical forest formations
(terra firme) dominated by M. montana and S. mombin. According to the zonation of the
palynological diagram, the following is the environment reconstruction in the subzones
(Figure 7):

Subzone Ia. (725-525 cm) Approximate age, 6185-5522 BP. The wetland reached its
greatest surface area and water volume; the aquatic vegetation was represented by Sagittaria
and Hydrocotyle species; the grassland by Paspalum sp., and the swamp vegetation by dense
formations of 7. dominguensis, where Cyperaceae species and S. dulcis predominated. On
the plain, in flooded areas, S. paniculata tall scrub forests were established, and on dry-land
forests, S. mombin and M. montana dominated. Compared to current climate conditions in
the study area, this was a period with slightly higher precipitation values.

Subzone Ib. (525-275 cm). Approximate age, 5522-4323 BP. In the wetland, the water
surface was reduced, and swamp vegetation coverage increased, showing its maximum
development. The representation of the S. paniculata flooded forest was maintained. The
area covered with mixed palm groves dominated by /. deltoidea increased, replacing the M.
montana forests (terra firma), and the sand beach vegetation increased its representation.
Compared to the previous subzone, it was a period with less precipitation.

Subzone Ic. (275-175 cm). Approximate age, 4323-2142 BP. The surface area with
water mirror and areas covered with swamp vegetation, S. paniculata flooded forests, and
terra firme forests of 4. excelsum and S. mombin decreased. The sand beach vegetation
with A. peruviana and Solanum sp., spread over these areas. As in the previous subzone, it
was a period with low precipitation values.
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Figure 7. Paleoenvironmental reconstruction: changes in vegetation, carbon content, organic
components, and mineral fraction
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Zone II. (175-0 cm). Approximate age, 2142-present. In the lower part (Ila), a
paleoenvironment landscape of freshwater wetland persisted with emergent rooted aquatic
vegetation (Sagittaria - Hydrocotyle); in the swamp, plant communities such as the 7.
dominguensis and Cyperaceae and Alternathera species “grasslands” were established. 4.
aureum, C. erectus, and A. germinans records indicate an increase in the marine influence.
The representation of the sand beach increased, and that of the dry-land forest decreased
drastically. In the upper part (IIb), mangrove dominance is evident. The following is the
environment reconstruction in the subzones:

Subzone Ila. (175-80 cm). Approximate age, 2142-70 BP. The surface area with a
water mirror (aquatic vegetation) increased; the areas covered with swamp vegetation and
the S. paniculata floodplain forest also increased; the extension of the dry land vegetation
decreased and was replaced by the mixed I. deltoidea palm grove. The representation
of the sand beach remained high. The precipitation was slightly higher compared to the
previous subzone.

Subzone IIb. (80-0 cm). Approximate age 70-present. It reflects an estuarine wetland
with typical mangrove vegetation dominated by R. mangle. Although brackish water
conditions predominated, the representation of aquatic vegetation was maintained, but that
of the swamp and sand beach decreased. The representation of forests on the flood plain
and dry lands was very scarce. Precipitation conditions were similar to the present, but
greater than those of the previous subzone.

Discussion

Sedimentation rate

Two contrasting environments were differentiated in the sediment column and the palyno-
logical diagram (Figure 5): between 725-175 cm (subzones la, Ib, Ic), the palyno-logical
spectra showed a continental wetland environment (without mangroves), and between 175-
0 cm (subzones Ila and IIb), an estuary (marine) environment with mangroves.

The sedimentation rate in subzone la (725-525 cm) was 0.3 cm/year, and 0.21 cm/year
in subzone Ib (525-275 cm). These values surpassed the limit (0.038-0.10 cm/year) for wet
periods (maximum level in the water column). In subzone Ic (275-175 cm), according to
Lazala et al. (2010), the value of 0.046 cm/year was quite close to the variation limits in
the Caribbean wetlands for dry periods (0.011-0.037 cm/year).

In subzone IIa (175-80 cm), with a mangrove in a regular state of development, the sedi-
mentation rate of 0.046 cm/year was below the limit (0.09-0.12 cm/year) proposed by Rangel-
Ch. (2024) for mangroves’ degree of development (vigor) in the Colombian Caribbean.

In subzone IIb (80-0 cm), characterized by a vigorous mangrove development
according to the palynological diagram (Figure 5), the sedimentation rate (accretion) was
1.14 cm/year, a value that follows the pattern of vigorous mangrove development in the
Colombian Caribbean (0.52-1.14 cm/year).

The sediment column reflects two contrasting environments in sedimentation rates
and the establishment of the vegetation dominant formations in the basin and surrounding
areas. The lower part of the diagram depicts a freshwater wetland environment with
no seawater input. Sedimentation rates fluctuated between 0.3 and 0.21 cm/yr. In the
freshwater wetland-mangrove transition phase (subzone Ic), the sedimentation rate was
close to the variation limits for “dry” periods in the Caribbean wetlands. In the upper
part, the sedimentation rate in an estuarine environment was 1.14 cm/yr, which reflects the
marine influence and a vigorous mangrove development influencing substrate accretion
through the production and accumulation of organic matter and the retention of mineral
elements (Krauss et al., 2014).

Quantitative analysis: mineral and organic fractions (carbon)

The mineral fraction predominated throughout the column; the highest average (73.24%)
was found in subzone Ic, and the lowest one (62.01%) in subzone Ib. The minimum
(11.52%) and maximum (96.69%) extreme values were found in subzone Ib.
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The highest values of carbon content were reached in subzone Ia. Except for sections
with low values and an extreme minimum of 2.33%, in subzone Ib, the behavior of the
curve was very similar. The inorganic carbon values were higher than those of organic
carbon, particularly in subzones la and Ic. However, the mineral fraction domain was
differentiated by sections: between 544-504 cm, the upper part of subzone Ia, and the
lower part of Ib, the representation of total carbon increased, with an average of 27% and
a maximum of 35.5% at 538 cm. In the section at 428-306 cm and in the middle and upper
parts of subzone Ib, the total carbon average value increased to 25%, with a maximum of
34.4% at 330 cm. In the section at 146-6 cm, upper part of subzones Ila and IIb, the average
value of total carbon was 27%, with a maximum of 36.9% at 104 cm.

In summary, the average values of organic carbon (6.64 to 13.26%) were lower than
those of inorganic carbon (11.58 to 18.66%), and total carbon fluctuated between 21.9 and
28.42, with sections in which its representation increased (544-504 cm, 428-306 cm).

As for residual water, the highest expression (16.11%) was reached in the lower part
of subzone Ib. The lowest value (1.46%) was found in subzone Ic, probably related to the
disappearance of aquatic vegetation representation.

Qualitative analysis

Here, the mineral fraction also predominated along the column. The organic fraction
(continental and marine) had a high representation in subzone Ib, section 350-312 cm,
with an average of 94%, and in subzone Ic, section 200-180, with an average of 83%.
In the marine component (shells), the maximum value was reached in subzone Ic, and
a very low value in Ia. In the continental component, peat and organic remains showed
the highest value in subzone Ib. A clear segregation was evident: between the base and
725-290 cm, the dominance of continental organic components was evident, and from
there to the top (0 cm), the marine component dominated, represented by mollusc shells
(Anomalocardia brasiliana and Mytilopsis sallei) and crustacean remains (Balanus
species). In the mineral fraction, the group of undifferentiated fines predominated, while in
the phenocrystals, anhydrite predominated with a higher value in subzone Ia; iron oxides,
sulfides, and ferromagnesians reached a higher representation in subzone Ila. The hydrated
phenocrystals (anhydrite, halite, and malachite) registered a higher value in sections of
subzones Ia, Ib, and Ic (Figure 4), related to the low representation of aquatic elements in
the palynological diagram. Phenocrystals (hydrated + non-hydrated) showed higher values
in some sections of sub-zones Ia, Ib, and Ic; the values of hydrated phenocrystals, such as
anhydrite, halite, and malachite, were very significant. These periods with higher values
are related to periods in which the water level in the basin decreased (drought).

Paleoenvironmental changes and their relationship with other areas of the Colombian
Caribbean

The oldest records reporting the presence of mangrove vegetation in coastal wetlands
are those of Navio Quebrado (La Guajira) and Boca de Lopez I (Figure 8). In Ostional
(Cérdoba), La Caimanera (Sucre), and Neguanje (Magdalena), mangrove records begin
approximately at 1200 years BP. The changes detected show the following patterns:
between 6500-4400 years BP, the oldest record of Navio Quebrado (La Guajira) reflects
an initial phase in the formation of the mangrove vegetation, with very low values of R.
mangle, and the sporadic presence of 4. germinans. In Boca de Lopez I, with an age at
the base of 4585 years BP, the two mangrove species also register low records. Between
4400-3400 years BP, R. mangle representation increased, although from 3700 years BP,
in Boca de Lopez I, mangrove records disappeared. Between 3400-2000 years BP, the
mangrove developed vigorously in Navio Quebrado, while in Boca de Lopez I, vigorous
mangrove only appeared at the end of the period. Between 2000-1200 years BP, the
mangrove developed vigorously in Neguanje (Tayrona) and the CGSM (Boca de Lopez
I), while in Navio Quebrado, the presence of the mangrove decreased. Between 1200-500
years BP, vigorous mangrove grew in Neguanje and Ostional, but in Navio Quebrado and
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Figure 8. Correlation of vegetation changes over time in several locations in the Colombian Caribbean

La Caimanera, mangroves were greatly reduced. Between 500 years BP and the present,
there has been a vigorous development of mangroves in La Caimanera and Ostional, and a
slight decrease in Neguanje and CGSM (Boca de Lopez I).

The changes detected do not allow for defining a repeating pattern in the estuarine
and deltaic environments of the Colombian Caribbean. There were periods of vigorous
mangrove development (between 3400 and 2000 years BP at Navio Quebrado and
CGSM), which were associated with changes in the sea level during that time (Robertson
& Martinez, 1999). However, other periods of significant mangrove development, such as
between 1800 and 500 years BP (Boca de Lopez I, Neguanje), and between 500 years BP
and the present (La Caimanera and Ostional), cannot be linked to previously documented
sea level changes.

A detailed analysis of the Caimanera situation suggests a complementary explanation
for these changes. The analyzed sediment column presents two contrasting periods: between
the base and 175 cm, when the environment was dominated by continental freshwater
wetlands, and between 175 and 0 cm, before the transition, when the environment was
estuarine. What changes occurred during the freshwater-brackish water transition? To
answer this question, we must review the conditions in subzone Ic, at a depth of 275-175
cm, with an approximate age of 4323-2142 years BP. During this period, the vegetation
was dominated by sandy beach elements, which had the highest representation in the entire
diagram (Figure 5), while the representation of aquatic vegetation was the lowest in the
entire column. The stratigraphy was characterized by organic clays; the sediment was
consolidated, and no peat remains were found. The average values (%) of inorganic carbon
(18.66%) and the mineral fraction (73.24%) were the highest in the entire column, while
the residual moisture content was the lowest (0.03%). The highest average values (3.34%)
were observed for anhydrite (differentiated phenocrysts) and shell content (40.98%).
These biophysical conditions support the classification of subzone Ic as “dry,” in terms
of moisture (precipitation, water column level), compared to the other subzones in the
column. Under these climatic and stratigraphic conditions, it is plausible to recreate a
scenario in which subduction occurred in the basin, facilitating the influx of seawater. This
interpretation would therefore be more closely related to local variations than to global (or
regional) sea level fluctuations.
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Conclusions

The natural history of changes in the vegetation and environmental conditions of La
Caimanera wetland revealed two well-defined and contrasting periods: between the
beginning or base of the sediment column analyzed (725 cm, 6185 years BP, and the
middle-upper part at 175 cm, 2142 years BP), when the environment was that of a
continental freshwater wetland. The hydric series began with aquatic vegetation dominated
by Sagittaria and Hydrocotyle species, and Paspalum sp., probably towards the shore,
where they formed a belt (“gramalotal”). In the wetland vegetation, Cyperaceae species
and S. dulcis were present. On the lowland plain, the low S. paniculata scrub-forest took
root, and in the surroundings, in the final phase of the ecological series, on continental land,
forests dominated by M. montana, S. mombin, and A. excelsum were arranged. The mineral
component dominated the sediment; hydrated phenocrystals reached significant values
at two points, a feature related to periods when the water level in the wetland dropped.
In the organic component of continental origin, peat and plant remains were significant.
In the upper part (subzone Ic), a drastic change occurred: the transition to a brackish
environment, related to the considerable extension of the area covered by beach vegetation
(4. peruviana) and the greatest expression of components of marine origin (shells). In
this subzone, the lowest value (1.46%) of residual water was registered, a condition that
is closely related to the disappearance of the representation of aquatic vegetation. Under
these conditions, in this segment of the paleoenvironmental history, the wetland reached its
greatest surface and volume of water, and the sedimentation rates varied between 0.3 and
0.21 cm/year. In the upper part (transition zone), the sedimentation rate was 0.046 cm/year,
which is close to the upper limit of sedimentation rate variation in the Caribbean wetlands
for dry periods (0.011-0.037 cm/year).

From 2142 years BP to the present (175 cm to 0 cm), the conditions for an estuarine
environment (brackish water) were established. In the last 1000 years BP, the mangrove
wetland (closed vegetation) developed vigorously, an event that is expressed in the palyno-
logical spectrum; the representation of marine remains (shells) is high, which is evidenced
by the high representation of 4. brasiliana and M. sallei mollusk shells and remains of
crustaceans, species of Balanus, and a sedimentation rate (accretion) of 1.14 cm/year.

Supplementary information
See the supplementary information in https://www.raccefyn.co/index.php/raccefyn/article/
view/3179/4585
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Analisis de la influencia del eclipse solar anular del 14 de
octubre del 2023 en la variacion de la gravedad vertical
medida con un gravimetro CG-5

Analysis of the influence of the October 14, 2023, annular
solar eclipse on the variation of vertical gravity measured
with a CG-5 gravimeter
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Luis Hernan Ochoa-Gutiérrez
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Resumen

El eclipse solar anular ocurrido el 14 de octubre del 2023 fue visible en Norteamérica y en zonas de
Centroamérica y Suramérica. En Colombia se pudo ver en fase anular o parcial en todo el territorio
nacional. La zona de anularidad cruzé de occidente a oriente los departamentos de Chocd, Quindio,
Tolima, Huila, Meta, Guaviare, Vaupés, Caquetd y Amazonas. El objetivo de este estudio fue analizar
la posible atenuacion de la gravedad durante el eclipse mediante mediciones gravimétricas de alta
precision realizadas en Aipe (Huila) entre las 3:05 UTC-05 del 13 de octubre y las 11:31 UTC-05 del
15 de octubre del 2023 utilizando un gravimetro CG-5. Para sustentar la interpretacion se revisaron
trabajos previos que proponen mecanismos como la dispersion o la absorcion gravitacional, asi como
modelos tedricos que predicen patrones especificos en la sefial gravimétrica durante eclipses. Aunque
las variaciones detectadas fueron sutiles, se registraron descensos en la gravedad que coinciden
con fases criticas del eclipse, especialmente antes del primer contacto y después del ultimo. Estas
variaciones se alinean con modelos como el de Munera (2011) y Heriyanto (2022), y con estudios
anteriores desarrollados en China y Europa, lo que, mas alla de los valores absolutos, aporta evidencia
coherente de un posible efecto de atenuacion gravitacional asociado a la geometria del eclipse.

Palabras claves: Eclipse solar; Gravedad vertical; Eclipse anular; Atenuacion gravitacional.

Abstract

The annular solar eclipse of October 14, 2023, was visible in North America and parts of Central
and South America. In Colombia, the eclipse was seen in the annular and partial phases throughout
the country. The annular zone crossed the departments of Choco, Quindio, Tolima, Huila, Meta,
Guaviare, Vaupés, Caquetd, and Amazonas from west to east. This study aimed to analyze the
possible attenuation of gravity during the eclipse using high-precision gravimetric measurements
taken in Aipe (Huila) between 3:05 UTC-05 on October 13 and 11:31 UTC-05 on October 15, 2023,
with a CG-5 gravimeter. To support the interpretation, we reviewed previous works that propose
mechanisms such as gravitational scattering or absorption and theoretical models that predict specific
patterns in the gravimetric signal during eclipses. Although the variations detected were subtle,
decreases in gravity were recorded coinciding with critical phases of the eclipse, especially before
the first contact and after the last one. These variations align with models such as those of Miunera
(2011) and Heriyanto (2022), as well as previous studies developed in China and Europe, and
provide, beyond absolute values, consistent evidence of a possible gravitational attenuation effect
associated with eclipse geometry.

Keywords: Solar eclipse; Vertical gravity; Annular eclipse; Gravitational attenuation.
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Introduccion

A pesar de que, en teoria, la gravedad lunar durante un eclipse solar se alinea con el
sistema gravitacional Tierra-Sol, es dificil demostrar su efecto de manera experimental.
Se ha estudiado la posible existencia de absorcion de ondas gravitacionales y se han
realizado algunos analisis teoricos sobre un débil blindaje lunar en la interaccion Tierra-
Sol. Segun Yang y Wang (2002), las variaciones pequefias alrededor del maximo eclipse
son complicadas de entender y pueden tener multiples causas. Los autores proponen tres
posibilidades: no se presenta absorcion gravitacional por parte de la Luna, la posible
anomalia es muy pequefia y no puede ser detectada por la precision del gravimetro o,
si ocurre cierta absorcion gravitacional por parte de la Luna, esta se anula o se reduce
dréasticamente por la superposicion de atracciones gravitacionales tras la alineacion Sol-
Luna-Tierra.

Para explicar estos posibles efectos, Heriyanto (2022) propuso el denominado ‘modelo
de tendedero’ (Clothesline Model, CM), con el cual intentd describir el comportamiento
gravimétrico en varios eclipses lunares y solares. De forma paralela, Munera (2011)
plante6 el modelo de atenuacion por la luna, el cual sostiene que la atenuacion de la
gravedad durante los eclipses solares estd dominada por la dispersion elastica del flujo
gravitacional y no por la absorcion, como se creia tradicionalmente. Esta propuesta se
inscribe dentro de una linea de investigacion mas amplia que ha explorado la posibilidad
de una atenuacién gravitacional asociada a la alineacion de los astros durante un eclipse.
Segiin Munera (2011), uno de los primeros en abordar este fenémeno fue Quirino
Majorana, quien propuso un coeficiente universal de atenuacion 4 basado en experimentos
de laboratorio con materiales densos y aplico a la gravedad una férmula analoga a la de la
absorcion de radiacion:

F s = Fyonn - @9 (=1 [ plr) ),

donde F' Majorana YEPTESENLA la fuerza gravitacional atenuada, I, es la fuerza gravitacional
clasica, p(r) es la densidad del material atravesado en funcion de la distancia 7, y 4 es un
coeficiente de atenuacion, interpretado por Majorana como una posible constante universal
de “extincion” (quenching factor) (Quirino Majorana, 1919, 1920, citado en Munera,
2011).

Sin embargo, esta idea fue fuertemente cuestionada. Russell (1921, citado en Minera,
2011), advirti6 que un valor elevado de / implicaria una disminucién efectiva de la
masa gravitacional del Sol, lo que afectaria la estabilidad orbital de los planetas. Por su
parte, Crowley et al. (1974, citados en Munera, 2011) argumentaron que la absorcion
gravitacional, de existir, deberia manifestarse en forma de calentamiento detectable en
el interior de cuerpos planetarios, algo que no se observa geotérmicamente. Esto llevo a
estimaciones mucho menores del coeficiente /, del orden de 102% a 1073°cm?/g, en contraste
con los resultados de laboratorio.

Pese a estas objeciones, en varios experimentos llevados a cabo durante eclipses
se han documentado anomalias que han renovado el interés en esta hipotesis. En 1954,
Tomaschek registrd dos valles laterales en la sefial gravimétrica durante un eclipse solar en
las islas Shetland, aunque desestimo el hallazgo al no coincidir con una curva de atenuacion
centrada en la fase maxima del eclipse. Posteriormente, durante el eclipse solar total del
9 de marzo de 1997 en China, Wang y Yang reportaron anomalias similares utilizando
un gravimetro LaCoste—Romberg. Observaron dos minimos en la sefial gravimétrica, uno
antes del primer contacto y otro después del ltimo, que inicialmente se atribuyeron a un
posible sombreado gravitacional lunar. Mas tarde plantearon una explicacion alternativa
basada en movimientos rapidos de masas de aire, aunque otros autores han cuestionado la
plausibilidad fisica de esta hipotesis (Minera, 2011).

Frente a estos antecedentes, Munera (2011) retoma la idea de Majorana, pero
introduce una correccion clave: el coeficiente de atenuacion 4 no debe ser tratado como
una constante universal, sino como un parametro empirico dependiente de la composicion
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atébmica y nuclear del medio (Z, N) (Munera, 2011). Este enfoque permite reconciliar
las discrepancias entre los valores observados en el laboratorio y los obtenidos mediante
registros gravimétricos durante los eclipses.

Este enfoque se articula con la comprension contemporanea de la gravedad como un
fenémeno dinamico y multivariable. Segin Toledo (2020), por ejemplo, la aceleracion
de la gravedad puede expresarse de forma general como una funcién que depende de
multiples factores:

g=g, &, P,p, 1),

donde u es el potencial gravitacional, w? la componente centrifuga asociada a la rotacion
terrestre, P la presion atmosférica, p la densidad del medio, y ¢ el tiempo. Esta expresion
evidencia la complejidad de los sistemas gravimétricos, en los que la sefial observada es el
resultado de la interaccion de diversas variables fisicas y ambientales.

Como lo resalta Toledo (2020), una sefial de marea no se limita inicamente al efecto
de la marea terrestre (la deformacion elastica global de la Tierra), sino que también
incorpora la carga oceanica mareal, es decir, la redistribucion del agua en los océanos
bajo la influencia gravitacional lunar y solar, y factores locales como las variaciones
en las propiedades clasticas del terreno. Ello significa que la sefial gravimétrica es una
superposicion de multiples efectos cuya dindmica puede enmascarar cambios sutiles
asociados a eventos astronomicos. Asi, cualquier intento por detectar una posible ate-
nuacion gravitacional durante un eclipse debe considerar el ruido de fondo generado por
estas componentes, ademas del hecho de que sus interacciones no siempre son lineales ni
facilmente predecibles. Esta complejidad resalta la importancia de comparar los registros
observados con los patrones tedricos propuestos por distintos modelos, y no solo evaluar
la magnitud del cambio observado.

Materiales y métodos

Se estudio el eclipse solar anular del 14 de octubre de 2023 (Tabla 1, Figura 1) utilizando
un gravimetro relativo con una resolucion de 0,001 mGal (equivalente a 1 pGal). Las
mediciones gravimétricas se realizaron entre las 3:05 UTC-05 del 13 de octubre y las
11:31 UTC-05 del 15 de octubre de 2023. La estacion, con posicion global ¢ =03°13°16.84”
Ny A=175°14’05.65" W (Aipe, Huila), se encontraba a una altitud de 398,0 m en la zona
con el mayor ocultamiento nacional (90,50 %).

Tabla 1. Cronologia de las fases del eclipse anular del 14 de octubre de 2023 en Aipe (Huila).
Fotografias por cortesia de Andrés Molina

ECLIPSE SOLAR ANULAR (Sm 15.1s)

Coordenadas de la estacion Longitud: 75° 14' 05.65" W

Latitud: 3° 13' 16.84" N

Fase del evento | [nicio de la anularidad Maximo (90.65%) Fin de la anularidad
principal

(At=69.1s;

alt. =398m)

Hora local 1:34:15 p. m. 1:36:53 p. m. 1:39:30 p. m.
Altitud del sol 60.9° 60.3° 59.7°
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Figura 1. (a) Ilustraciones de las fases del eclipse anular del 14 de octubre de 2023 en Aipe (Huila).
(b) Modelo de alineacion de los astros durante un eclipse solar

Seglin el sitio web ‘Eclipse’ del centro de vuelos espaciales Goddard de la NASA, en
las coordenadas mencionadas el eclipse parcial iniciaria a las 11:48:56 UTC-05 con el Sol
a 79 ° sobre el horizonte oriental, la maxima ocultacion se daria a las 13:36:46 UTC-05 y
finalizaria (fin del eclipse parcial) a las 15:16:12 UTC-05 con el Sol a una altura de 37 °
cayendo sobre el occidente. Especificamente, el eclipse anular ocurriria de las 13:34:08
UTC-05 a las 13:39:24 UTC-05. Debido a que estos tiempos estan fundamentados en
modelos matematicos tedricos, todos presentan una incertidumbre de 70,5 segundos.

El gravimetro CG-5 utilizado procesa y aplica correcciones a las sefiales del sensor de
gravedad, almacena datos, los formatea para su salida y realiza las funciones de control
del instrumento necesarias. Ademas de estar contenido en una camara de vacio, el equipo
hace diversas correcciones por defecto, incluidos el ruido, la deriva instrumental, la marea,
la temperatura, la inclinacion del instrumento, el rechazo avanzado de lecturas ruidosas, el
filtro de ruido sismico y las correcciones de terreno cercano.

El muestreo se disefi6 de manera que incluyera mediciones previas y posteriores al
evento, permitiendo un periodo de estabilizacion del sistema del instrumento. Con el fin
de garantizar la precision de las mediciones, el gravimetro se mantuvo a una temperatura
constante dentro de una habitacion tranquila.

Durante la recoleccion de datos en campo, se almacenaron promedios de seis lecturas
corregidas cada 35 segundos, con una frecuencia de adquisicion de una lectura cada cinco
segundos. Se aplicaron correcciones automaticas por deriva instrumental (para eliminar
efectos sistematicos por relajacion del resorte), inclinacion (para compensar desviaciones
con respecto a la vertical), temperatura (ajustando segun el coeficiente térmico del resorte)
y marea terrestre (basada en el modelo de Longman (1959), con un factor gravimétrico
de 1,16 para simular la deformacion elastica de la Tierra). Cabe sefialar que dicho modelo
no considera efectos mareales oceanicos ni variaciones locales del factor gravimétrico, lo
que pueden inducir errores de hasta £3 pGal (Scintrex Limited, 2012; Miranda et al.,
2013). Para reducir el ruido instrumental, se emple6 un criterio estadistico que descartd
mediciones que excedian cuatro desviaciones estandar con respecto al promedio. Estas
correcciones automaticas se ejecutan internamente al configurar el equipo para la toma
continua, sin necesidad de intervencion manual en campo.

A pesar de que las variaciones en la presion atmosférica afectan la gravedad con una
admitancia estandar de -0,3 uGal/hPa (Torge, 1989; Merriam, 1992, citados en Miranda
et al., 2013), el gravimetro CG-5 se encuentra encerrado en una camara de vacio, lo que
proporciona un aislamiento eficaz frente a estos cambios. Segiin Miranda et al. (2013), en
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condiciones similares de medicion pueden alcanzarse correcciones por presion atmosférica
del orden de —8 a +2 pGal, dependiendo de la altitud y de la correspondiente reduccion de
la presion al nivel del mar.

Con el fin de aislar posibles efectos no periddicos, el procesamiento se hizo en dos
etapas: a la serie temporal completa se le aplicé un suavizado por ventana movil de 10
muestras, a las que se les restd su media para centrar los valores y asi visualizar si persistian
fluctuaciones de alta frecuencia y resaltar tendencias dominantes; posteriormente, se recortd
la ventana temporal correspondiente a la duracion del eclipse y se repitid la eliminacion de
la media para evaluar el comportamiento anémalo de la sefial en ese intervalo.

Ademas, al almacenar la correccion de marea, se analizaron en paralelo los valores de
este efecto gravitatorio constante con los datos muestreados, siguiendo lo formulado en el
modelo de Longman (1959) para una Tierra elastica mejorada con los parametros de Love.

Resultados

La componente de marea se calculd tedricamente utilizando el modelo de Longman
(1959) para una Tierra elastica mejorada mediante los parametros de Love, modelo que
el gravimetro implementd automaticamente. El instrumento uso6 un factor gravimétrico de
1,16 y mantuvo una precision de 1 pGal (1x1078 m/s?). La serie temporal de este efecto
(Figura 2) esta dominada por un periodo semidiurno y esta en fase con la sefial semidiurna
de variacion gravitacional observada, lo cual pone en evidencia que la discrepancia entre la
teoria y la observacion radica, en parte, en un factor de escala entre ambos que corresponde
a la exactitud del valor del factor gravimétrico adoptado en el modelo (Toledo, 2020). Si
a la fecha del evento, la Tierra se hubiese encontrado préxima al perihelio, el efecto de
marea solar se habria amplificado; sin embargo, en este caso, la Tierra estaba en camino de
alcanzar su maximo acercamiento al Sol, que duraria hasta el 3 de enero de 2024.

La Figura 3 muestra la variacion de la gravedad vertical durante el dia del eclipse
atribuible a efectos fisicos como la carga oceanica (mareal y no mareal) y, potencialmente, a
un efecto de blindaje gravitacional. A pesar de este primer paso del procesamiento aplicado
y de las correcciones automaticas del instrumento, se observo un patron periddico, lo que
sugiere que la correccion mareal realizada por el equipo no era completamente precisa
(Figuras 3).

En contraste, a partir de la segunda etapa del procesamiento (Figura 4), si se identifico
un comportamiento anoémalo en dos intervalos caracterizado por una disminucion
significativa de la gravedad que no parecia estar influenciada por la sefial semidiurna de
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Figura 2. Correccion de marea a partir del modelo de Longman para una Tierra elastica mejorada
por los parametros de Love
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Variacion de la gravedad durante el eclipse solar anular de 2023

VARIACION DE LA GRAVEDAD DURANTE EL 14 DE OCTUBRE DE 2023
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Figura 3. Variacion de la gravedad vertical durante el 14 de octubre de 2023 en Aipe (Huila)
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Figura 4. Variacion de la gravedad vertical durante el eclipse solar anular del 14 de octubre de 2023

en Aipe (Huila)

la marea. Tales intervalos se ubicaron temporalmente alrededor de las 11:44 UTC-05, con
una disminucion maxima significativa de -14,73 pGal, y sobre las 15:12 UTC-05, con un
cambio maximo de -9,71 pGal. Estos dos valles estan estrechamente relacionados con las
fases del primer y tltimo contacto del eclipse, respectivamente (Yang & Wang, 2002).

Durante el periodo de maxima ocultacion, la variacion de la gravedad presentd tres
picos, correspondientes al inicio, el punto maximo y el fin del eclipse anular medidos
a las 13:38:41, las 13:39:49 y las 13:42:05 (UTC-05). Se omiti6 el pico de -14,51 uGal
registrado a las 13:57 UTC-05 por considerarlo ruido instrumental.

La gravedad residual, centrada en torno a cero, tuvo una amplitud total de 166,47 pGal
(0.1665 mGal), con un valor maximo de 9,42 pGal (0,0094 mGal) durante el momento
de mayor anularidad, cuando el ocultamiento solar alcanzo el 90,50 % debido a la
interposicion de la Luna (Toledo, 2020).

Discusion

El analisis simultaneo de la correccion de marea modelada y la sefial observada evidencio
una discrepancia en fase y amplitud. Aunque el gravimetro utiliza un factor gravimétrico
de 1,16, como ya se menciond, este valor puede variar ligeramente segln la latitud. De
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hecho, Miranda et al. (2013) reportaron que los factores de amplitud y fase determinados
localmente pueden generar variaciones del 2,2 % en la sefial mareal modelada comparada
con la observada. En este caso, el uso de pardmetros genéricos pudo haber introducido
errores del orden de los microgales. En todo caso, se esperaria que la eliminacion estadistica
de la tendencia en las mediciones durante el eclipse haya descartado cualquier variacion
ocasionada por la precision de esta constante gravitacional.

La Figura 5, ademas de evidenciar la imprecision en la correccion mareal del instru-
mento, muestra que el maximo ocultamiento solar no coincidio con la mayor sefial de marea
registrada (Figura 2) debido a que el evento no ocurrié cuando los astros estaban en su
minima distancia de la estacion de medicion. Al igual que en el estudio de Toledo (2020),
la sombra producida durante el eclipse no fue el punto en que los astros se hallaban mas
cercanos a la Tierra, lo que seria el caso si el eclipse hubiera ocurrido al mismo tiempo que
el Sol y la Luna atravesaban el meridiano local. Ademas, si el evento hubiese coincidido con
el perihelio de la Tierra, la variacion gravimétrica habria sido ain mayor. En ese escenario
hipotético, la aceleracion de las mareas resultante de la suma de la atraccion gravitacional de
los cuerpos celestes y la aceleracion orbital debida al movimiento de la Tierra alrededor del
baricentro del sistema Tierra-Sol-Luna, alcanzaria su valor maximo posible (Toledo, 2020).

Ademas, los tiempos predichos matematicamente no se ajustan con exactitud a los
tiempos demostrados por los datos debido al intervalo entre las mediciones, la incertidumbre
de los tiempos del modelo, los posibles errores del modelo y, probablemente, a una pequefia
diferencia entre el momento en que el evento ocurrid y su efecto in situ.

Como se ve en la Figura 3, la sefial residual que alcanz6 la resolucion del gravimetro
puede adjudicarse mayormente al efecto de la carga ocednica presente durante la medicion,
cuya amplitud puede llegar a decenas de microgales. Dado que Aipe se encuentra alejado
de las grandes cuencas ocednicas y la zona costera, donde segin Hinderer ef al. (2015)
la carga de marea oceanica puede oscilar entre el 1 % y el 10 % de la marea terrestre, la
sefial de marea oceanica no coincidira con la terrestre por un retraso en tiempo asociado a
la variacion de la batimetria y la topografia.

El ruido producido por este efecto, asi como la componente astrondmica real de la
marea, podrian corregirse de manera mas efectiva si se dispusiera de un gravimetro absoluto
en la estacion de base y nimeros de Love mejorados para el modelo de tierra elastica.

Miranda et al. (2013) demostraron que la calibracion del gravimetro CG-5 con
parametros locales permite estimar el factor de escala con errores del orden de 10 y
variaciones menores al 0,0034 %. En este estudio no hicimos una calibracion experimen-
tal especifica, por lo que no puede descartarse una desviacion instrumental del orden de

COMPARACION DE LA GRAVEDAD Y MAREA TERRESTRE DURANTE EL TRANSCURSO DEL ECLIPSE SOLAR

104 === Marea normalizada (ual I

Gravedad normalizada
— Gravedad narmalizada (recorte temparal) P e
eclipse §

sagritud normakzada

[T 0800 1000 L300 14:00 16:00 1800 20000
Hora [HHMMI

Figura 5. Comparacion entre la marea terrestre modelada y la gravedad vertical medida durante el
eclipse solar anular del 14 de octubre de 2023 en Aipe (Huila). El grafico evidencia la imprecision de
la correccion mareal automatica del instrumento y muestra un desfase temporal entre el maximo de
la sefial de marea y el momento de maximo ocultamiento solar.
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1-2 pGal. Si bien este valor es relativamente bajo en términos absolutos, representa hasta
el 20 % del valor maximo registrado durante la anularidad (9,42 pGal). Esta proporcion,
aunque pequena frente al rango total de la sefial residual, podria afectar la interpretacion si
no se identifican y controlan adecuadamente otras fuentes de error, como la sefial de carga
oceanica no mareal o las interferencias atmosféricas menores. Pese a estas limitaciones, los
valores de correccion por presion atmosférica se vieron mitigados por la cdmara de vacio
del instrumento. Miranda et al. (2013) estimaron una correccion de entre -8 y 2 uGal
bajo condiciones similares de medicion. Para evaluar la sefial de interés en este estudio, se
procesaron unicamente los datos alrededor del eclipse (Figuras 4 y 5). Asi, al discriminarse
las frecuencias del efecto de marea con respecto al efecto del eclipse, los cambios reales
y notables obtenidos implicarian algiin fenomeno asociado con el eclipse solar. Seglin
el modelo de tendedero propuesto por Heriyanto (2022), esta variacion de aceleracion
gravitacional se debe en parte a la influencia del factor de amortiguacion de la Luna contra
las perturbaciones del Sol y la Tierra. Cuando la Luna inicia el primer contacto parcial
del eclipse, el Sol y esta comienzan a interferir con la curvatura del espacio-tiempo en la
Tierra, lo que provoca la curvatura negativa del espacio-tiempo terrestre vista parcialmente
en el primer minimo andmalo observado en la Figura 4. El efecto amortiguador de la Luna
aumenta desde el inicio del primer contacto hasta el final de esta fase. Durante este periodo,
la curvatura del espacio-tiempo en la Tierra, influenciada por el Sol, tiende a incrementarse.
Este patron se detiene cuando la Luna alcanza su maxima anularidad. En la fase méaxima,
la curvatura del espacio-tiempo en la Tierra y el Sol alcanza su valor maximo durante el
evento, al igual que la amortiguacion de la Luna contra las perturbaciones solares. La
fase del segundo contacto parcial sigue un proceso inverso al del primer contacto, lo que
explica el segundo valle en el patron gravitacional (Figura 6) (Heriyanto, 2022).

De forma complementaria, el modelo propuesto por Munera (2011) plantea una
interpretacion alternativa para las anomalias gravimétricas registradas durante eclipses
solares, la cual se basa en la dispersion gravitacional mas que en la absorcion. Como ya
se mencioné en la introduccion, Munera retoma la hipotesis de atenuacion de la gravedad
formulada originalmente por Quirino Majorana (1919, 1920, 1921; citado en Munera, 2011).

Minera extiende el modelo de Majorana mediante una analogia con la dispersion de
rayos gamma y descompone el coeficiente de atenuaciéon como:

h=h,+hg+h,,

donde /, representa la absorcion, hgla dispersion elastica y 4, una posible deflexion
(despreciada en su estudio). Su modelo propone que la Luna actia como una pantalla
dispersora del flujo gravitacional solar. Para elevaciones solares bajas, como la de este
estudio, el modelo predice una curva gravimétrica con dos valles laterales flanqueados
por picos de dispersion en los bordes, en lugar de una tinica depresion centrada en la fase
maxima del eclipse (Figura 7).
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Figura 6. Patron de variacion de la curvatura del espacio-tiempo de la Tierra y el Sol durante
un eclipse solar total de acuerdo con el modelo de tendedero propuesto por Heriyanto (2022).
Reproducido de Heriyanto (2022).
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El modelo de Munera se ha mostrado consistente con las observaciones de por lo
menos seis eclipses ocurridos entre 1954 y 1999 en los cuales se registraron patrones de
doble valle, incluidos los trabajos de Wang y Yang durante el eclipse del 9 de marzo de
1997 (Munera, 2011). De hecho, este modelo puede explicar por qué, a pesar de que
dicho eclipse fue de tipo anular, se present6 una mayor variacion de la gravedad vertical en
comparacion con el eclipse total del 9 de marzo de 1997 evaluado por Wang et al. (2000)
en China (Figura 8), en el que la elevacion local de los astros fue menor (21 © durante la
duracion total). Este modelo también plantea que los valles que se registren en una estacion
con los astros en baja elevacion estaran mas separados (y, en algunos casos, incluso fuera
de la sombra del eclipse visual) que los valles obtenidos cuando el Sol y la Luna estan en

una alta elevacion local.

10002 — 1.0005
1.oooL —f 1.0004
S 1.0000 g 1.0003
£ 0008 R e raA
g 09998 — = 1.0000
0.9997 ~ 0.9999 l( \6
0.9996 - 0.9998 . =
32101 2 3 321 01 2 3

Horizontal distance from MFE

(a) Elevation=30°, ha'ha=10.0

Horizontal distance from ME

(b)Elevation =60° hsha=100

Figura 7. Flujo de gravedad total I debido al Sol después de la atenuacion por la Luna para dos
elevaciones lunares de acuerdo con el modelo de atenuacion por la luna propuesto por Munera
(2011). Reproducido de Munera (2011).
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Figura 8. Variaciones de la gravedad vertical medidas por Wang et al. (2000) durante el eclipse solar
total del 9 de marzo de 1997. Reproducido de Wang et al. (2000).

626



Revista de la Academia Colombiana de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales Variacion de la gravedad durante el eclipse solar anular de 2023
49(192):618-628, julio-septiembre de 2025. doi: https://doi.org/10.18257/raccefyn.3212

Conclusiones

En este estudio se midio la variacion de la gravedad vertical durante el eclipse solar anular
del 14 de octubre de 2023 empleando un gravimetro de alta precision (0,001 mGal). A pesar
de las limitaciones en el rango de comparacion antes y después del evento, los resultados
evidenciaron descensos significativos en la gravedad vertical durante los momentos
cercanos al primer contacto y al ultimo, asi como una variacion distintiva durante las fases
principales de anularidad.

El comportamiento registrado mostr6 una sefial con dos valles laterales y una secuencia
de picos en torno al momento de maxima ocultacion solar. Este patron puede interpretarse
a partir del modelo de tendedero propuesto por Heriyanto (2022), en el cual la Luna actaa
como un amortiguador gravitacional. Complementariamente, el modelo de atenuacidn por
la luna de Munera (2011) describe como la dispersion del flujo gravitacional solar puede
generar este tipo de comportamiento, especialmente en configuraciones con baja elevacion
solar, como la registrada en este evento.

Mientras que el modelo de marea terrestre para una Tierra elastica arrojé una magnitud
de 0,105 mGal durante la anularidad, la sefial residual observada alcanz6 una amplitud
total de 166,47 nGal (0.1665 mGal), con un valor maximo de 9,42 nGal durante el maximo
ocultamiento. La diferencia entre las curvas de marea terrestre y la sefial residual puede
explicarse por condiciones astrondmicas particulares y efectos locales no corregidos, como
la carga ocednica y errores en la modelacion mareal.

La ausencia de calibracion con una estacion de base impidio establecer un factor de
escala especifico para el sitio, lo que podria haber generado una desviacion de 1-2 pGal,
equivalente hasta a un 20 % del valor maximo registrado durante la anularidad. Aunque
se mantuvo una buena estabilidad instrumental, estudios previos han demostrado que este
procedimiento puede reducir errores de 6rdenes hasta de 10* (Miranda et al., 2013). Por
otra parte, la carga oceanica, tanto mareal como no mareal, puede representar hasta un 10 %
de la senal mareal en zonas costeras y, aunque su efecto disminuye en regiones continentales,
no desaparece por completo (Hinderer ef al., 2015; Rajner, 2010). Por ultimo, si bien el
disefio del gravimetro CG-5 ayuda a mitigar el impacto de la presion atmosférica, en este
estudio no se realizaron mediciones paralelas de presion; sin embargo, en condiciones
similares, Miranda et al. (2013) reportaron correcciones por presion de entre —8 y 2 pGal,
lo que permite estimar un rango razonable de incertidumbre adicional asociada a este efecto.

Este trabajo aporta evidencia coherente de un posible efecto de atenuacion
gravitacional durante un eclipse solar respaldada por modelos tedricos y observaciones
previas. Es importante destacar el estudio de Toledo (2020) en La Plata, Argentina, en
torno a la variacion de la gravedad durante el eclipse solar total del 14 de diciembre de
2020, porque los estudios sobre la variacion gravitacional durante eclipses solares son
escasos en Latinoamérica. El presente trabajo se constituye como el primero en la region
que analiza la variacion de la gravedad vertical de un eclipse solar de tipo anular.
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Resumen

En este articulo presentamos una generalizacion del clasico método de Newton-Kantorovich, el cual
se usa frecuentemente para aproximar una solucién de una ecuacion no lineal en un espacio de
Banach. Los métodos que aqui sugerimos constituyen una mejora del método iterativo de Newton.
Estos nuevos esquemas se derivan a partir de la formula integral dada en Argyros (2007) (pag. 33)
y en Kelley (1995) (pag. 65), y los esquemas numéricos clasicos de integracion de funciones. Se
presentan varios ejemplos que ilustran como el orden de convergencia experimental de los nuevos
métodos es cubico. Por ultimo, cabe recordar que estos esquemas se utilizan para encontrar la
solucion numérica de una ecuacion no lineal en una y dos dimensiones.

Palabras clave: Ecuaciones no lineales; Newton-Kantorovich; Métodos iterativos.

Abstract

Here, we present a generalization of the classical Newton-Kantorovich method, which is frequently
used to approximate a solution to a nonlinear equation in a Banach space. The methods we suggest
are an improvement on the iterative Newton method. These new schemes are derived from the
integral formula given in Argyros (2007) (p. 33), Kelley (1995) (p. 65), and the classical numerical
schemes for function integration. Through several examples, we show how the experimental order of
convergence of the new methods is cubic. These schemes are used to find the numerical solution of
a nonlinear equation in one and two dimensions.

Keywords: Nonlinear equations; Newton-Kantorovich; Iterative methods.

Introduccion

Las ecuaciones no lineales son problemas muy comunes que aparecen frecuentemente en
varias partes de la ciencia y la ingenieria. Ademads, juegan un papel fundamental en nu-
merosas dreas de investigacién en matematica. Es asi que uno de los problemas mas estudi-
ados en andlisis numérico es la aproximacion de soluciones de ecuaciones no lineales. Una
de las formas mds generales de este problema esta dada de la siguiente manera: SeaV'y W
dos espacios de Banach, Q un conjunto convexo abierto subconjuntode Vy F:V — W
un operador no lineal, el problema consiste en

Encontrar x € Q tal que, )
F(x)=0.

En este campo, los métodos iterativos se han convertido en herramientas computacionales
importantes y utiles. Principalmente por su sencillez, eficacia y facilidad de implementacion.
Uno de los esquemas iterativos mds importantes y conocidos para aproximar una solucién
del porblema (1), es el clasico método de Newton-Kantorovich (Argyros, 2007, pag 88),
(Kelley, 1995, pag 71), que fue propuesto en 1948 por Leonid Kantorévich como una gen-
eralizacién del conocido método de Newton, en el marco de los espacios de Banach. Este
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método es muy usado por su simplicidad y rdpida tasa de convergencia ya que construye
una sucesion de aproximaciones que convergen cuadriticamente a la solucién. Lo que sig-
nifica que, el método aproximadamente duplica el nimero de decimales correctos o digitos
significativos en cada iteracion.

Muchas variantes del método de Newton se han propuesto y estudiado por varios autores
como por ejemplo (Schneebeli & Wihler, 2011), (Amrein & Wihler, 2014), (Amrein &
Wihler, 2015), (Amrein & Hilber, 2020), (Amrein, 2021), que investigaron una general-
izacién del esquema de Newton llamado método de Newton continuo, en (Jacobsen, Lewis,
& Tennis, 2007) se propone varios esquemas derivados de este método para los complejos,
otras variante fueron propuestas en (de los Angeles Martinez & Fernandez, 2019), (Grau
& Noguera, 2004).

Algunos investigadores han introducido y estudiado otros métodos iterativos para resolver
el problema (1), muchos de ellos en espacios de Banach como por ejemplo (Zhao & Wu,
2009), (Heid & Wihler, 2020a), (Cardenas, Castro, & Sierra, 2020), y otros para ecua-
ciones no lineales en una sola dimension como (Weerakoon & Fernando, 2000), (Kou,
Li, & Wang, 2007), (Bi, Ren, & Wu, 2009), (Thukral & Petkovi¢, 2010), (Petkovi¢ &
Petkovi¢, 2010) y (McDougall & Wotherspoon, 2014). Muchos métodos iterativos se han
desarrollado para resolver numéricamente ecuaciones diferenciales no lineales por ejemplo
(Chaillou & Suri, 2006), (Amrein & Wihler, 2015), (Heid & Wihler, 2020a) y (Heid &
Wihler, 2020b).

En los dltimos afios se han propuesto algunos métodos multipaso, ver por ejemplo (Weer-
akoon & Fernando, 2000), (Amat & Busquier, 2006), (Kou, Li, & Wang, 2007), (Argy-
ros & Chen, 2009), (Argyros & Ren, 2009), (Zhao & Wu, 2009), (Bi, Ren, & Wu, 2009),
(Petkovi¢ & Petkovié¢, 2010), (Amat et al., 2010), (Thukral & Petkovié, 2010), (Soley-
mani, Khattri, & Vanani, 2012), (McDougall & Wotherspoon, 2014) (de los Angeles
Martinez & Fernandez, 2019), (Cardenas, Castro, & Sierra, 2020), (Ezquerro ef al.,
2023), y sus referencias. Aunque los métodos de varios pasos (Amords-Canet, 2020) ofre-
cen una convergencia de alto orden para resolver ecuaciones no lineales, la mayoria tiene la
desventaja de requerir la evaluacién de derivadas de mayor orden, lo que en general puede
ser computacionalmente costoso. En contraste con esto, los métodos de dos pasos, estudi-
ados por ejemplo en(Weerakoon & Fernando, 2000), (Amat & Busquier, 2006), (Kou,
Li, & Wang, 2007), (Argyros & Ren, 2009), (Zhao & Wu, 2009), (Petkovi¢ & Petkovic,
2010), (McDougall & Wotherspoon, 2014) y (Cardenas, Castro, & Sierra, 2020), tienen
la ventaja de requerir solo la evaluacién de la funcién y su primera derivada en cada it-
eracion, y ofrecen una convergencia de mayor orden que el método de Newton. Motivados
por estos trabajos, proponemos una generalizacion del esquema de Newton-Kantorovich
que nos permite obtener varios métodos iterativos de dos pasos para aproximar una solucién
del problema (1); discutimos los métodos y comparamos su orden de convergencia exper-
imental, asi como su indice de eficiencia de Ostrowski—Traub. Para mayores detalles ver
(Kogan et al., 2017) y sus referencias.

Este articulo estd organizado de la siguiente forma: En la Seccién 2, introducimos una gen-
eralizacion del método de Newton-Kantorovich y se obtienen varios esquemas numéricos.
En la Seccion 3, se utilizan varios experimentos numéricos para evaluar la convergencia de
los nuevos esquemas y obtener el orden de convencia experimental siguiendo las ideas de
(Grau-Sanchez et al., 2012). Finalmente, en la Seccién 4 se realizan algunos comentarios
finales sobre los métodos iterativos.
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Nuevos esquemas tipo Newton de dos pasos

Usando la férmula integral dada en (Argyros, 2007, pag 33), (Kelley, 1995, pag 65). La
ecuacion del probllema (1), puede ser escrita de la siguiente forma:

F(8) :F(xn)+/(;lF'(xn+t()?fx,,))()€fxn)dt:O, )

donde x, € Q, £ es la solucién de (2) y F' es la derivada de Fréchet de F. A continuacién, se
utilizan varios métodos para aproximar la integral involucrada en (2) y de esta forma derivar
varios esquemas iterativos en espacios de Banach. En consecuencia, se van a clasificar los
esquemas iterativos implicitos en dos partes para estimar el valor de y,: La Forma 1 se
utilizara el esquema de Newton-Kantorovich y en la Forma 2, se utiliza el mismo esquema
definido en esa subseccidn para estimar el valor de y,. Para una descripcion detallada de los
esquemas de integracion se sugiere revisar (Davis & Rabinowitz, 2007).
1. Regla del rectangulo

Usando uno de los métodos mas simples de integracién numérica que existen llamado
regla del rectangulo aplicada a la integral en la ecuacion (2), se tiene que:

F(xn) +F' (x)(£—x,) =0,

de donde se obtiene inmediatamente el esquema de Newton-Kantorovich

Xopt =X — (F'(x)) ' F(x0). 3)

Este método de integracién numérica corresponde a la férmula de cuadratura de
Newton-Cotes de orden cero y es un caso particular del esquema que se encuentra
detallado en (Davis & Rabinowitz, 2007, pdg 57). El procedimiento anterior, esta
descrito con bastante detalle en (Weerakoon & Fernando, 2000), pero solo para el
caso de funciones reales.

2. Regla del punto medio

Usando la regla de integracion del punto medio en (2), se obtiene

de donde se deduce el esquema implicito siguiente:

~1
Xnt+1 = Xpn — (F/ <xn +2xn+l >> F(xn). (@)

Se puede obtener un esquema explicito de dos pasos estimando el valor de x,1 por
Yn. Asi, se obtienen dos esquemas iterativos de dos pasos:
La Forma 1 se construye mediante la aplicacién del método de Newton-Kantorovich

3):
{mz&—wvm‘me

Xt =6 — (F (2422)) 7 F ().

Por otro lado, la Forma 2 se obtiene al utilizar el mismo esquema (4) para la esti-
macién de y,, pero evaluando la derivada en un punto anterior:

_ _ F/ Xp—11tYn—1 - F
Yn = Xn ezl (%n),

Xn+1 = Xn — (F/ (@))71]7()%),
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donde xg € Q C V es un punto dado y yo = xo — (F'(x0)) ' F(x0). Este tltimo es-
quema fue estudiado para problemas unidimensionales en (McDougall & Wother-
spoon, 2014), y para el caso general en espacios de Banach en (Cardenas, Castro,
& Sierra, 2020).

3. Método del Trapecio
Aplicando el método de integracion de los trapecios en (2), se deduce que
1 RPN
F(x,)+ > [F' (%) + F' (£)] (£—x,) =0,

de donde se obtiene el esquema implicito siguiente:

X1 = X0 —2[F (6) + F' (x011)] ' F(x0).

En consecuencia, la Forma 1, construida a partir del método de Newton-Kantorovich,
da lugar a un esquema iterativo de dos pasos:

{ Vo= Xn— (F'(xa)) " F (),

Xnp1 = Xp —2[F' (x,) +F' (yn)]ilF(xn)'

Este método fue estudiado en (Weerakoon & Fernando, 2000), unicamente para
problemas unidimensionales. De manera anédloga, la Forma 2 conduce a un nuevo
método iterativo de dos pasos, al reutilizar el mismo esquema para la estimacién de

Yn:

Yn :xn—Z[F/(x,,,l)+F’(yn,1)]7lF(xn),
Xt = Xn = 2 [F () + F' ()] F (%),

donde xy € Q C V es un punto dado y yo = xo — (F'(x0)) ' F(xo). Estos esquemas
iterativos que se presentan, atin no han sido reportados, y se analizard en las siguientes
secciones.

4. Método de Simpson 1/3

Aplicando el cldsico método de integracién de Simpson % en (2), se deduce

F(x2) +é F' (x,) +4F' <x”2+x) +F' (f)} (f—x) 0,

de donde se obtiene el esquema implicito siguiente:

r -1
MH—MéfwMH4W<%ﬁ?H)+FaHﬂ F(x,).

En consecuencia, la Forma 1, construida a partir del método de Newton-Kantorovich,
da lugar a un esquema iterativo de dos pasos:

{ Yo =X — (F'(xa)) "' F ), 1
Xny1 =Xp—6 [F/ (xn)+4F/(XnTﬂ"> +F' (W)]i F(xp).

La Forma 2 conduce a un nuevo método iterativo de dos pasos, al reutilizar el mismo
esquema para la estimacion de yj, :

) —1
— {F’ (Y1) +4F' (%) +F (ynfl)} Fx),
-1
Xl =Xn — 6 [F' (x,) +4F' (@) +F' (yn)]  F(xa),

donde xg € Q C V es un punto dado y yo = xo — (F'(x0)) " F(x0).
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5. Método de Simpson 3/8

Aplicando el método de integracién de Simpson % en (2), se deduce

1 2 1 1 2
F(m) + ¢ {F’ (%n) +3F' <3xn + 3)2) +3F' <3x,, - 3)2) +F ()e)] (£—x,) 0,

de donde se obtiene el esquema implicito siguiente:

2 1 12 -
Xn+1 :xn—g |:F/ (x,,) +3F/ (an—l— 3xn+1> +3F/ (3xn—|— 3xn+1) +F’ (xn+]):| F(x,,).

En consecuencia, la Forma 1, construida a partir del método de Newton-Kantorovich,
da lugar a un esquema iterativo de dos pasos:

yn:xn—(F/(x,,))_lF(xn)7 .
X1 =Xy — 8 [F' (%) +3F (30 + 3yn) +3F (330 + 3vn) +F' (v)]  F(x).

La Forma 2 conduce a un nuevo método iterativo de dos pasos, al reutilizar el mismo
esquema para la estimacion de yj, :

-1
Yn = Xn -8 [F/ (xnfl) +3F’ (%xnfl + %))nfl) +3F/ (%XH,I + %ynfl) +F/ (ynfl)} F(Xn),
-1
Xn+1 :xn_S [F/ (Xn)+3F/ (%xn‘F%Yn) +3F/ (%xn+%yn) +F/ (yn)] F(Xn),
donde xg € Q C V es un punto dado y yo = xo — (F'(x0)) " F(x0).

6. Puntos de Gauss
En el método de los puntos de Gauss, se realiza un cambio de variable en la integral
de (2), obteniendo

1
F(£) = F(x,) + % /_1 F' (xn + Hzl(f—x,,)) (£—x,)dt =0. (5)

En consecuencia, si se utiliza en esta integral el métodos de puntos Gauss, con un solo
punto de interpolacidn, se obtiene el esquema iterativo de la Regla del punto medio
(4). Por consiguiente, se van a determinar nuevos esquemas utilizando los puntos de
Gauss, hasta 3 puntos de interpolacién.

6.1. Método de Gauss con dos puntos
Aplicando el método de Gauss de dos puntos en (5), se obtiene

A F <Xn+ (‘E“’) ~()2xn)>
+F/ (xn+ ( \/§6‘|‘3> ()?—xﬂ)] ~0,

de donde se obtiene el esquema implicito siguiente:

F' (x,,+ <_\/6§+3> (X1 —xn)>
.
+F' (xn+ ( \/§6+3) (Xnt1 —x,,))] F(x,).

X—x,

F(x,)+

Xpy1 =X —2
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En consecuencia, la Forma 1, construida a partir del método de Newton-Kantorovich,

da lugar a un esquema iterativo de dos pasos:

Yn = Xn— (F’(xn))_lF(xn),

F' <Xn+ <_\/6>3+3> '(yn _xn)>
+F' (xn+ ( ‘/?3) (¥ —xn)>

La Forma 2 conduce a un nuevo método iterativo de dos pasos, al reutilizar el
mismo esquema para la estimacién de y, :

Xpl = Xp — 2

-1

F(xy).

Yn =Xy —2 lF’ (xnl + <_\€3+3> (V-1 —xn1)>

S C R -<y,,1—xnl>) " e,
Xnil =X —2 | F’ (xn+ (W) -(yn—xn)>

P (x,,+ ( AR ) -<yn—xn>> " o

donde x € Q C V es un punto dado y yo = xo — (F'(x0)) " F(x0).

6.2 Método de Gauss con 3 puntos
Aplicando el método de Gauss de tres puntos en (5), se obtiene

Flx) + (# ngn) , [5 F (xn N (—0.77459266692+ 1) ” _x”)>

5. F (}Wr <0.77459626692+1> '(i_x")>

+8.F' (xzxﬂ ~0,

de donde se obtiene el esquema implicito siguiente:

—0.7745966692 + 1
Xny1 =X, — 18 {S'F/ (xn“"( ) )'(xn+1_xn))

0.7745966692 + 1
+5.F <Xn+< )'(er—l_xn))

2

8. F' Xp+1+ X 71F
s () | p ),

En consecuencia, la Forma 1, construida a partir del método de Newton-Kantorovich,

da lugar a un esquema iterativo de dos pasos:

Yn = Xn — (F/(xn))il F(xp),
—0.7745966692 + 1
Xpp1 =X, — 18- [5-F' | x,+ ) )'(yn_xn)>

45 <x”+ (0 7745966692+1> O _xn)>

48 F' (y;xﬂ F(x,).
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La Forma 2 conduce a un nuevo método iterativo de dos pasos, al reutilizar el
mismo esquema para la estimacién de y,, :

—0.7745966692 + 1
yn:xn_lg' |:5F/ (xn—1+( )'(Yn—l_xn—l))

2
0.7745966692 + 1
+5F’ (xnl+( ) ) '(ynlxnl))
—1
+8-F'<y"‘;x”‘>} F(x),

—0.7745966692 + 1
xn+1:xn_18'|:5'F’ xn+( ) )'(Yn_xn)>

0.7745966692 + 1
+5-F' (xn+( > )-(ynxn)>

“1
+8-F' (y”;’x”)] F(xp),

donde xg € Q C V es un punto dado y yp = xg — (F’(xo)fl F(x0).

7. Método NK1
En este método NK1, se utiliza una férmula desarrollada en (Al-Karamy & Alshar-
ify, 2020) para la aproximacion de la integral de la ecuacién (2), con lo cual se obtiene

1 301 13 3
Flm)+¢ {4- <F’ (4xn + 4)€> +F' <4xn + 4)?)) —2F' <x"2+xﬂ (£ —2xn) =0,

de donde se deduce el esquema implicito siguiente:

3001 13 !
Xn+1 = Xn -6 |:4 <F/ <4xn+4xn+l> +F/ <4xn+ 4xn+l>> —2F' <xn—’_2xn+l):| F(xn)a

En consecuencia, la Forma 1, construida a partir del método de Newton-Kantorovich,
da lugar a un esquema iterativo de dos pasos:

Yn =Xn — (F/(xn))ilF(xn)v
ot =506 4 (G )+ (o)) 2 (252)]

Y (x).

La Forma 2 conduce a un nuevo método iterativo de dos pasos, al reutilizar el mismo
esquema para la estimacién de y,, :

—1
Yn=Xp—6" [4 (F/ (%xnfl + %}’nfl) +F’ (%xnfl + %Ynfl)) —2F' (xn_lgyn_l )} F(xn)

St = 6= 6 [4 (F' (Gt ) +F/ (G- 3)) 2" (252)] ' F (),

donde xo € Q C V es un punto dado y yo = xo — (F'(x0)) ' F (xo).

8. Método de Romberg
El método de Romberg es una técnica de integraciéon numérica que combina la ex-
trapolacion de Richardson con la regla del trapecio para mejorar la precisién de la
aproximacién de una integral definida. Para desarrollar la férmula del método de
Romberg con n = 4 en la integral de la ecuacidn (2), note que

90 4 4 4
+7F’(;€)] (X—x,) =0,

1 13 ¢ 3001
F(x) + o= [7F’(xn) +32F (x,, + 492) +12F (x”;x> +32F (xn+ x)
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de donde se obtiene el esquema implicito siguiente:

13 ,
Xp1 = X0 — 90 {7F/(xn) 4+ 32F" <4xn + 4xn+1> +12F <x+2x“>

3001 !
+32F' <4xn+ 4xn+1) +7F/(xn+l):| F(xn)'

En consecuencia, la Forma 1, construida a partir del método de Newton-Kantorovich,
da lugar a un esquema iterativo de dos pasos:

Yn =Xn — (F/(xn))ilF(xn)»

13
Xp1 = Xn—90 [7F’(x,,) +32F" <4x,, + 4yn> +12F' (X”;y”)

301 -
+32F' <4xn + 4Yn) +7F/(Yn)] F(xy).

La Forma 2 conduce a un nuevo método iterativo de dos pasos, al reutilizar el mismo
esquema para la estimacion de yj, :

1 3 n—1 + Y
Y = Xp — 90 [7F'(xn1) +32F <4x,,1 + 4y,,1> +12F (x‘;yl>
—1

3 1
30 (4xn1 n 4yn1) +7F’<ynl>] F o),

1 3 n n
Xn1 =X, —90 {7F’(xn) +32F’ <4xn+ 4y”> +12F' <x42'y>

3001 -
+32F/ (4)6,1 + 4yn) +7F/(yn):| F()Cn)7

donde xo € Q C V es un punto dado y yo = xo — (F'(x0)) " F(x0).

Resultados y Discusion
Experimentos numéricos

Se probaran los nueve métodos iterativos de dos pasos en las Formas 1 y 2 con dos ejemplos
que fueron analizados en (Argyros & Chen, 2009) y (Weerakoon & Fernando, 2000). En
estos ejemplos determinaremos el orden de convergencia y un nimero de iteraciones de
cada esquema numérico. Se considera un criterio de parada en el cual emplea la solucién
exacta x,, y se comparan los esquemas que utilizan la norma en R y en R? estableciendo
que el error de la solucién aproximada satisfaga: ||x, — x,||q < 10~'> y un nimero méximo
de iteraciones de 1000. Todos los célculos se realizaron en una notebook Dell con un
procesador Intel(R) Core(TM) i3-1115G4, 8 GB de RAM y utilizamos el Software Phython
para todas las simulaciones.

Ejemplo 1:

Consideramos nueve ecuaciones no lineales de variable real que tienen algunas soluciones;
en este caso se comparara con la solucién mas cercana a la solucién aproximada al esquema
numérico. Observamos que algunas ecuaciones no lineales se utilizaron en (Weerakoon &
Fernando, 2000) para comparar un método de orden de convergencia ctibica estudiado en
ese articulo con el método cldsico de Newton.
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Una generalizacion del método de Newton-Kantorovich

Tabla 1. Ejemplos del orden de convergencia computacional de varios métodos para funciones en

una dimension

Métodos Iterativos Forma 1 Forma 2
N 0.C.C N 0.C.C Raiz
(1) fx)=x>+42-10
xo = —0.5
Método del rectingulo 118  2.001787
Método del punto medio 11 2927467 91 2.842174
Método del Trapecio 7 2.962998 9 2.413360
Método de Simpson 1/3 11 2962931 38  2.427136
Método de Simpson 3/8 11 2962931 38 2427136  1.3652300134140969
Método de Gauss P2 11 2962931 38 2427136
Método de Gauss P3 11 2.962931 38 2.424053
Método NK1 11 2.962931 38 2427136
Meétodo de Romberg 67 1.031869 44 1.922229
xo=1
Método del rectangulo 6 1.999575
Método del punto medio 4 3.358756 5 2.446423
Método del Trapecio 4 3.329056 5 2.408121
Método de Simpson 1/3 4 3.348693 5 2.433327
Método de Simpson 3/8 4 3.348693 5 2.433327 1.3652300134140969
Método de Gauss P2 4 3.348693 5 2.433327
Meétodo de Gauss P3 4 3.348693 5 2.433327
Método NK1 4 3.348693 5 2.433327
Método de Romberg 28 1.005584 5 2.063738
xXo=2
Método del rectangulo 6 1.998934
Método del punto medio 4 3.438683 5 2.485035
Método del Trapecio 5 3.404892 5 2.475681
Método de Simpson 1/3 4 3.426959 5 2.481708
Meétodo de Simpson 3/8 4 3.426959 5 2.481708 1.3652300134140969
Meétodo de Gauss P2 4 3.426959 5 2.481708
Meétodo de Gauss P3 4 3.426959 5 2.481708
Método NK1 4 3.426959 5 2.481708
Método de Romberg 29 0.983486 5 1.753006
x0o=-0.3
Método del rectangulo 54 1.996655
Método del punto medio 19 2993514 48  2.431856
Método del Trapecio 7 3.054323 7 2.015201
Meétodo de Simpson 1/3 5 2.839654 7 2.470211
Meétodo de Simpson 3/8 5 2.839654 7 2.470211 1.3652300134140969
Método de Gauss P2 5 2.839654 7 2.470211
Método de Gauss P3 5 2.839654 7 2.470211
Método NK1 5 2.839654 7 2.470211
Método de Romberg 28 0.966897 8 2.020011
(2) f(x)=sen’(x) —x?+1
xo=1
Método del rectangulo 7 1.999859
Método del punto medio 5 3.027389 5 2.029363
Método del Trapecio 5 3.041036 5 1.807153
Método de Simpson 1/3 5 3.031753 5 1.964893
Método de Simpson 3/8 5 3.031773 5 1.964268 1.4044916482153411
Método de Gauss P2 5 3.031816 5 1.963022
Método de Gauss P3 5 3.031790 5 1.963775
Método NK1 5 3.031823 5 1.962785
Método de Romberg 27 0.933203 6 2.019065
x0=3
Método del rectangulo 7 1.999529
Método del punto medio 5 2.908886 6 2.434955
Método del Trapecio 4 3.088464 5 2.694990
Método de Simpson 1/3 5 2.939020 6 2.435189
Método de Simpson 3/8 5 2.940167 6 2.435032 1.4044916482153411
Método de Gauss P2 5 2.942411 6 2.434989
Método de Gauss P3 5 2.941028 6 2.434930
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Método NK1 5 2.942850 6 2.434914
Método de Romberg 28 1.132801 6 1.906298
3) f(x)=x>—e"—3x+2
xo=2
Método del rectangulo 6 2.000483
Meétodo del punto medio 4 3.306218 5 2.477307
Método del Trapecio 5 3.008538 5 2.328873
Método de Simpson 1/3 4 3.269328 5 2.412982
Método de Simpson 3/8 4 3.265689 5 2.413106  0.25753028543986073
Método de Gauss P2 4 3.258350 5 2.413358
Método de Gauss P3 4 3.269629 5 2.413207
Método NK1 4 3.269629 5 2.413405
Método de Romberg 30 1.028661 5 1.835977
x0=3
Método del rectangulo 7 2.000754
Método del punto medio 5 3.385472 5 2.425419
Método del Trapecio 5 3.036769 6 2.235149
Método de Simpson 1/3 5 2.655800 5 2.889906
Método de Simpson 3/8 5 2.666609 5 2.891673  0.25753028543986073
Método de Gauss P2 5 2.685914 5 2.895305
Método de Gauss P3 5 2.674712 5 2.893122
Método NK1 5 2.689225 5 2.895994
Meétodo de Romberg 29 1.013196 6 2.004549
4)  f(x)=cos(x) —x
xo=-—0.3
Método del rectangulo 6 1.989932
Método del punto medio 5 3.052179 5 1.923553
Meétodo del Trapecio 4 3.404689 5 2.419577
Meétodo de Simpson 1/3 5 3.049556 5 2.106761
Método de Simpson 3/8 5 3.049342 5 2.109855  0.7390851332151607
Método de Gauss P2 5 3.048924 5 2.115947
Método de Gauss P3 5 3.049177 5 2.112248
Método NK1 5 3.048842 5 2.117110
Meétodo de Romberg 27 0.983580 6 2.011285
xo =1
Método del rectangulo 5 1.998032
Método del punto medio 4 3.385918 4 2.400006
Método del Trapecio 3 3.384686 4 2.427962
Método de Simpson 1/3 4 3.403739 4 2.596812
Método de Simpson 3/8 4 3.403730 4 2.596801 0.7390851332151607
Método de Gauss P2 4 3.403714 4 2.596778
Método de Gauss P3 4 3.403724 4 2.596792
Método NK1 4 3.403712 4 2.596774
Método de Romberg 28 1.018377 4 2.400006
xo=1.7
Método del rectdngulo 5 1.990525
Método del punto medio 4 3.713338 5 2.441520
Método del Trapecio 4 3.941634 5 2.368736
Método de Simpson 1/3 4 3.574071 4 2.681955
Método de Simpson 3/8 4 3.572678 4 2.680386  0.7390851332151607
Método de Gauss P2 4 3.569864 4 2.677214
Método de Gauss P3 4 3.571564 4 2.679131
Método NK1 4 3.569328 4 2.676610
Método de Romberg 29 0.987558 5 1.918761
G f)=@E-1)’-1
xo=3.5
Método del rectangulo 8 1.999492
Método del punto medio 6 2.992126 6 2.379779
Método del Trapecio 6 2.985496 7 2.434064
Método de Simpson 1/3 6 2.990191 6 2.377267
Método de Simpson 3/8 6 2.990191 6 2.377267 2.0
Método de Gauss P2 6 2.990191 6 2.377267
Método de Gauss P3 6 2.990191 6 2.377267
Método NK1 6 2.990191 6 2.377267
Método de Romberg 27 1.052410 7 1.956669
xo=2.5
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Método del rectdngulo 7 1.998128
Método del punto medio 5 2.985266 5 2.449922
Método del Trapecio 5 2.979137 5 2.435259
Método de Simpson 1/3 5 2.983280 5 2.444696
Método de Simpson 3/8 5 2.983280 5 2.444696 2.0
Método de Gauss P2 5 2.983280 5 2.444696
Método de Gauss P3 5 2.983280 5 2.444696
Método NK1 5 2.983280 5 2.444696
Método de Romberg 28 0.970379 5 1.976656
6) fx)=x"—10
X0 = 1.5
Método del rectdngulo 7 2.000768
Método del punto medio 5 3.013936 5 2.202375
Método del Trapecio 5 3.023989 5 1.979051
Método de Simpson 1/3 5 3.017113 5 2.130544
Método de Simpson 3/8 5 3.017113 5 2.130544 2.154434690031884
Método de Gauss P2 5 3.017113 5 2.130544
Método de Gauss P3 5 3.017113 5 2.130544
Método NK1 5 3.017113 5 2.130544
Método de Romberg 25 0.932707 6 2.012653
(7)  f(x) =xexp(x?) —sen?(x) 4+ 3cos(x) +5
xo=—2
Método del rectangulo 33 1.908396
Método del punto medio 35 3281230 34 1.829848
Método del Trapecio 36 2.596892 35  2.085558
Método de Simpson 1/3 36 2964147 33 2.096712
Método de Simpson 3/8 36 2965632 33 2.096710  -1.207647827130919
Método de Gauss P2 36 2968623 33 2.096704
Método de Gauss P3 36 2966839 33 2.096707
Método NK1 36 2969179 33 2.096703
Meétodo de Romberg 118 1.029848 35  2.200978
(8)  f(x) = x*sen’(x) + exp [x* cos(x)sen(x)]| — 28
xXo=35
Meétodo del rectangulo 91 1.968479 -7.1208726199848105
Meétodo del punto medio 24 1.000051 ND ND 15852.476196217493
Método del Trapecio ND ND ND ND NC
Método de Simpson 1/3 72 1.000059 ND ND -12.986058716491828
Método de Simpson 3/8 ND ND ND ND NC
Método de Gauss P2 82 1.000013  ND ND 18.56044975198646
Método de Gauss P3 ND ND ND ND NC
Método NK1 94 2935344 ND ND 12.114335933712576
Método de Romberg 1001 0.999964 ND ND -28.46134091825484
9) f(x)=exp(x*+7x—30) -1
xo=3.5
Método del rectdngulo 13 1.999855
Método del punto medio 8 2.910432 10 2.399924
Meétodo del Trapecio 9 2962434 11 2.442645
Método de Simpson 1/3 9 2.993685 10 2.392948
Método de Simpson 3/8 9 2.993834 10 2.392980 3.0
Método de Gauss P2 9 2.993012 10 2.393046
Método de Gauss P3 9 2.993451 11 2.403392
Método NK1 9 2.994402 10 2.393058
Método de Romberg 30 1.016734 10 1.915685
xp =3.25
Método del rectdngulo 9 1.998775
Método del punto medio 6 2.933090 8 2.444156
Método del Trapecio 7 2.991491 8 2.442752
Método de Simpson 1/3 6 2.895654 8 2.440973
Método de Simpson 3/8 6 2.895697 8 2.440123 3.0
Método de Gauss P2 6 2.895781 8 2.438418
Método de Gauss P3 6 2.895731 8 2.445546
Método NK1 6 2.895797 8 2.438100
Método de Romberg 27 0.928468 8 1.936775
0.C.C — Orden de Convergencia Computacional ND — No definida
NC — No Converge
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Ejemplo 2:

Consideramos un sistema de ecuaciones no lineales de variable real, el cual tiene algunas
soluciones. En este caso se comparara con la solucién més cercana a la solucién aproximada
al esquema numérico.

2x—$x2—y =0

—x+2y— 35y =0 ©

Observamos que el sistema se utilizé en (Argyros & Chen, 2009) para comparar el método
de tipo Newton-Kantorovich estudiado en ese articulo con el método cldsico de Newton.

Tabla 2. Ejemplos del orden de convergencia computacional de un sistema de ecuaciones no lin-
eales de variable real

Métodos Iterativos Forma 1 Forma 2
N 0.C.C N 0.C.C Raiz

(x0,y0) = (11.4,11.4)

Meétodo del rectangulo 5 1.999369
Meétodo del punto medio 4  2.365630 3 2.487628
Meétodo del Trapecio 4 2365630 3 2487628
Meétodo de Simpson 1/3 4 2365630 3  2.487628
Método de Simpson 3/8 4 2.365630 3 2487628 (x,y)=(9,9)
Método de Gauss P2 4 2365630 3 2487628
Método de Gauss P3 4 2365630 3 2.487628
Método NK1 4 2365630 3 2.487628
Método de Romberg 14 0.999999 5 2.000002

()C(), y()) = (5.3, 5.3)
Meétodo del rectdngulo 7 1.998897
Meétodo del punto medio 5 3.018029 4  2.114003
Meétodo del Trapecio 5 3.018029 4 2.114003
Método de Simpson 1/3 5 3.018029 4 2.114003
Método de Simpson 3/8 5 3.018029 4 2.114003 (x,y)=(9,9)
Método de Gauss P2 5 3.018029 4 2.114003
Método de Gauss P3 5 3.018029 4 2.114003
Método NK1 5 3.018029 4 2.114003
Método de Romberg 14 0999999 6 1.999996

0.C.C — Orden de Convergencia Computacional ND — No definida

NC — No Converge

De la Tabla 1 y la Tabla 2 podemos ver que el orden de convergencia de los métodos it-
erativos de dos pasos para la Forma 1 y la Forma 2, son lineales, cuadraticos, cubicos y
supercuadratica (1 + \ﬁ) Se presenta una tabla de resumen del orden de convergencia y
indice de eficiencia de Ostrowski.

Tabla 3. Orden de Convergencia e Indice de Eficiencia de métodos iterativos de dos pasos

Meétodos Iterativos Forma 1 Forma 2

A 0.C.C Ig N 0.C.C Ig
Meétodo del rectdngulo 2 2 V2~ 1.4142
2
2

3 V3x1.7320 2 14++v2 1+ V2x1.5537
3 V3x17320 2 142 1+ V2x1.5537

Meétodo del punto medio
Meétodo del Trapecio
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Método de Simpson 1/3 2 3 V3x1.73200 2 1442 1+ V2~ 1.5537
Método de Simpson 3/8 2 3 V3x 173200 2 142 14+ V2~1.5537
Método de Gauss P2 2 3 V317320 2 1+V2 1+ V2~ 15537
Meétodo de Gauss P3 2 3 V3x17320 2 1442 1+ V2 ~1.5537
Método NK 1 2 3 V3x17320 2 1442 1+ V2x1.5537
Meétodo de Romberg 2 1 Vi=1 2 2 V2~ 1.4142

4 — Namero de evaluaciones
0.C.C — Orden de Convergencia Computacional
I — Indice de Eficiencia de Ostrowski

En el Ejemplo 1, se observa que el método del Rectangulo de la Forma 1 presenta, en
algunas funciones, el mayor nimero de iteraciones requeridas para alcanzar la convergencia,
a pesar de tener orden de convergencia cuadritico. En cambio, el método de Romberg
aplicado a la Forma 1 muestra un comportamiento linealmente convergente en todos los
casos, con una cantidad constante de iteraciones, lo que indica estabilidad, pero a costa de
una velocidad de convergencia menor.

Por otro lado, los métodos restantes aplicados a la Forma 1 exhiben un orden de conver-
gencia ctbico, lo cual se traduce en una convergencia mas rapida. Ademads, mantienen
un nimero constante de iteraciones y presentan un mejor rendimiento comparado con el
método de Newton clasico, en términos tanto de eficiencia como de estabilidad numérica.

En el caso de la Forma 2, todos los métodos iterativos analizados presentan un orden de
convergencia igual a 1+ /2 ~ 2.4142, valor que también ha sido reportado en la liter-
atura para ciertos métodos modificados de tipo Newton, como en el trabajo de McDougall
and Wotherspoon, 2014, salvo el método de Romberg, el cual alcanza una convergencia
cuadritica. Nuevamente, se destaca que el niimero de iteraciones se mantiene constante, y
el rendimiento general de los métodos supera al del método de Newton, especialmente en
estabilidad frente a variaciones en las condiciones iniciales.

Un caso particular se presenta en la funcion 8, donde algunos métodos no logran converger.
Esto se debe a la presencia de multiples raices, lo cual puede hacer que, dependiendo del
punto inicial, el método converja a una raiz distinta o incluso diverja. Este comportamiento
estd relacionado con la dependencia de la derivada de la funcidn en cada iteracion, la cual
no estd moderada por un pardmetro de amortiguamiento, lo que limita el control del com-
portamiento dindmico del método.

En el Ejemplo 2, se analiza el comportamiento de los métodos iterativos de dos pasos bajo
dos condiciones iniciales distintas. En ambos casos, tanto en la Forma 1 como en la Forma
2, los métodos convergen exitosamente y mantienen los mismos 6rdenes de convergencia
observados en el Ejemplo 1. Ademds, se confirma que una mejor eleccién del punto inicial
(es decir, mas cercano a la raiz) acelera la convergencia, debido a que la derivada de la
funcidén en las iteraciones subsecuentes se mantiene mas controlada.

Asimismo, la Forma 2 demuestra un mejor indice de eficiencia computacional, dado que en
cada paso se reutiliza el mismo método para el célculo de los valores y,, lo cual reduce el
esfuerzo computacional sin sacrificar precision.

Finalmente, al comparar todos los métodos iterativos propuestos con el método de Newton-
Kantorovich clésico, se observa que los nuevos métodos presentan tanto un mayor orden
de convergencia como un mejor indice de eficiencia. Incluso en casos donde el método de
Newton falla en converger, los métodos propuestos logran hacerlo. Esto se debe a que las
aproximaciones sucesivas aprovechan de manera mas efectiva la estructura del método, en
particular por utilizar el mismo esquema en el cdlculo de las variables secundarias, lo que
mejora la estabilidad global.
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Una limitacion importante de estos métodos iterativos de dos pasos es la dependencia del
cdlculo de la derivada de la funcién. Sin embargo, en comparacién con métodos que no
requieren derivadas, como el método de la secante, los métodos propuestos tienen un mayor
orden de convergencia y, en muchos casos, un indice de eficiencia superior. Recordemos
que el orden de convergencia (O.C.C) del método de la secante es: (1+ v/5)/2~ 1.6180y
Ig = 1.6180.

Conclusiones

Aunque el método de Newton presenta un orden de convergencia cuadratico, lo que lo
hace tedricamente mas rapido, su desempefio en la practica puede verse comprometido por
su alta sensibilidad a las condiciones iniciales y a la forma especifica de la funcién. En
contraste, los métodos iterativos de dos pasos analizados ofrecen mayor estabilidad frente a
estas variaciones, lo que los convierte en alternativas mas robustas en situaciones complejas.

Por otro lado, la incorporacion de estrategias como pardmetros de relajacién o amortiguamiento
adaptativo podria mejorar ain mas la convergencia de los métodos en casos donde la funcién
presenta multiples raices o derivadas oscilantes, ayudando a evitar la divergencia o la con-
vergencia hacia soluciones no deseadas.

Finalmente, una evaluacion mas detallada del costo computacional total (incluya el nimero
de evaluaciones de funciones, derivadas y operaciones por iteracion) permitiria fortalecer
la justificacion del uso de estos métodos iterativos de dos pasos, especialmente cuando se
aplican en contextos como la resolucién de ecuaciones diferenciales, donde la eficiencia y
estabilidad son fundamentales.
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La espiral de Arquimedes y los problemas clasicos de la
geometria griega

The Archimedean spiral and the classical problems of
Greek geometry
J.M. Ayerbe Toledano

Departamento de Analisis Matematico, Universidad de Sevilla, Espafia

Resumen

Los tres problemas clasicos de la geometria griega son la cuadratura del circulo, la triseccion del
angulo y la duplicacion del cubo. En este articulo se indaga sobre el origen de la espiral de Arquimedes,
poniendo el énfasis en su similitud con la cuadratriz de Hipias, y se analiza la forma en la que fue
utilizada la curva para obtener soluciones para dos de los problemas clésicos, concretamente para la
triseccion del angulo y para la cuadratura del circulo.

Palabras clave: Cuadratura del circulo; Triseccion del angulo; Tangente; Espiral; Conon de Samos;
Arquimedes; Papo de Alejandria.

Abstract

The three classic problems of Greek geometry are the squaring of the circle, the trisection of the
angle, and the duplication of the cube. This article inquires about the origin of the Archimedean
spiral, emphasizing its similarity to the Hippias quadratrix, and analyzes the contribution of this
curve to the solutions of two classic problems, specifically, the angle trisection and the quadrature
of the circle.

Keywords: Squaring of the circle; Angle trisection; Tangent; Spiral; Conon of Samos, Archimedes,
Pappus of Alexandria.

Introduccion

Aunque la matematica griega tuvo inicialmente una orientacién aritmética, debido al im-
pulso de la escuela pitagdrica que consideraba al nimero como el origen o la esencia de
todas las cosas, la irrupcién de las magnitudes inconmensurables y las paradojas asociadas
a los primeros razonamientos de corte infinitesimal la hicieron virar a lo largo del siglo v
a.C. hacia una forma geométrica (Ayerbe-Toledano, 2024, pag. 55), lo que favoreci6é que
desde una época muy temprana se plantearan los tres problemas que, posteriormente, han
sido conocidos como los tres problemas clasicos de la geometria griega. Estos problemas
no son otros que la cuadratura del circulo, la triseccién del dngulo y la duplicacion del cubo.

El problema de la cuadratura del circulo se pregunta como construir, empleando tnicamente
rectas y circunferencias, un cuadrado de 4rea igual a la de un circulo dado'. Por su parte
el problema de la triseccién del angulo consiste en determinar la construcciéon geométrica
que permita dividir un dngulo dado en tres partes iguales, utilizando los mismos medios que
en el caso anterior. Finalmente, el problema de la duplicacién del cubo estudia la forma de
obtener, también mediante rectas y circunferencias, un cubo de volumen doble al de uno
dado. Estos problemas actuaron como verdaderos catalizadores de la investigacién durante
toda la etapa griega y, aunque resultaron ser de imposible solucién en los términos en los que

ILa igualdad de 4reas entre dos figuras debe ser entendida en este contexto, con objeto de evitar anacronis-
mos, como la posibilidad de descomponer una de ellas para transformarla en la otra en un niimero finito de pasos.
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fueron planteados, el extraordinario ingenio de los grandes matematicos de la Antigiiedad
permitié encontrar numerosas respuestas a los mismos ampliando el foco de las que eran
admisibles.

Fue probablemente Plat6n, dada su conocida aversion a la utilizacién de elementos extrafios
en la geometria, el que estableci6 la obligacién de emplear en las construcciones y diagra-
mas unicamente la regla y el compds, limitacién que hizo irresolubles los tres problemas
clasicos y que motivé que estos no fueran considerados por Euclides como materia digna
de ser incluida en Elementos?, obra escrita a finales del siglo TV a.C. en una época en la
que ya se habian obtenido algunos importantes resultados en relacion con estas cuestiones.
Quien no eludid en su trabajo las soluciones obtenidas en la Antigiiedad para los tres pro-
blemas clasicos fue Papo de Alejandria, un matemaético del siglo 1v d.C. que escribi6 una
de las referencias fundamentales que tenemos para nuestro conocimiento de la geometria
griega, la Coleccion Matemdtica o simplemente la Coleccion, un compendio formado por
ocho libros, de los que se ha perdido el primero y parte del segundo y del dltimo. En este
tratado Papo clasifica los problemas geométricos en planos, solidos o lineales segin que
para su solucién se precisen construcciones que se ejecuten Unicamente con rectas y cir-
cunferencias, mediante el uso adicional de las secciones cénicas o con el concurso de otras
curvas, respectivamente, dando asi cabida en los diagramas a otros instrumentos de dibujo
distintos de la regla y el compds. Ademads anticipd que los problemas de la triseccién del
dngulo y de la duplicacion del cubo son sélidos, mientras que el de la cuadratura del circulo
es lineal, resultados para cuya demostracion rigurosa hubo de esperarse hasta el siglo XIX.
Una prueba de estos resultados puede encontrarse en (Klein, 1993).

Las primeras soluciones de los tres problemas cldsicos de la geometria griega se obtuvieron
a lo largo del siglo 1v a.C. mediante la introduccién de la cuadratriz de Hipias, la primera
curva definida cinemdticamente y que resultd ttil para solventar los problemas de la trisec-
cién del angulo y de la cuadratura del circulo (Heath, 1981, Vol. I, pag. 226-229), y de
las secciones conicas, una familia de curvas con amplias aplicaciones en la matematica pe-
ro que fueron inventadas especificamente para resolver el enigma de encontrar dos medias
proporcionales, en proporcién continua, entre dos magnitudes dadas® (Ayerbe-Toledano,
2025a). Esta cuestién, como ya habia sefialado Hipdcrates de Quios casi un siglo antes de
que Menecmo introdujera la pardbola, la elipse y la hipérbola, conduce a la solucién del
problema de la duplicacién del cubo si la segunda magnitud se toma doble de la primera
(Ayerbe-Toledano, 2025b, pag. 41-43).

El objeto de este articulo es estudiar con cierto detalle la espiral de Arquimedes, incidiendo
especialmente en su utilizacién para resolver los problemas de la triseccién del dngulo y de
la cuadratura del circulo, adentrdndonos de esta forma en las respuestas encontradas a lo
largo del siglo 111 a.C.

La espiral guarda ciertas similitudes con la cuadratriz de Hipias ya que ambas curvas perte-
necen a la clase lineal segun la tipologia de Papo, se definen como una combinacién de dos
movimientos sincronizados, fueron inicialmente concebidas para resolver el problema de la
triseccion del angulo y, posteriormente, se comprobd que también eran ttiles para atacar
el problema de la cuadratura del circulo. En el trabajo se reflexiona sobre el origen de la
espiral, atribuyendo su invencién, de acuerdo con lo sefialado por Papo, a Condén de Samos,
quien, como se acaba de indicar, la habria concebido especificamente para dar una solu-
cidn, alternativa a la ideada por Hipias, al problema de la triseccién del 4ngulo. Asimismo
se analizan las definiciones de la espiral realizadas por Arquimedes y Papo, estudiando la
evolucién que se produjo en la concepcién de las curvas en el periodo griego, proceso en

2En este articulo utilizaremos como referencia de este tratado el texto (Euclides, 1991-1994-2008).
3Se dice que dos magnitudes A y B son dos medias proporcionales, en proporcién continua, entre otras dos C

. . cC-A_B
y D si se verificaque 7 = 3 = 5.
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el que el symptoma o propiedad fundamental de la curva va adquiriendo una importancia
creciente en detrimento de la propia génesis de la linea.

Finalmente se revisa la obra de Arquimedes Sobre las lineas espirales desde la perspectiva
del problema de la cuadratura del circulo, andlisis que nos permitird valorar el papel central
jugado por la técnica conocida como insercidn o neusis, que Arquimedes utilizé magistral-
mente en su compendio, y el principio de continuidad de las magnitudes arquimedianas y el
método de demostracidn por exhaucién, conceptos atribuidos a Eudoxo de Cnido pero que
en manos del genio siracusano adquirieron sus mds altas cotas de depuracién técnica.

Algunas notas sobre la vida y la obra de Arquimedes

Vamos a dedicar esta segunda seccidn a presentar alguna informacioén general que nos per-
mita situar al personaje central de este articulo, Arquimedes. En comparacién con la mayor
parte de los matemadticos de la Antigiiedad, de su vida poseemos numerosos apuntes proce-
dentes de fuentes diversas. De acuerdo con lo recogido en (Arquimedes y Eutocio, 2005,
pag. 7) estas resefias son “las indicaciones del propio Arquimedes, las referencias histo-
riogréaficas de Polibio y Tito Livio y el encomio literario de Plutarco, a lo que hay que
sumar algunos datos transmitidos por Cicerén y por los matematicos posteriores”. Con ob-
jeto de situarlo en el tiempo y en el espacio debe sefialarse que sabemos con certeza que lo
asesinaron durante la rapifia posterior a la toma de Siracusa por los romanos en 212 a.C.,
en el transcurso de la Segunda Guerra Punica (ver, por ejemplo, (Plutarco, 2006, pag. 423-
424)) y, dado que por otras fuentes se tiene constancia de que muri6 a los 75 afios, su fecha
de nacimiento suele datarse en el afio 287 a.C.

Aunque Arquimedes pasé la mayor parte de su vida en su tierra natal, Siracusa, hay cons-
tancia de que en su juventud residié durante algin tiempo en Alejandria, la capital cultural
del mundo en aquella época. Probablemente aquella visita hay que enmarcarla en los deseos
de su padre, el astrénomo Fidias, de proporcionar a su hijo, cuyas cualidades habria sabido
apreciar, una educacién adecuada a su enorme talento. Alejandria contaba en el siglo 111 a.C.
con dos instituciones, el Museo y la Biblioteca, que disponian de unos fondos bibliografi-
cos imposibles de encontrar en ningtn otro lugar y en las que trabajaban los més eminentes
sabios y eruditos del mundo helénico bajo la proteccion de la dinastia ptolemaica.

Es en esta etapa en la que se supone que Arquimedes conocid a algunos de los mejores
investigadores de su tiempo, con los que trabaria amistad y con los que, una vez de vuel-
ta en su tierra, mantuvo una fructifera relacién epistolar. En este grupo debemos destacar
especialmente al matemdtico y astrénomo Conén de Samos, al que nos referiremos pos-
teriormente en este trabajo. Aunque no nos ha llegado nada de la correspondencia entre
ambos eruditos, hay constancia, por escritos y cartas posteriores del genio de Siracusa, que
esta tuvo lugar y que, durante los primeros afios tras su vuelta a Sicilia y hasta la muerte
de Condn, le remitié algunos de sus trabajos cientificos y fue su interlocutor habitual en
Alejandria. Concretamente, en la carta que precede al compendio Sobre la cuadratura de la
pardbola (Arquimedes, 2009, pag. 161), Arquimedes precisa que “solia escribir a Conén
teoremas matematicos que antes no habian sido estudiados, pero que ahora han sido estudia-
dos por mi, habiéndolos descubierto primero mediante el método mecéanico y habiéndolos
demostrado después por el método geométrico”.

También deben mencionarse como interlocutores de Arquimedes a Dositeo de Pelusa y
Eratdstenes de Cirene, aunque probablemente a estos no los conoci6 personalmente. Al pri-
mero dirigi6 sus trabajos Sobre la cuadratura de la pardbola, Sobre la esfera y el cilindro,
Sobre los conoides y esferoides y Sobre las lineas espirales ((Arquimedes y Eutocio, 2005)
y (Arquimedes, 2009)). En este articulo vamos a analizar esta dltima obra desde la pers-
pectiva de su aportacion a la solucién del problema de la cuadratura del circulo. Nuestra
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mejor informacién sobre Dositeo es lo que Arquimedes recoge en sus cartas, esto es, que
habia conocido a Condn y que estaba familiarizado con la geometria. Ademads se le atri-
buyen algunos trabajos perdidos sobre astronomia y la construccién de un espejo ustorio
parabdlico o alguna participacion en ese propésito (ver (Diocles, 1976, pag. 140)). Sin duda
era un estudioso alejandrino bien relacionado, pues hizo circular adecuadamente las obras
de Arquimedes entre sus colegas.

Por lo que se refiere al segundo, al que también envi6 algunos tratados, entre otros El Méto-
do sobre los teoremas mecdnicos que hoy solemos denominar simplemente como El Método
(Arquimedes, 2009), debe resefiarse que fue el director de la Biblioteca desde el afio 236
a.C. hasta su muerte acaecida hacia el afio 194 a.C. y que goz6 de un enorme prestigio fun-
damentado, sobre todo, en sus trabajos geograficos. No obstante, por lo que se refiere a las
matemdticas y mas concretamente a los tres problemas cldsicos griegos, debe sefialarse su
contribucién para resolver el problema de la duplicacién del cubo, mediante la obtencién de
medias proporcionales en proporcidn continua, que nos ha llegado a través de Eutocio en sus
Comentarios al Libro II de la obra de Arquimedes Sobre la esfera y el cilindro (Arquime-
des y Eutocio, 2005, pag. 378-383). En esta fuente se hace referencia a lo orgulloso que
se sentia Eratdstenes de un ingenio mecanico que habia ideado para la obtencidn préctica
de medias proporcionales al que posteriormente Papo denomind “mesolabio”, literalmente
“constructor de medias”, y que ha llegado a identificarse de tal manera con el problema de
la duplicacién del cubo que a menudo se le denomina a este como “problema del mesola-
bio”. Un estudio detallado de las contribuciones de Eratdstenes en su doble condicion de
gedmetra y geodesta puede encontrarse en (Ayerbe-Toledano, 2025b).

A los efectos que interesan a este articulo sabemos por Plutarco que Arquimedes, siguiendo
la tradicién platénica, no estaba en absoluto interesado por las aplicaciones practicas de la
geometria y que solo accedié a desarrollar algunos inventos a peticion del rey Hieron II,
tirano de Siracusa, con el que es posible que tuviera alguna relacioén de parentesco. En este
sentido en (Plutarco, 2006, pag. 414) se recoge lo siguiente:

“Este hombre [Arquimedes] los tenia [los ingenios] por materia nada digna de interés y la
mayor parte habian sido resultados accesorios de juegos geométricos, pues ya antes el rey
Hier6n le apreciaba y habia convencido a Arquimedes de que volviera algo de su arte de lo
inteligible a lo corpéreo y lo hiciera mas conocido para la gente del comiin mezclando de
alglin modo lo racional con lo sensible en los asuntos practicos”.

Y un poco mas adelante (Plutarco, 2006, pag. 419), apostillando esta misma idea, sefiala:
“Considerando que las ocupaciones relativas a la mecdnica y, en general, todo género de arte
tocante a lo util era innoble y vil [Arquimedes] puso su propia estimacién s6lo en aquello
en lo que la belleza y la excelencia se da sin mezcla con lo util”.

Sin embargo estas palabras de Plutarco deben ser acogidas con cierto recelo. No cabe duda
de que la formacién de Arquimedes estuvo fuertemente influida por su estancia en Ale-
jandria y, de hecho, su obra matemadtica es de una perfeccién técnica y un rigor cientifico
que en nada desmerece de la metodologia seguida en Elementos de Euclides. Ademds, y
esta no es una cuestién menor, no nos ha llegado ningtin compendio del genio de Siracusa
dedicado a sus obras de ingenieria, lo que podria indicar que no las consideraba de entidad
suficiente como para ponerlas por escrito. No obstante, no cabe pensar que los artilugios
disefiados por Arquimedes fueran inicamente un pasatiempo derivado de sus investigacio-
nes geométricas, sino que, por su originalidad e importancia, deben considerarse como una
parte fundamental de su aportacién a la ciencia. En este sentido en (Gonzalez-Urbaneja,
2006, pag. LXVII) se especula con que uno de los motivos que podria haberle impelido a
abandonar Alejandria y volver a Sicilia pudo ser el hecho de que la rigida concepcién de la
ciencia en la cultura helenistica, sustancialmente tedrica y abstracta, limitaba su capacidad
investigadora y su genio creativo. En cualquier caso, su admiracién por la ciencia pura es
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indiscutible toda vez que en su propia tumba mand6 grabar un cilindro circunscrito a una
esfera, junto con un epigrama que describia la relacién de dos tercios que vincula tanto los
respectivos volimenes como las superficies totales, distinguiendo de esta forma, entre toda
su produccion cientifica, precisamente estos resultados como aquellos por los que sentia
una mayor predileccion.

En relacion con los inventos de Arquimedes interesa ahora destacar los que prepar6 para la
defensa de Siracusa frente a los ataques del cénsul romano Marcelo. En (Plutarco, 2006,
pag. 415-419) se relata con cierto detalle esta participacion, que resulté extraordinariamente
exitosa, hasta el punto de hacer desistir a Marcelo de tomar la ciudad por asalto y obligarle
arendirla mediante un ardid después de més de tres afios de asedio. Plutarco lo recoge en el
siguiente pasaje:

“Y al final, [viendo] Marcelo que los romanos estaban tan asustados que si veian una cuer-
decita o un madero que sobresalia un poco del muro daban media vuelta y hufan gritando
que Arquimedes ponia en marcha otro ingenio contra ellos, renunci6 a toda clase de batalla
y ataque y a partir de entonces hizo depender el asedio del tiempo™.

La utilizacién de las matematicas para la construccién y mejora de las catapultas y otros
instrumentos de guerra estd bien documentada en la tradicién griega. En relacién concre-
tamente con el problema de la duplicacién del cubo Eutocio pone en boca de Eratdstenes
las siguientes palabras en (Arquimedes y Eutocio, 2005, pag. 379-380): “La idea [para el
célculo de medias proporcionales] serd util también para quienes quieran hacer mayores
las catapultas o los ingenios para lanzar proyectiles. Porque es preciso agrandarlo todo en
proporcién: los grosores y los tamafios y los orificios y las tuercas y las correas que van
insertadas, si se quiere aumentar el proyectil en proporcién, y esto no es posible hacerlo sin
el descubrimiento de las medias proporcionales”.

Y Arquimedes debid de ser un maestro en este arte pues Plutarco documenta como los
romanos fueron obligados a retirarse, en los sucesivos intentos que realizaron para tomar
Siracusa, a consecuencia de la cantidad de piedras y otros proyectiles de gran tamafio con
que eran bombardeados. Asi, en (Plutarco, 2006, pag. 416) se afirma: “Cuando los romanos
atacaron por ambos flancos, los siracusanos quedaron asombrados y sin decir palabra por
causa del miedo, pensando que no tenian manera de enfrentarse a una violencia y un ejérci-
to tan grande. Pero Arquimedes, poniendo en funcionamiento sus maquinas, hizo frente a
la infanteria con proyectiles de todas clases y piedras de enorme magnitud lanzadas con
estruendo y velocidad increibles y como nada les protegia del peso, iban poniendo patas
arriba a todos los que pillaban debajo y sembraban el revuelo entre las formaciones”.

Sirvan estas referencias para demostrar el dominio que posefa Arquimedes del problema de
la duplicacién del cubo, mediante la obtencién de medias proporcionales en proporcién con-
tinua, pero a nosotros en este articulo nos interesa en particular la investigacién que realiz6
sobre la espiral, una nueva curva conocida en la actualidad como espiral de Arquimedes,
que le permitié encontrar una solucién al problema de la cuadratura del circulo.

La espiral de Arquimedes y el problema de la triseccion del angulo

La espiral fue estudiada por Arquimedes de manera especifica y exhaustiva en su tratado
titulado Sobre las lineas espirales. Nosotros tomaremos como fuente en este articulo la tra-
duccién al espaiiol de la obra de Arquimedes recogida en (Arquimedes, 2009, pdg. 13-71).
No obstante, se han revisado cuidadosamente todas las demostraciones de las proposiciones,
con objeto de evitar en lo posible la forma retérica de las mismas, y se han incluido refe-
rencias precisas de los resultados utilizados por el genio siracusano. Con esta actuacion se
ha pretendido hacer mas accesible al lector contemporaneo esta dificil obra de Arquimedes,
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en la parte que hemos tratado en este articulo, pero la notacién moderna no debe hacernos
caer en el anacronismo de identificar las magnitudes con niimeros reales o de aplicar sin
mads las reglas del dlgebra actual en los cdlculos con razones y proporciones. Para evitarlo
se hace referencia siempre a los resultados de Euclides que justifican las operaciones entre
magnitudes que se efectian.

En la carta a Dositeo que precede al compendio Arquimedes se refiere a Condn, del que
dice que habia fallecido unos afios antes y del que alaba su inteligencia poco corriente
para las matematicas y su excelente aficion al estudio, sefialando que antes de su muerte le
habia planteado algunos problemas de los que no tenia constancia de que se hubiera logrado
algun avance posterior. Entre los problemas que Arquimedes planteé a Condn estarfan los
teoremas principales incluidos posteriormente en su compendio dedicado a la espiral, pero
lo que no queda claro es si esta curva fue concebida inicialmente por Arquimedes o ya era
conocida por los estudiosos alejandrinos. Papo parece atribuir la invencién de la curva a
Conén y, justamente antes de definir la linea en el Libro IV de la Coleccion Matemdtica,
agradece el trabajo de sus predecesores (Pappus, 2010, pag. 119): “el gedémetra Conén de
Samos, que propuso el teorema principal acerca de la espiral, y Arquimedes, que lo probd
utilizando una asombrosa linea de ataque”.

Aunque en (Heath, 1981, Vol. II, pag. 359) y en (Pappus, 2010, pag. 119) se sefiala que la
cita de Papo que acabamos de mencionar podria ser erronea, ya que de acuerdo con la carta
de Arquimedes fue este quien le propuso el teorema a Conén y no al revés, nosotros damos
credibilidad a la atribucién de la autoria de la curva al sabio de Samos y consideramos al
menos verosimil que Conén ideara la curva como una alternativa a la cuadratriz de Hipias
para solucionar el problema de la triseccién del dngulo, dadas las criticas que la construc-
cién de la cuadratriz podria estar recibiendo. En efecto, se sabe por autores posteriores,
especialmente por Papo, que algunos matematicos de la Antigiiedad fueron muy criticos
con la linea ideada por Hipias, sefialando la dificultad de su construcciéon. En (Pappus,
2010, pag. 132-133) se resefian dos serias objeciones puestas de manifiesto por Esporo de
Nicea (aprox. 240 d. C.-300 d. C.) que, probablemente, aunque fuera de una forma menos
explicita, podrian estar ya planteadas en vida de Conén.

Por otra parte en esta época, fuertemente influenciada por la sombra de Platon, estarian
muy presentes en los ambientes alejandrinos las severas criticas vertidas por el gran filésofo
sobre la persona de Hipias de Elide en los dos Didlogos que llevan su nombre, Hipias
Menor e Hipias Mayor, lo que pudo contribuir también a la revision de su obra cientifica
con el &nimo de desacreditarla. Aunque esta situacion estaba ya superada en la etapa de
Proclo, que reconoce en (Proclus, 1970, pidg. 52) la notable reputacién del elidense como
gedmetra, probablemente la coyuntura era muy distinta al principio del siglo 11 a.C., en
la época inmediatamente posterior a la muerte de Euclides. En definitiva parece plausible
que el descrédito de Hipias, en el marco general de las implacables criticas a los sofistas
realizadas por Platén, unido a las dificultades detectadas en la construccion de la cuadratriz,
fuera lo que animé a Conén a buscar una linea alternativa, aunque similar en cuanto a su
génesis como combinacién de dos movimientos y a su idoneidad para dividir un 4ngulo en
tantas partes como se precise. Lo que resulta verdaderamente admirable es que esta curva,
manteniendo su similitud con la cuadratriz hasta el final, también fuera de utilidad para
cuadrar el circulo.

A continuacién vamos a revisar la definicién de la espiral y sus principales elementos, si-
guiendo la nomenclatura establecida por Arquimedes en su tratado que, suponemos, partiria
de la que hubiera realizado Conén y que este habria trasladado a aquel en el curso de su per-
dida relacién epistolar.

Definicion 1 Espiral de Arquimedes y principales elementos.
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Si se traza una linea recta® en un plano y, permaneciendo fijo uno de sus extremos y ha-
ciéndola girar un nimero cualquiera de veces con movimiento uniforme, vuelve de nuevo
a la posicion inicial y, al mismo tiempo que se hace girar la linea, un punto se desplaza
por la recta uniformemente partiendo del extremo fijo, el punto describird una espiral en el
plano (curva OCEABD en la Figura I).

Lldmese principio de la espiral al extremo de la recta que permanece fijo mientras esta se

desplaza® (punto O en la Figura 1).
Y principio del giro a la posicion de la linea en la que la recta empezo a girar.

Lldmese recta primera a la que recorre en el primer giro el punto que se desplaza por la
recta (segmento OA en la Figura 1)y segunda a la que recorre el mismo punto en el segundo
giro (segmento AD en la Figura 1)y, de manera semejante, lldmense a las otras con nombre
homdnimo de esos giros.

Lldmese drea primera a la comprendida por la espiral descrita en su primer giro y la
recta primera (determinada por la espiral OCEA y el segmento OA en la Figura 1), y
drea segunda a la comprendida por la espiral en su segundo giro y la recta segunda (deter-
minada por la espiral ABD vy el segmento AD en la Figura 1), y lldmese sucesivamente a
las demads.

Y si desde el punto que es principio de la espiral se traza una linea recta, lldmese lo de delante
de esta recta a lo que estd hacia el lado que se produce el giro, y lo de detrds lo que estd
hacia el otro lado.

Lldmese circulo primero al trazado con centro en el punto que es principio de la espiral y
con la recta primera por radio (de centro Oy radio OA en la Figura 1) ; circulo segundo al
trazado con el mismo centro y con el doble de esa recta por radio (de centro Oy radio OD
en la Figura 1), y los demds sucesivos a estos de la misma manera.

Figura 1. Espiral y sus elementos.

Como vemos en la definicidn, la espiral se materializa mediante la combinacién de dos
movimientos uniformes: por un lado el movimiento de rotacion de la recta, permaneciendo
fijo uno de sus extremos, y por otro el movimiento de traslaciéon del punto sobre la recta,
partiendo del principio de la espiral. Precisamente las dos primeras proposiciones del tra-
tado analizan, con el implacable rigor que caracteriza al genio de Siracusa, las propiedades

“En realidad es una semirrecta, pues uno de los extremos debe permanecer fijo.
3Se refiere al desplazamiento en su movimiento de rotacién.
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del movimiento rectilineo uniforme, estableciendo que la razén entre el espacio recorrido
y el tiempo empleado por un punto que se desplaza uniformemente por una linea recta es
constante durante todo el movimiento, esto es, que la velocidad permanece constante, y de-
duciendo de este hecho que en los movimientos uniformes también se mantiene inalterable
la razén entre los espacios cuando son recorridos en los mismos tiempos. En realidad estos
dos resultados, aunque Arquimedes explicita una demostracion para ellos, son consecuencia
directa de la naturaleza del movimiento uniforme y l6gicamente también serian conocidos
y utilizados por los matematicos anteriores a Arquimedes. Ademads, de la definicién de la
espiral siguen inmediatamente los tres resultados siguientes, que Arquimedes recoge como
las proposiciones 12, 14 y 15 de su tratado, pero que sin duda ninguna serian conocidos por
Condn y estarian en la base de su concepcion de la curva.

Proposicion 1 Si a la espiral descrita en un giro cualquiera la cortan un nimero cual-
quiera de rectas que parten del principio de la espiral y forman unas con otras dngulos
iguales, se excederan [las rectas] entre st en lo mismo [es decir, sus longitudes estardn en
progresion aritmética].

Demostracion. Sea una espiral con principio en O y en la que inciden los segmentos OB,
OC, OD y OE que forman unos con otros dngulos iguales como se indica en la Figura 2.
Hemos de probar que OF — OD = OD — OC = OC — OB.

Figura 2. Segmentos cuya longitud varfa en progresion aritmética.

En efecto, al ser el movimiento uniforme, el tiempo en que la recta desplazada en sentido
circular llega desde OB hasta OC es el mismo que el tiempo en que, al desplazarse el punto
que estd en la recta, recorre el exceso entre OC y OB, y lo mismo puede decirse de las res-
tantes posiciones, al ser el giro con el mismo dngulo. De este hecho se obtiene el resultado.
O

Proposicion 2 Si dos rectas que parten del punto que es principio de la espiral cortan a
la espiral trazada en su primer giro y son prolongadas hasta la circunferencia del circulo
primero, las rectas que cortan a la espiral guardardn entre si la misma razon que los arcos
de circulo que quedan entre el extremo de la espiral y los extremos de las rectas prolongadas
que resultan en la circunferencia, tomados los arcos hacia lo de delante desde el extremo
de la espiral.

Demostracion. En las condiciones de la Figura 3 se ha de demostrar que

OE  arco(AKZ)

OC ~ arco(AKH)

donde los arcos mencionados estan tomados sobre el circulo primero.
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Figura 3. Proporcién entre rectas que parten del origen de la espiral y arcos del circulo
primero.

En efecto, al desplazarse en circulo el segmento OA estd claro que el punto A se ha ido
desplazando a velocidad uniforme por la circunferencia del primer circulo, mientras que
el punto O, que se desplaza también uniformemente por la recta, recorre la linea OA®. Asi
el punto A, desplazandose uniformemente por la circunferencia del primer circulo, recorre
el arco AKZ en el mismo tiempo que el punto O recorre el segmento OF y también el
punto A, desplazandose uniformemente por la circunferencia del primer circulo, recorre
el arco AKH en el mismo tiempo que el punto O recorre el segmento OC. Como en los
movimientos uniformes se mantiene constante la razén entre los espacios recorridos en los
mismos tiempos, de acuerdo con la mencionada proposicién 2 del tratado de Arquimedes,
se sigue el resultado. (]

Corolario 1

Si rectas que parten del principio de la espiral trazada en su segundo giro inciden en ella,
las rectas guardardn entre si la misma razon que los arcos indicados [tal como se descri-
ben en la proposicion anterior] tomados conjuntamente con la circunferencia entera del
[primer] circulo.

Corolario 2

Si rectas que parten del principio de la espiral trazada en cualquier giro inciden en ella, las
rectas guardardn entre si la misma razon que los arcos indicados [tal como se describen en
la proposicion anterior] tomados conjuntamente con la circunferencia entera del [primer]
circulo [multiplicada] tantas veces como el niimero del giro menos uno.

La relacion de proporcionalidad recogida en la proposicién 2, asi como las de los corolarios
1y 2, constituyen la propiedad fundamental o symproma de la curva, esto es, la relacién ma-
tematica precisa que cumplen los puntos de la curva y solo ellos. Asi, aunque l6gicamente
esto no lo hicieron los griegos pues faltaban casi dos mil afios para que se identificaran las
curvas con sus ecuaciones, estas propiedades, junto con la representacion simbdlica de las
proporciones y su manipulacion algebraica, permiten en la actualidad obtener facilmente la
ecuacion de la espiral en coordenadas polares. En efecto, tomando un punto P cualquiera
del primer giro de la espiral, cuyas coordenadas polares serdn P(r,0), y eligiendo también

En sentido estricto los puntos A y O no se desplazan puesto que son fijos. Las palabras de Arquimedes
deben entenderse en el sentido de que los que se desplazan son un punto que partiendo de A recorre la circunfe-
rencia del primer circulo, y otro que saliendo de O recorre la recta OA.
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el punto A final del primer giro de la espiral, de la proposicion 2 se sigue que, si llamamos
O al principio de la espiral, entonces

OP _ arco(AP)

OA ¢
tomando el arco sefialado sobre el primer circulo y siendo ¢ la longitud de la circunferencia
de dicho circulo. Sustituyendo queda

r OA-0
OA 2m-OA
y, en consecuencia, se deduce que la ecuacién en coordenadas polares del primer giro de la

espiral es r = %9 =a- 0, donde a’ es una constante positiva que depende tnicamente de

las velocidades uniformes lineal y angular y 0 € [0,27].

Razonando de manera andloga, pero utilizando los corolarios 1 y 2, se obtendria que, si P
es un punto perteneciente al giro n-€simo de la espiral expresado en coordenadas polares
P(r,0), la ecuacién en dichas coordenadas de ese giro de la espiral serfa

r=a(0+2(n—1)x), 6 €0,27]

En definitiva, podemos expresar la espiral en la forma r =a- 6, donde 8 > 0 y a es una
constante positiva que depende tinicamente de las velocidades uniformes lineal y angular.

Como hemos sefalado, la espiral también fue estudiada en profundidad por Papo en el Libro
IV de la Coleccion (ver (Pappus, 2010, pag. 119-125)), en el marco de una presentacion
sistemdtica y organizada de las tres principales curvas lineales, esto es, la espiral, la con-
coide de Nicomedes y la cuadratriz. El maestro alejandrino define la espiral de la siguiente
forma:

“Sea un circulo dado, con centro B y radio BA. Asumamos que la linea BA estd en movi-
miento de tal forma que, mientras B permanece fijo, A se mueve uniformemente a lo largo
de la circunferencia del circulo y, al mismo tiempo un punto, partiendo de B, se mueve uni-
formemente en la direccion de A, de tal forma que el tiempo que tarda el punto en recorrer
BA es el mismo que tarda el punto A en recorrer la circunferencia del circulo. Ahora, el
punto que se mueve a lo largo de la linea BA describird la linea BEZA durante la rotacidn, y
su punto de partida serd el punto B, mientras que el punto de partida de la rotacién sera BA.

Figura 4. Génesis de la espiral segtin Papo.

Esta linea es llamada espiral. Y su principal symptoma es de la siguiente forma. Si unimos
mediante una linea recta B con un punto cualquiera de la espiral Z, y este segmento BZ lo

"Légicamente, la identificacién de la razén con un niimero real no era posible en la matemética griega.
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prolongamos hasta el punto C de la circunferencia, el segmento BA es al segmento BZ como
la circunferencia completa es al arco ADC.”

Como podemos ver, aunque las definiciones de Papo y Arquimedes son muy similares, pre-
sentan alguna sutil diferencia. En efecto, mientras que en la de Papo el circulo primero se ha
fijado a priori, en la definicién de Arquimedes este circulo se obtiene como una consecuen-
cia de la combinacién de movimientos que se describe, es decir, se determina a posteriori.
Esta diferencia es relevante porque en las curvas cuya generacion se realiza mediante una
composicién de movimientos sincronizados, es esencial conocer la ratio entre los mismos
para que la curva quede perfectamente descrita y, por tanto, esté libre de contradicciones
conceptuales. Y en el caso de la espiral la ratio entre ambos movimientos es la de la cir-
cunferencia respecto al radio, es decir, esencialmente 7, y esta razén era desconocida. Este
problema es el mismo que aquejaba a la cuadratriz de Hipias y al que nos hemos referido
anteriormente, por lo que resulta sorprendente que Papo no lo mencione siquiera en rela-
cién con la espiral. De hecho, en la definiciéon de Papo el inconveniente se manifiesta en
toda su crudeza, al haber fijado a priori el primer circulo, mientras que Arquimedes, mas
astuto, obvia el problema al usar movimientos sincronizados en una ratio dada de antemano,
obteniendo el circulo primero posteriormente.

Sin embargo Papo parece avanzar respecto del genio de Siracusa en la identificacion del
symptoma de la curva como el elemento clave a partir del cual pueden obtenerse las dife-
rentes propiedades de la misma. En esta concepcién se pone el énfasis, para la definicién
de la linea, en la determinacion de su propiedad fundamental, relegando la cuestion de la
génesis de la curva a una posicion secundaria, casi se podria decir que irrelevante puesto
que lo que verdaderamente interesa es la relacién matematica que deben cumplir los puntos
de la curva y sélo ellos.

Aunque probablemente Papo no tenia todavia una conciencia clara de que el symptoma de
la curva la definia completamente, y por ello habla de su “symptoma principal”, si parece
progresar respecto de la concepcidn arquimediana al destacar de manera mas relevante el
papel central que juega la propiedad fundamental de la curva en la determinacién de sus
propiedades. De hecho, en el Libro IV de la Coleccion repite el mismo esquema de presen-
tacién para las tres curvas lineales mencionadas, en un esfuerzo no disimulado por darles
un estatus matemadtico aceptable que permitiera superar las reticencias que la génesis de las
mismas como movimientos sincronizados habia generado entre sus predecesores.

El hecho de que los matematicos griegos definieran algunas curvas utilizando movimien-
tos uniformes no quiere decir que la tradicién euclidea considerara esta forma de proceder
como parte del discurso matemadtico. Papo toma conciencia de que, para superar las con-
tradicciones conceptuales inherentes a la generacion de las lineas como una combinacién
de movimientos sincronizados en una ratio desconocida, era necesario concebirlas de otra
forma. Con esta finalidad se esfuerza por resaltar la importancia del symptoma de la curva,
en detrimento de su génesis, y pone el acento en lo que muchos siglos después, expresado
en un lenguaje algebraico adecuado, serd su ecuacion.

Veamos ahora coémo podemos utilizar la espiral para trisecar un dngulo dado. Como hemos
seflalado, entendemos que la buisqueda de soluciones a este problema fue lo que motivé
a Conén para definir la curva. Arquimedes no se refiere en absoluto a este tema en su
tratado Sobre las lineas espirales y, dado que no parece posible que a un genio de su talla le
pasara desapercibido un hecho tan intimamente ligado a la naturaleza de la curva, debemos
concluir que esta aplicacion de la espiral le habria sido trasladada por Conén vy, por ello,
ni siquiera la menciona. En relaciéon con el problema de la triseccién del angulo, Proclo en
(Proclus, 1970, pag. 212) indica, después de referirse a las soluciones halladas por Hipias y
Nicomedes, que “otros han comenzado desde las espirales de Arquimedes y han dividido un
angulo rectilineo dado en una ratio dada”, afirmacién que, aunque no aclara quién aplicé por
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primera vez la espiral a este problema cldsico, si parece atestiguar que no fue Arquimedes.

Para dividir en tres partes iguales (o en la ratio que se desee pues el procedimiento es el
mismo) un 4dngulo dado AOP se debe situar en O el origen de la espiral, siendo A el punto
final de la primera vuelta y P el punto de interseccion de la espiral con la recta que limita el
angulo que comienza en OA, todo ello tal como se indica en la Figura 5.

Z

Figura 5. Triseccion del angulo.

Entonces, para trisecar el dngulo AOP se divide el segmento OP en tres partes iguales®
mediante los puntos R y Sy se trazan las circunferencias concéntricas de centro O y radios
OR y OS. Estas circunferencias cortaran a la espiral en los puntos U y V, respectivamente.

Obviamente se tiene que
OU OR 1
oP OP 3
por la construccion realizada. Pero por la proposicion 2, si llamamos Z, Y y X a los puntos de
corte de las rectas OP, OV y OU, respectivamente, con la circunferencia del primer circulo,

se verifica que’
OU  arco(AX) AOX 1

OP  arco(AZ) A0z 3

Asf, las rectas OX y OY dividen el dngulo AOP en tres partes iguales.

Aplicacion de la espiral a la cuadratura del circulo

Como sucedio6 en el caso de la cuadratriz de Hipias, la espiral también pudo ser utilizada
para obtener una solucién al problema de la cuadratura del circulo. El resultado clave, obte-
nido por Arquimedes en su tratado Sobre las lineas espirales como la proposicion 18, no es
nada sencillo y para su demostracién se requerird de una serie de proposiciones previas. El
teorema permite rectificar la circunferencia, pues lo que se prueba es que la subtangente a
la espiral en el punto final de la primera vuelta coincide con la longitud de la circunferencia
del primer circulo. Una vez rectificada la circunferencia, si ahora se desea cuadrar un circulo
de radio r = OA, basta trazar la espiral con principio en O y recta primera OA y su tangente
en el punto A. Se verifica entonces que la recta tangente corta a la perpendicular a OA por

8 Elementos, Prop. VL9.
9La segunda igualdad es consecuencia de Elementos, Prop. V1.33.
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O en un punto B de forma que la longitud de OB coincide con la de la circunferencia del
primer circulo de la espiral ¢, es decir, con la de la circunferencia dada de radio » = OA.

Una vez obtenido el segmento OB de longitud ¢ construimos el rectingulo de lados OBy
OA que determina, en virtud de la proposicion 1 del compendio de Arquimedes Sobre la
medida del circulo, un 4rea doble a la del circulo de partida, por lo que el rectingulo de
lados % y OA tiene el mismo drea que el circulo inicial. Finalmente, si hallamos la media
proporcional entre los lados del rectangulo'?, resultard que el cuadrado construido a partir
de ese segmento'! tendra la misma drea que el circulo dado de radio OA.

En el tratado Sobre las lineas espirales Arquimedes hace uso, como en otros trabajos an-
teriores, del que hoy llamamos principio de continuidad de las magnitudes arquimedianas.
En el dltimo parrafo de la carta a Dositeo que precede al compendio sefiala lo siguiente
(Arquimedes, 2009, pag. 18):

“Asumo aqui también el siguiente postulado de los que figuran en los libros publicados
anteriormente: en las lineas desiguales y las dreas desiguales, es posible que el exceso en
que excede la mayor a la menor, sumado repetidamente a si mismo, exceda a cualquier
magnitud propuesta de las que decimos que guardan razon”.

Este principio se debe a Eudoxo de Cnido, probablemente el matematico mas importante
vinculado a la Academia de Platén, y aparece recogido en Elementos (Euclides, 1991-
1994-2008, Libros V-IX, pag. 10) como la definicién V.4 de la siguiente forma: “Se dice
que guardan razén entre si las magnitudes que, al multiplicarse, pueden exceder una a otra”.

Sin embargo Arquimedes, como acabamos de ver, lo considerd, mds correctamente, un prin-
cipio o postulado. Arquimedes utiliza este axioma para probar la proposicién 4 del compen-
dio en la que demuestra que, dadas dos lineas desiguales, una recta y una circunferencia de
circulo, es posible tomar una recta menor que la mayor de las lineas dadas pero mayor que la
menor. En la proposicién 18 necesitard asumir que, dada una circunferencia y un segmento,
si ambas magnitudes son desiguales, siempre podrd encontrarse un segmento mayor que la
menor y menor que la mayor.

Para llegar al resultado central a los efectos de resolver el problema de la cuadratura del
circulo, es decir, a la mencionada proposicién 18, vamos a comenzar revisando las proposi-
ciones 5 a 8 del compendio de Arquimedes que, como se verd enseguida, son muy similares.
Se trata de cuatro resultados técnicos que nada tienen que ver con las espirales, pero que re-
sultardn fundamentales posteriormente para obtener el teorema principal. Los cuatro lemas
desarrollan construcciones geométricas que utilizan el llamado método de insercién!2. Los
griegos denominaban “insercion” a una relacién entre figuras que consiste en admitir que
dadas dos curvas en general y un punto fijo, siempre existe una recta que pasa por el punto
fijo, al que llamaban polo, y tal que sus intersecciones con las curvas dadas determina un

segmento de longitud prefijada, denominada diastema'>.

En las proposiciones citadas Arquimedes asume estas construcciones como posibles, pe-
ro sin realizarlas expresamente ni dar ninguna explicacién sobre las mismas. En (Heath,
1981, Vol. 11, pag. 65-66) se sefiala que, “excepto en la primera de ellas, la solucién tedrica
no puede ser obtenida mediante construcciones con regla y compds, y depende en general
de la solucién de una ecuacién de cuarto grado que puede obtenerse mediante la intersec-
cién de una hipérbola equildtera y una pardbola. Es bastante posible, no obstante, que estos

mElementos, Prop. VL.13.

U Elementos, Prop. 1.46.

12Denominado también neusis por muchos autores que simplemente trasladan a nuestro alfabeto el correspon-
diente vocablo griego.

13Esta palabra traslada a nuestro alfabeto el correspondiente vocablo griego que se traduce literalmente por
“distancia”.
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problemas fueran a menudo resueltos en la practica mediante algin procedimiento mecéni-
co, a saber, colocando una regla, mediante prueba, en la posicion de la linea requerida: para
ello solo es necesario situar la regla de forma que pase por el polo y, utilizando ese punto
como un pivote, girarla adecuadamente hasta que la interseccién con las curvas dadas tenga
la longitud deseada”. En (Heath, 2002, pag. c-cxxii) se detalla algo mas el estudio de estas
inserciones y la utilizacién que Arquimedes hizo de las mismas, asi como su aplicacion a
los problemas de la triseccion del angulo y de la duplicacién del cubo.

Aunque la operacion insercién se consideraba en la Antigiiedad un argumento matematico
legitimo y, de hecho, se tiene constancia de que ya fue usada por Hipécrates de Quios en
el siglo v a.C. para la cuadratura de la tercera linula'®, el criterio general extendido en la
época griega era el de evitar, siempre que fuera posible, su utilizacién en las construccio-
nes geométricas ya que estas, de acuerdo con la concepcién platénica de las matematicas,
debian realizarse empleando como unicos instrumentos de dibujo la regla y el compds. En
esta ocasion este criterio no fue seguido por Arquimedes, mostrando una vez mads su inde-
pendencia respecto de los moldes impuestos en Elementos. Pero en este caso Arquimedes
también infringi6 otra regla y es la de que cada problema debe resolverse con el menor
aparato matematico posible en el sentido de que, si un problema es plano, no serian admi-
sibles las soluciones que utilizaran otras curvas sdlidas o lineales mientras que si es sdlido,
solo deberian considerarse las respuestas que se materializaran mediante secciones cnicas.
Por ello fue duramente criticado por Papo en la siguiente cita del Libro IV de la Coleccion
(Pappus, 2010, pag. 145-146):

“Parece ser un grave error en el que caen los gedmetras cuando uno descubre la solucién
de un problema plano mediante el uso de cénicas u otras lineas o lo resuelve mediante un
procedimiento extrafio [...] como hace Arquimedes cuando en su tratado Sobre las lineas es-
pirales asume una insercion de cardcter solido con referencia a un circulo; porque es posible
sin pedir ayuda a nada sélido encontrar la prueba del teorema dado por Arquimedes. Quiero
decir en efecto que [es posible] mostrar que la circunferencia del circulo en la primera ro-
tacion [de la espiral] es igual a la linea recta dibujada formando angulos rectos con la recta
generadora [de la espiral] hasta [el punto de interseccion con] la tangente de la espiral”.

Efectivamente Papo dié una construccién por medio de cénicas (ver (Heath, 2002, pag. cvii-
cix)) de la insercion utilizada por Arquimedes en la proposicién 8 de su tratado y también
se ha comprobado que es posible probar la proposicién 18 por métodos puramente planos,
sin recurrir a una insercion sélida (ver (Heath, 1981, Vol. 11, pag. 556-561)), tal como Papo
menciona en la cita anterior, lo que corrobora la pertinencia de la critica de este ilustre
matematico de la Antigiiedad tardia.

No obstante, las criticas de Papo deben ser matizadas teniendo en cuenta que en la etapa
del genio de Siracusa era habitual utilizar las inserciones sin mayores comentarios ni jus-
tificaciones especificas y que no fue hasta posteriormente!> que esta operacién perdié su
condicién de mero dispositivo en los diagramas y comenzé a comprenderse la necesidad
de construirlas especificamente, indicando en cada caso si eran planas, sélidas o lineales
segln que se utilizaran para trazarlas solo rectas y circunferencias, secciones conicas u otras
curvas, respectivamente.

Veamos ya los resultados de Arquimedes que, dado su caricter técnico'®, hemos recogido
como lemas. El primer lema serd fundamental en la demostracién de la proposicion 4, el

14Este hecho se recoge en el fragmento relativo a las ltinulas de Hipdcrates, de la Historia de la Matemdtica
de Eudemo de Rodas, obra desaparecida pero de la que nos ha llegado ese extracto a través de una reproduccién
contenida en un comentario aristotélico de Simplicio del siglo VI d.C. incluido en (Vera, 1970, pag. 680-685).

15Segiin (Zeuthen, 1886) fue Apolonio el primero que advirtié la necesidad de diferenciar entre inserciones
planas o sdlidas.

16E] término técnico debe entenderse en este contexto en el sentido de que se trata de enunciados de cons-
truccion y no de enunciados tedricos.
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lema 2 serd necesario para probar el lema 3 y los lemas 3 y 4 jugardn un papel clave en el
teorema 1.

Lema 1 Dado un circulo [ABC] y una recta [FB] tangente al circulo [en el punto B] es
posible trazar desde el centro [K] del circulo una recta hasta la tangente [KZ] que corta
a la circunferencia en T de forma que el segmento TZ [la recta entre la tangente y la
circunferencia del circulo] guarde con el radio [del circulo] una razon menor que la que
guarda el arco de circunferencia BT [el comprendido entre el punto de contacto de la
tangente By la recta trazada T | con cualquier arco de circulo dado.

Demostracion. Sea ABC un circulo de centro K, sea FB la tangente a la circunferencia en
B y dese también un arco de circunferencia cualquiera. Consideremos un segmento mayor
que el arco dado que se denotara por E.

Por el punto K se traza la recta AKC paralela a FB y elegimos en ella un punto H de
forma que si se une H con B el punto de interseccién de esta recta con la circunferencia,
que llamaremos T, verifique que'” TH = E. Una vez trazada desde el centro la recta KT,
prolongamos esta recta hasta cortar a la tangente en el punto Z, todo ello tal como se indica
en la Figura 6.

/ il \\\
A\ K /, H

Figura 6. Primer lema técnico.

Se verifica que los tridngulos BZT 'y TKH son semejantes puesto que son iguales'8, res-
pectivamente, los éngulos KTH y BTZ, TKH y BZT y KHT y ZBT . Por tanto'°

TZ TB _ arco(TB)
TK TH ~ arco dado

dado que TB < arco(TB) y TH = E es mayor que el arco dado?’. En consecuencia

TZ arco(TB)
radio  arco dado

O

Lema 2 Dado un circulo [ABC] y en el circulo una cuerda [AC] menor que el didmetro,
es posible trazar desde el centro del circulo [K] hasta su circunferencia una recta [KB]
que corte a la cuerda dada en el circulo [en E] de manera que la recta tomada entre la
circunferencia y la cuerda [EB] guarde la razon que se indique con la recta que una B [el
extremo de la incidente que estd sobre la circunferencia] con un extremo de la cuerda dada
en el circulo [C], siempre que la razon dada sea menor que la que guarda la mitad de la
cuerda dada en el circulo [TC] con la perpendicular trazada desde el centro hasta ella
[KT].

17 Arquimedes asume esta insercién, con polo en By diastema E, sin mayores precisiones.
18 Elementos, Prop. 1.15 y 1.29.

19Elementos Prop. V1.4.

2OElementos, Prop. V.8.
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Demostracion. Consideremos el circulo ABC con centro en K y sea dada en él la cuerda AC
menor que el didgmetro y sean dadas las magnitudes Z y H tales que?! g < KT Trazamos
desde el centro K una paralela a AC y sea CD la perpendicular a KC en C. La recta CD es,
por tanto, la tangente a la circunferencia en?? C. Todo ello tal como se indica en la Figura 7.

M N

Figura 7. Segundo lema técnico.

Se verifica que los triéngulos TCK y KCD son semejantes”> ~ yaque los dngulos CTK y KCD
son rectos, si siendo iguales®*, ademas los angulos TCKy CKD por lo que también lo serdn
TKC y KDC. Asi se obtiene que CD, lo que implica que H < CD

Dado que H < CD, podemos encontrar un segmento BN > CD tal que H BN, tomando
B sobre el arco(AC), N sobre la recta KD y obligando al segmento a pasar por el punto
C. Obsérvese que siempre es posible tomar el segmento BN de esta forma ya que, si la
magnitud BN fuese muy préxima a CD se tomaria B muy cerca de C, y si tuviera que ser
mucho mayor se tomaria B tan préximo a A como se precisara®.

Puesto que KB = KC = radio, sigue que W = ﬁ y, €n consecuencia, % = % ya que los

trlangulos KBN Ny EBC son seme]antes 26 pues son iguales?’, respectivamente, los dngulos
EBC y KBN BEC y BKN y BCE y BNK. O

Lema 3 Con los mismos datos del lema anterior y prolongada la cuerda [AC] en el circulo,
es posible trazar desde el centro del circulo [K ] hasta la cuerda prolongada una recta [KE |
de manera que la parte de la recta que queda entre la circunferencia y la prolongacion de
la cuerda [IE] guarde la razon que se indique con la que une el extremo de la recta cortada
dentro [del circulo] con el extremo de la prolongacion [CI], siempre que la razén dada sea
mayor que la que guarda la mitad de la cuerda dada en el circulo [TC] con la perpendicular
trazada desde el centro hasta ella [KT].

Demostracion. Dado que H > y que los trlangulos TCK y KCD son semejantes como

C KC

vimos en el lema anterior, se 51gue que ¢ T lo que implica que & %. Asi pode-

CD’
mos encontrar un segmento IN < CD tal que ﬁ II(N , eligiendo el punto I en el arco de
circunferencia entre C y F, de forma que IN sea tendente a C. Asi, si I se aproxima a C la
magnitud /N se aproxima a CD tanto como se quiera, mientas que si / se aproxima a F' la
magnitud IN se puede hacer tan pequefia como sea necesario”®, todo ello tal como se indica

en la Figura 8.

21Por Elementos, Prop. 1113, se sabe que la perpendicular desde el centro del circulo a la cuerda la corta en su
punto medio.

22Elementos, Prop. 11118 y TIL.19.

2 Elementos, Prop. VIL.4.

24Elementos, Prop. 1.29 y 1.32.

25 Aqui aparece de nuevo una insercién con polo en C'y diastema BN, pero sin mencionarse nada sobre cémo
se realizaria la construccién.

26Elementos, Prop. VIL.4.

27Elementos, Prop. 1.29.

28 Aqui se utiliza de nuevo una insercién, en este caso con polo en C'y diastema IN.
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Figura 8. Tercer lema técnico.

Observemos ahora que los trlangulos CIE y K1 KIN son seme]antes puesto que son iguales30
respectivamente, los dngulos CIE y KIN, CEI y IKN y ECI y INK. A51 C, y como
KI = KC se sigue que
IE KC Z
CI IN H
O
Lema 4 Dado un circulo [ABC] y en el circulo una cuerda [AC] menor que un didmetro
y otra linea tangente al circulo en el extremo de la cuerda [C], es posible trazar desde el
centro del circulo [K ] una recta hasta la cuerda [KE | de manera que [la parte] de ella entre
la circunferencia del circulo y la cuerda [BE | guarde con [la parte] tomada de la tangente
[IC] la razon que se indique, siempre que dicha razon sea menor que la que guarda la mitad

de la cuerda dada en el circulo [TC] con la perpendicular trazada desde el centro hasta
ella [KT].

Demostracion. Sea ABC el circulo dado y considérese en el circulo una cuerda AC menor
que el didmetro. Sea VP la tangente al circulo en el punto C, tal como se indica en la Figura
9. Sean Z y H dos magnitudes tales que H < KT

Figura 9. Cuarto lema técnico.

Si se traza KP paralela a AC se tiene que los tridngulos 7CK y KCP son semejantes, como

2 Elementos, Prop. VL4.
30Elementos, Prop. 1.15 y 1.29.
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se probo en el lema 2. Asi
Z TC KC

H KT _cp

Podemos, por tanto, tomar un segmento CV > CP tal que % = % Dado que los tres puntos
V., K y P no estan alineados por la construccién realizada, trazamos la circunferencia que
pasa por ellos®' VKP. Puesto que CV > CP y KC y VP son perpendiculares, cabe que
pongamos otra linea IN = MC tendente a K, que cortard a la circunferencia del circulo ABC
en un punto By a la tangente en C en un punto>? /.

Entonces se tiene, por un lado, que VI-IP = KI - IN pues las cuerdas VP y KN se cortan

en’ I'y, por otro, que KE - IP = KI - CP ya que, al ser semejantes los tridngulos ECI y KPI

sigue™ que &£ = €L

Asf, de las dos igualdades anteriores, se obtiene que

KE-IP _ KI-CP

VI-IP  KI-IN
lo que implica que % = % y, €n consecuencia que % = % ya que IN = MC por cons-
truccion.

Razonando de manera similar con las cuerdas KM y VP que se cortan en el punto C se
obtiene que KC-MC =CV -CPy asi

CP KC KE

MC  CV VI

Pero
E B E _KB—-BE KC-BE
cVv VI Ccv-IC CV-IC
lo que implica que? % = % y, por tanto, % = % 0

Después de estos resultados técnicos que, como vemos, no tienen nada que ver propiamente
con la espiral, Arquimedes prueba tres propiedades de la tangente a la espiral preparatorias
del resultado principal. Como se sefala en (Arquimedes, 2009, pag. 12) “este tratado es
el primer estudio a fondo sobre tangentes a una curva diferente del circulo”; poco tiempo
después Apolonio hizo lo propio con las tangentes a las conicas en su gran obra dedicada a
estas curvas.

La tangente a la circunferencia habia sido definida por Euclides de la siguiente forma®S:
“Se dice que es tangente a un circulo la recta que, tocando el circulo y siendo prolongada,
no corta el circulo”. Obviamente esta definicion, entendida literalmente, no es de aplicacion
a la espiral ya que, si se prolonga suficientemente larecta que “toca” a 1a espiral en un
punto, esta terminard cortdndola en otros muchos. No obstante, la definicién sigue siendo
totalmente vdlida si nos restringimos a un entorno del punto de tangencia y entendemos
que es por este motivo por el que Arquimedes, tan puntilloso la mayoria de las veces, no
considerd necesario dar una definicidn precisa de la tangente a la espiral. Asi la tangente
a la espiral en un punto seria para Arquimedes la recta que la “toca” en dicho punto, esto
es, que entra en contacto con ella en el punto de tangencia, pero sin atravesarla, es decir,
“dejandola a un lado”.

31Elementos, Prop. IV.5.
32Aqui aparece de nuevo una insercién, en este caso con polo en K y diastema MC. Esta es la insercién que
criticada por Papo en la Coleccion.

33Elementos, Prop. 111.35.

34 Elementos, Prop. VI.2.

35 Elementos, Prop. V.19.

3 Elementos, Def. TIL2.

fue
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Aunque Arquimedes da por supuesto que la tangente a la espiral en cada punto existe, si
considera necesario probar que si una recta es tangente a la espiral, entonces el punto de
tangencia es Unico. La prueba muestra ademds que la espiral siempre es concava hacia el
origen, hecho que serd posteriormente utilizado en el teorema principal para garantizar que
cualquier segmento que una el origen de la espiral con la tangente a esta en el punto final
de la primera vuelta ha de cortar previamente a la propia espiral.

Proposicion 3 Si una recta es tangente a la espiral [ “toca” a la espiral], lo serd en un solo
punto [la “tocard” en un tinico punto].

Demostracion. Sea OCT HA una espiral con principio en O y sea OA el principio del giro.
Sea tangente a la espiral una recta EZ y supongamos que toca a la espiral en dos puntos C
y H. Tracemos OC y OH y cértese por la mitad el dngulo comprendido entre’” OH y OC,
siendo T el punto en que corta a la espiral la recta que divide el dngulo por la mitad, todo
ello tal como se indica en la Figura 10.

Figura 10. Recta tangente a la espiral.

Entonces OH excede a OT en lo mismo que OT excede a OC, en virtud de la proposicién 1
puesto que contienen dngulos iguales. Asi OH 4+ OC =2 - OT 'y, por tanto, el punto T debe
ser exterior al triangulo®® OCH. Por tanto es evidente que el punto en que la recta OT corta
a CH esta entre O y T. Luego la recta EZ corta a la espiral, ya que uno de los puntos del
segmento determinado por los puntos C'y H es interior a la curva, lo que contradice el hecho
de que EZ sea tangente”. O

Proposicion 4 Si una linea recta es tangente a la espiral trazada en su primer giro y desde
el punto de tangencia se traza una linea recta hasta el punto que es principio de la espiral,
los dngulos que forma la tangente con la linea trazada son desiguales, siendo obtuso el que
estd hacia lo de delante y agudo el que estd hacia lo de detrds.

Demostracion. Sea OBCDA una espiral trazada en su primer giro, siendo O el principio de
la espiral y la recta OA el principio del giro. Sea AKH el circulo primero y sea ECZ la
tangente a la espiral en C y desde C hasta O tracese CO, todo ello tal como se indica en la
Figura 11.

Se ha de demostrar que el dngulo OCZ es un angulo obtuso. Para ello tracese un circulo

CTN con centro en O y radio OC. Por fuerza el arco de este circulo que mira hacia delante

[CT] cae dentro de la espiral, mientras que el que mira hacia detras cae fuera®’.

37 Elementos, Prop. 1.8.

38 Arquimedes utiliza aqui, sin mayor comentario, que si un angulo de un triangulo es cortado por la mitad, la
suma de los lados que lo forman es mayor que el doble de la bisectriz.

390bsérvese que la prueba muestra que la espiral es céncava respecto del origen en cada punto.

“00bsérvese que de las rectas que inciden en la espiral partiendo de O, las que inciden en lo de delante desde

C son mayores que OC y las que inciden en lo de detras, menores.
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Figura 11. Angulos determinados por la tangente.

Que el dngulo OCZ no es agudo es evidente, puesto que es mayor o igual que el compren-
dido entre OC' y el arco (CT) y este ya es mayor o igual a un recto. Precisamente el 4ngulo
serd recto si EZ es la tangente a la circunferencia CTN en*! C. Supéngase pues que esta-
mos en ese caso y que ECZ es tangente a la circunferencia CTN. Entonces por el lema 1,
dado el arco (CNT) es posible trazar una recta OI desde O hasta la tangente, que cortara
a la circunferencia CTN en P y a la espiral en D, de modo que la recta que quede entre la
tangente y la circunferencia [PI] guarde con el radio OP de dicha circunferencia una razén
menor que la que guarda el arco que queda entre el punto de tangencia C y el punto P con
el arco(CNT). Asi

PI arco(CP)

OP ~ arco(CNT)

Yy, por tanto,

PI N OP < arco(CP)  arco(CNT)
OP OP " arco(CNT) arco(CNT)

Asi
OI  arco(PCNT)

JE— < S

OP ~ arco(CNT)
y, en consecuencia,

Ol  arco(AKHM)

OP = arco(AKH)
toda vez que las circunferencias CTN y AKHMA son concéntricas y los arcos considerados
en cada una de ellas corresponden a los mismos dngulos centrales*.

Pero de acuerdo con la propiedad fundamental de la espiral recogida en la proposicion 2,

arco(AKHM) OD  OD
arco(AKH) ~ OC ~ OP
Yy, por tanto, g{, < g? , 1o cual es imposible pues OI > OD ya que, como la espiral es concava
hacia el origen en cualquier punto, para ir desde O hasta el punto / situado sobre la tangente
a la espiral en C, necesariamente hay que cortarla de acuerdo con la construccién realizada.

4 Elementos, Prop. II1.16, Porisma.
2FElementos, Prop. VI.33

20
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Por tanto ECZ no es tangente a la circunferencia CTN y, en consecuencia, el angulo OCZ
es obtuso y el restante OCE serd agudo como se queria probar. [

La prueba obviamente puede replicarse para la tangente a la espiral en cualquier giro, por
lo que se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3 Y efectivamente ocurrird lo mismo si la recta es tangente a la espiral trazada
en su segundo giro [0 en cualquier otro].

Ahora ya estamos en condiciones de demostrar el resultado fundamental que permitira rec-
tificar la circunferencia. Arquimedes hace la demostracién utilizando el método de exhau-
cién, un procedimiento de prueba en el que llegd a ser un verdadero maestro y cuyo maxi-
mo exponente de perfeccidn es quizds el teorema que veremos a continuacioén. La técnica
se basa en el conocido principio de exhaucién, que no es otro que la proposiciéon X.1 de
Elementos: “Dadas dos magnitudes desiguales, si de la mayor se quita una magnitud mayor
[0 igual] que su mitad, y de la que queda una magnitud mayor [o igual] que su mitad y asi
sucesivamente, quedard una magnitud que serd menor que la magnitud menor dada”. Este
resultado estd intimamente conectado con el principio de continuidad de las magnitudes ar-
quimedianas y también se atribuye a Eudoxo de Cnido. La importancia de ambos radica en
que permiten obtener magnitudes tan grandes o tan pequefias como se quiera, evitando las
confusas elucubraciones de corte infinitesimal que habian conducido, entre otras paradojas,
a las aporias de Zen6n de Elea o a las “demostraciones” de la cuadratura del circulo debidas
a Antifén de Atenas y a Bryson de Heraclea (ver (Gonzalez-Urbaneja, 2008, pag. 46-50)).

Los principios de continuidad y de exhaucién hacen innecesaria la utilizacién de cantidades
infinitamente pequefias o infinitamente grandes, transformando anteriores argumentos im-
precisos y vagos en razonamientos rigurosos que anticipan en mas de dos mil afios la nocién
de limite del calculo infinitesimal que no aparecid hasta principios del siglo X1X, de la mano
de Cauchy y Bolzano, y que no tomé su forma actual hasta los trabajos de Weierstrass en
el dltimo tercio de dicho siglo, si bien no puede obviarse que los griegos no identificaban
las magnitudes con nimeros reales como se hace en la actualidad. De esta forma la ma-
tematica griega consiguid eludir la presencia del infinito actual, proscrito por Aristoteles,
sin renunciar a la potencia de técnicas que en la actualidad englobariamos en el area del
analisis matematico. La intima conexién entre el postulado de continuidad, el principio de
exhaucion y los métodos infinitesimales se muestra claramente en los trabajos de Arquime-
des para la determinacion de longitudes, dreas y volimenes, lo que ha permitido sefialar a
este como un brillante precursor de los procedimientos propios del célculo integral.

El método de demostracién por exhaucién, cuyo nombre fue introducido por primera vez
por el matemadtico belga Gregorius Saint Vincent (1584-1667) en su obra Opus geometri-
cum quadrature circuli et sectionum coni, consiste en una doble reduccién al absurdo de
manera que, para demostrar que dos magnitudes son iguales o que dos figuras son equi-
valentes, basta probar que una de ellas no puede ser ni mayor ni menor que la otra. Aun
cuando es un procedimiento de prueba de un rigor l6gico impecable tiene el inconveniente,
nada despreciable, de que no da ninguna pista que ilumine el camino que ha seguido el in-
vestigador para intuir el resultado que posteriormente se ha probado. Ademds, al tener que
realizar una doble reduccidn al absurdo, el proceso suele resultar bastante tedioso y dificil
de seguir. Por este motivo los matematicos de los siglos XVI y XVII, aunque reconocian
y alababan la perfeccién de los trabajos de Arquimedes, tendian a eludir la penosidad de
las demostraciones por exhaucidn y las sustituian por razonamientos de corte infinitesimal
habitualmente mucho menos rigurosos.

Veamos ya la proposicién 18 del tratado de Arquimedes que permite rectificar la circunfe-
rencia y, en consecuencia, cuadrar el circulo.

Teorema 1 Si OA es la recta primera, A el final del primer giro y si se traza la tangente
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a la espiral en A, la linea recta OB perpendicular a OA desde el principio de la espiral O
cortard a dicha tangente en un punto B y la longitud de OB [es decir, la subtangente] serd
igual a la de la circunferencia del primer circulo.

Demostracion. Sea AKC el primer circulo de la espiral. Por la proposicion anterior los angu-
los que forma OA con la tangente en A son desiguales, siendo agudo el angulo OAB puesto
que es el que esta hacia lo de detrds, es decir, del lado contrario hacia donde se produce el
giro. Por tanto la recta tangente AC no es paralela a OB y cortard a esta en algin punto B
que estard, respecto de OA, en el lado sefialado en la Figura 12.

Sea ¢ la longitud de la circunferencia del primer circulo. Hemos de probar que OB = c.

Supongamos en primer lugar que OB > ¢ y elijamos*} un punto D en OB tal que ¢ < OD <
OB.

Figura 12. Primer supuesto.

Tenemos, por tanto, un circulo AKC, una cuerda AC de ese circulo menor que un didmetro

y 8% > 8%, pues OD < OB. Tomamos ahora la perpendicular desde O hasta AC que
cortard a la cuerda en 7', punto medio del segmento** AC. Se verifica que los tridngulos
AOB y AOT son semejantes pues el angulo en el vértice A es comtin y los dngulos AOB y

AT O son rectos™. Por tanto se tiene que*®

OA _0A AT
oD~ OB OT

Estamos ahora en condiciones de aplicar el lema 3 para obtener que es posible prolongar la
cuerda AC hasta un punto F de manera que la recta que une O con F corte a la circunferencia
del primer circulo en un punto Py a la espiral en su segundo giro en un punto Q de forma
que
PF  OA
AP OD
Ahora bien, como OA = OP se tiene que
PF AP _ arco(AP)
op~ oD~ ¢
ya que AP < arco(AP) y ¢ < OD.

Por tanto
OF OP PF c  arco(AP) c+arco(AP)

OP OP ' oOP ¢ c c

“3Esta eleccién siempre serd posible en virtud del postulado de continuidad de las magnitudes arquimedianas.
Como hemos sefialado Arquimedes prueba expresamente este resultado en la proposicion 4 del tratado.

4 Elementos, Prop. II1.3.

45 Elementos, Prop. 1.32.

46 Elementos, Prop. V1.4.

22

666



Revista de la Academia Colombiana de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales

La espiral de Arquimedes y los problemas clasicos
49(192):645-672, julio-septiembre de 2025. doi: https://doi.org/10.18257/raccefyn.3221

de la geometria griega

Pero como la espiral en su segundo giro va por fuera del primer circulo se tiene que el
arco (AP) de esta circunferencia es menor que el arco (AQ) sobre la espiral y, en virtud del
corolario 1, se sigue que

OF - c+arco(AP) - c+arco(AQ)  0Q
opr c c ~ OA

Pero como OP = OA, se obtiene finalmente que OF < OQ, lo cual es manifiestamente
imposible pues el punto F esta sobre la tangente a la espiral en A y, al ser esta concava hacia
el origen en cada punto, el segmento que une O con F cortard necesariamente a la espiral.
Supongamos ahora que OB < ¢ y sea OF medido sobre OB tal que*’ OB < OE < c. Se
verifica entonces que g—g < %. Razonando como en el caso anterior, dado que los tridngulos
AOB y AOT son semejantes, donde T es el punto medio de la cuerda AC determinada en el
primer circulo por la tangente a la espiral en A, se tiene que

OA oA AT
OE ~ OB OT

Estamos ahora en condiciones de aplicar el lema 4, considerando la cuerda AC del primer
circulo y la tangente a su circunferencia en A, que serd la recta AM, de forma que es posible
trazar una recta desde O que cortard a la espiral en Q, a la cuerda en F, a la circunferencia

del primer circulo en Py a la tangente AM en el punto G, todo ello tal como se indica en la
Figura 13, de forma que

FP OA
AG  OE
b % 2
C d_-T T o
o ] “"-\
& N\
/ !
f ! ||
[ 1
| l. ',
E B [ X o | |
\ J
II"-._ g i S
A\ i
i v
\H‘-q—h o
K
Figura 13. Segundo supuesto.
Entonces se tiene que*®
FP _AG
OA  OE

y como OA = OP, AG > arco(AP)* y OE < c se sigue que

FP AG S arco(AP)

OP OE c
4TLa eleccion del segmento OF siempre serd posible en virtud de la proposicién 4 del compendio.
B Elementos, Prop. VI.16.

49 Arquimedes utiliza aquf que cualquier arco de circulo menor que un cuadrante es menor que la porcién de

la tangente que va desde el extremo que toca el arco hasta el punto en que corta a la tangente la prolongacion del
radio.
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Por tanto

OF OP—FP OP FP ¢ arco(AP) arco(AKP) 0Q

oP~ op —oP 0P ¢ c c  0A

donde la dltima igualdad se ha obtenido por aplicacién de la proposicion 2 a las rectas OQ 'y
OA, considerando los puntos A y Q del primer giro de la espiral. Se obtiene asi que % < %
y como OP = OA se sigue que OF < OQ lo cual es obviamente imposible pues el punto F
estd sobre la tangente a la espiral en A y, al ser la espiral concava en dicho punto hacia el

origen, para ir desde O hasta F' necesariamente hay que cortarla.
Asi OB no puede ser ni mayor ni menor que c, de donde se deduce que es igual. (I

A lo largo de la historia este resultado ha sido visto con recelo por muchos matemaéticos.
En (Rey Pastor y Babini, 1984, pag. 93) se sefiala que el tratado Sobre las lineas espira-
les es uno de los més dificiles de Arquimedes “por sus largas demostraciones, la concision
de su texto, que subentiende muchas relaciones intermedias, y la aplicacién de expresiones
en forma geométrica de la suma de términos en progresion aritmética o de sus cuadrados;
todo hace su lectura nada fécil, circunstancia que explica que en los siglos XVII y XVIII
hubo matemadticos que desistieron de entender este escrito y hasta quien, frente a sus difi-
cultades, prefiri6 considerar errdneos sus resultados”. Incluso en el siglo XIX el eminente
historiador de las matematicas Guglielmo Libri escribia (Heath, 1981, Vol. II, pag. 556):
“Después de veinte siglos de trabajos y descubrimientos, las inteligencias mas poderosas
siguen chocando con la dificil sintesis del tratado Sobre las espirales de Arquimedes”.

Segln se sefiala en (Heath, 1981, Vol. I, pdg. 556) el origen de esta concepcion podria estar
en la siguiente cita de Fontanelle en la Historia de la Academia de Ciencias del ano 1704:
“Son tan largos y tan dificiles de entender [los teoremas del compendio Sobre las lineas
espirales] que, como pudimos ver en el prefacio del Andlisis de los infinitamente pequerios,
el sefior Bouillard admitié que nunca los habia entendido bien y que Vieta era injustamente
sospechoso de paralogismo porque tampoco habia podido entenderlos claramente. Pero to-
das las pruebas que se pueden dar de su dificultad y su oscuridad incrementan la gloria de
Arquimedes; porque qué vigor de espiritu, qué cantidad de puntos de vista diferentes, qué
constancia en el trabajo no seria necesaria para desarrollar y ordenar un razonamiento que
algunos de los mds grandes gedmetras no pueden seguir”.

Efectivamente en el prefacio del libro del Marqués de 1’'Hopital Andlisis de los infinitamente
pequerios para el estudio de las lineas curvas, editado por primera vez en 1696 y por tanto
plenamente de actualidad cuando Fontanelle realiza su comentario, se recoge el siguiente
parrafo (Marqués-De-L’Hospital, 1998, pig. 16): “Lo que tenemos de los antiguos sobre
estas materias [el estudio de las curvas], principalmente de Arquimedes, es indudablemente
digno de admiracién. Pero ademds de que sélo trataron unas pocas curvas y de que las
trataron ligeramente, casi en todos lados se refieren a proposiciones particulares y sin orden,
que no permiten percibir ningin método regular y coherente. Sin embargo, no se les puede
hacer un legitimo reproche; necesitaron una gran cantidad de talento para penetrar a través
de tanta oscuridad y para ser los primeros en entrar a regiones totalmente desconocidas.
Si no llegaron mads lejos, si marcharon por largos trayectos, por lo menos, a pesar de lo
que diga Vieta, no se extraviaron”. Como vemos L’Hopital defiende la correccion de las
pruebas de Arquimedes y contradice de pasada a Vieta dando a entender que este habria
considerado erréneos determinados resultados. Segun se sefiala en (Heath, 1981, Vol. II,
pag. 556-557) la cita de Vieta debe tratarse de un malentendido, pues hay constancia de
que este ilustre matemadtico hizo un estudio especifico del tratado de Arquimedes Sobre
las lineas espirales y tuvo la mayor admiracién por ese trabajo en concreto. Y en general,
ninguno de los matematicos realmente importantes de los siglos XVI o XVII que estudié con
detalle la obra de Arquimedes ha expresado jamas una opinidn desfavorable sobre esta, ni
ha apreciado nunca esa “oscuridad” del genio de Siracusa a la que se refiere Fontanelle.
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De lo que si se quejaron los grandes matematicos que estudiaron en profundidad la obra de
Arquimedes fue de la ocultacién por parte de este, que ellos entendian deliberada, de los
métodos heuristicos que le habian permitido vislumbrar los extraordinarios descubrimien-
tos que luego demostraba de manera impecable por el método de exhaucion. Como se ha
sefialado anteriormente, el método de exhaucién es un procedimiento de demostracién que
no da ninguna pista sobre la técnica de indagacion seguida por el investigador para llegar a
la conviccién de que el resultado posteriormente demostrado era efectivamente cierto.

Aunque Arquimedes tenfa un método de investigacion, y lejos de ocultarlo se lo habia tras-
ladado a Eratdstenes en su trabajo El Método, los matemadticos de los siglos XVI 'y XVII lo
desconocian pues el tratado se habia perdido y no fue recuperado sino hasta principios del
siglo XX. Esto explica las siguientes palabras de Wallis, que tuvo a su cuidado una edicién
de las Obras de Arquimedes publicada en Oxford en 1676 (Gonzalez-Urbaneja, 1992, pag.
53): “Al parecer Arquimedes oculté adrede las huellas de su investigacién, como si hubiera
sepultado para la posteridad el secreto de su método de investigacion”. Hoy sabemos que
esto no es cierto. Arquimedes no solo no oculté su procedimiento de investigacion, sino
que lo dio a conocer con la conviccion de su utilidad préctica para todos los que quisie-
ran emplearlo. Asi, en el prefacio de su obra El Método, escribe a Eratéstenes lo siguiente
(Arquimedes, 2009, pag. 274-275):

“Probé a escribirte y a definir en este mismo libro la peculiaridad de cierto método mediante
el cual, cuando te lo haya proporcionado, te serd posible disponer de recursos para poder
investigar algunos asuntos matemadticos por medio de la mecénica. Estoy persuadido de
que esto es no menos 1til también para la demostracién de estos mismos teoremas, pues
algunas de las cosas que primero se me mostraron por medio de la mecanica luego las
demostré por medio de la geometria, porque la investigacién por este método carece de
demostracién; y es més facil avanzar en la demostracién tras haber alcanzado por anticipado
cierto conocimiento de las cuestiones gracias a este método que hacer la investigacion sin
conocer nada”. Y un poco mas adelante, apostillando estas ideas, afiade: “Al redactar el
método he pretendido sacarlo a la luz a la vez porque previamente habia hablado en favor
de é1°° —no fuera que les pareciera a algunos que habia estado hablando palabras vanas—
y al mismo tiempo porque estaba convencido de que arrojaria no pequeiia utilidad para la
matemdtica. Pues sostengo que algunos [mateméticos], bien de los presentes, bien de los
venideros, mediante el método que doy a conocer descubrirdn incluso otros teoremas que
aun no se me han ocurrido”.

Desafortunadamente el teorema que acabamos de probar no estd incluido en El Método,
de manera que no podemos conocer a ciencia cierta cual fue el procedimiento heuristico
seguido por Arquimedes para llegar a la conclusién que luego demuestra impecablemen-
te por exhaucidn, esto es, que la subtangente a la espiral en el punto final de la primera
vuelta es igual a la longitud de la circunferencia del primer circulo. En (Heath, 1981, pag.
557-558) se especula acerca de esto y se conjetura que Arquimedes debi6 considerar la di-
reccion instantdnea del movimiento del punto P que va describiendo la espiral, usando para
este proposito el paralelogramo de velocidades. En todo caso este teorema es, sin duda,
uno de los ejemplos mds representativos del extraordinario ingenio de Arquimedes para la
investigacién matematica y de su pericia para la demostracién rigurosa de los resultados.

S0En el prefacio de su obra Sobre la cuadratura del circulo habia indicado a Dositeo (Arquimedes, 2009,
pag. 161) que los teoremas primero los habia descubierto por el “método mecanico” y después los habia demos-
trado por el “método geométrico”.
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Conclusiones

La espiral de Arquimedes es una de las curvas mds interesantes definidas por los matemati-
cos griegos y tuvo muchas y muy interesantes aplicaciones. En relacion con los tres proble-
mas cldsicos vino a dar nuevas respuestas a los problemas de la cuadratura del circulo y de
la triseccién del dngulo, alternativas a las obtenidas con anterioridad utilizando la cuadra-
triz de Hipias, curva con la que guarda un gran paralelismo. En efecto, ambas se definieron
de forma cinematica, mediante una combinacién de movimientos uniformes sincronizados,
uno de rotacién y otro de traslacion, las dos fueron ideadas especificamente para resolver
el problema de la triseccién del angulo y, posteriormente, también resultaron ttiles para
abordar el enigma de la cuadratura del circulo.

En el articulo se atribuye a Conén de Samos la invencién de esta curva, con objeto de dar
una respuesta al problema de la triseccién del dngulo diferente a la proporcionada por la
cuadratriz, dadas las criticas que la génesis de esta curva podria estar recibiendo en los
ambientes alejandrinos. En este sentido se hace notar que, a principios del siglo 111 a.C., la
influencia de Platén en la matemadtica que se desarrollaba en el Museo de Alejandria debia
ser muy fuerte, lo que probablemente contribuyé a desprestigiar el trabajo de un sofista
como Hipias y a animar al circulo de Euclides a buscar alternativas a la curva ideada por este.
La autoria de Condn sobre la espiral es mencionada de pasada por Papo en la Coleccion,
lo que viene a apoyar esta hipétesis, pero otro hecho significativo es que Arquimedes ni
siquiera menciona este resultado en su tratado Sobre las lineas espirales, 1o que refuerza
la idea de que esa cuestion debia ser conocida con anterioridad. En esta misma linea