ISSN 0370-3908

REVISTA DE LA

ACADEMIA COLOMBIANA

de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales

LAACADEMIAES ORGANO CONSULTIVO DEL GOBIERNO NACIONAL

VOLUMEN XXXIV DICIEMBRE DE 2010 NUMERO 133
CONTENIDO - CONTENTS
Pag. Pag.
Antropologia (Antropology) Geologia (Geology)
Evolucién y tamafio dental en poblaciones humanas de Colombia Algunos intentos de comprension del origen geoldgico de la
[Evolution of Dental Size in Human Populations from Colombia] Sierra Nevada de Santa Marta durante el siglo XIX: los casos
José V. Rodriguez C., Clemencia Vargas Vargas .................. 423 de Joaquin Acosta y Jorge Isaacs . .
[Some attempts at a geological explanation for the origin of
Boténica (Botany) the Sierra Nevada de Santa Marta in the Nineteenth Century:
he Si Nevada de S M in the Ni hC
y the naturalists Joaquin Acosta and Jorge Isaacs]
. . L Pablo Antonio Castro L6pez, Agustin Cardona Molina ........ 497
Nuevas especies colombianas de Espeletiopsis Cuatrec. y de
Espeleti_a} Mutis ex humb. & bonpl. (Asteraceae, Heliantheae, Matematicas (Mathematics)
Espeletiinae)
[Taxonomic new species of Espeletiopsis cuatrec. and Productos fibrados de extensiones de Kummer y Artin Schreier
Espeletia Mutis ex humb. & Bonpl. (Asteraceae, Heliantheae, [Artin-Schreier amd Kummer extensions fibered products]
Espeletiinae) from Colombia] Adriana Alexandra Albarracin Mantilla, Alvaro Garzén Rojas.... 513
Santiago Diaz-Piedrahita, Betsy Viviana Rodriguez-Cabeza ... 441 o .
New implicit multistep method for ODE’s
Plantas de coca en Colombia. Discusion critica sobre la taxo- E;Nuevo rréetodo_ ”Sptl)'lc'tﬁ m“'“%‘SF’ pgra 8PE s] 591
nomia de las especies cultivadas del género Erythroxylum P. ustavo Boroni, Pablo Lotito, Alejandro Clausse ................
Browne (Erythroxylaceae) - - . :
[Colombian coca plants. A critical discussion on taxonomic ?j&?g?gﬁg?i\gﬁu&iaogotnheﬁ .(J:aagcébl Sobolev-type orthogonal
aspects of cultivated Erythroxylum species (Erythroxylaceae)] [Comportamiento asintético de polinomios ortogonales del
Aida Galindo Bonilla, José Luis Fernandez-Alonso .............. 455 tipo Jacobi-Sobolev. Un caso no diagonal]
Herbert Duefias, LUiS Garza........ccooreninciniiiceisiceieieens 529
Aristolochia pentandra (Aristolochiaceae) in Colombia:
biogeographic implications and proposed synapomorphies A note on the cauchy problem of fuzzy differential equations
between the pentandrous species of Aristolochia and its South [Una nota sobre el problema de Cauchy para ecuaciones dife-
American sister group renciales difusas] = . ) )
[Aristolochia pentandra (Aristolochiaceae) en Colombia: Elder de Jesus Villamizar, William Gonzalez Calderon........... 541
Implicaciones biogeograficas y sinapomorfias propuestas entre . o
las especies pentandras de Aristolochia y su grupo hermano Vida Académica . N
en Sur América] Informe sobre las actividades desarrolladas durante el afio
Favio Gonzalez, Héctor Eduardo Esquivel, Gloria Andrea académico 2009-2010 .ocovveeiieeeeeiee e 553
Murcia, Natalia PabOon-Mora ........ccccccceevviviviciieiecceeeeee 467 indice general del Volumen XXXIV, afio 2010 .o.......... 561
Fisica (Physics) Constitucion de la Academia
. . . (Members of the ACademMY) ..oociiveiiirce e 567
Un modelo inflacionario sin inflatones
[An I_nflati,onary Model Withgut Inflatons] Publicaciones de la Academia
Gabriel Gomez, Yeinzon ROArIQUEZ .....cccocuvvcvciciniciiiie, 479 (Publications of the ACAUEMY) ....ccocoeviveiiieeieiiie e 571



ANTROPOLOGIA

EVOLUCION Y TAMANO DENTAL EN
POBLACIONES HUMANAS DE COLOMBIA

José V. Rodriguez C.', Clemencia Vargas Vargas*
Resumen

Rodriguez C., J. V., C. Vargas Vargas: Evolucion y tamaiio dental en poblaciones humanas de
Colombia. Rev. Acad. Colomb. Cienc. 34 (133):423-439, 2010. ISSN 0370-3908.

Se estudian las principales tendencias evolutivas en el tiempo y el espacio del tamafio dental
(diametros MD y VL de la corona) de poblaciones colombianas prehispanicas y contemporaneas
mediante analisis multivariado (discriminante, componentes principales y conglomerados jerarqui-
cos). Las muestras mas antiguas (Tequendama, Checua) son las mas grandes, las que hemos deno-
minado Preceramico Temprano. El grupo preceramico tardio (Aguazuque) de la sabana de Bogota
fechado hacia el Il milenio a. C. evidencia un marcado proceso de reduccion en el tamafio total (TS)
de los dientes de 11,9%, que se relaciona con drasticos cambios ambientales y del patrén de
subsistencia, con una mayor inclusion de tubérculos de altura en la dieta alimenticia. En el Valle del
Cauca entre el periodo Formativo (500 a.C. a 500 d.C.) y el Tardio (800 d.C. a 1600 d.C.) se
evidencia igualmente una reduccion dental de 8,5%. Durante el Tardio el tamaiio dental se estabiliza
y con el aporte hispanico en el siglo XVI se reporta una nueva reduccion del tamaifio dental en los
mestizos de 4,0%. Comparativamente los muiscas se aproximan a Mesa de Los Santos (posible-
mente guane) y valle del Magdalena; los dientes mas pequefios se hallan en mestizos (Bogotd),
Aguazuque y Valle Tardio; los mas grandes en Tequendama, Valle Temprano, Cocuy y Silos.
Comparados con grupos de Asia y Australia los analisis comparativos odontométricos indican
mayor afinidad con el noreste de Asia y un distanciamiento significativo con relacion al sureste de
Asia. Se plantea que las presiones selectivas locales generaron un proceso micro evolutivo en los
descendientes de las poblaciones originales del Noreste de Asia, dando lugar a una amplia diversi-
dad poblacional. Se descarta cualquier relacion evolutiva entre los paleoamericanos y las poblacio-
nes macrodontes de Australo-Melanesia.

Palabras clave: odontometria, evolucion, cambio ambiental, patrones de subsistencia, origenes
americanos.

1 Profesor Titular Dpto. de Antropologia Universidad Nacional de Colombia, Miembro Correspondiente Academia Colombiana de Ciencias
Exactas Fisicas y Naturales.
2 Profesora Asociada Facultad de Odontologia Universidad Nacional de Colombia.
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Abstract

Tooth size of 12 precolumbian and one contemporary samples were examined for evidence of
their sexual and population variation. Population of Aguazuque circa II millennia B.C. show a
dramatic reduction of tooth size about 11,9%, that may be explained by the change in the pattern
of subsistence. Comparisons show striking sexual and intergrupal differences in total size (TS) of
the crown teeth, especially with respect to populations of Australia-Melanesia.

Key words: tooth size, evolution, pattern of subsistence.

1. La odontometria en los estudios poblacionales

Las dimensiones dentales se han empleado en diver-
sos estudios de la Antropologia Dental tendientes a ob-
servar el pasado y presente de las poblaciones humanas,
sus tendencias evolutivas, entre ellas la posicion
filogenética de Homo antecessor con relacion al Homo
heidelbergensis (Bermidez et al., 1997), o del Neandertal
con el Homo sapiens sapiens, en la discusién sobre su
continuidad o desaparicion (Brace, 1984, 1986; Brace et
al., 1991; Kieser, 1990; Zoubov & Jaldeeva, 1989, 1993).
También para analizar las relaciones biologicas entre dife-
rentes poblaciones prehispanicas (Corruccini, 1972;
Perzigian, 1976; Scott, 1979) e indigenas contemporaneos
(Harris & Nweeia, 1980). Quizas la mayor aplicacion ha
sido la del estudio del dimorfismo poblacional y sexual en
los procesos de identificacion humana (Rodriguez, 2003).

Estas aplicaciones se apoyan en la ventaja que tienen
los dientes al conservarse muy bien en el registro fésil
hominido, y porque que las dimensiones dentales estan
influenciadas genéticamente con poca incidencia del me-
dio ambiente (Towsend & Brown, 1978); por consiguiente
determinados didmetros son caracteristicos de ciertas po-
blaciones, lo que permite su diferenciacion. En la identifi-
cacion humana se aprovecha la ventaja de la erupcién
temprana de los dientes permanentes, cerca de los 6 afios
de edad, posibilitando su uso en individuos infantiles, algo
dificil de emplear con los huesos largos. Esta utilidad se
apoya en el hecho de que el fenotipo de un individuo es el
resultado de la combinacidon de caracteristicas fisicas y
fisioldgicas expresadas como resultado de la interaccion
de la herencia y el medio ambiente. Sin embargo, algunos
factores pueden alterar las dimensiones dentales como la
elevada presencia de fluor durante la lactancia materna,
algunas enfermedades genéticas, entre ellas la sifilis con-
génita, que deforma incisivos (con forma de barril) y
molares (con forma de mora), como también el desgaste
dental ya sea por abrasidn, atricion o bruxismo. En general
se plantea que las dimensiones dentales son el resultado
de la accidon de una variedad de genes ubicados en varios
cromosomas (Hillson, 2002: 80).

Sobre la incidencia de los cambios en los patrones de
subsistencia en la configuracion de las arcadas y piezas
dentales, es interesante traer a colacidn la hipdtesis de la
“atraccion condilar” del espafiol José Antonio Valverde
(Arsuaga et al., 2001: 60), segtn la cual, existe una rela-
cién funcional entre el tamafio de la arcada dentaria y el
incremento de la potencia de trituracion (en los consumi-
dores de granos), dando lugar al acercamiento de los
molares a los condilos; al contrario, los caninos se alejan
del céndilo (repulsion condilar) cuando se trata de incre-
mentar la rapidez prensora, configurando dientes anterio-
res grandes y mayor prognatismo. Estas modificaciones
tendrian relacién con adaptaciones de la mano y de la po-
sicion bipeda en la manipulacién de objetos pequefios.
Por esta razon los parantropos poseian unos molares mas
grandes como parte de su adaptacidn a una dieta granivora.
En los hominidos de nuestra especie se produjo una re-
duccion del brazo de la resistencia, retrocediendo los
molares, acercandose a los condilos.

Respecto al dimorfismo sexual, asi como existen dife-
rencias en el tamafio corporal en distintos hominoideos
(cerca de 95% en gorilas, 75% en orangutanes y 19% en
chimpancés), en los humanos oscila entre 4-10%, segtin
la parte corporal que se evalte. Para el caso de los dien-
tes el dimorfismo es menor, oscilando entre 40% en gori-
las hasta casi nulo en gibones. En las poblaciones
humanas varia entre 3% en incisivos hasta 6% en cani-
nos, especialmente en cuanto al diametro vestibulo-lingual
(Hillson, 2002: 81).

Habitualmente los estudios odontométricos se han en-
caminado a analizar las principales tendencias evolutivas
en el ambito de la gracilizacion y reduccion (Brace ef al.,
1991; Kieser, 1990), aunque también para establecer dife-
rencias étnicas (Lavelle, 1984). Para tal efecto se han plan-
teado varios indices que dan cuenta de la totalidad de las
dimensiones dentales (fotal size, TS), consistente en la
sumatoria de las areas seccionales de cada clase de diente
(cross-sectional areas), lo que facilita las comparaciones
generales (Brace ef al., 1991: 37). Esto nos ha permitido
establecer que durante el proceso evolutivo la tendencia
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general ha sido la de la reduccion del tamafio dental, don-
de la TS de los australopitecinos era de 2000 mm?, decre-
ciendo a 1600 en Homo erectus, 1500 en neandertal, a 1429
en Australia del Sur y 1150 en europeos contemporaneos
(Brace etal., 1991: 49). Esta tendencia se ha acelerado con
el surgimiento del Homo sapiens sapiens, hace cerca de
40.000 afios, y durante el Neolitico, hace aproximadamente
9.000 afios, gracias a las innovaciones tecnoldgicas para
el procesamiento de alimentos, entre ellas el uso de arte-
factos liticos para machacar y triturar en el primer caso, y a
la introduccion de la alfareria, para el segundo, producien-
do una tasa de reduccion del 1% por 1000 afios. La explica-
cion de este fenomeno se relaciona con el relajamiento de
las fuerzas selectivas que mantienen la esencia dental
(Brace et al., 1991: 48), al “probable efecto mutacional”
(Calcagno & Gibson, 1988), al “efecto mutacional acumu-
lado” que desajustd los sistemas correlacionados durante
la ontogénesis (reduciendo la velocidad de crecimiento de
los dientes), o “seleccidon negativa” por enfermedades den-
tales (apifiamiento y caries) (Zoubov & Jaldeeva, 1989: 2006),
o al proceso adaptativo a un nuevo modo de vida asocia-
do a la intensificacion de la agricultura (Calcagno &
Gibson, 1991; Christiensen, 1999; Schiulli & Mahaney,
1991).

En América los estudios odontométricos han sido de
gran utilidad en la discusion sobre los origenes de los
paleoamericanos pues evidencian diferencias significati-
vas con relacion a las poblaciones macrodontes de Aus-

tralia y Sureste de Asia (Persigian, 1976). En Colombia
han sido pocas las investigaciones adelantadas con fines
comparativos (Correal et al., 2003; Harris & Nweeia, 1980;
Pinzén & Rojas, 2006; Rodriguez, 2003; Vargas, 2010),
que den cuenta de las tendencias evolutivas en el aparato
masticatorio y su relacidon con los cambios en los patrones
de subsistencia.

El presente reporte tiene como objetivo abordar la pro-
blematica de la incidencia de los cambios ambientales y de
patron de subsistencia en las dimensiones dentales de las
poblaciones prehispanicas, y el impacto de la conquista
europea en el proceso de mestizaje dental.

2. Los grupos analizados

13500 | OTequendama

13001 B Aguazuque

125 U‘/ OHerrera
OMuisca
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10508 |
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Figura 1. Variacion temporal del tamafio dental (TS)
en los Andes Orientales.

Tabla 1. Areas de las clases dentales y total (TS) en grupos colombianos.

Grupo Cronologia No. AUM ALM AUP ALP AUC ALC AUI ALI TS
Tequendama 5000-3500 a. C. 28 372,0 382,0 146,5 122,2 66,4 60,0 117,0 68,9 1335,0
Aguazuque 3500-750 a. C. 42 322,0 326,8 125,7 105,8 69,6 53,0 106,0 67,1 1176,0

750 a. C.
Herrera 16 336,6 366,0 121,0 113,1 67,2 51,8 110,0 72,8 1238,5

800d. C.
Muisca

300-1600d. C. | 206 342,8 363,4 129,0 114,1 68,7 56,1 114,0 68,2 1256,3

Sogamoso
Muisca Bogota 800-1600d.C. | 120 3447 356,6 129,5 114,8 68,8 54,0 112,0 66,8 1247,2
Muisca Tunja 800-1600 d. C. 50 340,0 358,1 130,7 112,5 68,0 51,8 113,0 66,9 1241,0
Los Santos 800-1600 d. C. 54 3444 367,4 137,3 1153 64,0 54,9 108,0 67,2 1258,5
Cocuy 350-1600 d. C. 24 334,8 362,0 1473 118,8 72,2 53,2 116,0 68,1 1272,4
Silos 800-1600 d. C. 10 346,1 361,9 142,2 126,4 66,4 56,6 117,0 66,8 1283,4
Valle Temprano 500 a.C.500d.C. 94 355,3 366,7 136,3 120,4 71,3 56,7 114,0 71,5 1292,2
Valle Tardio 800-1600 d. C. 23 310,0 367,0 114,0 104,6 63,1 51,0 106,0 67,0 1182,7
Valle del 800-1600 d. C. 15 350,5 354,0 136,3 111,0 67,0 51,5 109,0 69,6 12489
Magdalena
Mestizo 1985 d. C. 38 324,1 331,6 127,0 114,3 67,9 55,2 106,0 71,4 1197,5
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Las muestras analizadas son las mismas empleadas en
el estudio de la diversidad morfoldgica dental de la tesis
doctoral de Clemencia Vargas (2010), que incluye tres gru-
pos muiscas (Bogot4, Sogamoso, Tunja) (Silva, 1945;
Rodriguez, 1999, 2007); tres del area chibcha del norte de
los Andes Orientales (Silos, Cocuy, Los Santos) (Redri-
guez, 1999, 2007); una serie del periodo Herrera de Ma-
drid y Duitama (Rodriguez & Cifuentes, 2005); dos
preceramicas tempranas de Tequendama y Checua inte-
gradas por ser contemporaneas (Correal & Van der
Hammen, 1977; Groot, 1992) y tardia de Aguazuque (Co-
rreal, 1987, 1990); dos del Valle del Cauca (Temprano,
Tardio) (Rodriguez, 2005); uno del Valle del Magdalena 'y
uno mestizo de Bogotd (fosa comun del cementerio del
Sur) (Rodriguez, 2003). Infortunadamente, algunas se-
ries no son muy grandes y el grupo femenino esté inte-
grado por unos pocos individuos, lo que impide observar
la variacion sexual y apreciar de manera integral las rela-
ciones bioldgicas de las poblaciones representadas, sus
tendencias evolutivas y las modificaciones sufridas du-
rante el proceso de mestizaje. Con el fin de ampliar la
representatividad de las muestras, se fusionaron las se-
ries muiscas en una sola, las tres del norte de la cordillera
Oriental (Cocuy, Silos, Los Santos) en una denominada
Chibchas septentrionales y las dos del Valle del Cauca en
una sola muestra regional.

3. Las variables empleadas

De cada diente sano permanente se tomaron los diame-
tros mesodistal (MD) y vestibulo-lingual (VL) de la corona
con un calibrador Siber Hegner (odontémetro), con déci-
mas de aproximacion (Zoubov, 1968). El primero se tomd
como la mayor dimension en sentido meso distal, paralela
al surco central, en el punto de contacto interproximal. Su
medicidn se dificulta alli donde el desgaste interproximal
es severo, o el desgaste oclusal ha destruido mas de la
mitad de la corona, por esta razon algunos autores miden
la longitud de la corona entre los puntos de contacto mesial
y distal de cada corona, como si ésta estuviera en su posi-
ciéon normal (Hillson, 2002: 70). Lo recomendable es que
cuando se presente un desgaste interproximal severo, se
descarte la pieza para evitar mayores sesgos.

El diametro vestibulo-lingual se mide como la mayor
distancia entre las superficies bucal y lingual de la corona,
con las puntas del calibrador paralelas a la superficie
oclusal, en la parte de mayor prominencia. No presenta
mayores problemas, exceptuando cuando el diente se en-
cuentra rotado, por lo que se busca su posicidon anatémica
original.

Los errores intra-inter observador se evaluaron median-
te una muestra piloto, donde la primera observadora
(Vargas) tomo la medida de 20 dientes, siendo revisados
por el segundo observador (Rodriguez).

Con el propdsito de obtener una vision global de las
tendencias temporales y espaciales de las clases de dien-
tes (molares, premolares, caninos, incisivos), se calcula-
ron las areas en mm? de las superficies oclusales de las
coronas, mediante la multiplicacion de MDxVL, obtenien-
do las areas de los molares superiores (AUM), inferiores
(ALM), premolares (AUP, ALP), caninos (AUC, ALC) e in-
cisivos (AUI, ALI), y la sumatoria total (TS).

4. La variacion sexual

Al comparar los grupos mas grandes (Muisca, Chibcha
septentrional, Valle del Cauca, Aguazuque), segun el test
de Kruskal-Wallis, encontramos que las dimensiones den-
tales que no manifiestan dimorfismo sexual son las medi-
das mesodistales de los dientes 18, 11, 46, 47 y 48. Las
dimensiones vestibulares son las mas adecuadas para di-
ferenciar filiacion sexual, especialmente de los dientes 17,
13,41 y 44. En lo referente solamente al grupo mas grande
- Muisca- los diametros mesodistales de los dientes 15, 14,
11,41 y 44 no son significativos en la diferenciacion sexual
de este grupo (Tablas 2, 3,4y 5).

Al aplicar un procedimiento discriminante por sexo para
los cuatro grupos, encontramos que se configura solamen-
te una funcion canodnica discriminante que clasifica correc-
tamente el 100% de los casos, tomando solamente las
variables VL17 (con mayor peso) y VL16, es decir de M1y
M2 inferiores.

Si comparamos las medidas dentales de poblaciones
colombianas obtenidas por varios autores (Alvarez, 2002;
Evan, 1994; Gémez, 2002; Rodriguez, 2003), encontramos
que todas las dimensiones del grupo prehispanico mascu-
lino, excluyendo los didametros mesodistales de I1 y 12 que
son superiores a los del grupo masculino contemporaneo,
y donde el tamafio dental femenino prehispanico se aproxi-
ma al masculino contemporaneo. El canino superior cons-
tituye el diente mas dimdrfico en lo concerniente a las
dimensiones de la corona (MD y VL), pero el cuello viene
a ser la estructura dental que observa las mayores diferen-
cias en cuanto a su didmetro mesodistal (Gémez, 2002). En
lo referente a las diferencias interobservadores, éstas se
ubican en la medida del diametro vestibulo-lingual, quizas
porque algunos autores no miden la maxima extension de
esta dimension.
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Tabla 2. Test Kruskal-Wallis para sexo entre cuatro grupos prehispanicos de Colombia.

® ® = = A ° w w 5 = o el a ) = -

Diente S| 3| B| S| 8| 5| &|2|&|=2|&|=2|¢g| =&z

= = = = = = = = >

Chi cuadrado 0,08 | 219 | 135 | 5,67 | 0,53 | 2,19 | 1,79 | 429 | 2,19 | 2,68 | 533 | 5.40 | 4,74 | 3,61 | .34 | 3.74

df 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Significado 0,77 | 0,14 | 0,25 | 0,02 | 0,47 | 0,14 | 0,18 | 0,04 | 0,14 | 0,10 | 0,02 | 0,02 | 0,03 | 0,06 | 0,56 | 0,05
asintotico

— — [a\] a [ae] o) s <+ w 7] o o o ~ *® ®

Diente 2l 3 & 2| & 2 2] 3| & 3Bl 32l 2 & 3

= > = > = > = > = > = > = > = >

Chi cuadrado 0,79 | 5,40 | 1,38 | 4,34 | 4,86 | 1,37 | 0,53 | 5,67 | 0,76 | 2,22 | 034 | 2,13 | 0,34 | 2,08 | 0,33 | 1,40

df 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Significado 0,38 | 0,02 | 0,24 | 0,04 | 0,03 024|047 | 0,02 038 | 0,14 | 0,56 | 0,14 | 0,56 | 0,15 | 0,56 | 0,24
asintotico

Tabla 3. Coeficientes de la funcion canodnica discriminante.

Medida Funcion
VL17 17,491
VL46 3,807
Constante -243,802

Tabla 4. Funciones de los centroides del grupo.

Sexo Funcion
Masculino 3,035
Femenino -3,035

Tabla 5. Coeficientes de la funcion clasificatoria
(funcidn lineal de Fisher).

Sexo
Variable
Masculino Femenino
VLI17 4379,104 4272,921
VLA46 899,739 876,626
Constante -30601,655 -29121,619

5. Lavariacion intergrupal

Las mayores areas de los molares superiores e inferio-
res se observan en Tequendama, mientras que las menores
en Valle Tardio y Aguazuque. Los premolares superiores
mas grandes se ubican en Cocuy y Tequendama, los infe-
riores en Silos y Tequendama; entretanto los mas peque-
flos de nuevo en Valle Tardio y Aguazuque (Tabla 1). Los
caninos superiores de mayor tamafio se hallan en Cocuy,
Valle Temprano y Aguazuque, y los mas pequefios en Valle

3 * significativo a nivel 0,05; ** significativo a nivel 0,01.

Tardio, Los Santos y Tequendama. Los caninos inferiores
de mayores dimensiones se aprecian en Tequendama, y
los mas pequefios en las poblaciones tardias. Los incisi-
vos superiores mas amplios se destacan en Tequendama,
los de menor tamafio en Aguazuque y Mestizo. Los incisi-
vos inferiores mas grandes se observan en Herrera, Valle
Temprano y Mestizo. Es decir, en sentido espacial los valles
interandinos poseen los molares y premolares mas gran-
des, pero los caninos e incisivos mas pequefios, excep-
tuando los superiores.

El area de los molares superiores se relaciona positiva-
mente y con valor estadistico significativo (r= 0,577* a
0,723**) con las areas de molares inferiores, premolares
superiores e inferiores, canino inferior e incisivos superio-
res (0,705**). Igualmente, el resto de areas se relaciona
con las otras clases de dientes, exceptuando con los cani-
nos superiores e incisivos inferiores; estos ultimos se re-
lacionan solamente con el MD47 (0,584%)3.

En el ambito temporal podemos apreciar que los gru-
pos mas tempranos poseen los dientes mas grandes, ex-
ceptuando Aguazuque que observa una drastica reduccion
del tamafio de los molares (16,2%), premolares (16,1%),
caninos (3,1%), incisivos (7,3%), y total (11,9%), con rela-
cion a Tequendama (Fig. 1). Entre los periodos Herrera y
Muisca se aprecia un incremento en molares, premolares y
caninos superiores, premolares y caninos inferiores, y de-
crecimiento en molares e incisivos inferiores. Comparati-
vamente entre los muiscas prehispanicos y los mestizos
contemporaneos hay una reduccion de un 7,0% en los
molares, aunque no se evidencia reduccion alguna en
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premolares y caninos; en incisivos superiores es de 6,2%,
y en incisivos inferiores apreciamos, por lo contrario, un
incremento de 5,8%. Por su parte, entre Valle Temprano y
Valle Tardio hay una reduccidén en molares (6,8%),
premolares (17,4%), caninos (12,2%), e incisivos (4,8%).

Aunque se ha planteado que la reduccion en Homo
sapiens es de 1% por cada 1000 afios (Brace et al., 1987),
de 4,4% en 2.400 afios para Oaxaca (Christiensen, 1999:
306), en el caso de los Andes Orientales apreciamos que
durante el Il milenio a. C. (circa 1500 afios) alcanza 11,9%
en total, cifra muy elevada para los estandares internacio-
nales, seflalando que durante este periodo se registraron
grandes transformaciones biologicas. Por esta razon, con-
sideramos que el Preceramico de los Andes Orientales se
puede dividir en dos grupos, segtn el tamafio dental y su
contexto ambiental y arqueoldgico: 1. Preceramico Tem-
prano (Tequendama, Checua) (Correal & van der Hammen,
1977; Groot, 1992), de dientes grandes, tecnologia litica de
cazadores recolectores; 2. Preceramico Tardio (Aguazuque,
Vistahermosa) (Correal, 1987, 1990), época de drasticos
cambios ambientales por la sequia de orden global que
redujo el nivel de las aguas entre 3500-2000 a. C. (van der
Hammen, 1992: 110), modificando la anterior tecnologia
litica que incluye cantos rodados con bordes desgastados
y pesas para redes de pesca para una economia de amplio
espectro, con mayor variedad de alimentos como pescado
y vegetales (posiblemente arracacha, cubios, hibias, papa)
(Correal, 1990). Seguramente como consecuencia de los
cambios ambientales y tecnologicos se producen dientes
pequefios en este ultimo grupo.

La significativa reduccidn dental en casi todos los dien-
tes del grupo Preceramico Tardio, debe estar relacionada
con el incremento en el consumo de vegetales y pescado
en la dieta alimenticia de la poblacion entre el Il milenio y
primera mitad del I milenio a. C., cuadro no observado du-
rante el Preceramico Temprano. El registro arqueologico
de Aguazuque, Soacha, Cundinamarca, incluye cantos
discoidales horadados empleados como pesas para redes,
percutores para triturar o machacar, yunques, cantos ro-
dados con bordes desgastados, molinos planos y restos
de plantas de calabaza (Cucurbita pepo), ibia (Oxalis tu-
berosa) y iame (Dioscorea) (Correal, 1990: 37-39, 247).

Como lo evidencian los analisis de is6topos estables
del Preceramico Temprano (Tequendama, Checua y
Potreroalto) con N15 en promedio de +8,1 y C13 de -19,2;
de Aguazuque con N15 en promedio de +8,8 y C13 de -18,8
(Tabla 6); se plantea que su principal caracteristica
alimentaria era la dependencia de la recoleccidn de plantas
silvestres tipo C3 (tubérculos de altura), con alto conteni-
do de proteina animal (N15), indicando una temprana ma-

nipulacidn de plantas silvestres como etapa previa a la
domesticacion de las mismas (Cardenas, 2002: 45, 57). Las
diferencias entre ambos es significativa, al igual que de
caries (Tabla 7). En un individuo de Aguazuque datado en
775+35 afios a. C. se reporta un valor de -11,0 para C13, lo
que indica consumo de plantas C4 (entre ellas maiz) (van
der Hammen et al., 1990).

Tabla 6. Datos de isdtopos estables (nitrogeno y carbono) y
frecuencia de caries en grupos de la sabana de Bogota.

Grupo n 15N 13C Caries
Preceramico Temprano 12 8,1 19,2 0,1
Preceramico Tardio 19 8,8 18,8 5,5
Formativo 1 9,0 15,8 14,0
Tardio (Muisca) 6 11,6 12,8 12,5

Tabla 7. Prueba Kolmogorov-Smirnov
entre grupos preceramicos.

15N 13C
Kolmogorov-Smirnov 0,892 1,213
Significado asintdtico 0,404 0,105

En todos los periodos se aprecia un incremento en el
consumo de carne, reduccion en el consumo de plantas C3
(tubérculos de altura) y, en consecuencia incremento de
plantas C4 (maiz y otros) (Cardenas, 2002); también de ca-
ries por la mayor proporcion en la dieta alimenticia de ve-
getales ricos en almidones, con diferencias significativas
entre todos los grupos, particularmente entre los precera-
micos (especialmente para 13C). Posiblemente la domestica-
cidn del curi y la incorporacion del pescado incrementaron
el consumo de proteina animal en los grupos sedentarios.
Como se planteado desde la perspectiva zooarqueologica,
desde Tequendama I (10.920 a. P.), Checua (7530 a. P.) y
Nemocon 4 se tienen evidencias de domesticacion de curi
(Cavia porcellus) (Pinto et al., 2002: 163). Los muiscas
por su parte tenian grandes pesquerias (capitan, capitan-
cito) en los rios y lagunas de la sabana de Bogota a los que
ofrendaban para que no se agotaran sus recursos (Simén,
1981, I11: 368).

Contrariamente a estas evidencias, para el ecosistema
de los Andes Orientales se tiene la idea de una baja produc-
tividad vegetal, por lo que los cazadores recolectores ha-
brian tenido la necesidad de buscar los recursos en tierras
mas templadas y calidas, atraidos por una mayor oferta de
plantas (Cardenas, 2002: 68). No obstante, los estudios
botanicos (Bukasov, 1981) han planteado la posibilidad de
un temprano manejo de plantas, lo que se demuestra por la
existencia de variedades silvestres de tubérculos comesti-
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bles (arracacha, papa criolla, cubios, ibias) y la presencia de
una gran diversidad de formas, sefialando, ademads, la posi-
bilidad de que los Andes Orientales hayan sido un centro
primario de domesticacion de plantas.

Este tltimo planteamiento lo apoyan los estudios reali-
zados en los sistemas cordilleranos Central (Aceituno,
2003; Cano, 2004; Lépez, 2004; Santos & Otero, 2003) y
Occidental (Gnecco, 2000; Salgado, 1988), donde se han
excavado evidencias materiales (cantos rodados con bordes
desgastados o azadas, placas de moler, hachas talladas
con bordes pulidos, martillos percutores) y paleobotanicas
(polen, fitolitos, almidones), que demuestran la gran diver-
sidad de recursos vegetales aprovechados mediante de-
sarrollo horticola durante el Holoceno temprano y medio
(VII-IV milenios a. C.), como yuca (Manihot), amarantaceas,
cucurbitaceas, smilaceas, maiz (Zea mays), yacén o manza-
na de tierra (Polymniasonchifolia Poepp.) de la familia de
las asteraceas, indicando que hubo una temprana manipu-
lacion de los bosques por cazadores recolectores, pues el
forrajeo de plantas implica un proceso de seleccion me-
diante la distribucion de las semillas por las areas de cap-
tacion de recursos, la apertura de claros, el uso del fuego
durante las estaciones secas, provocando la perturbacion
de la vegetacidn original con el respectivo crecimiento de
herbaceas, frutales y otras plantas comestibles, en lo que
se conoce como la “domesticacion del bosque” (Aceituno,
2003:169).

Es decir, que entre finales del III milenio a.C., especial-
mente hacia principios del I milenio a.C. (3.500-2.000 a. C.)
se evidencia un cambio sustancial en el clima y en el pa-
tréon de subsistencia de las poblaciones precerdmicas del
altiplano Cundiboyacense, lo que debid ejercer una pre-
sion selectiva sobre el tamafio de los dientes, especial-
mente de los molares y premolares, tendiendo hacia su
reduccién. No obstante, este proceso no fue general para
toda la region pues en Madrid 2-41, cerca de la antigua
laguna de La Herrera, se reporta un esqueleto (No. 11) fe-
chado en 150+£50 a. C., con valores de N15 de +9,0 y C13 de
-15,8, con dieta vegetariana de tubérculos de altura, y
molares mas grandes que Aguazuque (Rodriguez &
Cifuentes, 2005).

Ademas de producir una reduccion del tamafio dental,
también se evidencia una tendencia hacia la braquicefaliza-
cion y la reduccidn del aparato masticatorio, especialmen-
te de la mandibula (anchuras bicondilar, bigoniaca, minima
de la rama ascendente, altura mentoniana y de la rama as-
cendente, grosor del cuerpo mandibular) (Tabla 8). La rama
ascendente se angosta y el angulo se amplia para la inser-
cion de un musculo masetero de menor tamafo. El cuerpo
mandibular se angosta y se reduce la altura mentoniana.
En la béveda craneal la frente se amplia por la reduccion de
la presion lateral de los musculos temporales. Las apofisis
mastoideas se angostan y se alargan, especialmente en el
grupo masculino (Correal, 1990; Rodriguez, 2001). Final-

Tabla 8. Dimensiones craneales y mandibulares de Tequendama y Aguazuque (Correal, 1990; Rodriguez, 2001).

Grupo/variable/Sexo/Ds Tequendama Aguazuque
M F M F
Anchura frontal maxima 109,0 7,6 104,4 4,0 112,4 7,1 105,9 3,3
Altura mastoidea 25,7 4,4 19,5 0,7 26,9 4,1 22,1 3,0
Anchura mastoidea 13,3 1,1 11,0 2,8 12,4 2,1 11,1 3,3
Anchura bicondilar 122,1 4,7 110,0 | 7,1 116,9 3,6 110,7 4,7
Anchura bigoniaca 93,5 8,5 88,0 1,4 89,8 7,4 86,1 5,3
Longitud mandibular 78,3 3,6 78,5 5,0 71,0 4,9
Altura mentoniana 37,5 4,8 34,8 3,8 32,7 3,1
Altura cuerpo mandibular 30,3 5,2 29,4 2,7 26,7 3,8
Grosor cuerpo mandibular 12,3 2,2 10,2 1,3 9,7 2,1
Anchura minima rama 36,4 2,2 33,0 2,9 34,6 2,5 32,2 2,4
Altura rama ascendente 64,8 3,3 64,5 3,4 58,1 4,2
Altura proyeccion de rama 64,8 3,3 62,9 49 54,6 6,8
Angulo rama ascendente 118,0 | 9,2 119,6 6,2 123,8 8,0
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mente, surge la caries como enfermedad que se intensifi-
card posteriormente en las poblaciones agricolas (Polanco
etal., 1992).

6. Analisis de conglomerados jerarquicos

En sintesis, los grupos colombianos evidencian dife-
rencias en el tiempo y el espacio, donde se observa como
tendencia evolutiva la reduccion del tamafio de los molares,
premolares y caninos, como también de la mandibula, aun-
que este proceso ha ido acompafiado de un incremento de
los incisivos inferiores.

Un cuadro similar se ha reportado en Oaxaca, México,
donde en muestras que abarcan una época desde el For-
mativo temprano (1.200 a. C.) hasta el Posclasico (1200 d.
C.) se observa una reduccién del TS de 1.320 mm? a 1262
mm?, equivalente a 4,4% en casi 2.400 afios, especialmente
de los dientes posteriores que los anteriores, como conse-
cuencia segun el autor de un proceso de adaptacion a un
nuevo modo de vida, con intensificacion de la dependen-
cia de la agricultura (Christiensen, 1999: 308)

Con el fin de clasificar las series dentales seglin su tama-
flo, se aplicd un analisis de conglomerados jerarquicos, cons-
truyendo un dendrograma mediante distancias euclideas al
cuadrado y el método de agrupacion de Ward, para visualizar
el proceso de conformacion de enjambres, seglin sus simili-
tudes odontométricas. De esta manera se integran tres gran-
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des enjambres (Fig. 2). 1. Grupo de dientes pequefios
(Aguazuque, Mestizo y Valle del Cauca Tardio), 2. Grupo de
dientes medianos (Muiscas de Bogota, Tunja y Sogamoso,
Los Santos, Herrera, Valle del Magdalena) y 3. Grupo de dien-
tes grandes (Cocuy, Valle del Cauca Temprano, Silos y
Tequendama). La posicion taxondmica de Cocuy y Silos, al
igual que la del Valle del Magdalena, puede estar sesgada
estadisticamente por el pequefio tamafio de las muestras. Lo
que si queda claro, es que los grupos muiscas de Sogamoso,
Tunja y Bogota, a juzgar por las pequefias distancias entre
ellos, comparten rasgos dentales (morfoldgicos, odontomé-
tricos) y craneométricos comunes, sefialando que poseen un
tronco ancestral comun reciente, de donde se desprendié la
poblacién que dio origen a los primeros habitantes del Valle
del Cauca (Rodriguez, 2001, 2007).

7. Las relaciones biolégicas de los grupos de Colombia
en el Ambito mundial

Con el fin de contrastar la informacion odontométrica
de los grupos colombianos en el ambito mundial y abordar
la problematica del poblamiento de Colombia y de América
en general, se compararon con muestras de América, Asia,
Africay Oceania (Kieser, 1990).

7.1. Analisis de conglomerados jerarquicos

El analisis de conglomerados jerarquicos mediante dis-
tancias euclideas al cuadrado, segtin el método de Ward, dis-
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Figura 2. Dendrograma de distancias odontométricas euclideas al cuadrado entre grupos colombianos
masculinos usando el método de Ward.
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tancias reescaladas, evidencia la conformacion de tres gran-
des enjambres de poblaciones (Tabla 9; Fig. 3): 1. Macrodonte,
que vincula los grupos con los dientes mas grandes del mun-
do (Australia, Melanesia, Nueva Guinea 'y Africa antigua); 2.
Mesodontes, donde se incluye la gran mayoria de poblacio-
nes americanas, tanto prehispanicas como contemporaneas,
ademas de Java y Africa contemporanea; 3. Microdontes,
que asocia a China, Ainu, Peru y Mestizo. Respecto a Colom-
bia, se evidencia una gran afinidad entre los grupos Chibcha
septentrional (Cocuy, Los Santos, Silos), con el Muisca y
Valle del Cauca, en menor medida con el Valle del Magdalena,
lo que concuerda con los estudios craneométricos (Rodriguez,
2001,2007). Por el tamafio dental, Tequendama se aproxima a
Indian Knoll, una muestra arcaica de Kentucky, Estados Uni-
dos (Perzigian, 1976) y al grupo Esquimal (Kieser, 1990).
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Este cuadro de afinidades biologicas por el tamafio den-
tal, distingue de manera contundente a Australia y Melanesia
de los grupos americanos prehispanicos, incluidos los
preceramicos, lo que separa ambas lineas evolutivas. Algu-
nos autores han planteado que la diferenciacion entre los
dolicocéfalos paleoamericanos de los braquicéfalos
amerindios —més mongoloides- obedece a que proceden de
diferentes oleadas migratorias, la primera y mas antigua del
sudeste asiatico y la segunda del noreste de Siberia, negan-
dose cualquier posibilidad de la influencia de factores inter-
nos como la reestructuracion genética (Gonzalez et al., 2008;
Neves et al., 1991, 1999, 2007; Powell & Neves, 1999; Powell
et al., 1999). La deficiencia de este planteamiento estriba en
que las comparaciones incluyen una gran proporcion (mas
del 60%) de rasgos de la boveda craneal, incluidas las ca-
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Figura 3. Dendrograma de distancias odontométricas mediante el método de Ward.
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racteristicas de morfometria craneofuncional (Pucciarelli,
2004), cuya dolico-hipsicefalia comparten de manera similar
paleoamericanos y australo-melanesios, como se habia su-
gerido hace 60 afios (Rochereau, 1938).

Por el contrario, los analisis craneométricos que se apo-
yan en un alto componente de medidas faciales de proyec-
cion, permiten diferenciar a los grupos mongoloides del
Noreste de Asia y América, de rostro plano, de los grupos
del Sudeste de Asia, caracterizados por el prognatismo y la
nariz muy ancha y aplanada; también diferencia a las pobla-
ciones circumarticas de las andinas, caribefias y amazdnicas,
apoyando la idea de un proceso de reestructuracioén acaeci-
do en el interior del continente americano, donde la evolu-
cion se debio presentar por la presion de fuerzas selectivas,
entre ellas los cambios ambientales y la consecuente modi-
ficacion de los patrones de subsistencia que condujeron a
un proceso de gracilizacion del aparato masticatorio, y, por
ende, de braquicefalizacion por la reduccion de las fuerzas
laterales sobre la boveda craneal (Rodriguez, 2001, 2007).

7.2. Andlisis de componentes principales

El analisis de componentes principales (CP) tendiente a
establecer las tendencias en los conjuntos de variables que
diferencian a las poblaciones humanas segin sus dimen-
siones dentales, aplicando la rotacion Varimax para optimizar
las diferencias, con la normalizacion de Kaiser, conforma
varios componentes, de los cuales los tres primeros expli-
can el 72,7% de la variacion (Tabla 9; Fig. 4). En el primero
se incluyen, con mayor peso, las areas de molares y
premolares, VL47, VL16, VL17, VL44, VL1, VL46, VL45 y
luego los diametros mesodistales (MD16, MD17, MDI11,
MD42); es decir, que en la diferenciacion de las poblacio-
nes humanas, el factor mas importante es el didmetro ves-
tibulo-lingual, particularmente de M2 y M1, inferiores y
superiores, y de los premolares el P1. En el segundo com-
ponente se vinculan los didmetros vestibulo-linguales de
los dientes anteriores, 13, 15, 45, 44 y otros. En el tercer
componente se hallan los didmetros MD de los caninos.
La grafica de distribucion de los grupos comparados se-
gun los tres componentes agrupa a las series colombianas
con las americanas y el noreste de Asia (China, Java, Ainu),
separandolas de las del Sureste de Asia. El grupo diferente
es el amazonico Ticuna de Colombia (Harris & Nweeia,
1980), que resalta por sus dientes grandes.

7.3. Analisis discriminante

El analisis discriminante se aplica con el fin de dividir
las muestras comparadas segun iertos criterios, para luego
hallar la forma de distinguirlas, basandose en caracteristi-
cas independientes derivadas de los mismos datos; esta

Tabla 9. Matriz de componentes principales (rotaciéon Varimax).

Componentes

Medida

1 2 3 4 5 6
AUM ,696 | ,346 ,296 | ,273 ,426
ALM ,821 | ,349 294 | 119 215 ,151
AUP ,382 | ,384 ,455 | ,430 ,470
AUC ,163 | ,639 ,641 | ,292
MD18 ,674 ,150 | ,283 ,529
VL18 423 | 265 ,170 | ,162 ,655
MD17 724 | 112 ,169 | 352 ,157
VLI17 ,588 | ,572 ,101 | ,187 ,345
MD16 ,565 | 278 ,500 | ,272 211 -,126
VL16 ,524 | ,640 ,322 | ,136 ,255
MD15 ,192 ,529 | ,672 ,133 -, 155
VLI15 373 | ,544 ,167 | ,189 ,553 -,210
MD14 152 | ,167 ,537 | ,666
VLI14 372 | ,625 375 | 314 ,185
MD13 ,906 | ,310
VL13 221 | ,873 ,159 | ,149
MD12 ,290 | ,183 , 798 | ,153 ,188 ,165
VLI2 455 ,557 ,133
MDI11 ,485 | ,245 2271 ,695 -, 128
VLI11 ,820 ,285 ,226
MD41 234 | 238 ,846 ,114
VL41 ,260 | ,722 119 | ,115 ,167 -,442
MD42 417 | ,116 491 | 347 ,460
VL42 ,935
MD43 ,372 | ,138 ,689 | ,366 ,209 ,162
VL43 ,367 | ,813 -,109 ,178
MD44 ,185 ,372 | 1,761 277 ,250
VL44 ,646 | ,485 ,146 ,299 -,332
MD45 ,465 | ,683 ,447
VL45 ,606 | ,509 ,190 2277 =277
MD46 ,693 | 183 474 | 1,200 -,286
VL46 451 | ,451 257 | 115 ,290 ,500
MD47 ,758 ,167 -, 114 -171
VL47 ,597 | ,534 221,210 ,302 214
MD48 ,814 | ,149 37 | 117 ,143 ,264
VL48 ,849 | 188 114 ,162 ,250

técnica genera unas funciones discriminantes basandose
en las combinaciones lineales de las variables predictoras
que proporcionan la mejor diferenciacion entre los grupos
(Shennan, 1992:284).



RODRIGUEZ C., J. V., C. VARGAS VARGAS: EVOLUCION Y TAMANO DENTAL EN POBLACIONES HUMANAS DE COLOMBIA 433

3ACP

Conglomerado
Chibcha
Septentrional
Valles
interandinos

Preceramico
Temprano

O
Suramérica
o Sureste Asia
O Noreste Asia
Affrica
O Oceania

Preceramico
Tardio

O Mestizo
O Europa
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Este analisis clasifica correctamente el 93,1% de los gru-
pos seleccionados. En la primera funcidn canonica discrimi-
nante tienen mayor peso MD11, MD46, VL12, VL18 y MD47
son las mas relacionadas (Tabla 10; Fig. 5); en la segunda la
gran mayoria de diametros y areas, especialmente VL43 y
VL47, variables seleccionadas por el sistema en el analisis
discriminante. El grupo mas diferente es el Sureste de Asia
por sus grandes dimensiones. Las otras series odontomé-
tricas se agrupan en un enjambre grande que incluye Amé-
rica y Noreste de Asia. El grupo Mestizo se aproxima al de
Europa. Las distancias Mahalanobis (Tabla 11) sefialan la
gran afinidad entre los grupos Chibchas de Colombia con
los Valles interandinos, Noreste de Asia y Preceramico Tem-
prano, ademas de Norteamérica y Suramérica (region
Andina). A juzgar por las grandes distancias con los grupos
amazonicos, los andinos se habrian desarrollado indepen-
dientemente de esta regidn, teniendo troncos ancestrales
diferentes. Por su parte, las distancias entre el Sureste de
Asiay el Noreste de Asia y América son significativamente
grandes, pero muy préximas a Oceania y Africa.

El anélisis discriminante reitera lo planteado en otro
tipo de estudios, tanto morfolégico como odontométrico
(Vargas, 2010), al igual que craneométrico (Rodriguez, 2001,
2007), en el sentido de que las poblaciones americanas se
relacionan mas con las del Noreste de Asia (Siberia,
Mongolia, China) que con las del Sureste de Asia (Austra-
lia, Melanesia, Nueva Guinea).

8. La evolucion del tamafio dental en Colombia

De acuerdo con los resultados aqui expuestos se pue-
den obtener algunas conclusiones que dan cuenta de las
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Figura 5. Gréafica de dispersion de los grupos mundiales segun
dos funciones canodnicas discriminantes odontométricas.

principales tendencias evolutivas de las poblaciones co-
lombianas durante los ultimos 10.000 afios de su historia.

1. Periodo preceramico temprano (10.000 a 3.500 a. C.).
Grupos de cazadores recolectores procedentes del Noreste
de Asia atravesaron la region de Beringia hace varios
milenios, cuyos rasgos arcaicos se reflejan en una denti-
cion grande, aunque no de escala macrodonte como el Su-
reste de Asia. Remontandose por Centroamérica traspasaron
el istmo de Panama, y desde el Caribe ascendieron por el
valle del rio Magdalena, donde una linea habria traspasado
la cordillera Oriental y otra la Central, dando origen a pobla-
ciones que comparten un tronco ancestral Magdaleniense
comun (Valle del Cauca y Andes Orientales).

2. Periodo precerdmico tardio (3.500-750 a. C.). En los
Andes Orientales a raiz de los drasticos cambios ambien-
tales que generaron un periodo de sequia se produjo un
dindmico proceso de reestructuracion bioldgica hacia el 11
milenio a. C. que condujo a la significativa reduccion del
tamafio dental (11,9%) -4,3% en 1.000 afios- y de la mandi-
bula (17% en el grosor del cuerpo mandibular; 4,9% en la
anchura minima de la rama ascendente; 4% en la anchura
bigoniaca), producto de la presion de fuerzas selectivas
que acompanaron a los cambios de los patrones de sub-
sistencia, entre ellos la intensificacion en el uso de tu-
bérculos de altura y el mejoramiento tecnoldgico para su
procesamiento. La caries que se habia mantenido en bajas
proporciones en cazadores recolectores (menores a 2%)
surge como una enfermedad que acompaiiara a las pobla-
ciones agricolas.
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Tabla 10. Matriz de estructura de las funciones candnicas discriminantes.*

Funciones
1 2 3 4 5 6
MD15** ,613% ,188 ,390 ,133 -,214 ,395
VL13** ,445% 272 ,103 -,042 ,294 ,426
AUP** ,435% ,098 272 ,113 ,303 ,366
VLA47** ,109 ,637* -,080 ,223 ,426 212
AUM** ,156 ,606* ,437 ,276 -,042 ,010
MD17%* ,103 ,484%* 411 ,280 -,252 ,289
VL44** ,134 A455% -,047 ,140 -,261 ,267
VLA45** ,084 ,A423% -, 112 ,096 ,064 ,220
VL41** ,132 ,378% -,057 -,031 ,155 ,291
VL17%** -,289 ,378* ,162 ,265 ,335 ,106
MD13** 258 ,140 ,713% ,044 -,013 ,310
MD12%* 221 ,288 ,651% ,204 ,094 ,242
MD44 241 -,028 ,648* ,144 ,648 ,284
MD43** 275 115 ,570% 213 ,231 ,179
MD42** ,261 ,282 ,570% ,085 ,028 -,004
MD14** ,485 ,068 ,566%* ,306 ,039 ,407
MD45%* ,252 -,075 ,560* -,031 ,541 ,294
MD41** ,094 -,051 ,535% 215 ,114 ,454
AUC** ,439 ,236 ,481% ,012 ,201 ,465
MD16** ,348 ,142 ,370% ,353 -,079 ,148
MD48 ,401 ,116 ,047 ,830* ,023 -,365
VLA48** -,135 ,481 ,015 ,697* ,020 -,258
ALM** ,134 ,578 ,008 ,592% ,103 -,017
MD47%* ,046 ,205 -,198 A431%* -,224 -,017
VLA43 2211 ,543 -,140 ,121 ,783* ,116
VL11** ,344 ,161 ,028 -,044 ,703%* ,155
VL46** -,157 ,395 ,094 ,255 ,536%* ,174
VL42%** ,157 ,331 ,031 -, 151 ,500% ,366
MD46** ,286 213 ,221 ,293 -,418* 312
VL12%** ,079 -,045 -,102 ,003 A11* -,339
VLI15%* ,067 ,136 ,037 -,013 ,327%* ,188
VL14 ,406 ,210 ,073 ,019 ,253 ,850%
MDI11 ,166 ,268 ,608 314 -,212 ,623%*
VLI18 ,438 ,347 ,335 -,436 -,090 -,615%
MD18** ,004 ,345 ,128 ,185 -,094 -,521%
VL16** ,009 ,323 ,102 ,253 ,382 ,418%

4  Correlaciones intergrupales combinadas entre variables discriminantes y las funciones candnicas discriminantes.
Las variables se han ordenado por el tamafio absoluto de correlacion con la funcidn.

*  Mayor correlacion absoluta entre cada variable y cualquier funcion discriminante.
** Esta variable no se usé en este analisis.
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Tabla 11. Distancias odontométricas Mahalanobis entre diferentes grupos mundiales.

T gls.| | 5| €| % g
< = = = 2 7 2 < =
$El 45|55 2| 8| S| S| 8|5 |Es| 5| 8
Conglomerado = |2E| F5 | 5= = g 2 7 = S 5 = g 5
= Q| > = S E ] s S S = >3 8 s =
(SR} 2| e = = = 5 o o = =
] o = =} S
2 g | & z @ @ z -
F 150 27| 13] 68| 56| 24| 15| 14 21| 27| 53
Chibcha Septentrional
Sig. 03| o1 03| 00| 00| 01| 03] 03 01| o1 00
Valles F 1,5 221 06| 39| 75| 46| 241 12 35 37| 7.6
interandinos Sig. | 03 01| 07| 00| 00| 00| 01| 04 00| 00| 00
F 2,7 2,2 4,6 5,9 4,2 7,8 351 1,3 43 7,1 | 14,1
Precerdmico Temprano
Sig. 0,1 0,1 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 | 0,3 0,0 0,0 0,0
) F 1,3 0,6 4,6 6,7 10,7 3,3 1,9 1,5 3,7 2,5 6,4
Norteamérica
Sig. 0,3 0,7 0,0 0,0 0,0 0,0 02 | 03 0,0 0,1 0,0
) F 6,8 3,9 5,9 6,7 18,2 8,6 74 | 42 7,6 6,5 | 13,7
Suramérica
Sig. 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 | 0,0 0,0 0,0 0,0
F 5.6 75| 421107 ] 182 124 | 29| 42 94| 921|174
Sureste Asia
Sig. | 0,0 00| 00| 00] 00 00| o1 00 00| 00| 00
F 2.4 46| 78| 33| 86| 124 26| 3,7 42 | 08| 22
Noreste Asia
Sig. | 0,1 00| 00| 00| 00| 00 01| 0,0 00| 06| 01
) F 1,5 241 35| 19] 74| 29| 26 1,3 s3 | 27| 46
Africa
Sig. | 0,3 01| 00| 02| 00| o01] 01 0,3 00| o1 00
F 1,4 120 13| 1,5 42| 42| 37| 13 35 41| 82
Oceania
Sig. 0,3 0,4 0,3 0,3 0,0 0,0 0,0 0,3 0,0 0,0 0,0
Precerdmico F 2,1 3,5 43 3,7 7,6 9,4 4,2 53| 3,5 3,9 7,7
Tardio Sig. | 0,1 00| 00| 00| 00| 00| 00] 00] 00 0,0 | 0,0
) F 2,7 3,7 7,1 2,5 6,5 9,2 0,3 2,7 | 4,1 3,9 0,8
Mestizo
Sig. 0,1 0,0 0,0 0,1 0,0 0,0 0,6 0,1 | 0,0 0,0 0,6
F 53 76| 141 64| 13,7 174 | 22| 46| 82 77| 08
Europa
Sig. | 0,0 00| 00| 00| 00| 00| 01| 00/ 00 00| 06

En el &mbito morfologico se observa un incremento de
la rotacién de los incisivos centrales entre Tequendama
(66,7%) y Aguazuque (100%), como también del apifiamien-
to (Vargas, 2010). Este fendmeno se asocia con el plantea-
miento evolutivo del “probable efecto mutacional” (Brace,
1984), “seleccidon negativa” (Zoubov, 1968) o “presion se-
lectiva” por el cambio de modo de vida con intensificacion
de la agricultura (Christiensen, 1999). A raiz de los drasti-
cos cambios ambientales entre 3.500-2.000 afios a. C. la

poblacion de la sabana de Bogota se vio obligada a depen-
der mas de los tubérculos de altura y del pescado como
fuente de proteina, lo que incide en el tamafio del arco
alveolar, generando apifiamiento y la ventaja selectiva la
tendrian los dientes pequefios; para el caso de la caries los
dientes con una superficie oclusal mas simplificada serian
mas efectivos (Zoubov & Jaldeeva, 1989: 205).

En el campo social, el retraso en el crecimiento y la
economia de mayor espectro (caza, recoleccidn, pesca,
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cultivos), tiene ventajas adaptativas, pues la reserva de
vegetales facilita el sedentarismo, permite mayor contacto
de los hijos con sus padres ampliando el periodo de apren-
dizaje, estableciendo una mayor exogamia, un territorio de
captacion de recursos y de relaciones sociales con otros
grupos mas extensos, y, por ende, mayor capacidad de
supervivencia. En los Andes Septentrionales de Venezue-

la la denominada “revolucién Neolitica” se ubica precisa-
mente en el [l milenio a. C. (Sanoja & Vargas, 2003: 194).

Por consiguiente, el cambio entre los doli-hipsicéfalos
paleoamericanos (tipo Tequendama, Checua y Potreroalto),
de dientes grandes, hacia los braquicéfalos de dientes pe-
quefios no se produjo por oleadas migratorias tardias

Tabla 12. Distribucion de areas dentales en diferentes grupos mundiales (Fuente principal Kieser, 1990).

Grupo Region AUM ALM AUP AUC
Muisca Chibcha Septentrional 3425 3594 129,5 68
Chibcha septentrional Chibcha Septentrional 3420 367,5 138,0 70
Valle Cauca Valles interandinos 350,0 366,5 134,0 70
Valle Magdalena Valles interandinos 350,5 354,0 136,3 64
Tequendama Preceramico Temprano 372,0 382,0 146,5 66
Aguazuque Preceramico Tardio 322,0 326,8 125,7 72
Mestizo Mestizo 328.6 335,1 124,9 73
Indian Knoll Preceramico Temprano 378,1 376,4 137,6 68
Eskimo Norteamérica 357,1 387,6 132,6 71,3
Hopewell Norteamérica 345,6 377,2 133,4 65
Pecos Pueblo Norteamérica 326,3 360,2 137,7 71
Mexico Norteamérica 334,0 349,9 131,1 58
Pera Suramérica 316,7 339,2 125,1 71
Lengua Suramérica 370,6 368,4 144,6 73
Ticuna Suramérica 326,2 336,0 138,6 73,1
Suriname Suramérica 338,8 343,8 136,1 68,9
Australia Sureste Asia 426,2 409,7 148,3 68
Yuendumu Sureste Asia 401,2 408,4 149,9 73
New Guinea Sureste Asia 395,7 391,2 154,4 73
China Noreste Asia 333,5 332,2 135,2 77
Ainu Noreste Asia 313,6 329,2 119,6 61
Africa Africa 356,2 395,6 136,1 68
Nubia Africa 376,7 395,8 148.,9 71
Java Oceania 347,5 3543 141,4 68
Nasioi Oceania 362,7 366,4 149,4 79
Islandia Europa 347 337 134 69,7
Laponeses Europa 334 357 125 67,2
Britanicos Europa 340 339 132 68,0
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(Lleras, 1995), tipo mongoloide (Gonzalez et al., 2008), sino
por los efectos mutacionales acumulados que relajaron la
presion sobre el aparato masticatorio, es decir, por un pro-
ceso micro evolutivo (Rodriguez, 2007; Vargas, 2010).

3. Periodo formativo (750 a. C. a 800 d. C.). Hacia el |
milenio a. C. el conocimiento de plantas condujo a la agri-
culturay a la introduccién del maiz como producto vegetal
basico en la alimentacion local. El tamafio dental de los
dientes posteriores (molares y premolares) se incrementa
ligeramente en las poblaciones muiscas y chibchas sep-
tentrionales (0,8%). Durante este periodo se aprecia el pro-
ceso de braquicefalizacion y la introduccién de la
deformacion cefalica como indicador social (Rodriguez &
Cifuentes, 2005).

4. Periodo tardio (800-1600 d. C.). En Los Santos,
Santander (grupo étnico tardio Guane), se manifiesta un
incremento de los molares inferiores acompafiado de una
reduccidn de caninos e incisivos superiores. En las mon-
tafias santandereanas (grupo étnico tardio Chitarero) la
denticidon se mantiene mas grande que en sus vecinos
chibchas. Ambos procesos se pueden interpretar a la luz
de su relativo aislamiento en condiciones montafiosas de
dificil acceso, que favorecid la endogamia y el incremento
del tamafio dental (Zoubov & Jaldeeva, 1989:207).

5. En el Valle del rio Cauca se aprecia la misma tendencia
hacia la drastica reduccion dental (8,5%) entre el periodo
Formativo (Temprano, 500 a. C. a 500 d. C.) y el Tardio (800-
1600 d. C.), posiblemente como consecuencia de los drasti-
cos cambios ambientales debido a las erupciones volcanicas
del nevado del Huila que gener¢ el hiato cronoldgico entre
500-800 d. C., y a los cambios en el patron de subsistencia
cuyas caracteristicas no han sido definidas aun en los estu-
dios arqueologicos (Rodriguez, 2005).

6. En el valle del rio Magdalena la denticion permanece
con valores similares a los grupos andinos chibchas y
vallecaucanos tardios, con la diferencia que los molares
superiores son mas grandes.

7. Con la llegada de los europeos en el siglo XVI se
produjo un proceso de mestizaje que condujo a la reduc-
cion dental de la poblacion hibrida, aunque con incisivos
inferiores mas grandes.
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NUEVAS ESPECIES COLOMBIANAS DE
ESPELETIOPSIS CUATREC. Y DE ESPELETIA
MUTIS EX HUMB. & BONPL. (ASTERACEAE,

HELIANTHEAE, ESPELETIINAE)
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Resumen

Diaz-Piedrahita, S., B.V. Rodriguez-Cabeza: Nuevas especies colombianas de Espeletiopsis
Cuatrec. y de Espeletia Mutis ex Humb. & Bonpl. (Asteraceae, Heliantheae, Espeletiinae). Rev.
Acad. Colomb. Cienc. 34 (133 ): 441-454, 2010. ISSN 0370-3908.

Se nominan, describen e ilustran cuatro especies nuevas de Espeletiinae propias de la Cordillera
Oriental de Colombia. La de Espeletiopsis Cuatrec. es propia del Santuario de Faunay Flora Guanenta
Alto Rio Fonce en el departamento de Santander; las otras tres pertenecen al género Espeletia Mutis
ex Humb. & Bonpl. y provienen respectivamente de los paramos de Rabanal en Raquira, Parque
Nacional Natural Pisba en Socota y La Cortadera en Siachoque en el departamento de Boyaca.

Palabras clave: Espeletia, Espeletiopsis, Espeletiinae, Heliantheae, Asteraceae, Colombia, nuevas
especies, botanica sistematica.

Abstract

Three new species of Espeletia Mutis ex Humb. & Bonpl. and a new species of Espeletiopsis
Cuatrec., all from the Cordillera Oriental of Colombia, are named, described and illustrated. These
new taxa were recorded from northern Colombia, Guanenta Alto Rio Fonce Flora and Fauna
Sanctuary in Santander and in the paramos of Rabanal in Raquira, Pisba National Natural Park in
Socota and La Cortadera in Siachoque in Boyaca.
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species, systematic botany.

Miembro de nimero Academia Colombiana de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales, Apartado 44763, Bogotd D.C., Colombia. Correo

electrénico: santiagodiaz@eth.net.co.
Maestria en Ciencias Biol6gicas —Linea Sistematica—, Universidad Nacional de Colombia, Correo electronico: bvrodriguezc@unal.edu.co
betsyviviana@gmail.com



442 REV. ACAD. COLOMB. CIENC.: VOLUMEN XXXIV, NUMERO 133-DICIEMBRE DE 2010

Los géneros Espeletiopsis y Espeletia pertenecen a la
subtribu Espeletiinae, grupo propuesto por Cuatrecasas en
1976. Las especies de ambos taxones se concentran en terri-
torio colombiano, particularmente en la Cordillera Oriental.
Hasta el presente se conocian ca. 72 especies para Espeletia
y ca. 24 para Espeletiopsis. Incluidas las especies propues-
tas en este trabajo se completan ca. 75 especies para Espeletia
y ca. 25 para Espeletiopsis, donde ca. 66 especies de Espeletia
y ca. 20 especies de Espeletiopsis son endémicas de Colom-
bia. Cabe mencionar que, a partir de 2006, los autores de este
escrito, con base en colecciones realizadas en los departa-
mentos de Arauca, Boyaca y Santander, han publicado un
total de 15 especies y una variedad, dando asi continuidad a
una investigacion que se remonta a 1968 y que complementa
los excelentes trabajos de don José Cuatrecasas, el mejor
conocedor del grupo y autor de la clave de Espeletiopsis que
se modifica y enriquece con esta publicacion, pasando de 19
especies a 25. Esta cifra de especies y la de las de Espeletia
podrén incrementarse en un futuro con base en nuevas reco-
lecciones de areas mal conocidas o como resultado de una
revisién completa y detallada de los grupos.

1. Espeletiopsis laxiflora S. Diaz & Rodriguez-Cabeza,
Sp. Nov. Figs. 1, 3A-B

Espeletiopsis sclerophyllae (Cuatrec.) Cuatrec. affinis
a qua imprimis differt foliis tenuibus anguste-ellipticis, in-
dumento foliorum persistente utroque latere; ramis floriferis
racemiformibus; tubis flosculorum pilosulis, lobis ipsis
pilosulis.

Typus: COLOMBIA, SANTANDER: Santuario de Fau-
nay Flora Guanenta Alto Rio Fonce, Municipio de Encino,
Vereda Avendafios Tres, sector Paramo de Las Playas, 19
oct. 2008. B.V. Rodriguez-Cabeza, H. Palacios, R. Rivero,
& S. Estepa 1993. Holotypus COL [546647, 546648, 546650,
546651], Isotypi COL [546649, 546652], HUA, UIS, UPTC.

Etimologia: El epiteto especifico alude a la organiza-
cion de las ramas floriferas alargadas, racemiformesy pro-
vistas de pocos capitulos.

Planta arrosetada con tallo subterraneo o con ejes has-
ta de 50 cm de altura. Hojas sésiles; vaina foliar de 5-6.5 cm
long. x 2.8-3.8 cm lat., ovada, dorsalmente cubierta con
indumento largo sericeo eblrneo, lamina foliar de 49-56 cm
long. x 3-4 cm lat., angosto eliptica, coriacea, cubiertaen la
haz por indumento llteo, revestido de un estrato largo
lutescente lustroso, envés densamente tomentoso similar
en color al de la haz; base largamente atenuada de 5-8 cm
long, con la lamina reducida a una pequefia membrana de
2-3 mm, apice largamente agudo, margen entera, ligeramente
revoluta,; nervio medio ensanchado hacia la base, cubierto

por indumento similar al de la ldamina, prominente por el
enveés, nervios secundarios 11-15 por decimetro, que
divergen en angulo de 30-55°, conspicuos por el envés y
cubiertos de indumento blanquecino.

Ramas floriferas 20 coetaneas, de 113-164 cm de largo
total, cilindricas y fistulosas, cubiertas con indumento
sericeo luteo revestido por un estrato blanquecino de pe-
los flocosos mas largos y mas densos hacia la parte
vegetativa; porcion vegetativa de 80-93.5 cm long., bréacteas
estériles alternas 6 (2-4 son basales), lineales, lamina de 8-
18 cm long. x 0.6-0.8 cm lat., vaina 3-7 cm long.; porcion
reproductiva, un racimo alargado de 35-67 cm long., con
21-41 capitulos; bracteas florales de 2.5-8 cm long. x 0.4-
0.6 cm lat., lineales; pedtnculos de 3-20 cm long con indu-
mento tomentoso aureo rematados por 1-3 capitulos.

Capitulos reflejos, discoideos, pedicelados, involucro
formado por 7 filarias, dispuestas en 2-3 series, de 9.2-14
mm long. x 5-9 mm lat., ovadas, con apice agudo y con tinte
rojizo, cubiertas completamente por indumento sericeo lar-
go y denso por el envés y largo sericeo en el tercio supe-
rior, el resto glabro por la haz. Paleas de las flores femeninas
de 6.5-8.5 mm long. x 2-5 mm lat., polimorfas (obovadas,
elipticas, rombicas o lineales), con apice agudo y en las
mas internas obtuso bruscamente acuminado, adaxialmente
glabras, las mas externas abaxialmente cubiertas por den-
so indumento sericeo, las internas con una lista longitu-
dinal de tricomas que se ensancha y se torna mas densa
hacia el apice, quedando a cada lado un area glabra, ner-
vios ligeramente visibles 5-9. Paleas de los flésculos de
7.5-9 mm long. x 2-4 mm lat., polimorfas (obovadas,
oblanceoladas o elipticas), con apice obtuso o acutado,
adaxialmente glabras, abaxialmente con largos tricomas en
la porcion apical, con 9-13 nervios longitudinales. Flores
femeninas 99-113 por capitulo, dispuestas en 8 series, co-
rolas reducidas a un anillo de 0.5-1 mm long., densamente
cubierto por largos tricomas pluricelulares, en ocasiones
con una pequefia lengleta lineal o I6bulo vestigial o rudi-
mentaria, de 1.5-2.2 mm long.; pistilo de 3-5.5 mm long.,
estigma bifido, ramas estigmaticas de 1.5-2 mm long.
Flosculos 158-198 por capitulo, de 7-9.5 mm long.,
infundiliformes, corola amarilla; porcion tubular de 3-4 mm
long., rodeada por largos tricomas pluricelulares que se
tornan més densos hacia la parte superior, I6bulos de la
corola triangulares, de 1.4-1.6 mm long. x 0.8-1.2 mm lat.,
externamente cubiertos por largos y densos tricomas
pluricelulares; estambres exsertos adnatos a la porcion
tubular de la corola, filamento 4-4.5 mm long., anteras
singenésicas de 2.7-3.5 mm long., con apéndice apical
cocleariforme de 0.3-0.6 mm long.; pistilo de 7-9.2 mm long.
Aquenios de 3-3.8 mm long. x 1.2-1.8 mm lat., obovados,
trigonos, glabros y con tres costillas prominentes.
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Figura 1. Espeletiopsis laxiflora A. Esquema de la rama florifera; B. Perfil foliar; C. Filaria externa vista por el envés; D. Filaria media vista
por la haz; E. Palea de las flores femeninas; F-G. Flor femenina; H. Palea de los fl6sculos; I. Flésculo hermafrodita. Disefio digital de Betsy
Viviana Rodriguez-Cabeza, elaborado con base en el ejemplar tipo (B.V. Rodriguez-Cabeza et al. 1993 COL).
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Comentarios: Esta interesante especie prospera en la-
deras de suelos secos con presencia de abundantes rocas
de tamafio variable y con una vegetacion de tipo pajonal-
frailejonal, con dominancia de Calamagrostis effusa
(Kunth) Steud., Puya sp., Chusquea sp., Bartsia sp., y
arbustitos dispersos de dos especies de Hypericum,
Arcytophyllum nitidum (Kunth) Schltdl. y Diplostephium
sp. Los individuos de la poblacion cubren densa y
homogéneamente el sector, mezclandose en las zonas de
mayor pendiente y aledafias a los matorrales del bosque
altoandino con Espeletiopsis guacharaca (S. Diaz)
Cuatrec. En las zonas de suelos himedos donde abunda
Espeletia incana Cuatrec., Espeletiopsis laxiflora esta por
lo general ausente. En relacion con el estado de conserva-
cion, no se observaron rastros de quemas, pero si abun-
dante pastoreo de ovejas y vacas que amenazan las
poblaciones conocidas.

A primera vista y por su habito, la especie propuesta
recuerda a Espeletiopsis bogotensis (Cuatrec.) Cuatrec.,
de la que se separa por presentar capitulos discoideos,
pero su mayor afinidad ocurre con Espeletiopsis sclero-
phylla (Cuatrec.) Cuatrec., especie que también presenta
las flores liguladas reducidas al tubo o a pequefios 16bu-
los incipientes. De esta especie se diferencia por poseer
hojas mas largas y delgadas (49-56 cm long. x 3-4 cm lat.
vs. 26-46 cm long. x 4-5 (-9) cm lat.), angostamente elipticas
(vs. obovadas a anchamente obovadas) y con indumento
persistente en ambas caras (vs. lampifias y pruinosas [las
adultas] o puberulentas por la haz y amarillento tomentosas
por el envés), mayor nimero de nervios secundarios por
decimetro (11-15 vs. 10-11), vaina mas larga (5-6.5 cm vs. 3-
4 cm), asi como por presentar ramas floriferas racemiformes
(vs. corimbiformes) mas largas (113-164 cm vs. 70-100 cm),
filarias mayores (9.2-14 mm long. x 5-9 mm lat. vs 4-6 mm
long. x 3-4 mm lat.) y en menor nimero por capitulo (7 vs.
9-12), flores liguladas en mayor nimero (99-113 vs. £ 34) y
flésculos mayores (7-9.5 mm long. vs. 4.5-5 mm long.) con
abundantes pelos en la porcion tubular y en los I6bulos de
la corola (vs. escasos tricomas en el apice del tubo).

Con posterioridad a la publicacién de la clave provisio-
nal para el género Espeletiopsis Cuatrec. (Cuatrecasas,
1996), han ingresado a este género cuatro nuevas espe-
cies descritas en su momento por Diaz-Piedrahita &
Obando (2004), Diaz-Piedrahita, Rodriguez-Cabeza &
Galindo-T. (2006) y Diaz-Piedrahita & Rodriguez-Cabeza
(2008) incluyendo la que se da a conocer en este articulo.
En el nimero total de especies debe incluirse también una
a la que se le dio este estatus (Diaz-Piedrahita &
Rodriguez-Cabeza 2008) pues con anterioridad se la trata-
ba como una variedad de Espeletiopsis jimenez-quesadae.

Por este motivo consideramos oportuno publicar nueva-
mente la clave propuesta por Cuatrecasas, con las debidas
modificaciones, quedando comprendida la totalidad de las
especies reconocidas para este género.

1. Filarias lineares, linear-lanceoladas o angostamente
triangulares. Flores femeninas conspicuamente
liguladas, amarillas o blancas. Parte proximal y
vegetativa de la sinflorescencia siempre con bracteas
vegetativas. Vaina foliar oblonga. ..........cccccceeeee. 2

1’. Filarias anchas, ovadas, triangular-ovadas u
obovadas. Corolas periféricas conspicuamente
liguladas o reducidas al tubo basal, a veces con mi-
nasculas expansiones dentiformes laminares siem-
pre mas cortas que el estilo, amarillas o raramente
purpureas. Parte proximal y vegetativa de la
sinflorescencia con o sin hojas estériles. Vaina foliar
anchamente ovada o semicircular ....................... 11

2.  Flores femeninas blancas. Flésculos con Iébulos
PIlOSOS ... 3

2’. Flores femeninas amarillas. Flésculos con l6bulos
PiloS0S 0 Glabros.........ccvveiveiieiiee 4

3. Superficie adaxial de la hojas con indumento apli-
cado y argenteado-sericeo................ E. pannosa

3’. Superficie adaxial de las hojas con indumento ve-
[loso 0 sublanoso ........c.cccceeeneen. E. angustifolia

4. Laminafoliar de hasta 25 cm long. x 0.3-1,5 cm lat.,
con indumento denso aplicado, sericeo- argentado

4’. Lamina foliar mayor de 25 cm long. x 1,5 cm lat.,
con indumento densamente lanoso, velloso o
sericeo, blanco o amarillo .........c.ccevveeviiecnnennne, 6

5. Sinflorescencia corimbosa bien desarrollada, con
20-40 capitulos. Flosculos con I6bulos de la coro-
la £ pilosos. Lamina foliar 15-25cm x 0.8-1.5¢cm ..

................................................. E. santanderensis

5°.  Sinflorescencia reducida a un escapo terminado por
un solo capitulo. Flésculos con Iébulos de la coro-

la glabros. Ldmina foliar 4-6 cm x0.3-0.9cm ..........
.............................................................. E. caldasii

6. Laminafoliar linear-oblonga, gruesay subcoriacea,
con indumento denso lanoso blanco que oculta la
nerviacion secundaria en ambas caras. Fldsculos
con tubo y Iébulos de la corola pilosos................

.......................................................... E. pozoensis
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6.

10.

10°.

11.

11,

Lamina foliar + oblongo-lanceolada, obovada o elip-
tica, coridcea y rigida, con nerviacién secundaria
aparente en ambas caras. Flosculos con tubo y 16-
bulos de la corola glabros o ligeramente pilosos ..

Sinflorescencias que sobrepasan poco la altura de
la roseta foliar; porcion fértil algo alargada o
tirsiforme, no estrictamente corimbosa (obcénica)
...................................................... E. colombiana

Sinflorescencias dos veces mas largas (0 aun mas)
que la roseta foliar; porcion fértil corimbosa
(obconica) o paniculada alargada.............cc....... 8

Lamina foliar obovado-oblonga, atenuada y agu-
da en el apice, atenuada hacia la base en un
pseudopeciolo corto, haz foliar verde. Fl6sculos
hasta de 5 mm long., con tubo y Iébulos de la co-
rola ligeramente pilosos..........ccc....... E. petiolata

Lamina foliar mas oblonga o eliptica, que se ate-
nua sin formar pseudopeciolo, haz foliar con indu-
mento blanquecino o ceniciento. Flésculos
mayores a 5 mm long., con el tubo y Iébulos de la
corola glabros 0 pilosos ........ccccceevieviiviciciinens 9

Lamina foliar, 30-42 cm long. x 2.5-5 cm lat.,
oblanceolado-oblonga, gruesa. Sinflorescencia
perfectamente corimbosa, con el eje robusto y en
linea ligeramente tortuosa, + en zig-zag, porcion
vegetativa con 4-5 bracteas vegetativas basales y
masde5eneleje ..o, E. muiska

Lamina foliar, 25-42.5 cm long. x 2-6.5 cm lat.,
lanceolado-oblonga o angosto eliptica. Sinflo-
rescencia con el eje en linea mas bien recta, por-
cién vegetativa con 1-2 bracteas vegetativas
basales y a veces hasta 5 en el eje ......cccoeenee. 10

Flésculos con l6bulos de la corola pilosos, limbo
y tubo glabros. Lamina foliar lanceolado-oblonga,
hastade 35cm long.y5cmlat ............ E. funckii

Flésculos con I6bulos de la corola glabros o tenue-
mente pilosos, base del limbo y parte superior del
tubo pilosos. Lamina foliar angosto eliptica, hasta
de42.5cmlong.y6.5cmlat............. E. betancurii

Porcion vegetativa de la sinflorescencia carente
de bracteas estériles. Flosculos siempre con pelos
glandulares en el tubo y en los I6bulos ........... 12

Porcidn vegetativa de la sinflorescencia siempre
con bracteas estériles. Flosculos a veces con pe-

12.

12°.

13.

13’

14.

14,

15.

15’

16.
16°.

17.

Sinflorescencias dos 0 mas veces mas largas que
las hojas de la roseta. Caulirrosula simple, erecta,
sésil 0 hasta de £ 3 m de altura...... E. corymbosa

Sinflorescencias iguales en longitud o ligeramen-
te mas largas que las hojas de la roseta. Caulirrosula
algo ramificada a veces simple ...........cccccovninnn. 13

Capitulos discoides, sésiles, arreglados en
glomérulos de 3 a 6, dispuestos sobre peddnculos
de 3-10 mm. Flores femeninas de corola reducida a
la parte tubular basal, a veces con minusculas ex-
pansiones dentiformes que siempre son mas cor-
tas que el estilo y pasan inadvertidas. Caulirrosula
erecta, ya simple ya ramificada ........... E. garciae

Capitulos radiados, con pedicelos largos y delga-
dos. Flores femeninas con corola ligulada, elipti-
ca, mas larga que estilo. Caulirrosula erecta simple
0 ramificada .......coovevveiiecir e 14

Caulirrosula con frecuencia dividida desde la base
en varias caulirrosulas paralelamente ascenden-
tes y erectas, de 1-3 m de altura. Lamina foliar, 34-
43 cm long. x 5-8 cm lat., oblongo-lanceolada.
Sinflorescencias con 40-120 capitulos, iguales o
un poco mas largas que las hojas de la roseta.
Filarias anchamente ovadas ......... E. pleiochasia

Caulirrosula simple, de hasta 1 m de altura. Lamina
foliar 17-23.5 cm long. x 3.5-6 cm lat., obovada.
Sinflorescencias con 14-23 capitulos, iguales 0 mas
cortas que las hojas de la roseta. Filarias obovadas

..................................................... E. rabanalensis

Capitulos radiados. Flores femeninas con corola
ligulada mas larga que el estilo .........ccccccevinee 16

Capitulos discoideos. Flores femeninas con corola
reducida a la parte tubular basal, a veces con minus-
culas expansiones dentiformes que siempre son mas
cortas que el estilo y pasan inadvertidas ........... 22

Caulirrosulasimple.. ..o 17

Caulirrosula con tallo + ramificado, fruticoso,
con hojas marcescentes (especies propias de
VENEZULIA) .oveeiiiieeie e 21

Caulirrosula sésil. Sinflorescencias dos o mas ve-
ces mas largas que las hojas de la roseta; Lamina
foliar, blanda, densamente cubierta de indumento
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17°.

18.

18°.

19.

19°.

20.

207,

21.

21°.

22.

22’

23.

cinéreo en haz y envés. Flores femeninas amari-
[las. Flosculos glabros.................... E. bogotensis

Caulirrosula erecta, hasta de varios metros de al-
tura, con tronco desnudo. Sinflorescencias desde
inclusas hasta dos veces mas largas que las hojas
de la roseta. Lamina foliar coriacea, firme, glabray
verde por la haz. Flores femeninas amarillas o vio-
lado-purpureas. Flosculos pilosos ................... 18

Flores femeninas violado-purpureas. Fl6sculos ro-
jizos. Lamina foliar 40-50 cm long. x 12-15 cm lat.
................................................... E. purpurascens

Flores femeninas amarillas o verdoso-amarillentas.
Flosculos verdosos. Lamina foliar variable, hojas
mayores 0 menores que en la especie anterior 19

Lamina foliar 20-30 cm long. x 5-7.5 cm lat., obovada
y agudo acuminada. Flésculos 7-8 mm long ........
.......................................................... E. sanchezii

Lamina foliar 50-70 cm long x 11-19 cm lat., ovado-
lanceolada y aguda u ovada y obtusa. Flosculos
A-5MMIONG oo 20

Lamina foliar oval-lanceolada a eliptica y aguda
de 50-70cmlong. x 11-15cmlat .......... E. insignis

Lamina foliar oval-oblonga y obtusa hasta de 50
cmlong. x19-20cmlat .....coovevvceinnnne E. trianae

Flores femeninas de color crema. Lamina foliar 30-
40 cm long. x 4-5 cm lat. Capitulos con pedicelos
de 2-4 cm long. Flésculos pilosos y glanduliferas
E. meridensis

Flores femeninas de color amarillo. Lamina foliar,

30-50 cm long. x 5-10 cm lat. Capitulos sésiles o

subsésiles, en glomérulos. Fldsculos glabros.....
................................................... E. cristalinensis

Caulirrosula sésil o subsésil. Sinflorescencias 2-3
veces mas largas que las hojas de la roseta ....23

. Caulirrosulas con tallo alargado, erecto, de hasta 3

m de altura, densamente cubierto de hojas mar-
cescentes. Sinflorescencias inclusas en la roseta o
hasta dos veces mas largas que las hojas......... 24

Lamina foliar gruesamente coridcea y rigida en
Vivo, peciolada, de 26-46 cm long. x 4-5(-9) cm lat.,
trasovado oblonga o trasovado lanceolada, por la
haz verde amarillenta, con indumento pruinoso
(adultas) o puberulento, por el envés amarillento
tomentosa y peciolada. Flosculos escasamente

pilosos en la porcion superior del tubo y base de
IMDO oo E. sclerophylla

23’. Lamina foliar coridcea y flexible en vivo, sésil, de
49-56 cm long. x 3-4 cm lat., angosto eliptica, larga-
mente atenuada, con indumento sericeo aureo a gri-
s&ceo en ambas caras. Flésculos pilosos en el tubo
y en los I6bulos de la corola .............. E. laxiflora

24. Lamina foliar, 36-58 cm long. x 3.5-12 cm lat.,
obovado-oblonga. Sinflorescencias 1.5-2 veces
mas largas que la roseta de hojas ........cccccceeveveneen.
........................................... E. jimenez-quesadae

24’ Lamina foliar 20-40 cm long. x 3-6 cm lat., angosto-
eliptica. Inflorescencias inclusas en la roseta o li-
geramente mas largas que las hojas .........c...........

...................................................... E. guacharaca

2. Espeletia raquirensis Rodriguez-Cabeza & S. Diaz, sp.
nov. Figs.2,3C-D

Espeletiae chocontanae Cuatrec. affinis a qua imprimis
differt foliis numguam petiolatis et cum nervis secundariis
ascendentibus, indumento sericeo aureo vestitis; ramis
floriferis brevioribus cum duobus bracteis sessilibus atque
floribus ligulatis numerosioribus.

Typus: COLOMBIA, BOYACA: Municipio de Raquira,
Vereda Firita, Pefia Arriba, pdramo de Rabanal, en limites
con el municipio de Guacheta, vereda San Antonio
(Cundinamarca). 320 m de altitud. N 05°24"” W 073°36”. 12
ago 2008. B.V. Rodriguez-Cabeza, R. Galindo-T., & I.
Cortez 1973. Holotypus COL [546637, 546638, 546640],
Isotypi COL [546634, 546635, 546636], HUA, UIS, UPTC.

Etimologia: El epiteto alude al municipio de Raquira en
Boyaca, donde se encuentra la localidad tipica de la
especie.

Caulirrosula de hasta 1 m de altura. Hojas sésiles; vaina
foliar de 5-6 cm long. x 4-4.5 cm lat., ovada, dorsalmente
cubierta con largo y denso indumento sericeo con tinte
espadiceo y certleo lustroso que tiende a aureo; lamina
foliar de 32-34.5 cm long. x 4.5-6 cm lat., eliptica subcoriacea,
con el &pice agudo y la base atenuada, esta en su parte mas
angosta de 2-2.3 cm de lat., cubierta por indumento blan-
quecino amarillo lustroso en vivo que torna a ocraceo al
secar, margen entera, nervio medio ensanchado hacia la base
densamente cubierto en haz y envés por indumento ocraceo
lustroso, nervios secundarios 14-19 por decimetro, conspi-
cuos por el envés y divergiendo en angulo de 40-55°.

Ramas floriferas seis coetaneas, de 69.5-74.5 cm de largo;
porcion vegetativa de 16-35 cm long., cubierta por indumento
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Figura 2. Espeletia raquirensis A. Esquema de la rama florifera; B. Perfil foliar; C. Filaria externa vista por el envés;
D. Filaria interna vista por la haz; E. Palea de las flores femeninas; F. Flor femenina ligulada; G. Palea de los flosculos;
H. Flésculo hermafrodita. Disefio digital de Betsy Viviana Rodriguez-Cabeza, elaborado con base en el ejemplar tipo
(B.V. Rodriguez-Cabeza et al. 1973 COL).
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Figura 3. A-B Espeletiopsis laxiflora A. Habito; B. Detalle de un capitulo; C-D Espeletia raquirensis C. Habito,
D. Detalle de un capitulo; E. Espeletia tibamoensis; F. Espeletia mirabilis. Fotografias de Betsy Viviana Rodriguez-Cabeza.
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denso lanoso similar al de los nervios centrales de las ho-
jas; con un par de bracteas estériles en la base, con l[amina
de 16-26 cm long. x 2-3 cm lat., semejante a las hojas de la
roseta, vaina 6-7 cm long.; porcién fértil cubierta por indu-
mento lanoso aureo y formando un tirso corimbiforme con
22-34 capitulos; bracteas florales decrecientes de 3.5-17.5
cm long. x 1.5-2.6 cm lat., lineales o angosto lineales, agudas
en el apice, amplectantes, siempre mas cortas que los
peddnculos; pedtnculos de 10-32 cm long., pedicelos méas
cortos y decrecientes hacia el apice.

Capitulos erectos, radiados, involucro con 8-12 filarias,
dispuestas en 2-3 series, de 9-24 mm long. x 4-8.5 mm lat.,
ovadas o elipticas rostradas en el apice, cara abaxial den-
samente cubierta por indumento largo sericeo, cara adaxial
con indumento largo sericeo en tercio superior o en apice,
en las mas internas glabra. Paleas de las flores liguladas de
6-9.8 cm long. x 2-3.8 cm lat., angosto-obovadas, obovado-
anguladas o elipticas, agudas en el &pice, margen entera o
ligeramente dentada hacia el apice, las mas externas cu-
biertas en el dorso por indumento largo sericeo, las inter-
nas con una lista longitudinal de tricomas que se ensancha
y se torna mas densa hacia el apice, quedando a cada lado
un area glabra, internamente glabras o con escasos tricomas
en el apice, todas en la cara ventral glabras, con 5-12 ner-
vios longitudinales. Paleas de los flésculos 6.2-7.7 mm long.
X 2-3 mm lat., elipticas 0 angosto-obovadas, agudas en el
apice, margen entera o con escasos dientes en el apice,
externamente con abundantes y largos tricomas en la zona
apical, internamente glabras, con 7-9 nervios longitu-
dinales. Flores femeninas liguladas 88-108 por capitulo,
dispuestas en 6-8 series, corolas amarillas, de 12-16.5 mm
de largo; porcién tubular de 1.5-2.8 mm long., con abun-
dantes y largos tricomas pluricelulares que se extienden a
la base del limbo; limbo angosto-obovado, de 10.5-13.8
mm long. x 1.5-2.8 mm lat., con 2-3 dientes redondeados y
obtusos, con 3-6 nervios longitudinales; pistilo de 4.3-7.5
mm long., estigma bifido, ramas estigmaticas de 1.8-3 mm
de long. Fl6ésculos 319-431 por capitulo, acampanados, de
7-8 mm de largo, amarillos; porcion tubular de 3-3.7 mm
long., con largos tricomas que se hacen mas abundantes
hacia el extremo superior y contintan en la base de la por-
cion ensanchada; I6bulos de la corola de 0.6-1 mm long. x
0.5-0.8 mm lat., triangulares, agudos y con largos tricomas
pluricelulares en la cara externa; estambres exsertos, fila-
mentos de 2-2.6 mm long., adnatos a la porcion tubular de
la corola, anteras singenésicas de 2.5-3.1 mm long., apén-
dice apical triangular y cocleariforme de 0.5-0.6 mm long. x
0.3-0.4 mm lat.; pistilo de 7.2-8.5 mm long. Aquenios de 2.5-
3.8 mmlong. x 0.8-1.8 mm lat., obovados, triquetros, glabros
y con costillas prominentes.

Comentarios: La Unica poblacion conocida de Espeletia
raquirensis cuenta con cerca de 600 individuos; se desa-
rrolla en suelos himedos, en asociaciones de tipo pajonal-
frailejonal con especies como Calamagrostis effusa
(Kunth) Steud., Paepalanthus andicola Kérn, Castilleja
fissifolia L.f., Halenia asclepiadea (Kunth) G. Don,
Orthrosanthus chimboracensis (Kunth) Baker, Puya sp.,
arbustos de no méas de 60cm de altura de Arcytophyllum
nitidum (Kunth) Schltdl., Hypericum sp. y Aragoa sp. y
los frailejones Espeletia barclayana Cuatrec., Espeletia
murilloi Cuatrec. y Espeletia boyacensis Cuatrec. Actual-
mente esta poblacidn estd seriamente amenazada por la
rapida expansion de cultivos de papa, el uso de tractores
para el arado y la apertura de minas de carbén en las vere-
das Firita (Raquira) y San Antonio (Guacheta).

Esta especie muestra su mayor afinidad con Espeletia
chocontana Cuatrec., propia de los paramos de los muni-
cipios de Choconta, Cogua, Zipaquird, Tausa y Villapinzén
en Cundinamarca, de la cual difiere por presentar hojas
sésiles (vs. pseudopecioladas), con nervios ascendentes
que divergen en angulos de 40 - 55° (vs. perpendiculares),
indumento sericeo amarillo lustroso con brillo metalico (vs.
indumento lanoso afelpado blanco muy denso sobre la
nerviacion), inflorescencias mas cortas (69.5-74.5 cm long.
vs. 100 cm long.), abiertas y con menor nimero de capitu-
los (22-34 vs. 35-54), bracteas vegetativas en menor nime-
ro (1 par vs. 3-4 pares), elipticas y sésiles (vs. lineales y
largamente seudopecioladas) y mayor nimero de flores
liguladas por capitulo (88-108 vs. 50-65).

3. Espeletia mirabilis S. Diaz & Rodriguez-Cabeza, sp.
nov. Figs.3F, 4

Espeletiae grandiflorae Mutis ex Humb. & Bonpl. var.
grandiflorae affinis a qua imprimis differt foliis numquam
petiolatis ad basim attenuatis; ramis floriferis plurimis
capitulatis; filariis paucioribus angustis; paleis flosculorum
hermaphroditorum maioribus; floribus foemineis ligulatis
minoribus, lobis florum discorum pilosis.

Typus: COLOMBIA, BOYACA: Parque Nacional Natu-
ral Pisba, Municipio Socot4, vereda Corral de Piedra, sec-
tor rio Arzobispo, parte alta de Los Estupendos. 3550m de
altitud. N 05°58’33" W 72°33’47". 14 sep 2008. B.V.
Rodriguez-Cabeza, & L.A. Velasco 2001. Holotypus COL
[546639], Isotypi COL [546641, 546642], HUA, UIS, UPTC.

Etimologia: El epiteto especifico alude a “Los Estupen-
dos”, nombre de la vereda donde crece la especie.

Caulirrosula de 1.20 m de altura. Hojas largamente
pseudopecioladas; lamina de 26-35 cm long. x 4-4.7 cm lat.,
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Figura 4. Espeletia mirabilis A. Esquema de la rama florifera; B. Perfil foliar; C. Filaria externa vista por el envés;

D. Filaria media vista por la haz; E. Palea de las flores femeninas; F. Flor femenina ligulada; G. Palea de los flésculos;

H. Flésculo hermafrodita. Disefio digital de Betsy Viviana Rodriguez-Cabeza, elaborado con base en el ejemplar tipo
(B.V. Rodriguez-Cabeza et al. 2001 COL).
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obovada, con apice obtuso rematado en un acumen agu-
do, largamente atenuada hacia la base y formando un
pseudopeciolo que se ensancha ligeramente hacia la vai-
na, haz y envés cubiertos de indumento sericeo aureo, que
se torna mas largo y denso en el envés, , margen entera y
levemente revoluta; nervio medio ensanchado hacia la
base, impreso por la haz, prominente por el envés, nervios
secundarios 16-19 por decimetro, ligeramente conspicuos
por envés y divergiendo en angulo de 40-50°, nervio cen-
tral y nervios secundario con indumento mas denso; vaina
foliar de 5.5-6 cm long. x 4.5-5.5 cm lat., ovada 0 anchamente
ovada, dorsalmente con indumento largo y denso sericeo
aureo, que se va perdiendo hacia la mitad inferior, cara
ventral con indumento denso y largo sericeo en la porcion
apical.

Ramas floriferas ca. 14 coetaneas, de 55.5-65 cm de lar-
go total; porcidn vegetativa de 33.5-42.5 cm long., cubierta
por indumento denso y largo sericeo aureo sobrepuesto
por indumento largo flocoso blanquecino, con un par de
bracteas vegetativas con lamina de 9-18.5 cm long. x 1.5-
2.2 cm lat., semejantes a las hojas de la roseta, vaina 2-3.5
cm long., dispuestas generalmente a corta distancia de la
base; porcién fértil tirsoidea ligeramente corimbiforme, con
15-31 capitulos péndulos, bracteas fértiles mas cortas que
los pedunculos y decrecientes hacia el apice, de 3-10 cm
long. x 1-1.5 cm lat., lineales u angosto ovadas, agudas en
el apice; peddnculos de 4.5-20 cm long., pedicelos decre-
cientes hacia el pice.

Capitulos radiados; involucro con 10-11 filarias, dis-
puestas en 2-3 series, de 8.5-19 mm long. x 3.8-9 mm lat.,
por lo general ovadas a veces elipticas, agudas en el apice,
cara abaxial cubierta totalmente por indumento denso y
largo sericeo, cara adaxial con largos tricomas hacia el ter-
cio superior o restringidos al apice, margen entera. Paleas
de las flores liguladas de 6.8-8 mm long. x 2.3-3.8 mm lat.,
elipticas, ovadas u obovadas, agudas en el apice, externa-
mente con una lista longitudinal de tricomas que se ensan-
cha y se torna mas densa hacia el apice, quedando a cada
lado un area glabra o con largos tricomas solo en el apice,
internamente glabro o con escasos y largos tricomas en el
apice, nervios longitudinales 3-5; paleas de los flésculos
de 6.7-7.8 mm long. x 1.8-2.7 mm lat., obovada u obovada-
triangular, acutada o cuspidada, externamente con abun-
dantes y largos tricomas hacia el apice, internamente
glabras, con 3-11 nervios longitudinales. Flores liguladas
amarillas, 62-75 por capitulo, dispuestas en 6 series, corola
de 11.8-14.5 mm largo; tubo de 1.3-2 mm long. con abun-
dantes y largos tricomas que se extienden a la base del
limbo; limbo de 10.1-12.6 mm long. x 1.3-2 mm lat., rectan-
gular, con 5-9 nervios longitudinales, ligeramente atenua-

do hacia el tubo y rematado hacia el apice por 2-3 dientes
obtusos; pistilo de 4.3-5.5 mm de largo, estigma bifido,
ramas estigmaticas de 1.5-2.5 mm de largo. Flésculos
hermafroditas, 146-179 por capitulo, corola de 7-7.8 mm
long., acampanada, amarilla; porcion tubular de 2.7-3 mm
long., con escasos y largos tricomas principalmente hacia
el apice, limbo glabro, I16bulos de la corola 1.2-1.3 mm long.
x 0.5-0.8 mm lat., triangulares con largo pelos pluricelulares
en la cara externa; estambres exsertos, filamentos de 2-2.8
mm long, adnatos a la porcion tubular de la corola, anteras
singenésicas de 2.8-3.4 mm long., con apéndice apical
rombico de 0.5-0.8 mm long.; pistilo de 7.3-8.2 mm de largo.
Aquenios de 1.8-3 mm long. x 1-1.8 mm lat., triquetros, li-
SOS Yy Negros.

Comentarios: Especie afin a Espeletia grandiflora var.
grandiflora Humb. & Bonpl. de los paramos de Cundina-
marca, de la que difiere por presentar hojas sésiles y con la
base largamente atenuada (vs. peciolada o pseudope-
ciolada), mayor nimero de capitulos (15-31 vs. 6-15), filarias
angostas (3.8-9 mm lat. vs. 10-15 mm lat.) y en menor nime-
ro (10-11 vs. 15-25), paleas de los flésculos mayores (6.7-
7.8 mm long. x 1.8-2.7 mm lat. vs 5-6 mm long. vs. 2 mm lat.),
flores liguladas menores (11.8-14.5 mm long. vs. 16-19 mm
long.), tubo més corto (1.3-2 mm long. vs. 2-3mm long.) y
I6bulos de los flésculos largamente pilosos (vs. glabros).

4. Espeletia tibamoensis Rodriguez-Cabeza & S. Diaz, sp.
nov. Figs.3E, 5

Espeletiae jaramilloi S. Diaz affinis a qua imprimis differt
foliis petiolatis; ramis floriferis brevioribus, foliis ramealibus
sterilibus in unicum jugum dispositis; filariis in cappitulo
pluribus et maioribus; floribus foemineis copiosis et in
septem series dispositis; flosculis in capitulo copiosis, lobis
florum discorum extus pilosis.

Typus: COLOMBIA, BOYACA: Limites entre los muni-
cipios de Siachoque y Toca, veredas Cormechoque arriba
y Tubenecos, paramo La Cortadera, sector Alto Tibamoa.
3600 m de altitud. 16 may 2008. B.V. Rodriguez-Cabeza &
A. Burgos 1959. Holotypus COL [546643, 546645, 546646],
Isotypi COL [546644, 546653], HUA, UIS, UPTC.

Etimologia: El epiteto alude al Alto de Tibamoa, en el
paramo de La Cortadera, localidad tipo de la especie.

Tallo erecto arrosetado de hasta 2.50 m de altura. Hojas
pecioladas, peciolo conspicuo de 1.5-2.3 cm long. X 7-9 mm
long.; ldmina foliar angosto-eliptica, de 26.5-34 cm long. x
4.2-6 cm lat., aguda en el apice, atenuada hacia la base,
cubierta en ambas caras por indumento tomentoso, en vivo
blanco grisaceo que se torna mas oscuro con la madurez y
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Figura 5. Espeletia tibamoensis A. Esquema de la rama florifera; B. Perfil foliar; C. Filaria externa vista por el envés;
D. Filaria externa vista por la haz; E. Palea de las flores femeninas; F. Flor femenina ligulada; G. Palea de los flésculos;
H. Flésculo hermafrodita. Disefio digital de Betsy Viviana Rodriguez-Cabeza, elaborado con base en el ejemplar tipo
(B.V. Rodriguez-Cabeza et al. 1959 COL).
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se pierde ligeramente por la haz, en seco ferruginoso recu-
bierto por una capa de indumento denso flocoso cinéreo,
margen entera y ligeramente revoluta; nervio medio promi-
nente algo ensanchado hacia la base, mas grueso en el
enveés, nervios secundarios 8-16 por decimetro, divergen-
tes en angulo de 40-60°, conspicuos por el envés. Vaina
foliar de 6.5-8 cm long. x 5-6.5 cm lat., anchamente ovada, a
veces triangular, dorsalmente cubierta con indumento
sericeo denso y largo, ventralmente con indumento denso
hacia el apice.

Ramas floriferas de 61-78 cm de largo, semilefiosas,
fistulosas; porcion vegetativa de 10-24 cm long., cubierta
de indumento denso lanoso, en vivo blanco, en seco
espadiceo, sobrepuesto por indumento largo flocoso
blanquecino o gris oscuro; un Gnico par de bracteas
estériles, basales, angosto obovadas, agudas en el api-
ce y amplectantes en la base, de 20-22 cm long. x 3-4 cm
lat., semejantes en textura e indumento a las hojas de la
roseta; porcion fértil de 44-54 cm long., tirséidea,
corimbiforme, con 20-29 capitulos, cubierta por indumen-
to denso lanoso aureo recubierto de indumento largo
blanco y denso flocoso que torna a gris oscuro al madu-
rar; pedinculos de 5-26 cm long., bréacteas florales de 5-
16 cm long. (incluida la vaina) x 1.5-3.3 cm lat., las basales
lineales y agudas en el apice, las proximales elipticas u
ovado agudas.

Capitulos radiados, ligeramente péndulos; involucro de
15 filarias, dispuestas en 4 series, las exteriores de 20-29
mm long. x 11-16 mm lat., las intermedias e internas de 14-
19 mm long. x 3.5-11 mm lat., variables en forma, ovadas,
angosto ovadas, elipticas o rectangular oblongas, agudas
en el pice, reticuladas, margen entera, a veces las interio-
res con pequefios denticulos hacia el apice, cara externa
cubierta por indumento tomentoso largo y denso, cara in-
terior con largos tricomas en la mitad superior o sélo hacia
el 4pice; paleas de las liguladas de 9-14 mm long. x 2.8-4.5
mm lat., angosto-ovadas, obovado-anguladas o lineales,
acutadas, nerviacién reticulada con un nervio principal o
con 7-18 nervios longitudinales, margen liso o con 1-3 dien-
tes en 4pice, externamente con una lista longitudinal de
tricomas que se ensancha y hace méas densa hacia el pice
quedando a cada lado un area glabra, internamente glabras;
paleas de los flésculos de 8-10 mm long. x 2-3 mm lat.,
obovado angostas u obovado anguladas, acutadas, con
5-7 nervios longitudinales, margen liso o con algunos dien-
tes en el dpice, externamente denso y largo pilosa en apice,
internamente glabra. Flores liguladas 83-86 por capitulo,
dispuestas en 7 series, corola amarilla, de 10-10.6 mm de
largo; porcidn tubular de 1.8-2.5 mm long., cubierta com-
pletamente por abundantes y largos tricomas pluricelulares

que ademas forman una corona en su base; limbo
angostamente oblongo con 4-7 nervios longitudinales, de
7.5-8.6 mm long. x 1.5-2 mm lat., en el envés con glandulas
en su mitad inferior, &pice con 2-3 dientes agudos; pistilo
de 6.7-8 mm long., estigma bifido, ramas estigmaticas de
1.8-2.2 mm long. Flésculos 135-169 por capitulo, corola li-
geramente funeliforme amarilla, de 7-8 mm long.; porcién
tubular de 2-2.7 mm long., con abundantes y largos tricomas
pluricelulares engrosados; porcion ensanchada con abun-
dantes y largos tricomas en la base, el resto ligeramente
piloso, pelos mas delgados, l6bulos triangulares, agudos
en el apice, con tricomas pluricelulares largos y caedizos
de base glandular; estambres exsertos, filamentos de 2-2.5
mm long., anteras singenésicas de 2.9-3.7 mm long., apén-
dice apical cocleariforme de 0.5-0.7 mm long. x 0.3-0.5 mm
lat.; pistilo de 7-8.5 mm long. Aquenios de 3 mm long. x 1-
2 mm lat., obovados, triquetros, glabros y con costillas
prominentes.

Comentarios: Esta hermosa especie crece en suelos de
himedos a muy himedos, en una planicie cubierta de den-
so pajonal con escasos individuos de Acaena cylin-
dristachya Ruiz & Pav., Gentianella sp., Lupinus sp.,
Chusquea tesellata Munro y pequefios arbustos de
Hypericum sp. No se observaron poblaciones de otros
frailejones. En relacion con el estado de conservacién, por
décadas este paramo ha estado sometido a quemas y pre-
sencia de ganado por lo cual la poblacién de Espeletia
tibamoensis con cerca de 800 individuos se caracteriza
por presentar plantas solitarias o en pequefios grupos de
hasta 15 individuos, muy aislados entre si, siempre con
huellas de quemas. Por lo anterior, Espeletia tibamoensis
se podria considerar como una especie amenazada, que
requiere medidas de conservacién y recuperacion para
evitar su desaparicion.

Especie afin a Espeletia jaramilloi S. Diaz propia del
paramo de Pisha en Boyacé, de la cual difiere por presentar
hojas con peciolo conspicuo, vainas foliares mayores (6.5-8
cm long. x 5-6.5 cm lat. vs. 5.5 cm long. x 5 cm lat.),
inflorescencias con porcion vegetativa mas corta (10-24 cm
long. vs. 28-39.5 cm long.), y con Unico par de brécteas
vegetativas (vs. 5 pares), filarias de mayor tamafio y en ma-
yor nimero por capitulo (15 vs. 5-10), paleas de los flésculos
maés largas y mas anchas (8-10 mm long. x 2-3 mm lat. vs. 6.5-
7.5mmlong. x 1-1.5 mm lat.); flores liguladas mas numerosas
(83-86 vs. 74) , méas pequefias (10-10.6 mm long. vs. 15-16
mm long.) con porcidn tubular més corta (1.8-2.5 mm long.
vs. 3 mm long) y dispuestas en 7 series (vs. 3 series).
Flésculos con abundantes y largos tricomas en la porcion
tubular y que se extienden a la base de la corola, I6bulos
con pelos largos en la cara externa (vs. glabros).
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PLANTAS DE COCA EN COLOMBIA.
DISCUSION CRITICA SOBRE LA TAXONOMIA
DE LAS ESPECIES CULTIVADAS DEL GENERO

ERYTHROXYLUM P. BROWNE (ERYTHROXYLACEAE)

Aida Galindo Bonilla', José Luis Fernandez-Alonso?
Resumen

Galindo Bonilla, A., J. L. Fernandez-Alonso: Plantas de coca en Colombia. Discusion
critica sobre la taxonomia de las especies cultivadas del género Erythroxylum P. Browne
(Erythroxylaceae). Rev. Acad. Colomb. Cienc. 34 (133): 455-465, 2010. ISSN 0370-3908.

La botanica forense tiene alta demanda en Colombia en relacion con material procedente de
cultivos ilicitos, principalmente de plantas de “coca”. Se realiz6 el estudio taxonémico de las dos
especies y cuatro variedades de Erythroxylum P. Browne (Erythroxylaceae) cultivadas en el pais.
Se plantea la hipotesis de hibridacion entre E. coca Lam. y E. novogranatense (Morris) Hieron. y
también entre las dos variedades de E. coca y se describen importantes cambios en la distribucion
de los taxones en el territorio nacional. Tanto la hibridaciéon como los cambios en patrones de
distribucion se deben a la intervencion antropica.

Palabras clave: cocas cultivadas, Erythroxylum, Erythroxylaceae, cultivos ilicitos, botanica forense.

Summary

Forensic botany is in high demand in Colombia in connection with plant material, mainly
“coca” from illicit crops. The taxonomic study of the two species and four varieties of Erythroxylum
P. Browne (Erythroxylaceae) cultivated in Colombia was carried out. Hybridization between E.
coca and E. novogranatense and between the two varieties of E. coca is suggested, and important
changes in the geographic distribution of all taxa are described. Both, hybridization and changes in
distribution patterns are due to anthropic intervention.

Key words: cultivated cocas, Erythroxylum, Erythroxylaceae, illicit crops, forensic botany.
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1. Introduccion

Erythroxylum es un género pantropical que cuenta con
alrededor de 230 especies, de las cuales cerca de 190 se
encuentran en el Neotropico. A este género pertenecen las
comunmente denominadas “plantas de coca” (Plowman
& Rivier, 1983, Plowman & Hensold, 2004), que en Colom-
bia incluye cerca de 40 especies (Jara com. pers.). Schulz
dividio el género en 17 secciones basandose principalmente
en caracteres de la estipula foliar y las estrias presentes en
ellas (Schulz, 1907). Plowman considerd que las especies
del Neotropico se separan sélo en dos grandes grupos; la
seccion Archaerythroxylum Schulz de estipulas lisas y la
seccion Rhabdophylum Schulz de estipulas estriadas, mien-
tras que las otras secciones son artificiales (Plowman, 1989).

Unicamente dos especies de este género han sido cul-
tivadas desde épocas prehispanicas; Eythroxylum coca
Lam. y E. novogranatense (Morris) Hieron. En la literatura
se reconocen las variedades taxondémicas Erythroxylum
coca var. coca, Erythroxylum coca var. ipadu Plowman,
Erythroxylum novogranatense var. novogranatense y
Erythroxylum novogranatense var. truxillense (Rusby)
Plowman. Estas plantas han sido del interés de botanicos,
horticultores y farmaceutas desde principios del siglo XIX,
lo cual produjo una historia compleja y un largo debate
sobre su identidad taxondmica correcta (Plowman, 1982).
Historia que llega hasta nuestros dias cargada de un fuer-
te conflicto social relacionado con los cultivos ilicitos en
Latinoamérica (Galindo & Fernandez-Alonso, 2009).

Por otra parte, la botanica forense ha tenido un desa-
rrollo relativamente reciente a nivel internacional aplicado
a la identificacion de material vegetal en la investigacion
criminal. En Colombia la tendencia presenta variaciones
importantes debido al alto impacto de los cultivos ilicitos
en el pais, que a su vez esta fuertemente relacionado con la
situacion socio-politica actual. La solicitud de servicio
forense mas comun ha sido la identificacion de plantas
procedentes de cultivos ilicitos, principalmente de las de-
nominadas “plantas de coca” (Fernandez-Alonso et al.,
2007; Galindo & Fernandez-Alonso, 2009).

La necesidad de identificacion forense en los poten-
ciales cultivos ilicitos, ha obligado a realizar la revisién
taxonomica de las plantas cultivadas del género Erythro-
xylum con el objeto de estudiar su delimitacion y estable-
cer el status taxondmico actual a partir de una muestra de
la poblacion reciente, detectando nuevos rangos de distri-
bucioén y algunos aspectos interesantes de su morfologia,
que sugieren cambios concordantes con una dindmica
poblacional alta.

II. Materiales y métodos

Se realiz6 la revision de la literatura disponible sobre la
taxonomia, morfologia, biosistematica, etnobotanica y de-
mas aspectos informativos de las especies cultivadas
(Galindo & Fernandez-Alonso, 2009). Mediante las técni-
cas clasicas en taxonomia vegetal se analizaron caracteres
de morfologia externa, arquitectura foliar, cristales y polen,
segun los procedimientos que se describen a continuacion.

1. Colecciones estudiadas

Para este estudio se revisaron algo mas de 100
especimenes de la coleccion del Herbario Nacional Colom-
biano (COL) y por otra parte, 182 especimenes recolecta-
dos en cultivos actuales de Colombia, que debido a la
connotacion de ilicitud de los mismos, se conté con la
colaboracion de la Policia Antinarcdticos en el muestreo.
De éstos, 61 muestras procedian de los principales na-
cleos de produccion en 8 departamentos, 71 de dos culti-
vos experimentales autorizados por el gobierno colombiano
y las restantes 50 provenian de material de estudio de ca-
sos nacionales analizados y emitidos previamente. La ob-
tencion de material vegetal procedente de cultivos ilicitos
es practicamente imposible para los colectores botanicos
en condiciones normales, debido a la situacion socio-
politica actual en relacion con el fendmeno del narcotrafico
y el conflicto armado, lo que resalta la importancia de esta
muestra que representa los cultivos recientes en Colombia.

De estas muestras quedo testigo en el Herbario de Refe-
rencia Forense del Instituto Nacional de Medicina Legal y
Ciencias Forenses (INMLyCF) y de las muestras de cultivo
experimental en que se obtuvo material suficiente, se deposi-
taron duplicados en el Herbario Nacional Colombiano (COL).

2. Morfologia y anatomia

Para la observacion morfoldgica y andlisis de imagenes
se empled el estereo microscopio Olympus® SZX16, con
objetivo 5.0x plan-apocromatico, con la camara digital
Media Cibernetics® Evolution MP y software para manejo
de imagenes Image Pro-Plus v6.2 de Media Cibernetics®
del Laboratorio de Botanica Forense del INMLyCF.

Para la observacion de granos de polen y superficie
foliar, se tomaron muestras de los ejemplares procedentes
de los cultivos experimentales en las secciones centrales
de la lamina foliar y las anteras disponibles en los mismos
individuos. Se empled el microscopio electronico de barri-
do (SEM) FEI®QUANTA 200 del Laboratorio de Microsco-
pia Electronica de la Universidad Nacional en modo de
operacion de vacio. Las muestras fueron metalizadas en
un sputter Balzers® SDC-050 en vacio intermedio con argdn
sobre una placa de oro-paladio.
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Para la observacion de cristales, ademas de SEM, se
empled el microscopio dptico de luz transmitida y luz pola-
rizada cruzada Olympus® BX51 del Laboratorio de Eviden-
cia Traza del INMLyCEF, para lo cual se realiz6 previamente
la clarificacion de las [aminas foliares.

3. Terminologia

Para la terminologia empleada en la descripcion de las
estructuras morfologicas planas se siguié a Moreno (1984),
Font Quer (1985) y Hickey & King (2000). Para arquitectu-
ra foliar se siguid la propuesta del Leaf Architecture
Working Group (1999). En lo referente a los caracteres
propios de Erythroxylum se siguié la terminologia de
Schulz (1931) y Plowman (1980a, 1980b, 1982, 1989). Para
la lectura de los caracteres de cristales se tomo como refe-
rencia a Metcalfe & Chalk (1950) y a Parra & Florez (2001).

4. Analisis estadistico

Se realizaron analisis de estadistica descriptiva sobre
el material vegetativo y a partir de estos resultados los
datos fueron evaluados mediante analisis multivariado de
correspondencias multiples, para determinar posibles ten-
dencias o agrupamientos en los caracteres con respecto a
las determinaciones taxondmicas mediante el programa
estadistico SPAD v4.51 (CISIA, 2001).

II1. Discusion y resultados

El grupo de muestras estudiadas proveniente de los
cultivos experimentales incluyd catorce variantes comer-
ciales conocidas en Colombia hasta ahora, aunque hay al
menos tres nuevas variantes registradas con posteriori-
dad al desarrollo de este estudio. Las estudiadas son:
“Amarga”, “Boliviana blanca”, “Boliviana negra”, “Boli-
viana roja”, “Chirosa”, “Crespa”, “Dulce”, “Gigante”,
“Tingo maria”, “Tingo pajarita”, “Tingo llanera”, “Tingo
negra”, “Patirroja” y “Pomarrosa”, cuyas denominaciones
fueron establecidas probablemente para denotar caracte-
risticas morfoldgicas externas, procedencia geografica o
propiedades de produccidn o resistencia con fines comer-
ciales. Este grupo de cultivares se encuentra ubicado en
un mismo terreno, de donde se tomaron las muestras en
una determinada época del afio. Con esto se minimizo la
posible variacion fenotipica relacionada con condiciones
climaticas, tipo de suelo, fertilizantes y la aspersion aérea,
entre otras variables muy dificiles de controlar cuando se
realiza el muestreo de individuos procedentes de diferen-
tes zonas del pais y colectados en épocas diferentes.

Se evalud la informatividad de los caracteres taxono-
micos, teniendo como base las descripciones mencionadas

en la literatura y centrdndose en el estudio de los caracteres
vegetativos, debido a que un 95% de los casos judiciales
evaluados en el desarrollo de la practica pericial en botanica
forense (Fernandez-Alonso ez al. 2007) y en el 80% de los
especimenes recientes analizados en el presente estudio,
no se dispuso de flores ni frutos. Por lo general este tipo de
muestras recolectadas en cualquier época del afio, son es-
tériles porque dificilmente coinciden con la época de flora-
cion de las especies. Para las plantas procedentes del cultivo
experimental se logré la revision de los caracteres florales.

Con base en la informacion descriptiva de la literatura
referente a E. coca'y E. novogranatense (Schulz, 1931; Ma-
chado, 1972; Ganders, 1979a; Plowman, 1980a; 1980b; 1982;
1989; Bohm et al. 1982)y a la evaluacion morfoldgica adelan-
tada se realizaron las determinaciones taxondmicas prelimi-
nares, con lo que se obtuvo la determinacion especifica clara
solo en el 32.0% de los individuos muestreados. En el 63.4%
se observd generalmente una mezcla de los estados de caracter
de unay otra especies en un mismo individuo, por lo que solo
se logrd una aproximacion a la determinacion especifica a
partir de la tendencia hacia alguna de las dos. En el restante
4.6% de las plantas evaluadas, los caracteres eran claramente
intermedios entre las dos especies. En cambio, en la revision
realizada en los especimenes del Herbario Nacional Colom-
biano que datan de las décadas de los 70-80, no se observa
esta mezcla de caracteres en las muestras y es mas facil hacer
determinaciones acordes con la literatura. Esta diferencia en-
tre el material histérico depositado en COL y el muestreo
representativo de cultivos recientes, sugiere que las pobla-
ciones actuales de plantas de coca cultivada en el pais han
sufrido cambios significativos en su morfologia y en la distri-
bucidn o representacion actual en el territorio.

1. Caracteres morfologicos
1.1 Caracteres vegetativos

Caracteres como fracturas en la corteza y tipo de
lenticelas, forma de la lamina foliar, elevacion de la vena
media sobre la superficie adaxial de la lamina foliar, formay
margen de la estipula mostraron ser informativos para la
determinacion taxonémica especifica. Por el contrario, otros
caracteres vegetativos como color y textura de la corteza,
erupcion de las lenticelas, color, angulos y forma de la
base y apice de la hoja, longitud del mucrén, presencia de
areola central y lineas paralelas en la lamina, junto con el
patron de arquitectura foliar, no ofrecieron utilidad para
determinacion especifica aunque en conjunto permiten
asegurar la identificacion a nivel genérico, en las pruebas
periciales. En general se observd en el anélisis de corres-
pondencias multiples una tendencia al agrupamiento, mas
que una segregacion taxondémica definida (Grafica 1).
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Grafica 1. Resultado del analisis multivariado de correspondencias multiples sobre los caracteres vegetativos
en una muestra de poblacion actual de las especies cultivadas del género Erythroxylum en Colombia.

Es importante resaltar que la presencia de lineas pa-
ralelas de la lamina foliar, registrada apenas en el 50%
de las muestras analizadas, ha sido una caracteristica
frecuentemente referida como elemento identificador de
las especies cultivadas. Si bien tradicionalmente para
los campesinos, autoridades judiciales y en algunas apli-
caciones forenses ha sido fuertemente valorada, otras
especies del género comparten este caracter y por lo
tanto no debe ser considerada como un caracter infor-
mativo de especie.

Se analizd la arquitectura foliar y se encontrd un patron
conservado en todos los individuos, solo observandose
diferencias sutiles entre ellos y ofreciendo poca informa-
cion a nivel de especie o de variedad en la muestra estu-

diada, acorde con lo encontrado por Rury (1981), quien
seflalé que el patron de venacion en las hojas de “"coca” es
muy variable para ser un caracter diagnostico que permita
la determinacion de especies cercanas.

Por otra parte, diferentes autores (Schulz, 1931;
Plowman, 1989; Idrobo com. pers. ) han empleado caracte-
risticas vegetativas cuantitativas (p.e. dimensiones de la-
mina foliar y estipulas) como elementos discriminantes para
la separacion de las especies cultivadas. En todos los casos
analizados se registraron valores superpuestos en carac-
teres como diametro y longitud del peciolo; ancho y largo
de la 1amina foliar y longitud de la estipula, lo que indica
que son poco informativos para individualizar actualmen-
te las especies de interés. (Tablas 1-3).
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Foto 1. E. novogranatense var. truxillense. (a) Notese el urcéolo que presenta un cambio en la coloracion cerca al margen,
simulando margen crenado, pero que al observarlo en una magnificacion mayor (b) se observa liso. (4. Galindo & M. Tunjano-280),
a diferencia del (c) margen crenado verdadero, E. coca var ipadu (A. Galindo & M. Tunjano-308).

(d) Margen liso en E. novogranatense var. novogranatense (A. Galindo & M. Tunjano-288).

de E. novogranatense. En ejemplares de E. novogranatense
var. truxillense se observaron papilas en domo (Foto 2).

Los cristales referidos en Cortella ez al. (2001) como
cubicos, se observaron principalmente sobre las nervia-
ciones de las hojas, con forma piramidal, aristas lisas, ca-
ras terminales superior e inferior planas, simétricos con
vértices angulosos, generalmente sin ornamentacion,

aunque en una oportunidad se observd una depresion cir-
cular no profunda que parece corresponder a una orna-
mentacion. Estas estructuras mostraron bi-refringencia a
la luz polarizada cruzada y son similares a las encontradas
en el eje caulinar de las especies cultivadas en el estudio
de Cortés & Hernandez (2008). No se apreciaron diferen-
cias significativas de los cristales entre las variedades de
las dos especies (Foto 3).
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Foto 2. Papilas (ay b) y depdsitos de cera (c y d) en la superficie abaxial de las laminas foliares de las
especies cultivadas del genero Erythroxylum. (a) E. novogranatense var. novogranatense. SEM. (4.
Galindo & M. Tunjano-288) (b) E. coca cf. var. ipadu (A. Galindo & M. Tunjano-282). (c) E. coca var.
coca (A. Galindo & M. Tunjano-276) (d) Estado intermedio (4. Galindo & M. Tunjano-284).
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Foto 3. Cristales. SEM. (a) E. coca var. coca (A. Galindo & M. Tunjano-275) ) (b) E. coca cf. var. ipadu
(4. Galindo & M. Tunjano-282). (c) Estado intermedio (4. Galindo & M. Tunjano-300).
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Finalmente, se dispuso de material polinico en 9 de las
14 variantes comunes y en todos los casos se observaron
granos isopolares, radiosimétricos, tricolporados, con su-
perficie foveolada y un rango de tamafio de 15-25um aproxi-
madamente (Foto 4). Posiblemente E. novogranatense
produce granos de polen de menor tamaifio, pero es indis-
pensable realizar mas observaciones teniendo en cuenta la
edad de la planta y su heterostilia porque probablemente
inciden en el tamafio del grano (Ganders 1979a, 1979D).

3. Sobre las especies cultivadas
3.1 Erythroxylum coca Lam.

En los trabajos de Plowman se definieron las varieda-
des taxonomicas Erythroxylum coca Lam. var. coca 'y
Erythroxylum coca Lam. var. ipadu Plowman y el concep-

UNIV ONAL DE C( 314

Foto 4. Granos de Polen SEM. (a) E. coca var. coca (4. Galindo & M. Tunjano-276)

to que las definié se mantiene vigente en las colecciones
de la época depositadas y revisadas en el Herbario Nacio-
nal Colombiano, pero en la muestra de plantas proceden-
tes de los cultivos actuales en Colombia no se observaron
diferencias tan marcadas como las de aquella época.

La variedad ipadu correspondia originalmente a pe-
queflas poblaciones de un verdadero cultigen que fue re-
producido principalmente mediante esquejes por los
indigenas de la cuenca del rio Amazonas (Plowman, 1980b)
y se ha postulado que esta variedad se origind a partir de
la variedad “coca”. Desde 1982 ya se presentaban regis-
tros de su empleo como fuente de cocaina ilicita (Plowman,
1982) que aunque se ha incrementado, es probable que su
utilizacion sea escasa en el &mbito comercial, lo que podria
tener sustento en los estudios sobre el contenido de

DX UNIVERSID: COLOMBIA

(b) E. coca cf. var. ipadu (4. Galindo & M. Tunjano-282). (¢) E. novogranatense var.
novogranatense. SEM. (A. Galindo & M. Tunjano-288) (d) Estado intermedio
(4. Galindo & M. Tunjano-284).
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alcaloides de esta variedad que al parecer es el mas bajo de
las cuatro variedades cultivadas (Plowman & Rivier, 1983).
Se apreciaron diferencias muy débiles entre estas varieda-
des y por tanto es probable que las caracteristicas que
definieran la variedad ipadu se hayan diluido en procesos
sucesivos de mezcla, en el curso de estos afios probable-
mente con fines de mejoramiento en la productividad de
los cultivos. No obstante, no se propone por el momento
la sinonimizacién de la variedad ipadu a la variedad coca
ya que se revisaron unicamente muestras procedentes de
cultivos ilicitos en Colombia.

En un estudio previo se reportd el hallazgo de diferen-
cias morfologicas y quimicas entre dos colecciones de la
variedad ipadu realizadas en 1973 y 1997 (Johnson et al.
1998) lo cual coincide con el presente estudio.

3.2 Erythroxylum novogranatense (Morris) Hieron

Hace mas de veinte afios la variante comercial de E.
novogranatense var. novogranatense conocida como
“coca colombiana” era poco empleada para extraccion de
cocaina debido a la dificultad del proceso (Plowman, 1982).
Por el contrario, en este estudio se observd esta variedad
en el 7.7% y en una alta proporcion de casos periciales
(Galindo, datos no publicados), correspondiente a la va-
riante comercial “Tingo pajarita”. Esto indica que actual-
mente la variedad representa ventajas para el cultivo en
territorio colombiano y posiblemente tiene mayor valor
comercial que antes, aunque no es una de las preferidas,
probablemente porque persisten dificultades para la ex-
traccion del alcaloide.

E. novogranatense var. novogranatense y E. novogra-
natense var. truxillense se encuentran actualmente repre-
sentadas en los cultivos para producciéon de cocaina en
Colombia y en las muestras estudiadas se observaron al-
gunas diferencias con respecto a las descripciones origi-
nales, principalmente las dimensiones y forma de las hojas.
La variedad truxillense guarda mayor similitud con E. coca
que con la variedad novogranatense especialmente en
estas dos Ultimas caracteristicas, lo cual es consistente
con las hipdtesis que propone a E. novogranatense var.
truxillense como descendiente de E. coca var. coca (Bohm
etal 1982).

3.3 Erythroxylum coca x Erythroxylum
novogranatense (?)

Una pequeifia proporcion de la muestra (4,6%) corres-
pondio a individuos que compartian caracteristicas pre-
sentes en las dos especies cultivadas, sin que se pudiese
establecer un criterio claro para su determinacion especi-
fica. Este resultado y la alta proporcion de individuos

determinados bajo tendencia son un importante indica-
dor de que las poblaciones colombianas se encuentran
en este momento en un probable proceso de hibridacién
cuyas caracteristicas difieren notablemente de las delimi-
taciones y posibilidades de cruzamiento establecidas dos
décadas atras, lo que puede ser consecuencia de la fuerte
manipulacién y la intensidad en los cultivos buscando
mayor productividad en cantidad de hoja producida y/o
alcaloide extraido.

En un estudio anterior se concluyé mediante analisis
de AFLPs que una fraccion de su muestra de “coca” culti-
vada, indeterminada taxondmicamente y proveniente de
Colombia, se separd en un cluster diferente del resto del
material vivo, aislado 20 afios atras, apoyando la hipotesis
de que la “coca” predominante hoy en Colombia es un
hibrido (Johnson ef al. 2003). Si bien sus conclusiones se
basan en un cultivo vivo pero no completamente repre-
sentativo de los cultivos actuales en Colombia, se estable-
ce un criterio desde el punto de vista genético que apoya
la hipdtesis de una posible hibridacion.

4. Distribucién geografica

En cuanto a la distribucidon geografica, segun el regis-
tro de los lugares de procedencia de las colecciones histo-
ricas depositadas en COL y lo sefialado por Plowman hasta
1989 (Plowman & Hensold, 2004), E. coca en Colombia se
encontraba principalmente en la Amazonia y estaba menos
representada en Caqueta, Tolima y Cauca. Segun los regis-
tros actuales, las poblaciones se han desplazado hacia la
region Andina, cubriendo el 40.6% del territorio aproxima-
damente. E. novogranatense por su parte se encontraba
en algunos departamentos de las regiones Caribe, Pacifi-
ca, Andina y Amazonica, actualmente ampliando su rango
a Boyaca y Santander, cubriendo aproximadamente el 62.5%
del territorio nacional.

La distribucion de los cultivos de las dos especies en
Colombia, especialmente el de E. coca se ha ampliado de
manera considerable desde los tltimos registros en 1989
hasta hoy, con lo que se ha forzado su desplazamiento hacia
zonas anteriormente no registradas y extendiéndose casi al
70% del territorio colombiano, lo cual concuerda con el re-
porte de 78.000 hectareas cultivadas en 23 de los 32 departa-
mentos por la ONU y el Gobierno de Colombia (2007).

5. Variantes de cultivo y nombres comerciales

Aunque los nombres comunes que se otorgan a los
organismos en el comercio no tienen aceptacion taxonomica
formal, permiten registrar las variantes nuevas producidas
por la seleccion artificial del cultivo intensivo. En la tabla
4, a continuacién se relacionan las determinaciones
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Tabla 4. Relacion entre la determinacion taxondmica de las mues-

tras de plantas de coca cultivadas en Colombia y los nombres

comunes conocidos actualmente. (Muestras cultivo experimental
del Espinal, Tolima).

Determinacion taxonomica Variedad comin

Amarga
Boliviana Roja
Erythroxylum coca Lam. var. coca Chirosa
Pomarrosa
Erythroxylum coca Lam. cf. var. coca Boliviana Negra
Erythroxylum coca cf. var. ipadu Dulce
Plowman Patirroja

Erythroxylum novogranatense (Morris) Tingo Maria
Hieron. var. novogranatense Tingo Pajarito
Erythroxylum novogranatense (Morris) Crespa

Hieron. var. truxillense Plowman Tingo Negra
Boliviana Blanca
E. coca x E. novogranatense (?) Gigante

Tingo Llanera

taxonomicas formales para las 14 variantes comunes de
“coca” cultivadas en el pais.

De acuerdo con la informacion preliminar recabada, se
sabe que las variantes comunes “Amarga” y “Tingo ma-
ria” crecen adecuadamente en la zona Andina, especial-
mente en el departamento de Boyacd y ambas requieren de
riego constante. La “Amarga” resiste bastante bien las
épocas de sequia, produce pocas flores y semillas y se
reproduce casi exclusivamente por esquejes, a diferencia
de “Tingo maria”, que produce gran cantidad de flores y
frutos, reproduciéndose muy facilmente por semilla. En
general, la mayoria de estas variantes comerciales son co-
sechadas a los 3 meses de la siembra, aunque algunas como
la variedad “Dulce” son cosechadas a los 45 dias. No se
tienen registros de la planta conocida como “Cuarentana”,
que debe su nombre al hecho de producir cosechas a los
40 dias de la siembra.

IV. Conclusiones

Las especies vegetales Erythroxylum coca y E.
novogranatense han sido empleadas por los pueblos indi-
genas de Latinoamérica desde la época prehispanica y
durante los ultimos tiempos han sido ampliamente explota-
das en la produccidn ilicita de cocaina, siendo Colombia
uno de los principales centros de produccion. En este es-
tudio se encontré que la muestra de plantas procedentes
de cultivos ilicitos incluye las dos especies tradicional-
mente cultivadas y ademas presenta diferencias en rela-
cidon con los especimenes histéricos preservados en la
coleccion del Herbario Nacional Colombiano.

Desde hace mas de dos décadas se estan seleccionan-
do individuos de manera intensiva, buscando optimizar la
produccion de hoja y/o contenido del alcaloide y debido
al fuerte conflicto socioeconémico en el que se enmarca
esta actividad, se vienen estableciendo cultivos en sitios
donde anteriormente no se habian registrado. Esto podria
explicar las variaciones observadas en la morfologia de las
especies, ahora cultivadas en areas no reportadas previa-
mente, lo que sugiere la posible hibridacion entre E. coca
y E. novogranatense, junto con la dilucion de las caracte-
risticas que definieron a E. coca var. ipadu en procesos
sucesivos de mezcla con E. coca var. coca.

Aproximadamente cada 6-10 meses y durante los ulti-
mos cuatro afios, se ha registrado la aparicion de una nue-
va variante comercial que promete mejoras en el rendimiento
0 mayor resistencia a la aspersion aérea. Es probable que
se esté planteando también la incorporacion de las espe-
cies silvestres en los cultivos, como una estrategia de
mejoramiento. De hecho, recientemente se han registrado
especies silvestres en el contexto de los cultivos ilicitos
(Galindo, datos no publicados).

Aunque ninguno de los caracteres vegetativos repre-
senta por si mismo la informatividad de caracter diagndsti-
co, en el campo forense la determinacion de las jerarquias
supraespecificas es util para la investigacion judicial, por-
que al reducir el universo de analisis ofrece elementos in-
formativos al sistema judicial para que este, junto con otros
elementos de juicio, pueda determinar la legalidad o ilicitud
de un cultivo en el pais.

Los analisis desarrollados establecen el punto de parti-
da para continuar la exploracion de caracteres anatomicos y
moleculares con nuevas posibilidades para la identificacion
forense, cuyo principio de analisis es aplicable a otros gru-
pos taxonomicos de interés en el mismo campo.
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Flowers of most Aristolochia species possess six stamens and six carpels; however, the ¢ 40
species of subsection Pentandrae, which grow in S United States, Mexico, N Central America,
Cuba, and Jamaica, have flowers with five stamens and five carpels. The sister group of this
subsection consists of five hexandrous species from subtropical and temperate areas of South
America, thus matching the puzzling temperate South America-Temperate North America
disjunction. The synapomorphies that support such sister-group relationship and the monophyly
of subsection Pentandrae are described. An important range extension of A. pentandra Jacq.,
which was recently found in the Island of San Andrés (Colombia), is reported, and an update of the
description and typification of this species is provided.
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Resumen

Las flores de muchas especies de Aristolochia poseen seis estambres y seis carpelos; no
obstante, las cerca de 40 especies que conforman la subseccion Pentandrae y que prosperan en el
sur de los Estados Unidos, México, norte de Centro América, Cuba y Jamaica, poseen cinco
estambres y cinco carpelos. El grupo hermano de esta subseccién es un conjunto de cinco especies
hexandras de Sur América subtropical y templada, lo cual constituye un caso mas de la enigmatica
disyuncion biogeogréafica entre el centro y sur de América del Sur y la zona templada y subtropical
de América del Norte. Se describen las sinapomorfias que evidencian dicha relacion de grupo
hermano y que sustentan la monofilia de la subseccion Pentandrae; a la vez, se reporta una
extension en el areal de A. pentandra, la cual fue recientemente detectada en la isla de San Andrés
(Colombia) y se actualiza la descripcidon y la tipificacion de la especie.

Palabras clave: Aristolochiaceae, flora del Caribe, flora de Colombia, flora de la isla de San

Andrés, disyunciones fitogeograficas, Piperales.

Introduction

With about 500 species, the genus Aristolochia is the
largest and the most widely distributed of the family
Avristolochiaceae. Two of the plesiomorphic characters of
Aristolochia are the presence of a completely inferior ovary
formed by the congenital fusion of six carpels, and the
congenital fusion of the six stamens with the stylar portion
of the carpels, forming the typical gynostemium in the
genus (Gonzalez, 1999b; Gonzalez & Stevenson, 2000,
2002; Kelly & Gonzélez, 2003). However, the number of
stamens and carpels varies from 5 to 24 and 5 to 6,
respectively. Interestingly, flowers with more than six
stamens are found only in some African and Malesian
species of subgenus Pararistolochia, and can occur
without affecting the 6-merous gynoecium, whereas the
pentandrous condition is always associated to the
presence of five carpels (Gonzalez & Stevenson, 2000, 2002)
and is characteristic of a group of species, most of which
are found in S United States and N Mexico. Traditionally,
these species constitute the subsection Pentandrae, one
of the two subsections of Aristolochia subgenus
Aristolochia section Gymnolobus proposed by Duchartre
(1854, 1864). Pfeifer (1970) recognized thirty five species;
since then, at least ten additional species from Mexico have
been described by Calzada et al. (1997), Ortega & Ortega
(1995), Santana-Michel (1995, 2002, 2007), Santana-Michel
& Lemus-Juarez (1996), and Santana-Michel & Solis-
Magallanes (2007).

Alternatively, the pentandrous species of Aristolochia
have been segregated into a separate genus, Einomeia,
by Rafinesque (1828), which was later emmended by
Klotzsch (1859), and later accepted as a distinct genus by
Huber (1985, 1993), and Mabberley (2008). However, recent

phylogenetic analyses (Gonzéalez, 1997, 1999b; Gonzéalez
& Stevenson, 2002; Wanke et al., 2006, and Wagner, 2010)
have shown that the pentandrous species of Aristolochia
are nested inside subgenus Aristolochia (Fig. 1), which
discourages the recognition of the pentandrous lineage as
a distinct genus. Molecular and morphological evidence
supports the monophyly of Aristolochia subsection
Pentandrae (Gonzéalez, 1997, 1999 b; Gonzélez &
Stevenson, 2002; Neinhuis et al., 2005; Ohi et al., 2006;
Wanke et al., 2006; Wagner, 2010). These analyses also
suggest that the subsection is sister to an informal group
herein called the “A. lindneri group’, and formed by five
species from central and southern South America (Bolivia
to Uruguay) including A. burelae Herzog, A. lindneri A.
Berger, A. lozaniana F, Gonzélez, A. stuckerti Speg. and A.
urbaniana Taub. (cf. Gonzalez, 1999 a, 1999 b, 2001;
Murata et al., 2001; Sugawara et al., 2001; Gonzéalez &
Stevenson, 2002; Ohi et al., 2006; Wanke et al., 2006;
Wagner, 2010; Figs. 1, 2 D-G). Here we describe the
morphological synapomorphies that support such
relationship, and the monophyly of the pentandrous
species of Aristolochia. Furthermore, we present an
updated description and report a range extension for the
type species of Aristolochia subsect. Pentandrae (A.
pentandra Jacq.), based on new stations in Guatemala and
Belize and on recent collections in the Caribbean island of
San Andrés (Colombia); finally, lectotypes are here
designated for A. pentandra and one of its synonyms, A.
hastata Kunth.

Methods

The study is based on field observations and collec-
tions made in S United States, Mexico, Guatemala, and the
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Subgenus
Aristolochia

Figure 1. Summary cladogram of Aristolochia based on the
phylogenetic analyses by Gonzélez (1997, 1999 b), Murata et al.
(2001), Sugawara et al. (2001), Gonzalez & Stevenson (2002),
Neinhuis et al. (2005), Ohi et al. (2006), Wanke et al. (2006), and
Wagner (2010). The size of each clade indicates the relative number
of species. The clades treated in this paper are shown in black.

Caribbean island of San Andrés (Colombia), and the study
of numerous herbarium specimens (mainly B, BM, COL,
CORD, CTES, F, FLAS, G,GH,HBG K, L, LE, LP, LPB, LIL,
LPB, MEXU, MO, NY, P, S, SI, TEX-LL, U, UC, US, and W).
The detailed list of specimens examined for the present
study will be included in the monograph of Aristolo-
chiaceae for Flora Neotropica, which is undeway; however,
it is available upon request to FG. For scanning electron
microscopy studies, floral buds and floral organs were fixed
in 70% ethanol, and dissected in 95% ethanol under a Leica
7.5 stereomicroscope. All the material was dehydrated
through an ethanol series and critical point dried using a
Samdri 790 CPD (Rockville, MD). Material was mounted
on aluminum stubs with adhesive tabs (Electron Micros-
copy Sciences), sputter coated with gold palladium in a
Hummer 6.2 sputter coater (Anatech, Springfield, VA), and
examined and photographed in a Jeol JSM-5410 LV
Scanning Electron Microscope operated at 10 kV.

Results and discussion

Morphological synapomorphies. - All the phylogenetic
analyses based on molecular and morphological data
(Gonzalez, 1999 a, 1999 b, 2001; Murata et al., 2001;
Sugawara et al., 2001; Gonzalez & Stevenson, 2002; Ohi
etal., 2006; Wanke et al., 2006; Wagner, 2010) that have
included pentandrous species of Aristolochia strongly
suggest that the sister group of this clade is the A. lindneri
group, an informal assemblage of five species from
subtropical and temperate areas of South America,
including S and SE Brazil (A. urbaniana), the Chaco of
Bolivia, Paraguay, and Argentina (A. burelae; Fig. 2G), mid-
elevation (<1000 m) dry interandean valleys of Bolivia and
Paraguay (A. lindneri; Fig. 2D-E), high-elevation (c 2000
m) dry interandean valleys of Bolivia (A. lozaniana; Fig.
2F), and areas between Argentina and Uruguay (A.
stuckertii). Although these species result as sister taxa of
subseries Pentandrae, they have flowers with six stamens
and six carpels, as in most of the remaining species of
Aristolochia. Thus, the presence of five stamens and five
carpels is apomorphic for subseries Pentandrae.

The morphological characters that support the sister-
group relationship between Aristolochia subsection
Pentandrae and the Aristolochia lindneri group are the
strong tendency to become herbaceous (Figs. 2, 4), the
presence of one adaxial bract per flower (Figs. 2A-C, F, G, 3
A, B, 4A, D, E, G), the basipetal dehiscence of the capsule
(Figs. 2E, 4G), and the triangular, flattened and smooth seeds,
which are black or dark brown, have a prominulous raphe,
and lack wings (Figs. 2E, 3G-1, 4G). The significance of the
habit, the inflorescence and floral morphology, and the seed
structure has been carefully examined by authors such as
Huber (1985, 1993), Gonzélez (1997, 1999a, b), Gonzélez &
Stevenson (2000, 2002), Gonzalez & Rudall (2003), Wanke
et al. (2006), and Wagner (2010), among others, who have
recognized these characters as phylogenetically informa-
tive throughout Aristolochia. In turn, the monophyly of
Aristolochia subsect. Pentandrae is supported by the
consistent presence of two synapomorphies, the five
stamens and the five carpels (Figs. 3 C-F, 4G).

Interestingly, all of the characters shared between the
pentandrous species of Aristolochia and the A. lindneri
group (included in the analyses by Gonzalez, 1999 b,
Gonzéalez & Stevenson, 2002, and Wanke et al. 2006) are
also present in A. grandiflora Sw. (Gonzalez, 1999 a, b,
Gonzéalez & Stevenson, 2002), a species that ranges from
Jamaica, Mexico and Central America to Colombia and Ecua-
dor. Although the morphological characters support a close
relationship of A. grandiflora with the pentandrous species
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Figure 2. Representative species of the pentandrous Aristolochias (A-C) and the Aristolochia lindneri (D-
G) clades. A. Aristolochia coryi, from Texas, USA (Gonzélez 3612). B. A. micrantha, from N Mexico
(Gonzalez 3605). C. A. erecta, from Texas (Gonzélez 3593). D, E. A. lindneri, from Bolivia (cultivated at
BONN Botanical Garden). F. A. lozaniana, from Bolivia (Wanke s.n.). G. A. burelae, from Bolivia (Nee
s.n.). br, bract. Photo credits: A-D, F. Gonzélez; F: S. Wanke; G. M. Nee.
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Figure 3. A-F. SEM images of floral morphology in Aristolochia subsection Pentandrae and Aristolochia
lindneri group. A. Floral bud and bract of A. pentandra (Gonzalez 3603, COL). B. Floral bud and bract of A.
lindneri (Gonzélez 3623, COL). C-D. Top view (C) and longitudinal section (D) of a young gynostemium
of A. erecta (Gonzalez 3593, COL). E-F. Top view (E) and longitudinal section (F) of an almost mature
gynostemium of A. pentandra (Gonzalez 3603, COL). G-I. Adaxial (right) and abaxial (left) views of seeds
in Aristolochia subsection Pentandrae and Aristolochia lindneri group, under light stereomicroscopy. G. A.
(subsect. Pentandrae) watsoni Wooton & Standley (Morris et al. 4663, NY); H. A. lindneri (Wood 17332,
NY); I. A. stuckerti (Ibarrola 2503, NY). br, bract; c, carpel; ms, medial sepal; r, raphe; scl, stigmatic
commisural lobe; st, stamen. Scale bars: 100 um in A-C, E, F; 50 um in D; 1 mm in G-I.

plus the A. lindneri group (Gonzéalez, 1999 b, Gonzalez &
Stevenson, 2002), DNA sequence-based analyses do not
support such relationship (Fig. 1).

Most of the species of Aristolochia subsect. Pentan-
drae grow in the Sonoran province, which comprises mainly
dry areas of the S United States and adjacent N Mexico
(Fig. 5A). Only two species of this taxon have been reported
in islands of the Pacific Ocean, both off Mexico: A.
tresmariae Ferris, restricted to Maria Madre Island
(Nayarit); and A islandica Pfeifer, from the Revilla Gigedo
Archipelago, at about 300 miles from Baja California. Only
Aristolochia pentandra (out of ¢ 40 pentandrous species)
is found in the Bahamas, the West Indies, and now in the
Caribbean island of San Andrés (Fig. 5B).

Despite the high diversification of the pentandrous
species of Aristolochia in the continental Sonoran province
(sensu Bray, 1898), the first pentandrous Aristolochia, A.
pentandra, was described by Jacquin (1760, 1763; Fig. 4A),
from “sylvis circa Havanam”, Cuba (Jacquin 1763: 234). A.
pentandra is the type species of Aristolochia subsect.
Pentandrae. This species is also the most widely
distributed species of this subsection, as it reaches the
Bahamas, the West Indies, and two small islands off the
Caribbean coasts of Central America (Swan Island and the
first records from San Andrés Island reported here; see
below; Fig. 5B). A second Cuban species of Aristolochia
with five stamens, A. clementis, has been described (Alain,
1948). However, flowers of this Cuban endemic can have
five to six stamens and five to six carpels (Rankin
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Figure 4. A. Aristolochia pentandra, lectotype (Jacquin, 1763, Table 147). B, C. Floral buds and flowers in anthesis of A. pentandra
cultivated in Texas (Gonzalez 3603, COL), seeds from Mexico. D-G. A. pentandra from San Andrés Island, Colombia. D-F. Floral buds
and flowers in anthesis (Pab6n-Mora & al. 232, NY). G. Capsule and seeds (Murcia 100, TOLI). br, bract. Photo credits: B-C,

G: F. Gonzélez; D-F: N. Pabén-Mora.
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Figure 5. A. Disjunct distribution of the pentandrous species of Aristolochia (black area and
black dots) and its sister group in South America (grey area). B. Map of distribution
of Aristolochia pentandra. Locations newly reported here are labeled with a star.
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Rodriguez, 1998); such intraspecific variation, along with
the absence of the typical adaxial bract characteristic of all
the species of Aristolochia subsect. Pentandrae, strongly
suggests that this species does not belong to this
subsection.

The distribution of the pentandrous species of
Aristolochia and the five species of the A. lindneri group
(Fig. 5 A) constitutes an additional example of the so-called
(Johnston, 1940; Solbrig, 1972) the temperate South
America-Temperate North America disjunction. This
disjunction, often found in plants from semi-desertic or
dry habitats, has been a matter of interest since Gray and
Hooker’s times (Bray, 1898; Campbell, 1944), and was
considered by Solbrig (1972) to be the most puzzling
intercontinental disjunction. Similar biogeographic
disjunctions have been reported in members of the
Hydrophyllaceae (Heckard, 1963), the two species of the
family Koeberliniaceae (Takhtajan, 1997; Heywood et al.,
2007; Holmes et al., 2008), and even at the population level
in species of Apiaceae (Constance, 1963). A more detailed
list of taxa showing such disjunction was given by Johnston
(1940) and Solbrig (1972).

At least two competing scenarios have been proposed
to explain such disjunct distributions. First, Johnston (1940)
postulated the presence of an ancient distribution of desert/
dry flora in the New World, and the connections between
the deserts/dry floras of North- and Central America and
those of South America. The second scenario is based on
the long-distance dispersal and further in situ diversifi-
cation of such taxa (Raven, 1963). However, more data are
needed in order to explore which is the more acceptable
explanation.

Range extension of Aristolochia pentandra (Fig. 4).
According to Pfeifer (1970), this species grows in Florida
and Texas (United States), Bahama Islands, western Cuba,
Jamaica, Swan Islands (Honduras) and Mexico. While
working on the monograph of Aristolochiaceae for Flora
Neotropica, one of the authors (FG) found specimens of A.
pentandra from Guatemala and Belize (Fig. 5 B). The
specimens from the latter two countries, along with the
specimens previously found in the Swan Islands (Hondu-
ras) remained as the southernmost stations for the species
until recently, when two of us (GAM and NPM, Fig. 4 D-G)
independently found it in the Caribbean island of San An-
drés (Colombia), at approximately 12°35°16"" N latitude.
These findings now become the southernmost station of
A. pentandra, and by extension, of the whole subsection
Pentandrae. The station reported here is located about
5°S and 3°E of the closest locality in the Swan Islands
(Honduras; Fig. 5 B).

Aristolochia pentandra Jacq., Enum. Syst. PI. 30. 1760;
Select. Stirp. Amer. Hist. 233-234, t. 147. 1763. Lectotype,
here designated: Jacquin, Select. Stirp. Amer. Hist., 233-
234,1.147.1763. Einomeia pentandra (Jacq.) Raf., Med. FI.
1:62. 1828; Klotzsch in Monatsber. Kénigl. Preuss. Akad.
Wiss. Berlin 1859:605. 1859.

A. conferta Miller, Gard. Dict. Ed. 8.n.11. 1768. (ex char.).

A. hastata Kunth, Nov. Gen. Sp. PI. 2: 148, t. 116. 1817,
non Nutt. (1818), nec Jack (1822), nec Jacq. (sphalm. = Jack.)
ex Klotzsch (1859). Einomeia hastata (Kunth) Klotzsch,
Monatsb. Acad. Berlin 1859: 625, t. 2. 1859. Aristolochia
pentandra Jacq. var. hastata (Kunth) Duchartre in DC.
Prodr. 15(1): 440. 1864. Lectotype, here designated: Cuba:
“Havana”, s.f. (fl), A. Bonpland 1342 (P).

Einomeia bracteata Raf., Fl. Tellur. 4: 98. 1836. (ex char.).

A. racemosa Brandg., Univ. Calif. Publ. Bot. 6: 363. 1917.
Type: Mexico: Veracruz, Zacuapan, Feb 1911 (fl fr), C. A.
Purpus 5333 (Holotype UC; isotypes BM, F, GH, MO, NY,
us).

A. marshii Standl., Publ. Field Mus. Nat. Hist. Chicago.
Bot. Ser. 17: 238. 1937. Type: Mexico: Coahuila, Muzquiz, E.
G. Marsh 10 (Holotype F).

Procumbent to twining, scarcely puberulous perennial
herbs (Fig. 4 A, B, F). Rhizome cylindric, to 8 x 1.5 cm.
Petiole (1-)2-4.3 cm long, glabrescent; blade shape varia-
ble, usually ovate, sagittate, subhastate or slightly to
deeply trilobed, lobes ascending to descending, (2.5-)5-
9(-13.2) x (0.8-)1.4-7.5(13) cm, membranous, base cordate-
lobed (cuneate), sinus 6-20(-25) mm in depth, glabrescent
to scarcelly puberulous above especially along the veins,
glabrescent to minutely puberulous below, apex of the cen-
tral and the lateral lobes usually acute. Bracts at about 1/
10-1/2 from the length of the peduncle, sessile, ovate, 4-
10(-20) x 2-6(-10) mm. Peduncle plus ovary ¢ 1-2 cm long.
Perianth puberulous on the outside, rectilinear to slightly
bent; utricle obovoid, 7-10 x 4-5 mm, syrinx eccentric, ¢ 1.5
mm long; tube slightly bent, 7-12 mm long, forming an angle
of about 140-180° with the utricle; limb ovate and bright
yellow in the West Indian and the San Andrés collections
(Fig. 4 A, D-F), narrowly-ovate and reddish or pink except
for the whitish fauces in the continental collections (Fig. 4
B, C), 17-26 x 7-11 mm, forming an angle of about 140-180°
with the tube, acute at the apex; gynostemium about 3.5 x
1.5 mm. Capsule subglobose, 1-2.3 x 1-2 cm, glabrescent,
dehiscing from the top to the bottom; seeds triangular,
black to dark brown, 4-6 x 4-6 mm, about 1 mm thick,
flattened, wingless, raphe prominulous and with membra-
nose extensions as large as the seed itself (Fig. 4 G).
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Distribution (Fig. 5B). - South Florida (United States),
Bahama Islands, Mexico, Cuba, Jamaica, Swan Islands
(Honduras), Guatemala, Belize, and San Andrés Island (Co-
lombia). It grows in a variety of habitats, such as dry thickets
or deciduous forests, or in beach communities in rocky,
limestone or sandy shores; occasionally, it also grows in
“milpas” (Mexico). In the island of San Andrés only one small
population has been detected, near disturbed sandy shores,
along with Ipomoea pes-caprae (Convolvulaceae), Morinda
roioc (Rubiaceae), Sphagneticola trilobata (Asteraceae), and
Stachytarpheta jamaicensis (Verbenaceae).

The island of San Andrés is an oceanic island formed
by coral reef deposits during the Pliocene, which are on
top of the Nicaragua/Hondura volcanic basement plate
formed during the Miocene; however, there is no evidence
of land connection between the island deposits and Cen-
tral American mainland (Barriga et al., 1969). The flora of
the Archipelago of San Andrés and Providencia has been
relatively well studied, and at least two major expeditions
have included these islands, the “Fifth George Vanderbilt
Expedition” in 1941, and the “Catherwood Chaplin West
Indies Expedition” from the Academy of Sciences of
Philadelphia in 1948, of which only the Pteridophytes were
published (Proctor, 1950). Although extensive floristic and
ethnobotanic work in the Archipelago has been published
by Toro (1929), Barriga et al. (1969), Gonzéalez et al. (1995)
and Cabrera (2005), Aristolochia was not recorded in any
of these studies. Thus, this new record, along with the site
in which A. pentandra grows in this island (extremely
disturbed areas close to the beach, and near the local airport
and some major harbours along the N end of the island)
could well be a recent introduction from Jamaica, Swan
Islands or Central America.

Additional specimens seen (new records are indicated
by an asterisk*). - UNITED STATES. FLORIDA: Dade Co.,
19-57-42, Biscayne National Monument, Elliott Key, 16 Feb
1978 (f1), Avery 1823 (FLAS); Soldiers Key, 30 Nov 1904 (fl
fr), Britton 335 (F); south Florida, 1936 (fl), Chapman 33
(US); south Florida, s.f. (fl), Herb. Chapman 146 (F, FLAS);
Dade Co., Elliott Key, 19 Jan 1966 (fr), Craighead s.n.
(FLAS); Elliotts Key, 3 Oct 1939 (fl), Fennell 1046 (UC);
Miami, Mar-May 1877 (fl), Garber s.n. (F, FLAS, US);
Hammocks, Soldier Key, 6 Jan 1909 (fl, fr), Small & Carter
s.n. (FLAS, US); Hammocks, Pumpkin Key, Monroe Co., 9
Mar 1915 (fl fr), Small & Carter 5674 (MO).

BAHAMA ISLANDS: Abaco, Old Kerris Point, 2 Jan
1905 (fl), Brace 2000 (F, NY); Great Bahama, West End, 16
Apr-8 May 1905 (fl fr), Brace 3534 (F, NY, US); Andros,
road to Morgan’s Bluff, 4 Mar 1907 (fl), Brace 6697 (F,

NY); Andros, Nicholl’s town and vic., road to Morgan’s
Bluff, 5-6 Mar 1907 (fl fr), Brace 6740 (F, NY); Great Bahama,
Luland, Pinder’s Point, 5-13 Feb 1905 (fl fr), Britton &
Millspaugh 2500 (F, N, US); Watlings Island, 15 Mar 1907
(fl fr), Britton & Millspaugh 6214 (F, NY, US); Long Island,
Clarence Town and vicinity, 16-19 Mar 1907 (fl fr), Britton
& Millspaugh 6257 (F, NY, US); Eleuthera, Harbour Island,
18 Feb-4 Mar 1907 (fl fr), Britton 6391 (F, GH, NY, US);
North Eleuthera, Ca. Ridley Head, 8 Jan 1874 (fl fr), Correll
41020 (FTG, NY); Ridley Head Beach area, (fl fr), Correll
41198 (FTG); Great Exuma, SE end of Orion Road, 9 Jan
1975 (fr), Correll 44072 (FTG, NY); Little Abaco, W of
Cedar Harbour, 17 Mar 1975 (fl fr), Correll & Meyer 44731
(F, FTG, NY); Grand Bahama, Pinder’s Point, 25 Jan 1976 (fl
fr), Correll & Popenoe 46685 (F, FTG, GH, NY); Great
Abaco, Green Turtle Cay, in vacant lot in New Plymouth,
27 Nov 1976 (fl fr), Correll & Correll 47689 (F, FTG, NY);
Long Island, ca. Clarence Town, 14 Mar 1977 (fl fr), Correll
48149 (FTG, NY); Little Exhuma, high coastal ridge NW of
Williams Town, 4 Mar 1980 (fl fr), Correll & Wasshaussen
51204 (FTG, NY, US); Mayaguana, beach E of Abrahams
Bay, 10 Feb 1973 (fl fr), Gillis& Proctor 11634 (A, B);
between Harbor Store and Post Office, Clarence Town, Long
Island, 15 Jun 1974 (fl), Hill 2155 (FTG, NY); North Bimini
Island, May 1948 (fl fr), Howard & Howard 10034 (A,
FTG, GH, NY, S, UC, US); Nicols Town, Andros, 26 Mar
1890 (fl fr), Nortrop & Nortrop 385 (F, GH, K, NY); San
Salvador, near Graham’s Harbor, 13 Dec 1976 (fl), Smith &
Bacharach 216 (FTG); New Providence, along road near
Sea House, 8 Jun 1909 (fl fr), Wilson 8434 (F, K, NY).

CUBA. LAHABANA: Estaciéon Central Agronémica,
La Habana, 20 Sep 1904 (fl), Baker 1815 (NY); prope Mo-
rro ad terram, 27 May 1914 (fl), Ekman 1161 (G, NY, S);
playa de Cajimar, 15-20 Mar 1906 (fl fr), Hitchcock s.n. (F);
playa de Marianao, 24 Feb 1914 (fl), Bro. Ledn 4210 (NY);
playa de Santafé, near sea shore, 7 Oct 1915 (fl fr), Bro.
Ledn 5660 (NY); ca. Habana, 6 Sep 1923 (fl), Bro. Le6n
11518 (NY); Habana del Este, Cojimar, frente al paradero
del mnibus, 4 Ene 1992 (fr), Rankin Rodriguez & Silva
69992 (K); Habana, 1864 (fl fr), Schott 127 (BM). PINAR
DEL RiO: 10-12 Mar 1911 (fr), Britton & Cowell 9908 (N,
US). WITHOUT FURTHER DATA: “Guio iter Cubense?
Malaspina? Nee?, s.f. (fl), Boldo s.n. (MA)”; “in rupibus
maritimis Cubae ad Matanzas” (fl), Poeppig s.n. (BR, LE);
s.f. (fr), de la Sagra 178 (G); (fl), de la Sagra s.n. (P); Nov
1822 (fl), Herb. Shuttleworth s.n. (BM); 1 May 1860-1864
(f1 fr), Wright 2610 (BM, G, GH, K, MA, NY, P).

MEXICO. CAMPECHE: Escarcega, margen oriental de
la laguna de Silvituk, Silvituk, 1-2 km S de la carretera
Escarcega-Xpujil, 18°37°50” N, 90°16°20” W, 21 Sep 1999



476 REV. ACAD. COLOMB. CIENC.: VOLUMEN XXXIV, NUMERO 133-DICIEMBRE DE 2010

(fl fr), Carnevali et al. 5745 (F, MO)*. COAHUILA:
Muzquiz, Apr 1938 (fl), Marsh 1143 (F, TEX). NUEVO
LEON: SE Monterrey on MEX 85, % m W on road to El
Barreal, Jul-Aug 1971 (fl), 12 m, Parker 473 (TEX); near
Monterrey, 7 Sep 1902 (fl fr), Pringle s.n. (US); valley near
Monterrey, 1600 ft, 22 Jul 1906 (fl fr), Pringle 13804 (GH,
L, S); valley near Monterrey, 1600 ft, 22 Jul 1906 (fl fr),
Pringle 13805 (GH, US); Sabinas Hidalgo, along the main
highway in to Monterrey, 0.7 mi N of the bridge over the
rio Sabinas, 300 m, 26°30” N, 100°12” W, 18 May 1995 (fl),
Westlund 5-18-88.1 (TEX). OAXACA: Tehuantepec, Jul
1936 (fl), Matuda 585 (US). QUINTANA ROO: Coba, Jun-
Jul 1938 (fl), Lundell & Lundell 7753 (US). TAMAULIPAS:
Cd. Victoria, hotel San Antonio, Av. Tijerino, Blvd.
Tamaulipas, 18 Mar 1991 (fl), Vincent & Lammers 4523
(UC)*. VERACRUZ: Pr. Mirador, 3000-3800", s.f. (fl),
“Sartorius Pl. Mexicanae, Ed. Hohenacker™ (G); Tomata,
Atzalan, 550 m, 25 Feb 1970 (fl fr), Ventura 592 (CONN, NY,
US). YUCATAN: Opichen, alrededores de las grutas de
Calcehtok, 20°33°00” N, 89°54°27” W, 20 Nov 1997 (fl),
Carnevali etal. 4716 (FLAS, MO, NY, TEX)*; entrance to
grotto above Calcehtok near Opichen, 5 Jan 1982 (fl),
Darwin et al. 2142 (S); above Calcehtok near Opichen, 5
Jan 1982 (fr), Darwin et al. 2146 (S); 1895 (fl fr), Gaumer
441 (BM, K, NY, P, S); Opichen, 1-2 km S del pueblo de
Calcehtok, aprox. 20°33’00” N, 89°54°27” W, 30-100 m, 24
Feb 1999 (fl fr), May & Chi 1416 (MO)*; “Yucatan”, 31
Mar 1866 (fl), Schott 839 (BM). WITHOUT FURTHER
DATA: Apr-May 1921 (fl fr), Rutten & Rutten-Pekelharing
684 (V).

JAMAICA: Sandiger Kustenstreifen bei Silver Sands/
Trelawny, ca. 1 m ub. NN, 17 Sep 1985 (fl), Heckel 2248
(B); parish St. Ann, Dunns river beach, 16 Jan 1958 (fl),
Howard & Proctor 15058 (A); parish St. Ann, Casa Nina,
1 mi ENE of Ocho Rios, 210 ft, Dec 1954 (fl), Proctor 9561
(A, V).

BELIZE: Half Moon Caye, Lighthouse Reef, 17°12°16”
N, 87°32°13” W, 21 Oct 1995 (fl), Meerman s.n. (NY)*.

GUATEMALA: PETEN: Westufer des Lago Petén ltza:
im Anwesen von Don Gabriel Uliva-Estrada (SW an den
Chakmamantok-Felsen angrenzend), das ist 0.5 km NE
Zentrum von San José, 115 msm, 16°59°8” N, 89°53-54" W,
29 Ago 1993 (fl fr), Wallnéfer 6086 (MO, NY)*.

HONDURAS. SWAN ISLANDS: Larger Island, 9 Apr
1913 (fl fr), Nelson 18 (GH); ibid, 7 Apr 1913 (fl), Nelson 39
(GH, US); Great Swan, 17°25” N, 83°56” W, 15-24 Aug 1971
(f1fr), Proctor 32493 (BM, F, GH, TEX-LL).

COLOMBIA: SAN ANDRES Y PROVIDENCIA: San
Andrés, Spratt Bight, 12°35" 16.7" N, 81°41" 58.6", 1 msnm,

01 Nov 2009, Murcia 100 (COL, TOLI)*; Isla de San An-
drés, Spratt Bight, 12°35” 16.7" N, 81°41" 58.6", 1 msnm, 04
Nov 2009, Murcia 141 (COL, TOLI)*; Isla de San Andrés,
Spratt Bight, matorrales cerca del camino peatonal sobre la
bahia, a 50 m al occidente de la casa de la Defensa Civil, 01
Abr 2010 (fl), Pabén-Mora et al. 232 (COL, NY, TOLI)*.

Vernacular names — Camote, camotillo, guaco (Mexico).
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En la cosmologia inflacionaria, los modelos mas populares y exitosos son los del tipo slow-roll,
los cuales satisfacen las condiciones requeridas para la solucién de los problemas clasicos de la
cosmologia estandar. Sin embargo, estos modelos requieren de la existencia de campos escalares
fundamentales, tales como el inflaton, los cuales alin no han sido observados en la naturaleza. A
esta “dificultad” se suma el hecho de que estos modelos requieren de potenciales practicamente
planos para generar inflacion. En este articulo, se construye un modelo inflacionario motivado por
las dificultades que presentan los modelos del tipo slow-roll. En este modelo, se considera nuestro
Universo a gran escala como un fluido perfecto constituido por vacio o constante cosmolégica A
(en cuyo caso es la unica componente dominante) y radiacion. Para dicho modelo, la expansion
acelerada del Universo se sigue a partir de la transferencia de energia de vacio no sea transferida a
la radiacion, no se generara una época inflacionaria exitosa) sin la necesidad de campos escalares
fundamentales tales como el inflaton. A medida que ocurra la transicion, la densidad de energia
asociada al vacio decaerad exponencialmente a densidad de energia de radiacion, modificando el
contenido energético del Universo y, consecuentemente, las ecuaciones de evolucién que describen
esta etapa inflacionaria. A partir de la dindmica del modelo, se obtienen soluciones analiticas
exactas para el parametro de Hubble y de expansion. Se calcula el monto de inflacion y se estable-
cen las condiciones necesarias para resolver los problemas de planitud, horizonte y de reliquias no
deseadas. Adicionalmente, se determina la temperatura al final de este periodo inflacionario deno-
minada temperatura post-inflacionaria.

Palabras clave: cosmologia, modelos inflacionarios, fluidos interactuantes.

Escuela de Fisica, Universidad Industrial de Santander, Ciudad universitaria, Bucaramanga 680002, Colombia, Correo electrénico:

gabrielphysics@gmail.com

Vicerrectoria de Ciencia, Tecnologia, e Innovacion, Universidad Antonio Narifio, Cra. 3 Este No. 47A-15, Bogota, D. C. 110231,
Colombia.

Escuela de Fisica, Universidad Industrial de Santander, Ciudad universitaria, Bucaramanga 680002, Colombia, Correo electrénico:
yrodrig@uis.edu.co



480

REV. ACAD. COLOMB. CIENC.: VOLUMEN XXXIV, NUMERO 133-DICIEMBRE DE 2010

Abstract

In the inflationary cosmology, the most popular and successful models are those of the slow-roll

variety, which satisty the required conditions to solve the classical problems of the standard cosmology.
However, these models require the existence of fundamental scalar fields, such as the inflaton, that have
not been observed yet in nature. Besides this “difficulty”, these models require almost flat potentials to
generate inflation. In this paper, we build an inflationary model motivated by the difficulties presented
by the slow-roll models. In this model, we consider our Universe at large-scales as a perfect fluid
composed of vacuum or cosmological constant A (in which case this is the only dominant component)
and radiation. The accelerated expansion of the Universe, for this model, is driven by the transfer of
energy from vacuum to radiation (in the case that the vacuum energy is not transfered to radiation,
a successful inflationary epoch will not be generated) without the need of fundamental scalar fields
such as the inflaton. As the transition happens, the energy density associated to the vacuum will
exponentially decay to radiation energy density, modifying the energy content of the Universe and,
consequently, the evolution equations that describe this inflationary stage. From the dynamics of the
model, exact analytical solutions for the Hubble and expansion parameters are obtained. The amount of
inflation is calculated and the necessary conditions to solve the flatness, horizon, and unwanted relics
problems are established. In addition, the temperature at the end of this inflationary period, which is
called post-inflationary temperature, is calculated.

Key words: Cosmology, inflationary models, interacting fluids.

1. Introduccion

Nuestro Universo debe presentar condiciones genéricas
mediante las cuales el paradigma inflacionario, a través de
un modelo adecuado, describa su evolucién primordial (an-
tes del Big Bang). A partir de esta idea se quiere obtener
un modelo que reproduzca nuestro Universo actual bajo las
condiciones requeridas para la solucién de los problemas
cldsicos de la cosmologia estandar. La cosmologia moderna
se apoya en el periodo primordial de expansion acelerada,
conocido como inflacién y propuesto por Alan Guth (Guth,
1981), el cual se define como una etapa primordial del Uni-
verso en donde la densidad de energia de vacio domina sobre
la densidad de energia total, caracterizada por presion ne-
gativa y repulsion gravitacional. Dicha etapa de expansion
acelerada produce un incremento del factor de escala a(t)
de aproximadamente 27 ordenes de magnitud en un periodo
de al menos 1079 s, e irregularidades capaces de generar
formacién de estructuras a gran escala a partir de inestabi-
lidad gravitacional (Dodelson, 2003; Lyth & Liddle, 2009;
Mukhanov, 2005; Weinberg, 2008).

Existen dos categorias en las cuales se puede clasificar
un modelo inflacionario (Mukhanov, 2005), las cuales son
de vieja inflacién y de nueva inflacion. La primera se ca-
racteriza por campos escalares que tunelan de un estado de
energia de vacio falso o metaestable a un estado de energia
verdadero. La segunda se caracteriza por un potencial practi-

camente plano en el cual el campo escalar, el inflatén, cae
cuesta abajo hasta un minimo, generando de esta forma in-
flacion. Es inevitable que la clase de modelos de inflacion
vieja no proprocione una salida exitosa debido a ciertos in-
convenientes como la imposibilidad de termalizacion en la
nucleacion de burbujas de vacio verdadero en el fondo de
burbujas de vacio falso (Witten, 1984), debido a que toda su
energia almacenada es concentrada en las paredes de ésta y
no sufren cambios para colapsar.

La razén de que prevalezca la idea de la existencia de
campos escalares fundamentales en la naturaleza corres-
ponde a la necesidad tedrica que requieren algunas teorias
generales, tales como el Modelo Estindar de particulas ele-
mentales (Kane, 1993), que postula el boson de Higgs para
explicar el mecanismo mediante el cual las particulas ad-
quieren masa, y la teoria de cuerdas (Polchinski, 1998), que
postula como un ejemplo el Dilatén como componente de la
materia oscura.

Sin embargo, el hecho de que no exista hasta la fecha
evidencias observacionales de la existencia de tales campos
escalares en la naturaleza (a pesar de los grandes esfuerzos
en la bisqueda del Higgs en los experimentos en los acelera-
dores: Tevatron en el FERMILAB y LEP en el CERN) y de
que estén presentes algunas dificultades en los modelos del
tipo vieja y nueva inflacién, motiva a proponer nuevos mo-
delos inflacionarios alternativos a los tradicionales, siendo
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un ejemplo el de inflacién vectorial (Golovnev, Mukhanov isotropo a gran escala, es decir, una que cumpla el Principio
& Vanchurin, 2008) basada en campos vectoriales funda- Cosmoldgico, es la métrica de Friedmann-Robertson-Walker
mentales. Cabe notar que los campos vectoriales implican (FRW) (Dodelson, 2003: Lyth & Liddle. 2009: Mukhanov,
preferencia en la direccién y. por lo tanto, generan violacio- 2005; Weinberg, 2008)
nes de la isotropia estadistica (Dimopoulos, Karciauskas,
Lyth & Rodriguez, 2009). No obstante, los campos vecto- 5
il : : . 2 2 2 dr 2 2 : 2 942
riales fundamentales estdn presentes en la naturaleza y desde ds® = dt* — a*(t) T2 + 72 (d6° + sin0do”)

— T

luego si se han observado: como es el caso del fotén y de los
bosones W+ y Z" que son los mediadores de las interaccio-
nes electromagnética y débil respectivamente.

(1)
en donde ¢ es el tiempo cdsmico, r, f, ¢ son las coordenadas
espaciales comoviles, a(f) es el factor de escala del Univer-
so, y K es la constante de curvatura de una hipersuperficie

Segiin el modelo de Watson et. al. (Watson, Perry, Ka- ridimensional (3D).

ne & Adams, 2007), que se desarrolla a profundidad en este
articulo, no se requiere la presencia de campos escalares,
inflatones, para generar inflacion, sino de dos fluidos aco- 2.2. Tensor momentum-energl’a
plados mutuamente: vacio y radiacion, en la que el primero
domina la densidad de energia. Al igual que otros modelos
inflacionarios, este modelo debe ser capaz de solucionar los
problemas cldsicos de la cosmologia estindar (problema de
horizonte, de planitud y de reliquias no deseadas) . y generar
las condiciones primordiales requeridas por el Big Bang ca-

A partir de la caracteristica de homogeneidad e isotropia
que presenta nuestro Universo a gran escala, el contenido
energético del Universo se puede modelar como un fluido
perfecto descrito por el tensor momentum-energia

T — e L e ¢
liente (Dodelson, 2003; Lyth & Liddle, 2009; Mukhanov. B =l Rivte < B, )
2005; Weinberg, 2008), tales como recalentamiento en el siendo p, Py u" la densidad de energia. la presién y la cua-
cual la densidad de energia de vacio se transforma en radia- drivelocidad del fluido respectivamente. Ademds dicho flui-
cion. do cumple la condicién

T;Ju:ﬂ e U. (3)
2. Generalidades de la cosmologia en donde el punto y coma denota la derivada covariante*. Di-
, cha condicién se puede obtener a partir de las ecuaciones de
estandar campo de Einstein
21. La métrica de Friedmann-Robertson- Ry — % guwR = —87G T, )
Walker

en donde 1?,,,, es el tensor de Ricci, I es el escalar de Ricci,
y G es la constante de gravitacion universal. La expresion
(3) corresponde a la conservacion local del cuadrimomen-
tum (Weinberg, 1972).

La caracteristica mas importante de nuestro Universo
a gran escala es la aproximada homogeneidad e isotropia
que se presenta en la distribucion de galaxias. Esta carac-
teristica constituye el Principio Cosmologico (Mukhanov,
2005), el cual es vilido para regiones obervables del Univer-
so mayores a 100 Mpe, siendo | Mpc = 3,26 x 10° afios
luz. Para regiones observables menores que dicha escala, el
Universo presenta inhomogeneidades (galaxias, clusters, su-
perclusters). Observaciones en la radiacion césmica de fondo
demuestran que existen pequefias fluctuaciones en la tempe-
ratura % del orden de 10~° (Komatsu et. al., 2011). es
decir., que la distribucién de densidad de energia a pequefias

escalas (menores que 100 Mpc) es inhomogénea.

En un sistema de referencia comovil, localmente inercial,
y cartesiano, la densidad de energia p es definida como 7",
la densidad de momentum como 7", y el tensor de esfuerzos
como T, Si la presién P es isétropa, el tensor de esfuer-
zos es definido como T/ = §;; P. Asumir que la variaci6n
del tensor momentum-energia con respecto a la posicion es
practicamente despreciable es equivalente a decir que el ob-
servador viaja con el fluido (Malik & Wands, 2009). El mar-
co en reposo del fluido se define como aquél en que 79" = 0
yu' = (1,0,0,0), en donde u" es el cuadrivector velocidad.

La métrica que describe un Universo homogéneo e . .
q © En general u,u" = 1 (Weinberg, 1972).

4Otra manera de expresar la derivada covariante es a través del operador V.
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2.3. La ecuacion de Friedmann

A partir de la componente 0 — 0 de las ecuaciones de
campo de Einstein (c.f. Ec. (4)), se obtiene la ecuacion mas
importante de evolucién de nuestro Universo, la cual es la
ecuacion de Friedmann (Dodelson, 2003; Lyth & Liddle,
2009; Mukhanov, 2005; Weinberg, 2008)

2= ﬂ S E é = I_\ (5)
3M2 3 a*’

en donde H = ﬁ es el pardmetro de Hubble, el punto denota
la derivacion con respecto al tiempo cosmico ¢, M, es la ma-
sa de Planck que se relaciona con la constante de gravitacion
universal mediante M, = (G)~'/2, y K se relaciona con
la geometria espacial del Universo: el Universo es plano si
K = 0, finito o cerrado si K' > 0, o infinito y abierto si
K <0.

5 AM?Z :
Al definir py = Wﬂ, se toma p; como la densidad de

energfa total tal que® p; = p + pa, de modo que la ecuacién
de Friedmann se puede escribir como

8rpy K
3M 5’ a?’

H? = (©6)
De la ecuacion de Friedmann. vemos que para un valor dado
del pardmetro de Hubble. hay una densidad particular cono-
cida como la densidad critica para la cual el Universo es espa-
cialmente plano en la ausencia de una constante cosmoldgica

3HEM§

D= P (7)
Es usualmente mds simple medir la densidad de energia co-
mo una fraccion de la densidad critica, definiendo el parime-
tro de densidad €2 = !—"— Este puede ser aplicado separada-
mente a diferentes contenidos energéticos del Universo, tales
como materia no relativista, radiacién y bdrlones Se puede
incluir también una contribucion €1, = “;Tf asociada a la
constante cosmoldgica, tal que €, = Q + Qy 6 Entonces
la ecuacion de Friedmann puede ser descrita como

K

S}fuf o 1 — m‘

(8)

2.4. La ecuacion de continuidad

La dependencia temporal de p estd dada por la ecua-
cion de continuidad (Dodelson, 2003; Lyth & Liddle, 2009;

Mukhanov, 2005; Weinberg, 2008)
p+3H(p+P)=0, (C)]

la cual corresponde a la componente 0 de la ecuacién (3).
La anterior expresion se puede escribir de la forma
1
s (i’) — _3H(p+ P), (10)

da
que a su vez es equivalente a la expresion

d(pa®) _ Pd.(a."‘).
da da

La anterior ecuacion corresponde a la primera ley de la ter-
modindmica para una expansion adiabdtica, dU = —PdV,
en donde /' = Vp es la energia interna en un volumen
V o a®. La expansién de un Universo isétropo es de hecho
adiabadtica porque no puede haber transferencia de energia de
una region comovil a otra, de acuerdo con el principio cos-
molégico.

(11)

2.5. El paradigma inflacionario

La definicion exacta de inflacion es simplemente una
época durante la cual la expansion del Universo es acelerada

INFLACION < d > 0. (12)

Existe una expresion alternativa equivalente a la condicion
de inflacion que proporciona una interpretacion mads fisica

d (H™!
— ; 3
dt ( a ) <0, (13)

en donde H,—,_I corresponde al radio de Hubble comévil,
y es directamente proporcional al horizonte de particulas’
comavil.

La condicién para que se dé inflacion es que el horizon-
te de particulas comévil, la cual es la mds importante esca-
la caracteristica del Universo en expansion, decrezca con el
tiempo (Dodelson, 2003; Lyth & Liddle, 2009: Mukhanov,
2005; Weinberg, 2008). Dicha condicién impone un reque-
rimiento sobre la naturaleza del contenido energético que ge-
nera inflacion. Directamente de la ecuacién de Friedmann (6)
se encuentra que

p+3P <. (14)
Puesto que p es siempre positivo, es necesario que P sea
negativo para satisfacer esta condicion, la cual es indepen-
diente de la curvatura del Universo. Inflacion fue generada

SAqui p puede considerar tanto densidad de energia de materia como de radiacién.
SEl valor actual de €24, de acuerdo al tltimo reporte de datos del satétile WMAP (Komatsu et. al., 2011), es Q40 = 0,728 + 0,016.
7Se define como la distancia fisica que hay desde un punto A (nosotros) hasta un punto B (emisién de la radiacion césmica de fondo) de la cual se podria

recibir informacion si la radiacion siempre hubiese sido libre.
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I Ly (23)

Peri .
se obtiene una ecuacidn diferencial en términos del factor de
escala
HU“U

S),U +SZ\(;H](I (24)

11 . Bpro B, s
en donde Q.,.“ = ﬂ—fg‘mu. SI_.\“ I“_‘ré_’ﬁ?l“ y If“ es el
parametro de Hubble al inicio de este periodo.

La ecuacién (24) es una ecuacién diferencial de primer
orden y de variables separables, por consiguiente se puede
llevar a la forma

ﬁ:%m (25)

dt

en donde se ha elegido que'? ay = 1. Separando variables y
factorizando €1, se encuentra

/ g _ / Hydt. (26)
0 1+ at %-W

La anterior expresion es equivalente a

1 " du
= Hyt, 27)
24/ Q_.J\{} J V1+ u? ¢ (

en donde se ha realizado la sustitucion u = ‘;‘ “ _a" Asi, y

al realizar una nueva sustitucion v = sinh @, se obtiene

1 " cosh@ df Hot (28)
= — ol
2vQn0J /14 sinh?6 ]

cuya solucién corresponde a

AD

alt) = (%) sinh'/2 [2\/9,.\051”;] .9

en donde se ha ajustado la constante de integracion asociada
a la integral indefinida de tal manera que a(f = 0) =

A partir de la definicion H = % se obtiene para el
pardmetro de Hubble la solucion

H(t) = /QnoHo coth [‘2»./&2__\(;[{”??] NE)

Si se sustituye la definicién de cada parimetro de densi-
dad asociado a cada componente en la ecuacion (29), se de-
termina la forma funcional del factor de escala. Dado que

(g2 )4 = %{’—:)1/4 = ¢y y el argumento del sinh'/

equivale a 2/QpgHyt =
cion temporal del factor de escala estd en funcién de la den-
sidad de energia inicial de radiacion y de la constante cos-
moldgica A.

v/ 4, se encuentra que la evolu-

a(t) = ¢ sinh!/? %\r 3D

mientras que para el parametro de Hubble. considerando que

A Q;\I]H{} =

W}pﬂg = \/:, se encuentra que

H(t) = \/gmth %f . (32)

Analizando la Figura 1 se observa que, para un tiempo
determinado {, existe un punto de inflexion el cual estd aso-
ciado con el inicio de un periodo inflacionario. Dicho periodo
se prolonga indefinidamente'? y por consiguiente no corres-
ponde a un periodo inflacionario primordial'*. En la Figura 2
se presenta la evolucion temporal del parimetro de Hubble,
la cual sé6lo depende de la constante cosmolégica A: como se
puede observar, el pardmetro de Hubble disminuye continua-
mente en este modelo.

4. Dinamica de un modelo inflacionario
sin inflatones

Habiendo probado previamente la insuficiencia del pri-
mer motor cosmico, se prosigue a perfeccionar su dindmica
con el fin de que nuestro modelo sea consistente con un
periodo inflacionario primordial. Por consiguiente, es ne-
cesario introducir un nuevo mecanismo para generar la ex-
pansion inflacionaria. Para ello es necesario considerar dos
fluidos mutuamente acoplados en donde se produzca trans-
ferencia de energia de vacio a radiacion.

" Nétese que la densidad de energia de vacio py no varia, a diferencia de la densidad de energia de radiacion. De aqui que sea relevante denotar p,.q, como la

densidad de energia de radiacién inicial.

2Esto es posible debido a que el factor de escala no es una cantidad observable.

*Contrario al periodo inflacionario primordial el cual debe tener una duracién finita.
4Por periodo inflacionario primordial se entiende un periodo en el que se da origen a las estructuras a gran escala (inhomogeneidades) y se identifica antes del
Big Bang, a diferencia del periodo inflacionario que experimenta nuestro Universo actual que podria en esencia ser modelado con este primer motor cosmico.
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Figura 1: Evolucion temporal del factor de escala para un universo compuesto por dos fluidos no interactuantes: constante
cosmologica y radiacion

Se puede apreciar que para un tiempo determinado t (correspondiente a ay = 1) existe un punto de inflexion el cual estd aso-
ciado con el inicio de un periodo inflacionario (4 > 0). Aqui A = %M f. Pro = ?:f;".f ‘,f v t, = tM, (unidades de tiempo
de Planck), de tal manera que a(t,) = sinh'/? ¢ p- El periodo inflacionario se prolonga indefinidamente y por consiguiente no
corresponde a un periodo inflacionario primordial.

Figura 2: Evolucion temporal del parametro de Hubble para un universo compuesto por dos fluidos no interactuantes:

constante cosmologica y radiacion
Se puede apreciar que el pardmetro de Hubble disminuye continuamente. Aqui A = ﬁﬂu’ j

de Planck), y t,, = tM,, (unidades de tiempo de Planck), de tal manera que H,(t,) = 3 cotht,.

H, = HM_ " (unidades de energia
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4.1. Ecuaciones de evolucion para el fondo
métrico
Nuestro Universo homogéneo e isotropo es gobernado
por la ecuacion de evolucién

; 8mp
2
= —F. (33)
Jﬂfﬁ
Derivando la ecuacion de Friedmann con respecto al tiempo
cosmico se obtienen ecuaciones de evolucion “alternativas™
para el factor de escala y para el pardmetro de Hubble'’

i 4w )
; :—m(ﬂ‘lﬂip). (34)
. dm
H=—=5(p+P). (35)
P

Las anteriores expresiones tienen como objetivo expresar las
nuevas ecuaciones de evolucion en términos de pardmetros
que caracterizen el fluido, tales como la densidad y la presion
(las cuales actian como fuente).

Se considera como fuente para las ecuaciones de evolu-
cion un fluido constituido por vacio (denotado con el subindi-
ce A\) y radiacion, tal que

P = pPA+ pr, (36)

P=Pyx+F,. (37)

Dichas componentes del fluido se caracterizan mediante las
relaciones'®

."\ ”2 r
==L 0 =52, (38)
m ]
vy sus respectivas ecuaciones de estado
P‘.\ = —_()A.P-,- = % (39)

Sustituyendo en las ecuaciones de evolucion las componen-
tes para la densidad de energia y presion (ecuaciones (36)
y (37) respectivamente) y las respectivas relaciones para la
presion de cada componente del fluido (39), se encuentra

3T
2 _ _ A N -
i 8T
i W(PA - Pr)s (41)

= —;;)—}}P,-. (42)
De igual manera la ecuacion de continuidad toma la forma
PA + pr=—3H(pr + pr + Pr + P.), (43)
= pr + pr +4Hp, =0, (44)
dado que Py = —pa ¥y pa # 0. De la ecuacion (41) se

determina que @ > o0 < pa > p,, lo cual implica que la
componente dominante del fluido debe ser el vacio, mientras
que la componente subdominante debe ser la radiacién. De
esta manera se ha impuesto una condicion sobre el contenido
energético del Universo para poder generar un periodo infla-

cionario'”.

4.2. Transferencia de energia entre los fluidos
interactuantes

En la solucion (29) del factor de escala se tomé A = cle
o lo que es equivalente py = 0y como resultado de esta
consideracion se obtuvo una solucion del factor de escala
que no es consistente con la de una época inflacionaria pri-
mordial. Ahora, si se considera dependencia temporal en la
densidad de energia de vacio'® (Watson, Perry, Kane &
Adams, 2007), las cuales surgen como producto de la inte-
raccion mutua de dos fluidos acoplados, uno de vacio y otro
de radiacion, se verd que dicho mecanismo conduce a un
periodo inflacionario primordial.

Para cuantificar la interaccion entre los fluidos es nece-
sario definir la razon de transferencia de energia Q = dp/dt
asociada a cada constituyente de nuestro Universo como

V;JT'K“ = Q:\ = _FP.-’\- {45)
YV TH =@y =Tpa, (46)

endonde V,, T{’:f}) es la derivada covariante del respectivo ten-
sor momentum-energia. I', la cual se asume constante, es la
razoén de decaimiento y establece la razén a la que decae la
densidad de energia de vacio en densidad de energia de ra-
diacién.

Las ecuaciones (45) y (46) describen un modelo fenome-
nolégico de intercambio de energia entre fluidos, motivado
por su simplicidad (al asumir I' como una constante) y por la
ausencia de una microfisica que permita entender el origen
del fluido de vacio considerado y su interaccién con el fluido

'3En realidad se tiene sélo una ecuacién de evolucién adicional dado que las ecuaciones (34) y (35) son equivalentes.

1De nuevo, se ha escogido ag = 1.

7Esta condicién proporciona un periodo inflacionario, pero no garantiza que sea primordial.
¥ Para este modelo se requiere no sélo que la densidad de energia de vacio domine sobre la densidad de energia de radiacién, sino que tambien varie tempo-

ralmente segiin (43),
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de radiacion. Existen escenarios alternativos, usando campos
escalares, pero en esencia similares a este modelo que per-
miten describir la microfisica de interaccion entre el vacio y
la radiacion (Abbott, 1985; Berera, Moss & Ramos, 2009;
Freese, Liu & Spolyar, 2005; Freese & Spolyar, 2005);
sin embargo, y dado que emplean campos escalares, estos
escenarios carecen de una de las motivaciones del presente
trabajo que es la implementacion de un modelo inflaciona-
rio sin inflatones en vista de la ausencia de observaciones de
particulas escalares fundamentales. Uno de estos escenarios
corresponde a la bien conocida “inflacion caliente” (Bere-
ra, Moss & Ramos, 2009): en €l, 1a razon de decaimiento I
es variable en el tiempo. Una descripccion de la microfisica
asociada al modelo estudiado en este articulo estd mds alld de
los propésitos del presente trabajo.

4.3. Ecuacion de continuidad modificada

Al considerar la transferencia de energia de un fluido a
otro, se produce una modificacion sobre la ecuacion de conti-
nuidad que describe cada fluido individual (Malik & Wands,
2009)

ﬂ;r = —SH{P“- + Pn) + Qn--. (47)

en donde (), determina la cantidad de energia transferida
entre los fluidos. Por esta razon, se encuentra que la nueva
ecuacion de continuidad para cada fluido, considerando la
transferencia de energia segtin (45) y (406). es respectivamen-
e

TX., = pa = Qa, (48)

TY) = pr+4Hpy = Q. (49)

De esta manera se encuentra para cada componente del flui-
do su respectiva ecuacion de continuidad modificada, (48) y
(49). de acuerdo con (47). Como consecuencia, se tiene que
la densidad de energia de radiacién no sélo varia a medida
que se expande el universo'?, sino que se produce una con-
tribucion a su variacion debido a la transferencia de energia.
De igual forma py £ 0.

De acuerdo a lo observado en la Seccién 2.2, las ecuacio-
nes de campo de Einstein conllevan a la conservacion local
del cuadrimomentum sin importar si el fluido perfecto descri-
to por T},,, corresponde a un tnico fluido o a miiltiples flui-
dos, en general, interactuantes. Ahora bien, teniendo en cuen-
ta que para miiltiples fluidos el tensor energia-momentum es

Recordando que, en este caso, p, o< a2,

la suma de los tensores energia-momentum de los fluidos in-
dividuales
e e 5
=S, £y
(83
se obtiene que, para el modelo en cuestion que considera un
fluido de vacio y otro de radiacion,

Vo TH = Vu(T) + V. TH) =0. (51)

De aqui se concluye que Q5 = —@,., lo cual explica la rela-
cion entre las ecuaciones (45) y (46). Las ecuaciones (45) y
(46) nos dicen que el cuadrimomentum asociado a cada flui-
do es conservado localmente tnicamente en el caso de que
los fluidos no interactiien, de modo que Q) = 0.

44. Ecuaciones de movimiento para el fon-
do métrico considerando transferencia de
energia de vacio a radiacion

Sustituyendo las ecuaciones (45) y (46) en (48) y (49)
respectivamente se obtiene que

pr = —Dpa, (52)

pr = —4Hp, + Tpa. (53)

De la ecuacién diferencial (52) se puede obtener una solu-
cion para la evolucion de py en términos de la razon de de-

caimiento I' . d
/ dpa _ / ~Tdt, (54)
PA

con condicion inicial pa(f = 0) = pag. Asi, para un tiempo
i
pA = paoe (55)

De esta manera se ha determinado la forma funcional en
el tiempo en que ocurre el decaimiento de la densidad de
energia de vacio a radiacion. Consecuentemente, la fuente
de las ecuaciones de evolucién viene alterada acoplando las
ecuaciones de evolucién (33) y (35). Si se suman estas dos
ecuaciones se obtiene

16 167

OH? + H = ——(pr+ pr) — ——pr,  (56)
32 302

y por consiguiente, empleando la solucién (55),

167

OH:Z 4+ H=_—""_
2H? + H S

(57)

20 Al final del acoplamiento existird un pequefio remanente de densidad de energia de vacio que permanecerd constante y dominard después de que la densidad

de energia de radiacién se haya diluido a través de la expansién del Universo.
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167 T
SoPA0ET (58)
M7

Este acoplamiento se mantiene activo hasta que préacticamen-
te toda la densidad de energia de vacio se transforma en den-
sidad de energfa de radiacién®. El paso a seguir es obtener
una solucién para la ecuacién (58) 2! por lo que se sugiere lle-
varla a otra forma y asi poder obtener la solucién del factor
de escala. Reemplazando H = % y derivando la mencionada
ecuacion con respecto al tiempo césmico se encuentra

= 2H?>+ H =

ia — a2 167

_ Tt
=+ 2— WPAUC- (59)
% .o o lbm _r
= da+a” = (J”Ep;\ue T (60)
Por otra parte 5 (o ) = 2(ia + a2), entonces
d* 32r
@)= ”Zeugpm . en
Definiendo el pardmetro adimensional 72 = 227880 e~ 1t =
e 1" se tiene que
1? 1
‘;r)(a )= Zrzfsz‘ (62)
Realizando la sustitucién a® = y, su primera derivada es
d y/dt  2a(da/dt
dy _ dy/dt _ 2a( :{/ ) (63)
dr  dr/dl —5T

y su segunda derivada es

d*y _ (dPy/dt?)(dr/dt) —

(d?7/dt*)(dy/dt) (df) .

dr? (dr/dt)? dr
_ (64)
N dy B (2a® 4 2ad)(~T'7/2) — (I%*1/4)2aa (-2
dr? 272 /4 I'r
(65)
en donde £ = 2. De esta manera se obtiene
d* 4 d* 2 dy
—é == —; + _2_‘21 (66)
dr =272 dt I'r2 dt
la cual, despejando ‘r';,"',conduce a
d*y  I*r?d?y  T?r d.y. 7

dti2 ~ 4 dr2 ' 4 dr

Al introducir esta expresion en (62), se encuentra una ecua-
cion diferencial lineal de segundo orden

272 d?y LT I2r rh,-' 1
4 dr? 4 dr 4

=7y, (68)

72% + T;—': -7y =0. (69)
Esta ecuacién es la de Bessel modificada (Abramowitz &
Stegun, 1972; Arfken & Weber, 2005), y su solucion es
una combinacion lineal de funciones de Bessel modificadas
de primera especie I, y de segunda especie K >* respecti-
vamente y de orden cero. Entonces la solucién del factor de
escala viene dada por

4 2
4 e f(ﬂ'l To(T) + aa Ky (7)), (70)
en donde a; y a2 son constantes.

Al igual que en la Seccion 3, se obtiene el parimetro de
Hubble a partir de su definicion H = £:

4 1

200 = = (a1 Ij() + a2 K; (f))%. 1)
con a1(7) .
(T . ~I't

9o (L). o

en donde la prima indica la derivada con respecto al pardme-
tro 7. Las derivadas requeridas para las funciones de Bessel
modificadas son

Iy(r) = Ii(7), (73)

K, (1) = =K\ (1), (74)

en donde I;(7) y K(7) son las funciones de Bessel modi-
ficadas de primera y segunda especie respectivamente y de
orden uno. Finalmente, se encuentra que la evolucién en el
tiempo del pardmetro de Hubble viene dada por

_Ir (n-gﬁ', (1) — mI.(T)) _

4 (\:2[({}(?’) + (}:1]{}(7—) @3

Las constantes o y as > se determinan a partir de las con-
diciones iniciales H(t = 0) = Hy y a(t = 0) = 1, y sus
valores corresponden respectivamente a

4H, _ [4H,
a = Hy {Kl ( F’) - Ixu( rf )] . (76)

*I'Lo interesante de esta ecuacion es que depende tinicamente de la densidad de energia de vacio al inicio del periodo inflacionario y de cémo ésta decae en

densidad de energia de radiacién.

22 - . e . . . . . . . .
=“Las funciones de Bessel modificadas de primera especie presentan un crecimiento de tipo exponencial mientras que las de segunda especie presentan una

atenuacion tambien de tipo exponencial.

2 - . - . . .
230bservando cuidl debe ser el valor de las constantes, se determina que cvp > o para que el término aa Ko (7) de la ecuacion (70) domine sobre el otro
término de tipo decreciente y proporcione una expansion acelerada. Lo anterior es debido a que Ky(7) crece a medida que transcurre el tiempo debido a la

relacién inversa 7 = mpe~ 11/2
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4H,, 4H,
oy = Hy {r.( F*)M.( r“)]. (77)

en donde se ha encontrado que 7(t = 0) = 75 = '—IH’-

La Figura 3 ilustra la evolucién en el tiempo (en el rango
800M, ! < t < 2000M, ") del pardmetro de expansion
para el modelo estudiado. En ella se identifica el final de
inflacion (f, ~ 1170 M;‘} con el inicio de un periodo que

corresponde a @ < 0.

La Figura 4 presenta la evolucion en el tiempo del
pardmetro de expansion, para los mismos valores de Hy y
I" usados en la construccion de la Figura 3, en los rangos
700M,; " <t < 1200M, " (Figura4(a)) y 0 < t < 2M
(Figura 4(b)). Se aprecia que el comportamiento del factor
de escala es consistente con un periodo inflacionario primor-
dial. Adicionalmente. se observa segtin la Figura 4(b), que
inflacion comienza cuando a(t = 0) = 1, tal como se habia
escogido.

Con respecto al parimero de Hubble, éste disminuye du-
rante inflacion (ver Figura 5). Se ha tomado como un ejemplo
H, = 0916 M, yI' = 0,01 M,, y se ha determinado que
el valor del pardmetro de Hubble al final de inflacion corres-
ponde a . =~ 0,005 M,

4.5. Parametro de deformacion

De manera similar a como se define uno de los parame-
tros de slow-roll para modelos escalares inflacionarios (Do-
delson, 2003; Lyth & Liddle, 2009; Mukhanov, 2005;
Weinberg, 2008), se define el parimetro de deformacion
asociado al modelo de inflacién sin inflatones sin ninguna
aproximacion:

H i/a

=g +1 (78)

Este es una funcién dependiente del tiempo debido a la trans-
ferencia de energia. Reemplazando la ecuaciones (33) y (34)
en la definicion anterior se obtiene

3P 3p+ 3P
ey D02 4y 0TI

79
2p 2p @9

Sustituyendo las expresiones (36) y (37) se determina el
pardmetro de deformacion

2p,

ét) = —.
() PA T+ Pr

(80)

Otra manera de expresar tal ecuacién es multiplicar y divi-
dir por la densidad critica p,., de tal forma que ¢(t) ** queda
expresado en términos del pardmetro de densidad®; asf

2Q,
é(t) = ————
€M) Qp + 9O,
Para obtener una expresion que dé cuenta de la evolucion del
parametro de densidad en términos de la densidad de energia
de vacio, se despeja de la ecuacion de Friedmann para el fon-
do métrico (Ec. (33))

=20 (81)

167

2= —
3MZH?

(oA +pr), (82)

16mpy 1672, p.. 167 pa
= 9= = 2Q,.. (83
ZHHEH‘2 3 3;11'!?H2 3A-I§H2 3 (83)
en donde se ha hecho uso de la ecuacion (7). De (81) y (55)
se concluye que

16mpage""

(t) =2 —
) M2 H?

(84)
y de esta forma se ha obtenido una expresion para la evolu-
cién del pardmetro de deformacion®®.

Para el andlisis del pardmetro de deformacién es conve-
niente dirigir nuestra atencion a la ecuacion (80) e ignorar por
un instante su foma exacta (84). Al inicio de inflacidn existe
solo una pequena contribucién de la densidad de energia de
radiacion a la densidad de energia total. de modo que el de-
nominador en (80) estd controlado por py. Asi, puesto que
PA = p,. se obtiene que

el (85)

Inflacion termina cuando @a = 0. De acuerdo a (41), es-
to ocurre cuando py = p,, es decir, cuando el pardmetro de
deformacion toma el valor

é=1. (86)

Cuando prdcticamente “toda” la densidad de energia de
vacio es convertida en densidad de energia de radiacion, p,.
controla el denominador y por tanto ¢ = 2. El Universo en
este momento estd completamente lleno de radiacién gracias
a la produccion de particulas.

El comportamiento de ¢, de acuerdo al anterior andlisis,
puede ser visualizado en la Figura 6. Al inicio de inflacion se
tiene que ¢ < 1 dado que € ~ p,.. A medida que transcurre el
tiempo la densidad de energia de radiacién aumenta debido
a la transferencia de energia hasta que domina el contenido
energético del Universo, lo cual ocurre cuando € =~ 2.

(1) se puede interpretar, segin la expresion (81). como una medida de la cantidad de radiacién existente en la etapa inflacionaria.
BE| pardmetro de densidad total cumple con la condicion §2;5¢ = 24 + € = 1 (c.f. Ec. (8)).
*6No hay que olvidar que ahora el pardmetro de Hubble evoluciona segiin la solucion (75).
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Figura 4: Evolucion temporal del factor de escala para un universo compuesto por dos fluidos interactuantes: vacio y
radiacion

El comportamiento del factor de escala es consistente con un periodo inflacionario primordial. (a) Durante inflacion se observa
un incremento de tipo exponencial en el factor de escala. (b) Parat = 0 el factor de escala es igual a 1. En la construccion de
estas grdficas se ha tomado Hy = 0,916 M, y I' = 0,01 M,,. Las unidades de tiempo son tales que t, = tM, (unidades de
tiempo de Planck).
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Figura 5: Evolucion temporal del parametro de Hubble para un universo compuesto por dos fluidos interactuantes: vacio
y radiacion

Se aprecia que el pardmetro de Hubble disminuye durante inflacion. Se ha tomado Hy, = 0,916 M, yI' = 0,01 M,,. Las unidades
para el pardmetro de Hubble y para el tiempo son tales que H,, = HM P_’ (unidades de energia de Planck) y t, = t M, (unidades
de tiempo de Planck) respectivamente. El valor del pardmetro de Hubble al final de inflacion corresponde a H, ~ 0,005 M,,.
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Figura 6: Evolucion temporal del parametro de deformacién para un universo compuesto por dos fluidos interactuantes:
vacio y radiacion

Al comienzo de inflacion, ¢ < 1 y ademds es proporcional a p.. A medida que transcure el periodo inflacionario, mds y mds
energia de vacio es transferida a energia de radiacion a través del acoplamiento I'. La linea horizontal indica el final de inflacion
ycorresponde a ¢ = 1. Se ha tomado H;, = 0,916 M, yI' = 0.01 M,,. Las unidades de tiempo son tales que t,, = t M, (unidades
de tiempo de Planck).
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4.8. Temperatura post-inflacionaria

Al final de inflacién gran parte de la energia de vacio
ha sido convertida en energia de radiacion. Para este punto
crucial de la historia del Universo se tiene una temperatura,
la cual es caracteristica segun el modelo en consideracion,
denominada temperatura post-inflacionaria®® 7, en la cual
pr = par = praoe "', De la ley de Stephan-Boltzman se
obtiene una relacion para la densidad de energia de radiacion
y la temperatura p, = %5¢.(7;)T* (Lyth & Liddle, 2009)
en donde g. (7)) es el nimero de grados de libertad internos
de la coleccion de particulas elementales que se tiene segtin
el modelo de fisica de particulas que se considere?. Asi

30 1 WE
T, = | = ———p LA 96
[?r'zg,,,(T,.)p'm:| € (96)
= T, = 0,4p) e~ Tt /4, ©7)

en donde se ha obtenido una expresion para la temperatura
post-inflacionaria en términos de la densidad de energia de

vacio inicial y la razén de decaimiento®.

Otra relacion de utilidad es la ecuacion de Friedmann al
inicio de inflacion

s 87‘-9:\0
2
= i 98
T aMz (8)
de aqui que
o\ 1/4
; 3 ;
ﬂ;lx/ul = (g) (M, Hy)'/2. (99)

Si se considera la escala de Hubble inicial H;, ~ 10" GeV,
entonces
piid 2 0,58 x 10"GeV. (100)

En el estimativo del monto de inflacién se observé que
e~Tt/2 « 1, lo cual implica que e~ T*/2 < 1072, es de-
cir, que esté al menos dos drdenes de magnitud por debajo
de uno. De aqui que I't,, = 9.21. Reemplazando este valor
yel de p‘.l\/[;l en la ecuacion (97), se determina la temperatura
post-inflacionaria para este modelo en particular

T, £10""GeV. (101)

A partir del momento en que inflacién termina, la radiacion
comienza a dominar, dando lugar a la época dominada por la
radiacion (Dodelson, 2003; Lyth & Liddle, 2009; Mukha-
nov, 2005; Weinberg, 2008).

5. Conclusiones

En este trabajo se estudié la dindmica de un modelo cos-
moldgico para la evolucién de nuestro Universo primordial
(Watson, Perry, Kane & Adams, 2007), sin presencia de
campos escalares, y se verifico que este modelo puede gene-
rar un periodo de expansion acelerada cuando se considera
transferencia de energia de vacio a radiacién. Dicha expan-
sion se ve reflejada en la solucién analitica del factor de
escala a(f). Adicionalmente, se determiné que este modelo
puede generar una cantidad de e-folds necesaria para resol-
ver los problemas cldsicos de la cosmologia estindar con
N = 62. De igual forma, se encontré que este modelo puede
proporcionar una temperatura al final de inflacién 7, < 10'7
GeV. Esta temperatura es consistente con el proceso de nu-
cleosintesis, para el cual la temperatura es Ty ~ 1 MeV,
es decir, inflacion ocurre mucho antes que este periodo de
tal forma que no interfiere con la produccion de elemen-
tos ligeros (uno de los pilares observacionales del modelo
estandar del Big Bang caliente). De esta manera, los valores
encontrados anteriormente para cada una de las cantidades
del modelo en cuestion son consistentes con un periodo infla-
cionario primordial (Dodelson, 2003; Lyth & Liddle, 2009;
Mukhanov, 2005; Weinberg, 2008).

Bajo las condiciones requeridas en los cilculos previos,
se determinaron los valores de los parametros correspondien-
tes para este modelo:

Razén de decaimiento I' < 0,030,

Escala de Hubble al inicio de inflacién Hy, >~ M,

Escala de Hubble al final de inflacién . =~ 0,00501,,,
Densidad de energia de vacio al inicio de inflacion p:\’:;l ol
0.58 x 10" GeV.

Asi, se determind la viabilidad de un mecanismo alter-
nativo de expansion acelarada para el Universo primitivo sin
recurrir a campos escalares fundamentales (tales como el in-
flatén) como elementos indispensables en la construccién de
escenarios inflacionarios.

“$Esta temperatura es andloga a la temperatura de recalentamiento para modelos escalares inflacionarios del tipo slow-roll (Dodelson, 2003; Lyth & Liddle,

2009; Mukhanov, 2005: Weinberg, 2008).

PPara el caso de interés, se tomard el modelo estdndar de particulas elementales con g. (7)) = 106,75 (Lyth & Liddle. 2009).
g ' &
3 e yia i e a 3 A i
0La ley de Stephan-Boltzman es vilida en tanto haya equilibrio termodindmico local, lo cual no es estrictamente cierto en el modelo en consideracién en
donde los dos fluidos, el de vacio y el de radiacion, estin interactuando mutuamente. Sin embargo, y debido a que el cdleulo de la temperatura se estd realizando
al final de inflacién, se pude asumir con buena aproximacion (véase las ecuaciones (45), (46), y (55)) que la interaccién entre los fluidos para ese entonces es lo
suficientemente débil de tal manera que la ley de Stephan-Boltzman brinda un valor correcto para T..
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GEoLOGIA

ALGUNOS INTENTOS DE COMPRENSION DEL
ORIGEN GEOLOGICO DE LA SIERRA NEVADA
DE SANTA MARTA DURANTE EL SIGLO XIX: LOS
CASOS DE JOAQUIN ACOSTA Y JORGE ISAACS

Pablo Antonio Castro Lépezt, Agustin Cardona Molina?
Resumen

Castro Lopez, P. A., A. Cardona Molina: Algunos intentos de comprension del origen geolégico
de la Sierra Nevada de Santa Marta durante el siglo XIX: los casos de Joaquin Acosta y Jorge
Isaacs. Rev. Acad. Colomb. Cienc. 34 (133): 497-511, 2010. ISSN 0370-3908.

La Sierra Nevada de Santa Marta ha sido objeto de investigaciones desde hace mucho tiempo,
entre otras cosas por su caracter aislado del resto de la cadena montafiosa de los Andes. En el
presente trabajo se resaltan los aportes al conocimiento del origen y de las caracteristicas geoldgicas
de dicho macizo rocoso realizados por Joaquin Acosta (1800-1852) y Jorge Isaacs (1837-1895).
Ademas, se hace una primera aproximacion a lo que podria ser una filiacion tedrica y conceptual
entre estos autores y algunos importantes ge6logos y naturalistas europeos del siglo XIX, en el
contexto de una historia de las ideas acerca de la orogénesis en Colombia.

Palabras clave: historia de las geociencias en Colombia, tectdnica del Caribe, Sierra Nevada de
Santa Marta, cambios en el nivel del mar, modelos orogénicos en Colombia en el siglo XIX.

Abstract

The Sierra Nevada de Santa Marta, located in the northernmost part of Colombia, has been an
object of scientific inquiry since at least the X1Xth century, among other things because of its isolated
character in relation to the Andean mountain chain. In this article we present some contributions to
the knowledge of its origin and geological framework made by Joaquin Acosta (1800-1852) and Jorge
Isaacs (1837-1895). Furthermore we establish a possible theoretical and conceptual relationship
between these authors and some important European geologists and naturalists in the XIXth century,
in the context of a history of ideas pertaining to orogenesis in Colombia.

Key words: history of geosciences in Colombia, Caribbean tectonics, Sierra Nevada de Santa
Marta, sea-level changes, orogenic models in Colombia during the X1Xth century.

1  Profesor de Céatedra, Universidad EAFIT, Medellin.

2 Instituto de Investigaciones Tropicales Smithsonian, Panamé. Direccién correspondencia: Calle 1 No. 43D-30 Apartamento 606,
Medellin (Antioquia).
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“La masa gigantesca de la Nevada [...] y el Shinundua
y las otras cUspides niveas que la circundan, irradian
al despuntar el sol refle[j]Jos indescriptibles que se cru-
zan en el éter con los primeros rayos de la aurora: son
como dos alboradas esplendentes que sorprendidas y
en arrobamiento se contemplan. Duerme el valle a los
pies, y sus llanuras de verdor amarillento bordadas por
selvas serpeantes de color sombrio, aparecen a distan-
cia veladas aun por vapores azulinos. En la hondona-
da, algun reflejo de las aguas del Cesar, o del Magdalena
al Sudeste; y en esa direccion, lineas vagas de los ra-
males que bajan de la Cordillera central hasta inmedia-
ciones del Banco: momentos después la di[a]mantina
corona de la Sierra se apaga; parecen sus picos de
amatista y lapislazuli, y el astro-rey difunde luz y vida
sobre el hemisferio de América™s.

La Sierra Nevada de Santa Marta representa un ele-
mento de relieve particular de la geografia colombiana. Su
posicion como piramide erguida, aislada de la cadena mon-
tafiosa Andina que se extiende de forma continua desde la
Tierra del Fuego hasta el norte de Colombia, obedece a la
compleja interrelacion geoldgica entre Surameérica, el Cari-
bey el Pacifico.

Con unas cimas nevadas a una altura de aproximada-
mente 5900 metros sobre el nivel del mar y una fosa sub-
marina de méas de 4000 metros de profundidad bajo el mismo
nivel, representa la montafia costera méas grande del planeta.

No es de extrafiarse que estas particularidades geogra-
ficas, ademaés de ser un elemento fundamental para la cul-
tura de los grupos indigenas que habitan la Sierra, hayan
causado gran impresidn en los primeros europeos que Vi-
sitaron este macizo montafioso, lo mismo que en las gene-
raciones posteriores de naturalistas y de gedgrafos que
han intentado comprenderla hasta el dia de hoy.

Inclusive, ha sido un elemento participe de la literatura
colombiana, como lo podemos entrever en el siguiente ex-
tracto de la novela Cien Afios de Soledad de Gabriel Garcia
Marquez, que trata sobre el asentamiento final de Macondo:

“En su juventud, él [José Arcadio Buendia] y sus hom-
bres, con mujeres y nifios y animales y toda clase de
enseres domésticos, atravesaron la sierra buscando una
salida al mar, y al cabo de veintiséis meses desistieron
de la empresa y fundaron a Macondo para no tener que
emprender el camino de regreso™.

Estos aspectos geograficos sumados a su biodi-
versidad, la cual se ha desarrollado por la continua varia-
cion altitudinal y por la distribucidn climética heterogénea
entre sus diferentes flancos, han llevado a que esta region
fuera declarada por la UNESCO, en el afio de 1979, como
Reserva de la Biosfera, del Hombre y de la Humanidad. En
lo que respecta a Colombia, la Sierra Nevada también po-
see un importante parque natural en su territorio desde
1977: el Parque Nacional Natural Sierra Nevada de Santa
Marta.

El afan de comprender el origen de esta zona montafio-
sa, particularmente su caracter aislado de los Andes, des-
pertd gran curiosidad y estimuld algunos esfuerzos
investigativos durante el siglo XIX, gran cantidad de in-
dagaciones cientificas durante el siglo XX y nuevos tra-
bajos exploratorios a comienzos del siglo XXI.

Si bien los esfuerzos de comprensidn regional y local
representan el pilar moderno y formal del conocimiento de
esta region, en este breve texto queremos destacar algu-
nas observaciones e interpretaciones, elaboradas durante
el siglo XIX, sobre las caracteristicas geologicas y
tectonicas de la Sierra Nevada de Santa Marta (que en ese
entonces se conocia también como Sierra Tairona). Dichas
observaciones e interpretaciones se encuentran en textos
no muy difundidos de dos personajes que, por otra parte,
si son bien conocidos en la historiografia colombiana: To-
mas Joaquin Acosta Pérez (1800-1852) y Jorge Enrique
Isaacs Ferrer (1837-1895).

Hay que aclarar, finalmente, que este escrito no preten-
de realizar una historia de las investigaciones geologicas e
interpretaciones tectonicas acerca de la Sierra Nevada de
Santa Marta. Esta tarea esta por realizarse y creemos que
podria rendir frutos bien interesantes, pues habria que in-
cluir a los autores mejor conocidos del siglo XIX (como es
el caso de Wilhelm Sievers y los mapas geografico y
geoldgico que elabord, publicados en Alemania, en 1888)
y relacionarlos con la secuencia de investigaciones du-
rante los siglos XX y XXI.

Sin pretender ser exhaustivos, mostraremos a conti-
nuacién una sintesis general de algunas de las principales
investigaciones modernas acerca de la Sierra Nevada de
Santa Marta como preambulo para la presentacion de la
contribucion realizada durante el siglo X1X por los perso-
najes arriba mencionados.

3 lsaacs (1967), p. 70; publicado originalmente en 1884 en los Anales de Instruccion Publica en los Estados Unidos de Colombia

(Bogota).
4  Garcia Marquez (2007), p. 19.
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Siglo XXy siglo XXI

Entre los grandes esfuerzos individuales por esclare-
cer las caracteristicas geoldgicas y el origen de la Sierra
Nevada podemos incluir el trabajo del gedlogo suizo Au-
gusto Gansser, prolifico viajero conocido ampliamente en
la comunidad geolégica internacional por ser uno de los
mas prominentes investigadores de la geologia del
Himalaya. Gansser, quien emprendi6 una travesia indepen-
diente a lo largo y ancho de la Sierra Nevada, consigné su
conocimiento de los Andes y sus observaciones geolo-
gicas en un articulo publicado en una revista suiza de te-
mas geoldgicos®, antes de dedicar su vida a la comprension
de las cadenas montafiosas Alpina e Himalaya. En este
trabajo se presenta una descripcion litoestratigrafica bas-
tante detallada de la Sierra Nevada, la cual viene acompa-
fiada por varias ilustraciones, entre ellas un mapa geoldgico.
Ademas, se muestran algunos aspectos de las glaciaciones
que se pueden evidenciar en la parte superior de este ma-
cizo montafoso, lo cual viene acompafado de un mapa de
los glaciares de la parte central de la Sierra.

También se deben mencionar los trabajos de William
MacDonald, estudiante de doctorado en la Universidad
de Princeton durante la década de 1960, quien fuera super-
visado por Harry Hammond Hess en el marco del Proyecto
de Investigaciones Geoldgicas del Caribe (Princeton
Caribbean Geological Research Project), dirigido por este
Gltimo desde finales de la década de 1940. Es importante
anotar que Harry Hess fue uno de los principales cientifi-
cos asociados a la elaboracidn de la teoria de la tectonica
de placas. MacDonald obtuvo importantes datos geofisicos
y calcul6 los primeros datos geocronoldgicos para la Sie-
rra Nevada de Santa Marta y los Andes Colombianos
(MacDonald & Hurley, 1969; Case & Macdonald, 1973;
Doolan, 1971). Estos datos llevaron a contextualizar la si-
tuacion geotecténica de la Sierra Nevada de Santa Marta
dentro de una perspectiva de correlacién con la tecténica
Andinay Caribefia. Casi simultaneamente con las investi-
gaciones de MacDonald, el gedlogo norteamericano Char-
les Tschanz lider6 un trabajo de cartografia en la Sierra
Nevada, el cual formaba parte de un proyecto institucional
mucho mas amplio denominado el Inventario Minero Na-
cional (1964-1970), que involucré al Ministerio de Minas
colombiano, al Servicio Geolodgico de los Estados Unidos
y a la Agencia para el Desarrollo Internacional del mismo
pais (USAID) (Irving, 1971). Tschanz estableci6 una im-

portante contextualizacion tectonica, y obtuvo importan-
tes dataciones geocronolégicas (Tschanz et al. 1969; 1974).

Dentro de estos trabajos, la incognita sobre la conti-
nuidad de la Sierra Nevada y su relacion con los Andes
Colombianos fue explorada por Hermann Duque-Caro
(1979), quien dentro de sus interpretaciones geoldgicas
propone una serie de desplazamientos que llevan esta
macizo rocoso a una posicion proxima a la actual. En una
linea de andlisis similar estan los anélisis indirectos de
Jim Kellog (1984) o VVan der Hilst & Mann (1994) quienes,
a partir de informacién sismica, sugieren la existencia de
una zona de subduccion por debajo de Santa Marta.

Otros trabajos mas particulares han incluido intentos
de mejorar el conocimiento de los eventos ocurridos du-
rante el periodo Cretacico, entre 120y 70 millones de afios
atras (Doolan, 1971), o la historia méas antigua, representa-
da por rocas con edades de alrededor de 1000 millones de
afios de antiguedad (Restrepo-Pace et al. 1997; Ordoriez
etal. 1999; Cordani et al. 2005).

Recientemente, como fruto de un proyecto de coopera-
cion interinstitucional entre ECOPETROL, el INGEOMINAS
(Instituto Colombiano de Geologia y Mineria) y el
INVEMAR (Instituto de Investigaciones Marinas y
Costeras), asi como de la participacion de otras institucio-
nes e individuos, fue realizada una nueva aproximacion al
conocimiento geolégico y tecténico de la Sierra Nevada,
cuyos resultados fueron publicados por la revista Journal
of South American Earth Sciences, en un volumen espe-
cial (Ojeda & Cardona, 2010).

Si bien los detalles para un conocimiento absoluto so-
bre dos de los aspectos mas intrigantes de la geologia de
la Sierra Nevada de Santa Marta, como son su aislamiento
de la cadena Andina y su elevacion, todavia son objeto de
discusién y exploracién, los trabajos recientes sugieren
que la Sierra Nevada habria estado en continuidad con las
cordilleras andinas, y habria sido separada de estas pro-
bablemente desde hace menos de 50 millones de afios, por
movimientos rotacionales que formarian simultdneamente
las cuencas del Valle Inferior del Magdalena (Montes et al.
2010). El mecanismo generador de esta rotacion estaria
asociado con la migracién hacia el este de la placa del
Caribe, la cual es el limite norte de Suramérica (Bayona et
al. 2010; Montes et al. 2010). De otro lado, su historia de
levantamientos verticales esta dividida en diferentes fa-

5 Gansser (1955). Como dato curioso, quisiéramos anotar que Gansser era ademdas un montafista consumado y durante su estadia en
Colombia realiz6 varios ascensos a picos importantes de nuestra orografia (Vega, 1996, p. 26-27; una fotografia de Gansser en 1951 en

Colombia se puede ver en la p. 119).
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ses durante el Cenozoico (Cardona et al. en revision), de
manera que las mas importantes habrian ocurrido en el
Paleoceno-Eoceno (entre 65 millones de afios y 45 millo-
nes de afios atras), en el Oligoceno (entre 25 millones de
afios y 8 millones de afios) y en el Mioceno Tardio (desde
hace 8 millones de afios). EI mecanismo geoldgico de ca-
racter regional que podria estar controlando su levanta-
miento estaria determinado por los cambios en las variables
de convergencia de placas (velocidad y angulo de conver-
gencia), relacionados con la subduccion de la placa del
Caribe bajo Suramérica, y por el control que ejercen las
grandes fallas regionales que limitan este macizo triangu-
lar (Kellogg, 1984; Flores-Nifio, 2001; Ceron-Abril, 2008;
Cardona et al., en revision).

En este esquematico y muy resumido preambulo no
pretendemos incluir todos los trabajos realizados acerca
de la Sierra Nevada de Santa Marta y somos conscientes
de dejar por fuera referencias fundamentales, como las obras
de Victor Oppenheim y E. Reymond durante la década de
1940, por tomar solo dos ejemplos.

A continuacion, nos ocuparemos entonces de nues-
tros dos personajes centrales y de sus textos y propues-
tas interpretativas.

Siglo X1X

Joaquin Acosta: Comision Oficial en la Sierra Nevada
y sus alrededores

Joaquin Acosta ha sido analizado como cientifico y
naturalista en varios trabajos anteriores, en los que se ha
destacado su polifacética vida en los campos de la geo-
grafia, lageomorfologiay la geologia (ver respectivamen-
te Sanchez, 1999; Hermelin, 1993; Espinosa, 1994). Pero
en estos trabajos no se habia presentado ain una exposi-
cion detallada de las observaciones e interpretaciones de
Acosta en relacidn con las caracteristicas geologicas y el
origen de la Sierra Nevada de Santa Marta.

Acosta viajo a la Sierra Nevada de Santa Marta y sus
alrededores a finales de 1850 y principios de 1851 por or-
den del Gobierno Nacional de ese entonces®. Productos de

este viaje podemos mencionar, como minimo, dos textos: el
“Informe del Coronel Joaquin Acosta sobre los baldios de
Santa Marta 'y Valle de Upar (1851)”, escrito en Guaduas el
8 de marzo de 1851 (Mantilla, 2005, p. 196), y la carta en-
viada el 11 de abril del mismo afio, también desde Guaduas,
a Léonce Elie de Beaumont’, miembro de la Sociedad
Geoldgica de Francia, que fue leida por éste Gltimo en la
sesion de reuniones de dicha Sociedad del dia 21 de junio
de 18528 y luego publicada en las memorias de la misma
(Acosta, 1852).

Es importante anotar que antes de realizar el viaje en
Comisidon Oficial del Gobierno Nacional, Acosta ya habia
explorado la region del Magdalena y el Valle de Upar. Estas
exploraciones las habria realizado en agosto de 1849, re-
cién desembarcado de su segundo viaje a Europa, y en
marzo de 1850, partiendo desde su residencia en Guaduas
(Acosta de Samper, 1901, p. 460, 465).

En el primer texto mencionado mas arriba las alusiones
a cuestiones geologicas o mineraldgicas son bastante es-
casas, puesto que el objetivo del informe y su destinatario
no exigian una mayor profundidad en estos temas. El obje-
tivo del informe se centraba principalmente en establecer
lugares adecuados para desarrollar proyectos de coloniza-
cion en establecimientos agricolas por parte de ciudada-
nos europeos en lugares pertenecientes a las provincias
de Santa Marta y del Valle de Upar. El destinatario era el
Gobierno Nacional, en cabeza del Sefior Secretario de Re-
laciones Exteriores.

A continuacién, citaremos de este texto la parte mas
relevante para nuestro objetivo:

“Dentro de los términos de la provincia del Valle de Upar
en la misma Sierra Tairona o Nevada que divide esta
provincia de la de Santa Marta he recorrido valles deli-
ciosos en el lado oriental que tienen ventajas decididas
sobre los de la pendiente occidental que acabo de men-
cionar. Aguas vivas frias y cristalinas, tierra vegetal in-
agotable porque la base es la roca porfirida alterada que
los gedlogos llaman argil6fera que es blanda y cede sin
cesar sus elementos fecundos al suelo superior...” (Cur-
siva en el original, Mantilla, 2005, p. 199.)

6 Las fechas limite serian: el 10 de diciembre de 1850, cuando se emite una orden del poder Ejecutivo, por medio del Secretario de
Relaciones Exteriores, que solicita a Acosta hacer el recorrido de las provincias de Santamarta y Valle de Upar; y el 8 de marzo de 1851,
que es la fecha en que escribe el Informe desde Guaduas (Mantilla, 2005, p. 196).

7 Léonce Elie de Beaumont (1798-1874) fue una figura prominente de la geologia del siglo XIX en Europa, particularmente interesado en
la caracterizacion, clasificacion y comprension del origen de las cadenas montafiosas. Fue una de las personas que ayudo en la creacion
de la Sociedad Geoldgica de Francia en 1830 y, a partir de este afio, fue uno de los Directores del proyecto estatal para confeccionar el

Mapa Geolégico de Francia (Greene, 1982, p. 76, 77).

8 Para ese entonces Acosta habia fallecido, hecho que acontecié el 21 de febrero de 1852 (Davis, 1969, p. 163).
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Nuestra interpretacion es la siguiente: un elemento sus-
tancial de la justificacion de la escogencia del lugar men-
cionado por Acosta seria la composicion geoldgica del
subsuelo de dicho lugar, y los resultados de la descompo-
sicion de dichos materiales rocosos en forma de suelo, el
cual contendria elementos adecuados al crecimiento de la
vegetacion®. En cuanto a la terminologia geoldgica utiliza-
da podemos mencionar los dos términos porfirida y
argiloferal®. Ambos parecen ser traducciones literales del
francés, puesto que en el siguiente texto que resefiaremos
de Acosta aparecen junto a otro conjunto mas amplio de
palabras y conceptos geologicos.

El segundo textol! si est4 directamente relacionado con
nuestro tema de interés: las caracteristicas geoldgicas y el
posible origen de la Sierra Nevada de Santa Marta, por lo
que nos centraremos en él en el resto de esta seccion.

Inicialmente, Acosta plantea la observacion del caracter
aislado del relieve conformado por la Sierra Nevada, en lo
que sigue la postura de Alexander von Humboldt, segtn el
mismo autor en su texto (Acosta, 1852, p. 396; no menciona
cual de las obras de Humboldt es la que utiliza para afirmar
lo anterior, por lo que no sabemos en qué fecha lo dijo este
Gltimo). Este aislamiento indicaria una separacion del relie-
ve andino de Colombia, especialmente de las cordilleras
Central y Occidental. A continuacion indica un argumento
para sustentar el caracter aislado del macizo rocoso, el cual
tiene que ver con dos hechos: el primero, es que el denomi-
nado Valle de Upar (cuenca del rio Cesar) no tendria mas de
200 metros de altura sobre el nivel del mar en su conjunto;
en contraste con lo anterior, el segundo hecho es que en los
alrededores de Santa Marta y Riohacha se pueden observar
rocas metamarficas que practicamente emergen del mar. Las
rocas metamorficas son caracteristicas de niveles relativa-
mente profundos de la corteza terrestre y si las observamos
hoy en dia en la superficie, como parte de un conjunto mon-
tafioso, esto nos indicaria un levantamiento del relieve en
algin momento de la remotisima historia tectonica de estas
unidades litoldgicas (Acosta, 1852, p. 396-397).

En un segundo momento Acosta describe las carac-
teristicas altitudinales y fisicas del macizo montafioso,

mostrando a su vez que en sus exploraciones logro llegar
hasta el limite inferior de la nieve, que él determina median-
te una observacion barométrica, dando como resultado un
valor de 4687 metros. Adicionalmente, estima la altura del
pico mas alto del macizo en 5500 metros como maximo.
Segun parece, Acosta recorrié toda la base de la Sierra
Nevada e hizo un recorrido ascendente, desde el sureste
hacia el noroeste. En este recorrido describe una sucesion
litoestratigrafica, como la denominariamos hoy en dia, la
cual consiste en una descripcion cualitativa de los dife-
rentes conjuntos de rocas que se encuentran proyectan-
dose en la superficie del relieve (Acosta, 1852, p. 397).

Ademas, realiza observaciones de tipo glaciologico,
donde identifica caracteristicas de antiguos niveles
glaciares a alturas inferiores a aquellas donde se encontra-
ban los glaciares en 1850 (Acosta, 1852, p. 397-398).

Un resumen de las observaciones estratigraficas de Acosta
es el siguiente, en orden desde abajo hacia arriba del recorri-
do ascendente hecho por aquel (Acosta, 1852, p. 397):

- Granito con venas de cobre carbonatado verde y
malaquita.

- Diques de porfido con matriz de color violeta (porfido
violeta) y con cristales pequefios de feldespato tipo
albita. En algunas partes esta roca se encuentra alte-
raday al material resultante se le denomina argildfera
(argilophyres).

- Granito, nuevamente, mas duro y sin alteraciones.

- Rocas sieniticas y euriticas en las altas cumbres de la
Sierra Nevada.

Hay que anotar que Acosta observa blogues erraticos
de “porfido petro-siliceo [pétro-siliceux]”, los cuales lo
llevan a pensar en un segundo evento de intrusidn
pérfidica, posterior a la del pérfido violeta arriba mencio-
nado (Acosta, 1852, p. 398).

En general, es claro para Acosta que en la Sierra Neva-
da no se encuentran rocas sedimentarias antiguas, o al
menos no las observd durante sus recorridos. Ademas,

9  Debemos mencionar aqui que Louis Striffler (ver nota 16 para mayor informacion sobre este personaje) conocié el Informe de Acosta en
1876 cuando realiz6 sus exploraciones de la Sierra Nevada. De hecho, incluye una parte de él en su texto y, ademas, no estd de acuerdo
con la observacion de Acosta ralacionada con la fertilidad del suelo formado a partir de la roca porfirida (o porfiroide); para Striffler dicha
fertilidad tiene otras causas menos geoldgicas (Striffler, 2000, p 344, 349-350).

10 En la transcripcion que incluye en su texto Striffler aparecen estos términos como porfiroide y argilofira, respectivamente (Striffler,

2000, p. 344).

11 Es importante mencionar que Acosta anunciaba este texto en el Informe de 1851 sobre baldios en Santa Marta: “Estoy ademas
preparando un pequefio trabajo sobre la constitucion fisica de la Sierra Tairona que espero tenga alguna publicidad en Europa y llame por
lo mismo la atencién de los que quieran emigrar a América” (Mantilla, 2005, p. 205).
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segmenta la Sierra Nevada en dos areas: una suroriental,
donde predominan las rocas de caractear igneo, y otra
noroccidental, cerca a Santa Marta, donde predominan las
rocas metamorficas (esquistos talcosos [stéaschistes] y
gnéises).

En cuanto a las observaciones tectdnicas, podemos
decir que Acosta plantea dos eventos de levantamiento
del relieve, asociados a intrusiones y efusiones de rocas
volcénicas de tipo porfidico, el primero de los cuales seria
mas antiguo que el levantamiento de la cadena de los An-
des. Y habria un evento de hundimiento (disminucion de
altura del relieve) mas reciente hasta la posicion actual. Es
de anotar que Acosta menciona en un aparte de su texto
que en las montafias que constituyen la Sierra Nevada “se
pueden indicar muchas direcciones de levantamiento”
(Acosta, 1852, p. 398).

En este caso podriamos pensar que las observaciones
de Acosta se podrian relacionar con dos propuestas teori-
cas planteadas durante la primera mitad del siglo XI1X en
Europa, para explicar el origen de las cadenas y sistemas
montafiosos. En el primer caso, la idea de que los eventos
de levantamiento del relieve estan asociados a intrusiones
y efusiones de rocas volcanicas, idea que se puede aso-
ciar a la teoria de los “crateres de elevacion”, planteada
por Leopold von Buch!2, En el segundo caso, la referencia
a las “direcciones de levantamiento” podria corresponder
al modelo orogénico planteado por Elie de Beaumont, que
se apoya en la nocién de la contraccion secular de la Tie-
rra, la cual ocasionaria una reduccion de su radio vy, por
ende, un reacomodamiento de la corteza mas superficial
del planeta. Dicho reacomodamiento se manifestaria en
plegamientos externos de la corteza que seguirian un plan
geométrico bien organizado y definido para cada época
orogénica global, de ahi la importancia de las “direcciones
de levantamiento” (Greene, 1982, pp. 87-90).

Una evidencia mas concreta de esta Gltima relacion la
podemos ver en la siguiente cita extraida del texto de Acosta
titulado Lecciones de Jeolojia:

“Estas diferentes manifestaciones del fuego central con
sus espantosas convulsiones, han aparecido en todos
los periodos, i las rocas cristalinas que se produjeron al
enfriarse las masas incandescentes, aparecen a la super-
ficie, cortandose unas a otras en el érden de su antigie-

dad; i en este mismo 6rden se levantaron las diversas
cadenas de montafas, de modo que en las mas recientes
todos los diversos estratos aparecen inclinados mas o
ménos de ambos lados del eje de la montafia. En las ante-
riores los estratos modernos guardan su horizontalidad,
como depositados posteriormente al levantamiento,
miéntras que las capas mas antiguas se levantaron, i
asi sucesivamente en las demas; i de este modo, hace
ménos de veinte afios, Mr. Elie de Beaumont descubri6
la edad relativa de las cordilleras que existen en Euro-
pa, con calculo tan certero que obtuvo desde luego el
asentimiento de los je6logos de todas las naciones”
(Acosta, 1850, p. 14).

Cerrando esta seccion relacionada con Acosta pode-
mos ver entonces que se presenta una clara relacion con-
ceptual y tedrica entre la somera interpretacion orogénica
propuesta por él y el modelo de Elie de Beaumont para
explicar el origen y la geometria de las cadenas montafio-
sas en todo el planeta.

Jorge Isaacs: Secretario de la Comision Cientifica
Permanente en el Estado Soberano del Magdalena

Jorge Isaacs es una figura de renombre en la literatura
colombiana, y no s6lo por la fama de su novela Maria,
pues recientemente se han realizado estudios monograficos
que pretenden comprender la amplitud de su produccién
escrita sacandola de la camisa de fuerza que la tradicion le
ha impuesto como representante del romanticismo colom-
biano (Henao Restrepo, 2007).

En otros campos del conocimiento, en la historia social
de las ciencias, se ha intentado resituar y comprender mejor
la famosa polémica entre Isaacs y Miguel Antonio Caro en
el marco de una historia de la apropiacion del pensamiento
de Darwin en Colombia (Restrepo & Becerra, 1995, pp. 552-
553), lo que nos muestra la simpleza del encasillamiento al
que ha sido sometido este personaje, dado que solo se le ha
dado importancia por su papel en la historia de la literatura
en Colombia. Por nuestra parte, el interés de este escrito es
ilustrar una faceta menos conocida de Isaacs: sus observa-
ciones geologicas y tectdnicas, que debemos situar en al
amplio abanico de sus preocupaciones intelectuales.

En su trabajo titulado Las Tribus Indigenas del Mag-
dalena Jorge Isaacs describe inicialmente aspectos demo-
graficos y de geografia politica acerca del Estado Soberano

12 EIl modelo orogénico denominado crateres de elevacion consiste en la idea de que la fuerza que hace emerger y levantarse a las cadenas
montafiosas proviene de la presion de grandes reservorios de material fundido en profundidad que se mueven hacia la superficie, y en este
recorrido ocasionan el levantamiento axial de las cordilleras montafiosas. Dicho levantamiento seria de caracter catastrofico, en el
sentido de que se realizaria en un intervalo de tiempo relativamente corto. El resultado de este fendmeno se manifestaria en grandes
masas de rocas pluténicas intrusivas bajo los ejes de los sistemas montafiosos (Greene, 1982, pp. 83-84).
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del Magdalena, como en ese entonces se denominaba a
cierta parte del actual territorio del Norte de Colombia; in-
dica y comenta ademas los trabajos anteriores sobre la
region, pero no menciona el texto de Acosta analizado en
este trabajo (aunque si menciona el mapa geogréafico de la
Nueva Granada elaborado por Acosta en 1847 en Paris;
Isaacs, 1967, p.32). Realiza una breve discusion sobre la
continuidad fisiogréfica de la Cordillera Oriental de los
Andes colombianos en la region de La Guajira, basandose
en las apreciaciones de investigadores anteriores y en sus
propias observaciones de campo. En este punto quisiéra-
mos indicar que Isaacs estuvo en la region del Magdalena
entre octubre de 1881 y septiembre de 1882 como Secreta-
rio de la denominada Comisidn Cientifica Permanente, crea-
da por laadministracion de Rafael NUfiez, entre otras cosas,
con la intencién de evaluar las posibilidades comerciales y
practicas de las muestras mineraldgicas, botanicas, zool6-
gicas, arqueoldgicas que dicha comision debia recolectar
y clasificar (Obregon, 1992, pp. 55-56; Dugque Gémez, 1990,
p.413).

Isaacs retoma uno de los trabajos de Felipe Pérez!3 para
indicar algunas observaciones en cuanto al origen y pos-
terior evolucion del macizo rocoso y montafioso de la Sie-
rra Nevada de Santa Marta. Este Gltimo autor, segln cita
Isaacs en su texto, dijo lo siguientel#:

“<<Basta echar una mirada sobre el mapa del Estado del
Magdalena para comprender que dicha sierra [Nevada
de Santa Marta] no es una continuacién de la gran Cor-
dillera Oriental como se ha creido hasta aqui, sino que
forma un sistema distinto. ¢Es ella un gran nudo aislado,
o formaba parte de la continuacién de los Andes al tra-
vés de lo que son ahora las Antillas, y que en remoto
tiempo era la prolongacion del continente hasta su unién
con la isla de Cuba y las peninsulas de Yucatan y Flori-
da? No lo sabemos, pero si es ésta nuestra opinion apo-
yada en la infinidad de islas que constituyen los
archipiélagos de las grandes y pequefias Antillas, acaso
viejas y paralelas costas del mar Pacifico en tiempos
antiquisimos. Esa porcion de tierra seria entonces la ver-
dadera América Central, y contribuiria a regularizar (?)
la forma del Nuevo Mundo, tan desgastada hoy hacia el
istmo de Panama. Los puntos de rotura debieron ser pues
la isla de Trinidad y lo que hoy forma el grupo de las
Lucayas [Bahamas]>>". (Isaacs, 1967, pp. 41-42; el signo

de interrogacion y las cursivas del término “regularizar”
fueron agregados por Isaacs, pues no aparecen en el
texto original de Pérez, 1863, p. 561.)

Lo planteado por Pérez, segun lo cita Isaacs, es un
modelo tectonico para el origen de la Sierra Nevada, pero
también para el actual mar Caribe y sus islas de borde,
dentro de una concepcion verticalista de los movimientos
de la corteza terrestre.

Por otra parte, Isaacs menciona en una nota a pie de
pagina una supuesta “teoria de Boussingault” relaciona-
da con el hecho de que “la altitud de la Sierra Nevada ha
ido disminuyendo después del movimiento pluténico que
la hizo llegar a mayor elevacion que todas las cumbres
colombianas” (Isaacs, 1967, p. 42, nota 10). Se refiere a
Jean-Baptiste Boussingault, el ingeniero francés que es-
tuvo en la jéven Republica de Colombia durante los afios
1823 a 1832 aproximadamente (Espinosa, 1991). En este
caso, la idea de un movimiento plutonico que levanta las
cadenas montafiosas o sistemas orograficos también po-
dria ser, como en el caso de Acosta, prestada del modelo
de Leopold von Buch que mencionamos atras.

Pero lo mejor del asunto viene cuando el propio Isaacs,
retomando la propuesta de Pérez y Boussingault, plantea
su propio modelo geotectonico para explicar el origen de
la Sierra Nevada en el contexto del origen del mar Caribe y
de la dindmica tectonica de las cordilleras andinas en Co-
lombia. A continuacion, trataremos de resumir su modelo,
teniendo como referencia la siguiente cita:

“Hé aqui lo probable. El estudio de aquel apifiamiento
colosal de montes, independientes de las cordilleras
andinas y como aislados por su grandeza, indica que
de sus flancos y escarpas septentrionales desgajé un
cataclismo ramas, enormes seguramente, que destroza-
das se hundieron en el Océano, y fragmentos de ellas
son, visibles aun, las islas que bordan el mar Caribe.
Tal vez por efectos de la misma accion pluténica se
elevd entonces la Sierra Nevada a la altitud que hoy
tiene, y se levantaron a trechos las costas adyacentes
hasta la desembocadura del Sind, o poco menos. Y se
vé: el Atlantico las cubrio en lejanas edades, y ahora
deprimidas de nuevo y desgastandose, pretende otra
vez arroparlas.” (Isaacs, 1967, pp. 70-71)

13 Felipe Pérez Manosalba (1836-1891) fue un “[p]olitico, escritor, periodista y gedgrafo boyacense”. Abogado del Colegio del Rosario y
miembro del partido liberal, especificamente del grupo de los radicales. Su hermano Santiago fue presidente durante el periodo 1874-
1876. Fue el director de la compilacion de los trabajos inacabados de la Comision Corografica, que se llevé a cabo a partir de 1861 por
orden del gobierno nacional. Uno de los resultados principales de esta compilacion fue la obra Jeografia Fisica i Politica de los Estados
Unidos de Colombia, en dos tomos, publicados en 1862 y 1863. (Vasquez, 2004.)

14 Pérez, 1863, Seccidn titulada: “Jeografia Fisica i Politica del Estado del Magdalena”, PARTE FISICA, V. Montafias, p. 561.
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En esta cita Isaacs retoma la propuesta de Felipe Pérez,
que aparece atras citada por él mismo, y desarrolla su in-
terpretacion del origen de la Sierra Nevada en el contexto
del origen del mar Caribe y las islas que lo bordean, desde
el punto de vista tectonico.

Primero que todo, Isaacs intenta argumentar que el re-
corrido actual del rio Magdalena no era el que tuvo en
tiempos antiquisimos; se propone demostrar que el rio
Magdalena corria anteriormente por donde ahora corren el
rio Cesary el rio Rancheria 'y, mas especificamente, propo-
ne que la hoya hidrografica de estos dos rios fue formada
por el cauce del antiguo rio Magdalena, que desembocaba
cerca a la actual ciudad de Riohacha. La evidencia de esto
estaria hoy presente en el paralelismo casi completo que
tienen los rios Magdalena, Ariguani y Garupal; estos dos
Gltimos descienden de la parte suroccidental y suroriental
mas extremas de la Sierra Nevada de Santa Marta (Isaacs,
1967 p. 71).

Luego, el autor propone que en esos remotos tiempos la
Cordillera Central de los Andes colombianos tenia continui-
dad hacia el suroeste de la Sierra Nevada: sus ramales mas
septentrionales se confundian con los ramales mas meridio-
nales de ésta Ultima; de hecho, continta el autor, los deno-
minados cerros de Chimichagua al norte de la Ciénaga de
Zapatosa serian un remanente de la continuidad original de
la Cordillera Central con la Sierra Nevada.

El escenario tecténico para explicar el cambio en el
curso del rio Magdalena involucra una interpretacion del
origen de los relieves montafiosos de la Sierra Nevada y
de la Cordillera Central: en tiempos remotos no existiria la
Sierra Nevada tal y como se encuentra hoy en dia, sino
que sus relieves formarian parte de la continuacién sep-
tentrional de la Cordillera Central, que a su vez, continua-
ria como parte del relieve continental que se extenderia
hacia la peninsula de Yucatan y hacia la peninsula de La
Florida. Esto estaria relacionado con lo mencionado por
Pérez mas atras, donde dice que el continente surame-
ricano habria tenido continuidad hasta el area conforma-
da actualmente por la peninsula de Yucatan, la peninsula
de La Florida, la islade Cubay las demas Antillas Mayo-
res, y las Antillas Menores con la isla de Trinidad como
punto final. No es claro si Pérez o Isaacs pensaban que
en esos tiempos remotos hubiese existido el Golfo de
México o si también esa area habria sido ocupada por el
relieve continental suramericano.

Todo, lo que actualmente es mar, habria sido tierra
firme continental. Ahora bien, al parecer la cadena mon-
tafiosa andina habria existido en su ubicacion actual, pero
siguiendo la hipétesis de Isaacs, en la parte que actual-

mente corresponde al Departamento del Magdalena (par-
te del antiguo Estado Soberano del Magdalena) se habria
presentado una truncacién de la Cordillera Central Andina
debida al movimiento pluténico del que hablaba en la cita
que hicimos de su texto, que habria desgajado los rama-
les antiguos de la cordillera andina que corrian hacia
Yucatdn y La Florida. Los remanentes actuales de esos
antiguos ramales desprendidos serian las islas Antillas
actuales. Pero durante dicho movimiento plutonico (tam-
bién llamado cataclismo por Isaacs) se habria levantado
la Sierra Nevada hasta su altura actual. Esto llevé a que el
antiguo curso del rio Magdalena fuera reorientado, pues
la zona donde antes desembocaba se encontraba ahora
mas elevada, por lo que el rio se represo6 en el area de la
actual Ciénaga de Zapatosa. Simultaneo a este fendme-
no, Isaacs indica que la Sierra Nevada lleg6 a estar tan
alta que se crearon las acumulaciones de nieve que die-
ron origen a algunos rios importantes de la zona, algunos
de los cuales fueron a desembocar al norte, hacia el mar
Caribe, pero otros mas, en el sector meridional, fueron a
desembocar al rio Magdalena, represado en la Ciénaga
de Zapatosa. (Se trata de los rios Cesar, Badillo y
Guatapuri.) Dichos rios aprovecharon el antiguo y am-
plio lecho del rio Magdalena para seguir su curso. Segun
Isaacs, una evidencia que demuestra esto es el hecho de
que el rio Cesar tiene un curso “perezoso e indeciso [...]
pequefio e insuficiente para la hoya que recorre” (Isaacs,
1967, pap. 71-72; citaen lap. 72).

Es importante anotar aqui que, aunque Isaacs no lo haga
explicito en su texto, al parecer la continuidad original entre
la Sierra Nevada y la Cordillera Central se habria visto inte-
rrumpida por la accion del rio Magdalena, que estaba ade-
mas represado en el sector de la actual Laguna de Zapatosa.
No es claro si este proceso habria sido una erosion lenta y
gradual de un segmento de cordillera montafiosa, que ha-
bria dado origen al actual cauce del rio Magdalena en su
sector mas septentrional, o si por el contrario habria sido un
evento subito de apertura del valle inferior del mismo rio.

Resumiendo algunos aspectos de lo anteriormente ex-
puesto podemos decir que Isaacs explica el aislamiento de
los sectores suroeste y norte de la Sierra Nevada de Santa
Marta: el aislamiento del suroeste se deberia al cambio en
el curso del rio Magdalena, como lo mencionamos en el
ultimo parrafo; el aislamiento del norte se explicaria debi-
do al movimiento pluténico y cataclismico que habria des-
gajado los ramales cordilleranos originales que se extendian
hacia el norte, como lo mencionamos mas arriba.

Después de presentar su hip6tesis, Isaacs prosigue citan-
do a otros autores para sustentar sus puntos de vista, entre



CASTRO LOPEZ, P. A., A. CARDONA MOLINA: ALGUNOS INTENTOS DE COMPRENSION DEL ORIGEN GEOLOGICO... 505

los cuales menciona a Elisée Reclus'® y a la pareja conforma-
da por una persona de apellido Truchony por Louis Strifflerl6,

En el caso de Reclus, este autor plantea la posibilidad
de que en tiempos remotos la zona de los alrededores del
nacimientoy curso superior del rio Rancheria hubiese sido
un gran lago formado por las aguas represadas del actual
rio Magdalena. Para esto menciona la existencia de ciertos
depositos y formas del paisaje que comprobarian sus afir-
maciones (Isaacs, 1967, pp. 73-74).

En el caso de Truchon y Striffler, estos autores indica-
rian que la Sierra Nevada habria sido una “<<sublevacion
[sic] aislada que parece haberse interpuesto para impe-
dir al Magdalena la salida por Riohacha>>" (cursiva en
la cita que hace Isaacs, 1967, p. 74).

Llegados a este punto queremos resaltar una idea que
nos surge con la lectura de las citas de Isaacs y con el
resumen de sus observaciones: hasta este momento el au-
tor invoca un fenémeno cataclismico como factor ordena-
dor de las formas del relieve actual y aun mas, de las
caracteristicas hidrograficas de la zona. Este énfasis en el
caracter cataclisimico del fenémeno que da origen a la Sierra
Nevada se ve reforzado cuando, a continuacion, Isaacs cita
a Reclus y a José Carlos Man6 para contrastar sus posturas
frente a la suya propia.

José Carlos Mand6?7, fue el director de la Comision Cien-
tifica Permanente de la cual era Secretario Isaacs, y de quien
éste tiene muy mala imagen y a quien critica en varios apar-
tes del texto!8. Para reforzar su vision cataclismica Isaacs
citaa Mané como un ejemplo de una vision mas gradualista.
Nos parece tan importante este punto que nos permitire-
mos citar integramente el texto de Mané que Isaacs inclu-
ye en su obra. El texto es el siguiente:

“<<Aunque haya tenido la fortuna de conseguir casi
por completo mi principal intento, me ha visto, sin em-
bargo, invenciblemente distraido desde mis primeros
pasos por una de esas cuestiones de ciencia pura, de
las cuales queria precisamente huir para el mejor des-
empefio del cometido que me fue confiado a la vez por
el Congreso y el Gobierno de la Nacion.

Me refiero a la pasmosa tranquilidad con que se han
verificado en esta parte septentrional de los Andes,
toda la serie de los fenémenos geoldgicos que tan pro-
fundamente trastornaron la corteza terrestre en casi
todos los demas puntos del orbe conocido.

Aqui, las diferentes épocas geoldgicas que los
geognostas caracterizan bajo los nombres de penéana,
triasica, jurasica y cretacea, no forman, se puede decir,
sino un solo y Unico periodo, a pesar de la inmensidad
de los tiempos que debieron transcurrir durante la len-
ta formacién de sus potentisimas estratificaciones; y
no constituye asimismo sino un solo piso perfectamen-
te concordante, toda la serie de los terrenos o capas
sedimentarias, desde los calcdreos conchillares del
“lias”, que presentan en los fésiles que forman insepa-
rable cuerpo con la masa de dichos calcareos, la tan
caracteristica quebradura espatica y brillante, hasta las
tobas postjurasicas>>". (Cursivas en la cita tal cual la
realiza Isaacs, 1967, p. 74-75)

Las cursivas que Isaacs resalta en este texto de Mané
nos parece que evidencian su preocupacién por enfatizar
la vision gradualista de este Gltimo. Pero habria que acla-
rar que el mismo Mano indica que en otras partes del glo-
bo las épocas geoldgicas a las que corresponderian las
unidades estratigraficas descritas si fueron producto de
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Elisée Reclus (1830-1905) fue un importante gedgrafo francés, quien dejé tras de si una abultada obra de “mas de 30000 péginas”, y cuyos

titulos mas importantes son: La Terre (1868-1869, en 2 volimenes), Nouvelle Géographie Universelle (1876-1894, en 19 volUimenes)
y L’Homme et la Terre (1906, en 9 volumenes). Estuvo en la costa caribe colombiana entre 1855 y 1857, especificamente en Riohacha
y sus alrededores. Tuvo el proyecto de fundar una colonia agricola en la Sierra Nevada de Santa Marta (Ramirez, 2006, p. 12, 6, 16-17).
Existe un excelente sitio web con informacion sobre Reclus y la geografia de Colombia, el cual es administrado por David Ramirez, la
misma persona que acabamos de citar, quien es historiador y estudiante de Maestria en Geografia Humana en la Universidad de S&o Paulo,
en Brasil (http://reclus.wordpress.com/).

Louis Striffler (1815-1891) fue un ingeniero francés que estuvo durante casi cincuenta afios en el Caribe colombiano, al cual llegé
contratado por una compafiia europea para realizar prospecciones mineras. Probablemente la persona de apellido Truchon (en francés:
Trouchon) corresponda a Amédée Trouchon, el mayor de los hermanos con quienes Striffler, junto a otros personajes, realizé un viaje
a la Sierra Nevada de Santa Marta en 1876 (Striffler, 2000; la informacion aparece en el Prélogo, escrito por Rodolfo Segovia Salas, pp.
11-14). La cita de la obra de Truchon y Striffler, tal cual aparece en el texto de Isaacs, es: “Exploracién minera practicada en el Estado
del Magdalena. Corto folleto impreso en castellano — 1876 (lsaacs, 1967, p. 74, Nota 36).

José Carlos Man6 fue nombrado por el Congreso de los Estados Unidos de Colombia en 1881 como Director de la mencionada Comision
(Obregén, 1992, pp.55-56). Al parecer, Mand estuvo posteriormente en Guatemala realizando trabajos de exploracién minera en el
Departamento de Huehuetenango, pues hay indicios de un Informe presentado por él al Gobierno de la Republica de Guatemala en 1883
(Hemmerling, 1984, p. 5).

La recepcion del Informe de Mané sobre su labor como Director de la Comisién Cientifica Permanente no fue del todo positiva; al menos
en ciertos circulos cientificos de la Colombia decimonénica (Obregén, 1992, p. 56.)
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fendmenos de gran trastorno de la corteza terrestre. Es
decir, se trataria de un gradualismo muy localmente aplica-
do. Pero nos surge una inquietud, y es la siguiente: ¢por
qué habla Man6 de “un solo piso perfectamente concor-
dante, toda la serie de terrenos o capas sedimentarias”,
cuando Acosta se preocupaba en su texto antes analizado
de la casi total ausencia de rocas sedimentarias antiguas?
Podria ser que Acosta no las observara o que Mané espe-
culara acerca de su presencia. No tenemos certeza en este
punto.

Siguiendo con nuestro analisis, debemos transcribir a con-
tinuacion la cita de Reclus que Isaacs realiza para contrastar su
vision cataclismica con la vision gradualista del primero:

“<<...no se puede dudar de que en otro tiempo un an-
churoso lago se extendi6 entre la Sierra Nevada y el
nudo de los Andes Ilamado Sierra Negra [Serrania de
Perija]. Quiza el rio Magdalena atravesaba entonces
este lago de agua dulce, tomando el lecho actual del
Rancheria; paulatinamente, el levantamiento gradual
de la Sierra Nevada derramaria el lago en el mar, recha-
zando el Magdalena mas al Oeste, hacia el golfo que se
extendia entre Cartagena y Santa Marta, y que des-
pués ha sido colmado por los aluviones del rio.>>".
(Isaacs, 1967, pp. 73-74. Cursivas nuestras.)

Aungue en este texto Isaacs no resalta con cursivas
los apartes gradualistas de Reclus, nosotros si quisimos
hacerlo para ilustrar dicha postura. Ademas, no es claro en
las citas de Reclus si éste pensaba que la Cordillera Cen-
tral era continua con la Sierra Nevada de Santa Marta, por
lo que este punto queda abierto a futuras indagaciones.

Finalmente, como contraste, esto es lo que nos dice
Isaacs al respecto del levantamiento de la Sierra Nevada
de Santa Marta:

“...es tangible, por los asomos de poderosas eyecciones
igneas en las bases meridionales de la Sierra y en sus
declivios a ese lado y al Occidente, que no fue gradual
el levantamiento de las montafas, sino efecto de un
cataclismo trastornador de los sistemas orografico e
hidrografico de aquellas regiones, y que probablemen-
te modificoé la forma que en edad remotisima tuvo la
América”. (Isaacs, 1967, p. 78, nuestras cursivas.)

En sintesis, es claro que Isaacs quiere enfatizar su vi-
sidn cataclismica del origen del levantamiento de la Sierra
Nevada, frente a las visiones méas gradualistas de Reclus y

Mano. No nos queda sino contextualizar esto en el marco de
la famosa polémica entre catastrofistas y uniformitaristas
que se llevo a cabo durante gran parte del siglo XI1X y que
marcé ademas las diferentes formas de comprender el ori-
gen de las cadenas montafiosas del planeta. Podriamos aso-
ciar la visién cataclismica de Isaacs con la postura
catastrofista, y la vision gradualista de Reclus y Mané con
la vision uniformitarista, aunque siempre con un alto grado
de incertidumbre historica (Greene, 1982, pp. 72-76).

Ahora bien, hasta aqui quedaria claro, aparentemente,
que Isaacs plantea una vision catastrofista de los fenéme-
nos geoldgicos asociados al levantamiento orogénico de
la Sierra Nevada de Santa Marta. Pero en cuanto a sus
observaciones de las evidencias de los cambios en el nivel
del mar sufridos en la linea costera del Caribe colombiano,
su posicion no es tan catastrofista, aparentemente. Vea-
mos a continuacion por qué afirmamos esto.

Isaacs comienza su andlisis citando al cronista Juan de
Castellanos??, pero antes de esto justifica el valor histori-
co y geografico de los cronistas, pues son en muchos ca-
sos fuentes fidedignas, como lo podemos ver en la
siguiente afirmacién: “Aquellos poetas cronistas fueron
minuciosos y veraces casi siempre, y de aqui que sea im-
prescindible leerlos y comentarlos al escribir la historia de
tales paises” (Isaacs, 1967, p. 72-73). Sabemos que Caste-
Ilanos no era un gedlogo en el sentido moderno del térmi-
no, pero sus observaciones si se enmarcaban en la idea de
que las lineas costeras han cambiado y mutado en el tiem-
po. Veamos la cita y la comentaremos después:

“<<Hay campo por alli muy extendido,
Ya poblado de vacas y de yeguas,

Cuyo compas se ve que mar ha sido

Por espacio de dos y aun de tres leguas,
E ya de tal manera retraido

Que tiene para siempre hechas treguas,
Dejando gran espacio descubierto
Desde donde residen, que es el puerto.

Y ansi por las cabafas y el aprisco

Do pastan los ganados destas gentes
Se ven muchas horruras, mucho cisco,
De marinas menguantes y crecientes,
Y aqui y alli montones de marisco,
Con otras muestras claras y patentes
Por do conocera quien puede vello
Ser mar antiguamente todo ello>>",

(Las cursivas las agreg0 Isaacs, 1967, paginas 76-77.)

19 Juan de Castellanos (1522-1606) fue un cronista espafiol que narra los hechos de la Conquista en su mas famosa obra Elegias de Varones
llustres de Indias, publicada a finales del siglo XVI. Ademas fue un soldado, un minero y un clérigo que vivié durante largas temporadas
en el Nuevo Mundo, en el sector que corresponde actualmente a Colombia (Ceballos, 2004).
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En este punto, Isaacs se introduce en el terreno del
analisis de los cambios en la linea de costa en el tiempo,
tomando como referencia el caso de la ciudad de Riohacha;
a esta ciudad se refiere la descripcién que aparece en la
cita de Castellanos anterior (mas o menos describiendo
una situacion en la mitad del siglo XV1). A continuacion,
Isaacs cita a otro escritor del periodo colonial, José Nico-
las de la Rosa, esta vez del siglo XV1I1, quien evidenciaria
que el mar ha entrado de nuevo a las calles de Riohacha.
Isaacs indicaria entonces dos entradas recientes del mar
hacia el continente. Finalmente vuelve a citar a Reclus,
para sustentar las variaciones del nivel del mar en los alre-
dedores de Riohacha (Isaacs, 1967, pp. 77-78).

En la parte final, Isaacs se dedica a mostrar las eviden-
cias de los cambios en el nivel del mar que han ocurrido en
la costa que se extiende desde Riohacha hasta Cartagena,
al menos. Especificamente se dedica a mostrar los cambios
asociados a la inmersion que ha sufrido la linea de costa
desde el afio de 1843 hasta el afio de 1881, que es cuando
Isaacs describe los fendémenos mencionados (Isaacs, 1967,
p.78,79).

Podriamos enumerar algunas de las evidencias a conti-
nuacion:

— Unaprimera entraday salida del mar estaria indicada
por la siguiente observacién: “Ocioso, es decir, que
hasta en la extremidad interior de aquel golfo [de la
bahia de Santa Marta] deben encontrarse a flor de
tierra casi, restos de moluscos, poliperos y peces, en
terreno marino; todo lo cual demuestra que el desagtie
del golfo tuvo lugar en una época relativamente cerca-
na al afio de 1526 [fecha de fundacion de la ciudad de
Santa Marta]” (Isaacs, 1967, p. 79).

— Enelintervalo de tiempo transcurrido entre finales del
siglo XVII1y el afio de 1843 la linea de costa se hallaba
mas desplazada hacia el occidente, puesto que toda-
via un fuerte como el de Santa Barbara, en la ciudad de
Santa Marta, tenia espacio de playa entre sus bastio-
nes fronterizos y el mar. En el afio de 1881 “baten las
olas los muros derruidos del fuerte, y las marejadas de
leva han corrido ya por las calles de la ciudad” (Isaacs,
1967, p. 79).

— En la zona al sur de Santa Marta, en direccion a la
ciudad de [San Juan de la] Ciénaga, también se evi-
dencia esta entrada del mar hacia el continente. Un
hecho lo ilustra bien: “...en los barrancos de Dorsino,
socavados y carcomidos también, los oleajes derrum-
ban momias o esqueletos de indigenas que segura-
mente fueron sepultados en cementerios distantes de

las antiguas playas” (Isaacs, 1967, p. 79). A esto po-
driamos agregar el hecho de que Isaacs calcula la ero-
sion marina en este sector (Santa Marta-Ciénaga) en
un valor de una milla durante cuatro o cinco décadas
de duracion del proceso. Finalmente, en Pueblo Viejo,
la antigua iglesia se hallaba en 1881 a cuarenta metros
de la costa, en el mar (Isaacs, 1967, p. 80).

— Encel sector entre Barranquilla y Cartagena Isaacs si-
gue mostrando evidencias de los movimientos
alternantes de emersion e inmersion de los terrenos
continentales en relacion al mar. Unos ejemplos son
los siguientes: primero cita a Humboldt, quien habria
indicado que la poblacién de Turbaco estaria ubicada
sobre “<<...una colina...Limpidas fuentes corren en
distintas direcciones, naciendo de una roca caliza
que contiene algunos restos de corales petrifica-
dos>>". (Cursivas de Isaacs, 1967, p. 80.) Después in-
dica Isaacs que muy cerca de este lugar, en la misma
ciudad de Cartagena y sus alrededores, habria evi-
dencias de la entrada del mar, cuyos resultados serian
erosion de playas, el cubrimiento de antiguas riberas
de rios, destruccion de establecimientos humanos (ca-
sas de habitacion y pozos de agua), zonas de cultivo,
todo lo cual se habria tomado unos treinta afios. Por
otro lado, en Barranquilla Isaacs habria observado en
el cementerio de la poblacion, que estaria ubicado en
el lugar mas alto, “esparcidas las madréporas que los
cavadores de sepulturas hallan a dos pies de profun-
didad o poco menos”. Y, finalmente, en la poblacion
de Malambo habria también “subsuelo marino”. Isaacs
menciona que este mismo fenémeno se podria eviden-
ciar al sur de Cartagena (Isaacs, 1967, p. 80-81).

Ahora bien, al cerrar esta presentacion de evidencias
del cambio en el nivel del mar Isaacs presenta dos inter-
pretaciones sobre las causas de estos cambios. La primera
se relaciona con el fendmeno cataclismico que levanto la
Sierra Nevada de Santa Marta y su posterior reacomo-
damiento hacia abajo; es decir, descenso de la altitud maxi-
ma que habria alcanzado la Sierra en el climax del
movimiento tectonico de levantamiento. Durante este des-
censo el mar estaria reacomodandose a su nivel pretérito
al cataclismo mencionado, por lo que estaria reentrado al
continente. La segunda interpretacion aduce el “crecimien-
to progresivo de montafias submarinas en el mar Caribe, o
fendmenos del mismo orden”, los cuales serian los cau-
santes del aumento relativo del nivel del mar. No nos que-
da clara esta Gltima interpretacion, que el autor no
desarrolla posteriormente. Como tampoco es claro si para
Isaacs este fendmeno de los cambios en el nivel del mar se
produce de manera subita o gradual, o en otras palabras, si
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plantea una vision catastrofista o uniformitarista en este
asunto (Isaacs, 1967, p. 81).

Es de anotar que Isaacs muestra una preocupacion que
hoy en dia podriamos denominar conservacionista, en el
sentido de la necesaria proteccion de las poblaciones
costeras dada la evidencia de la continua inmersion marina
que se lleva a cabo durante las Gltimas décadas antes de
1881. Sus predicciones se centran en lo que les ocurrird a
Riohacha, Santa Marta, Ciénaga y Cartagena (Isaacs, 1967,
pp. 81-82). Al final presenta un panorama bastante sombrio:
“Sin embargo, es muy posible que en el transcurso de ochen-
ta o cien afios, apenas queden vestigios de estas poblacio-
nes [Santa Marta y Riohacha], y que las naves de alto bordo
suelten sus anclas en el sitio donde hoy se halla la ciudad
que fundo6 Rodrigo de Bastidas”. (Isaacs, 1967, p. 82.)

Para concluir este aparte referido al texto de Isaacs
quisiéramos retomar algunas indicaciones acerca de su
competencia cientifica, especialmente en lo que atafie a las
geociencias, basandonos en las afirmaciones que algunos
investigadores de este personaje han hecho en articulos y
textos diversos.

En un texto donde se relacionan la literatura y la etno-
logia en la obra de Isaacs, José Eduardo Rueda Enciso nos
muestra que este personaje tuvo una notable preocupa-
cion por las explotaciones mineras, especialmente luego
de su viaje al Magdalena. Especificamente, Isaacs se pre-
ocupo por la potencial explotacion de carbon en los alre-
dedores de Aracataca, lo cual lo llevo a escribir un informe
al respecto (Hulleras de la Republica de Colombia en la
Costa Atlantica, 1890) y a solicitar una concesion de ex-
ploracion y explotacion bastante amplia, que no sélo in-
cluia carbén, sino también petréleo. Dicha concesion
abarcaba varias areas que incluian puntos ubicados en el
territorio que se extiende desde la Sierra Nevada de Santa
Marta hasta el golfo de Uraba. También indica este autor
que Isaacs realiz6 un segundo viaje al Magdalena y a la
Guajiraen el afio de 1886. Adicionalmente, nuestro perso-
naje vivio en Ibagué y explord y exploto6 en sus alrededo-
res algunos depdsitos de oro (Rueda Enciso, 2007, p. 352).
Antes de terminar esta relacion quisiéramos anotar que,
en contra de lo que se indica en muchas fuentes bibliogra-
ficas relacionadas con la vida de Jorge Isaacs, como en el
articulo de Rueda Enciso citado, no fue él quien descubri6
las minas de El Cerrejon (Rueda Enciso, 2007, pp. 354-355).
Al menos esto es lo que analiza pormernorizadamente René
de la Pedraja Toman, con apoyo en fuentes impresas del
siglo XIX, quien afirma que fue John May la persona que
primero exploro e informé detalladamente de estos depdsi-
tos al gobierno nacional, entre los afios de 1864 y 1865 (de

la Pedraja, 1981, pp. 353-358). Es interesante anotar que
Isaacs critica duramente a May cuando se refiere al uso
que de su Informe hacen varios gedgrafos, como Felipe
Pérez (Isaacs, 1967, p. 40). El informe de May al que hace
alusion Isaacs fue enviado al “comité de tenedores de deu-
da colombiana” (Pérez, 1863, p.563); es probable que este
Comité sea el mismo “<<Comité de tenedores de bonos
hispanoamericanos>>" o la “<<Junta jeneral de tenedores
de bonos de la Nueva Granada>>", quienes firmaron un
Convenio con el gobierno de la entonces denominada Con-
federacion Granadina en noviembre de 1860 para la
renegociacion de la deuda externa del pais. Uno de los
puntos incluidos en la negociacion implicaba la cesion de
terrenos baldios en Colombia a los tenedores de deuda
europeos (Junguito, 1995, p. 109). Quién sabe si esto fue
lo que motivo la elaboracion del Informe referido por parte
de John May.

En un articulo que trata sobre la vida politica y empre-
sarial de Isaacs, Alfonso Valencia Llano nos dice que este
personaje habria descubiero minas de carbén de piedra en
las montafias de Sumapaz en 1885; en el viaje a La Guajira
de 1886 que mencionamos arriba, habria descubierto mi-
nas de fosfato de cal; y en el viaje a Uraba de 1887 habria
descubierto “bancos de hulla, abundantes fuentes de pe-
troleo y algunos depdsitos de fosfato de cal” (Valencia
Llano, 2007, p. 196).

Finalmente, quisiéramos terminar con los indicios que nos
deja entrever un texto poco mencionado de lsaacs que se
titula “Datos curiosos sobre volcanes”, escrito en julio de
1870. En este breve texto Isaacs retoma a otro cronista, Pedro
Ciezade Leon, para indicar las apreciaciones sobre volcanes
que éste hace, referidas, segun Isaacs, al Nevado del Ruiz, y
a otros dos volcanes: uno al sur de Colombia y el otro en el
Ecuador. Pero lo interesante es que Isaacs agrega a estas
descripciones la suya propia: se refiere a la existencia del
crater apagado de un volcan en la via que de Cali conducia a
Buenaventura, en esa época (Cristina, 2008, p. 73).

Conclusiones

Podemos resumir, a grandes rasgos, los aportes mas
importantes de nuestros personajes intentando a su vez
contrastarlos con algunas observaciones modernas acer-
ca de la tectonica y de la historia geolégica de la Sierra
Nevada de Santa Marta. Por un lado, actualmente se acep-
ta la continuidad entre la Sierra Nevada y las cordilleras
andinas, al menos hasta hace unos 50 millones de afios.
Posteriormente se habria presentado una separacion y tras-
lacion del nucleo de unidades litoldgicas que la constitu-
yen hasta llevarlas a su posicion actual. Esto aunado con
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el proceso de levantamiento topografico del macizo mon-
tafioso, durante el resto del Cenozoico (desde hace 50 mi-
llones de afios).

Isaacs plantea la continuidad ancestral de la Sierra
Nevada con la Cordillera Central de los Andes colombia-
nos, tal cual lo hace Felipe Pérez, como vimos en la seccion
respectiva. Por otro lado, Acosta plantea un origen distin-
to para la Sierra Nevada y para la cadena de los Andes; de
hecho, indica que la Sierra Nevada se levantd primero que
la cadena de los Andes (Acosta, 1852, p. 397). No es claro
entonces si piensa que habia una continuidad pretérita
entre la Sierray la cadena andina.

Con las apreciaciones y observaciones precedentes
queriamos simplemente resaltar a dos personajes que, a
pesar de ser bien conocidos en otras areas de la historia,
no lo son tanto en relacion con la historia de las geociencias
en Colombia. Esto abriria la posibilidad de indagaciones
historicas mas amplias que busquen relacionar las activi-
dades que las personalidades del siglo XIX colombiano
desarrollaron en distintos campos del conocimiento, pues
es claro que no podemos hablar atin de profesionales es-
pecializados en una ciencia en particular. A pesar de lo
anterior, nuestros dos personajes pudieron plantear y es-
bozar novedosos e interesantes modelos geoldgicos y
tectdnicos, obviamente circunscritos a un &mbito teérico
y conceptual muy diferente al actual.

Desde una perspectiva moderna de analisis tecténico,
dos aspectos de la obra y del proceso de integracion de la
informacidn realizado por estos y otros grandes naturalis-
tas y curiosos de nuestra historia, tienen gran relevanciay
vigencia para cualquier aproximacion moderna a la com-
prensién de la Sierra Nevada de Santa Marta y la cadenas
de montafias en general: en primer lugar, ambos autores, si
bien se apropian de la tendencia conceptual de la época,
integran observaciones geoldgicas de caracter objetivo,
como lo son el analisis de las caracteristicas litologicas y
mineralGgicas en campo, en particular el papel importante
que juega la gran abundancia de rocas de origen magmatico
para la estructuracion de su modelo geoldgico. De otro
lado, el analisis moderno de cadenas de montafias u otros
accidentes tectdnicos ha vuelto a sefialar la importancia
de las peculiaridades que clasicamente se estudiaban en el
ambito de la geografia o de la geomorfologia, como lo son
los elementos fisiogréficos o climaticos (en el caso de
Acosta e Isaacs se resalta el valor que tiene la configura-
cién de la topografia y los sistemas de drenajes para ha-
cerse y responder preguntas sobre el origen de la Sierra'y
la cambiante dinamica de los grandes rios del Norte de
Colombia) (Burbank & Anderson, 2001).
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En este articulo se construyen cuerpos de funciones algebraicas con cuerpo de constantes el
cuerpo finito Fq cuyo numero de lugares de grado uno es “grande” en comparacién con su género.
Dichos cuerpos de funciones resultan del producto fibrado de extensiones de Kummer y Artin-
Schreier.

Palabras clave: cuerpos de funciones algebraicas, cuerpos finitos, lugares racionales, extensio-
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Abstract

We construct algebraic function fields over the finite field ]Fq with many rational points with
respect to their genus. The curves constructed are fibre products of Kummer and Artin-Schreier
covers of the projective line.

Key words: algebraic function fields, finite fields, rational places, Kummer extensions, Artin-
Schreier extensions.

1. Introduccién lo llamaremos la curva algebraica afin inducida por el
polinomio f(x,y). Los puntos P = (a, 3) € Cy tal que
(a,8) € Fy x F, los llamaremos puntos racionales de
la curva C'y sobre F, y Cf(FF,) denotard el conjunto de
puntos racionales de la curva Cf.

Sean I, un cuerpo finito con ¢ = p" elementos, F, una
clausura algebraica de F, y f(z,y) € F,[z,y] un poli-
nomio absolutamente irreducible. Al conjunto de puntos

Cy = {(e.B) € Fy x Fy : f(ov, ) = 0}
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En 1940 André Weil [6] probé la hipitesis de Rie-
mann para curvas sobre cuerpos finitos obteniendo como
consecuencia de este resultado, una cota superior para el
nimero de puntos racionales de una curva C' de género
g definida sobre un cuerpo finito de cardinalidad ¢, a
saber:

|IC(Fg)| < ¢+ 1+2g/3. (1)

Posteriormente, en 1980, V. D. Goppa ([6]) introdujo
los llamados codigos geométricos, esto es, codigos in-
ducidos por curvas algebraicas, también conocidos co-
mo codigos geométricos de Goppa. En la construccién
de codigos geométricos se destacan principalmente, dos
propiedades que debe tener una curva de tal forma que
el cédigo inducido tenga buenos pardametros, estas son:

1 . La curva debe ser explicita, es decir debe
obtenerse mediante una ecuacién de la forma
f(z,y) =0.

2 . El ntimero de puntos racionales de dicha curva
debe estar cercano a la cota de Weil.

A partir de este hecho algunos matematicos empezaron
a trabajar en el mejoramiento de la cota de Weil y mu-
chos otros encaminaron esfuerzos hacia la construccion
de curvas con muchos puntos racionales.

En este articulo se construyen curvas algebraicas
(cuerpos de funciones algebraicas) sobre cuerpos finitos
con muchos puntos racionales (lugares de grado uno) en-
tendiendo por esto, que el nimero N(F/F,;) de puntos
racionales satisface a < N(F/F,) < b, donde b es la cota
de Weil, Ihara o Serre (véanse [7],[5]) para un cuerpo
de funciones de género g y a = b//2.

Dichas curvas serdn obtenidas por medio de re-
cubrimientos dobles de la recta proyectiva F,(z) medi-
ante extensiones de Kummer y Artin—Schreier, Para la
construccion de las extensiones de Kummer utilizaremos
el método desarrollado en ([2]) el cual explicaremos en la
seccién 2.1.1. Para las extensiones de Artin—Schreier de-
sarrollamos un método que nos permitird escoger de una
manera adecuada una funcion racional que definira nues-
tra extension y que a su vez garantizara la existencia de
un buen nimero de lugares de grado uno.

2. Recubrimientos dobles

En esta seccion construiremos cuerpos de funciones
algebraicas E = E) F> con cuerpo de constantes el cuer-
po finito F, donde F; estd definido por una ecuacién

de Kummer y E5 por una de Artin—Schreier, ( ver [8] ).
Tales cuerpos de funciones seran construidos de forma
tal que el nimero de lugares de grado 1 esté cercano
bien sea a las cotas de Weil, Serre o Thara.

2.1. Construccién mediante extensiones de
Kummer. Sean r un divisor de ¢ — 1 y p(z) € F,(x)
una funcién racional en z. Supongamos que el polinomio

@(T) € Fe(@)[T] =T" — (=)
es irreducible en F,(x)[T] y para cada o € F, definamos

Pa(T) :=T" — u(a) € F,[T).

Observe que si existe un elemento 3 € I, tal que p(3)
es una r-ésima potencia en el cuerpo Fy, esto es,

((8)~V/" =1 mod (g - 1), (2)
entonces el polinomio ¢g(T") se factoriza en F,[T"|como
0s(T) = (T - 6)(T —76)--- (T —7"70), (3)

donde 7 es una raiz r-ésima de la unidad y 6 € F, es tal
que 6" = p(B).

Sea y una raiz del polinomio ¢(T') y consideremos la
curva algebraica afin sobre el cuerpo finito F, definida
por la ecuacién ¢(y) = u(x).

Es claro que por cada elemento v € I, que satisface
la ecuacién (2) obtenemos r puntos sobre la curva

Cp = {(c, ) € Fy x Fy : (e, B) = 0},

cuyas coordenadas son del tipo (v,776) con 0 < j <
r—1, 7 como en (3) y 8" = p(v). En resumen, por cada
elemento v € F, tal que p(y) sea una r-ésima potencia
en F,, tendremos r puntos racionales en la curva C,.

Dado que en este trabajo usaremos el lenguaje de los
cuerpos de funciones, el pardgrafo anterior, puede ser
reinterpretado como sigue:

El cuerpo de funciones algebraicas Ey = F,(z,y)
definido por la ecuacion de Kummer ¢(y) = y" — p(z) =
0, satisface:

|Co(Fq)| =7 |Asl, (4)
donde
A, = {v € F;; p(y)es una r-ésima potencia en F,},

v |C,(F,)| significard el cardinal del conjunto de lugares
de grado uno (puntos racionales) del cuerpo de funciones
E; (de la curva definida por la ecuacién ¢(y) = 0).
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El niimero exacto de lugares de grado uno de E; re-
sultard de sumar al ntimero obtenido en (4) aquellos
puntos de rama de la funcién pu(z), (esto es, aquellos lu-
gares que son ceros 6 polos de p(z)) que aporten lugares
racionales .

2.1.1.  Construccion de un pu(x) € Fy(x) apropiado. En
esta seccién describiremos brevemente un método de-
sarrollado en ([2]) y ([3]) para la construccién de una
funcién racional p(z) de tal manera que el conjunto de
elementos a € F, tales y(a) sea una r-ésima potencia
en F, sea “grande”.

Sean f(z) y ¢(x) € Fy[z] polinomios con las siguientes
propiedades:

1. m.c.d.(f(z),{(z)) =1 en Fy[z].
2. {(x) tiene todas (o casi todas) sus raices en F,
3. grad(f(z)) > grad(£(z))

Por el algoritmo de la divisién existen h(z), R¢((f(z)) €
[F,[z] tales que

f(@) = l(z)h(z) + Re((f(2)) , (5)

donde Ry ((f(x)) es el residuo de la divisién de f(z) por
{(z). Ahora, definamos la funcién racional p(z) como:

@)
He) = @)y ©)

Observe que para todo o € Vy := {a € F,; £(ar) = 0},
se tiene que

C f@
M) = @)@

Esto es, la funcién racional p(z) toma el valor de 1 en el
conjunto de ceros del polinomio ¢(z) y puesto que en I,
existen todas las raices r-ésimas de la unidad, entonces
el cardinal del conjunto de lugares racionales del cuerpo
de funciones E; dada por la ecuacién de Kummer,

o @)
A T (E) W

1.

estd intimamente ligado al conjunto de ceros del poli-
nomio #(z) en el cuerpo finito F,.

Noétese que en el proceso de cdleulo del mimero de
lugares de grado 1 en el cuerpo de funciones Fy(z,y)/F,
s6lo hemos considerado los ceros del polinomio £(z) en
[F,, otros Iugares de grado 1 pueden obtenerse de los
puntos de rama y ademads del conjunto

{a€Fgu(a) =C"},

con(eF,, y ¢ #1.

En general, los lugares de grado uno del cuerpo de
funciones E; no provenientes de la ramificacion, pueden
obtenerse por el siguiente resultado, conocido como el
teorema de Euler.

Proposicion 2.1.1. Sean p un mimero primo, g = p"

v a € F,. La congruencia z" = pu(a) (mod q) tiene
t =m.c.d.(r,q — 1) soluciones si y solamente si
w(a) 4= V/% =1 (mod q). (8)

De acuerdo con la proposicién anterior, tenemos que
#N (Fq(x,y)/Fq) =1 - grad(d(z)) + p-. (9)

donde d(z) es el miximo comin divisor entre z7 — z

y el numerador de la funcién racional ,u,(.a*:)s':_1 —-1yp
es el nimero de lugares de grado uno obtenido de la
ramificacién de p(x).

Como una ilustracién de lo discutido anteriormente,
sean ¢ = p" con n > 3, f(x) y £(z) polinomios en F,[z]
tales que,

f@)=@ -y =22

Tz -z’

es facil verificar que f(z) y ¢(x) satisfacen la siguiente
relacién

n—1

P -z
f(x) = {(z) - i
esto es,
Re((f(@) = ——=.

Proposicion 2.1.2. El cuerpo de funciones E, =
Fy(z,y)/Fy(z) donde y satisface la ecuacién de Kum-
n—1

mer,
\‘ y" = p(z) =
( P -z
/ -z

Fy(z,y)
_{gP= ) L

Fy(z)

tiene género

(@ l-p-2)r—1)+(p+1)(r—d)
9= 2

donde d = m.c.d.(r,p — 1) y el nimero de lugares
racionales satisface

#N(E1) 27-(g—p)-
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Demostracion. Los lugares P,, correspondientes a z — a
con a € Fy, y el polo Py de z, tienen indice de ramifi-
cacién r/d, mientras que los lugares correspondientes a
los ceros del polinomio R ((f(x)), estos son totalmente
ramificados, con indice de ramificacion r — 1. Luego la
férmula para el género se sigue de ([8], 3.4.12).

Para el cédlculo del niimero de lugares racionales, ob-
serve que todo elemento 3 € F, \ IF, induce un lugar Ps
en F,(z) que es totalmente descompuesto en la exten-
sion Fy(z,y)/F,(x), ademés aquellos lugares de F,(z,y)
que caen sobre Pg son racionales. Otros lugares de grado
uno pueden obtenerse del andlisis de la ramificacién de
w(z). O
Ejemplo 2.1.1. Con p = 2 y n = 3 obtenemos que
f(@) = 23(z+1)3 y &(z) = 25+ 2°+ 24 +23+ 22 +2+1 =
(3 + 2% + 1)(2® + 2 + 1), luego el cuerpo de funciones
Ey = Fg(z,y)/Fs(z) esta definido por la ecuacion

7 @(xz+1)3
S x24z4+1
cuyo género es
(4—2—2)6+3(6)

=g,
2

g:

En cuanto al mimero de lugares de grado uno sélo
nos resta analizar los puntos de rama. Puesto que el
grado de la extensién es primo, entonces todos los lu-
gares serdan ¢ totalmente ramificados 6 no ramificados,
de aqui que solo aportan lugares racionales los corre-
spondientes a ¢ = 0 x = 1 y el polo de = en Fy(z). En
resumen tenemos

#N(E, [Fs(z)) =76+ 3 = 45.

No se conoce un cuerpo de funciones definido sobre el
cuerpo finito Fg de género 9, con méas de 45 lugares de
grado uno, ver ([5]).

Observacion 2.1.1. Tomando p = 2y n = 4 en la
Proposicién 2.1.2, obtenemos con r = 15 un cuerpo de
funciones de género g = 49 y 213 lugares de grado uno,
nuevamente es el mejor que se conoce. Con p = 3 y
n = 3 tenemos, con r = 2 un cuerpo de funciones maxi-
mal, esto es con 48 lugares de grado uno y con r = 13 un
cuerpo de funciones de género 48 y cuyo niimero de lu-
gares de grado uno 316, este valor es cercano a la mejor
cota existente que es 325, ver [5].

2.2. Construccion mediante extensiones de
Artin—Schreier. El objetivo de esta seccién es el de

construir cuerpos de funciones Ey = F,(x,z2)/F,(z)
definidos por medio de una ecuacion de Artin—Schreier,
2P — z = g(x), (10)

con g(z) € Fy(x) apropiado.

Como veremos, el problema de encontrar lugares de
grado 1 en este tipo de extensiones estd estrechamente
relacionado con el Teorema 90 de Hilbert en su versién
aditiva, mds precisamente:

Teorema 2.2.1. Sea F' una extension finita de K =TF,.
Entonces para a € F tenemos Trp)i () = 0 si y sélo
si @ = ¥ — 3 para algiin 3 € F. Donde Trp;k es la
funcién traza de ' a K. |

En efecto, observe que si F' = Fy—pn y a € F, es
tal que Trg,/r,(9(cr)) = 0, entonces por (2.2.1) existe
un 3 € F, tal que §” — 3 = g(a), més atin, para cada
elemento ¢ € F,, se tiene que

B-=QP-B-Q=p - -p+(=g(a)

esto es, por cada elemento en o € F,, tal que
Tre, r,((9(a)) = 0 tendremos p puntos racionales (lu-
gares de grado uno) en la curva C definida por la
ecuacién zP — z = g(x) (en el cuerpo de funciones
definido por la ecuacién de Artin—-Schreier (10)).

Finalmente, para determinar el niimero de lugares
de grado 1 de FE5 que no provienen de la ramificacion
de g(z), es necesario analizar el polinomio §(z) =
m.c.d.(Trs, /r,(9(x)), 27 — z).

A continuaciéon exhibiremos dos métodos para la con-
struceién de la funcién racional g(z) que definira la ex-
tension Fs.

2.2.1. Método 1. Sean q = p™ y {(z) € Fy[z] el cual es
un producto de polinomios irreducibles de grado n sobre
F,.
Si t(z) y v(x) € Fyz] tales que t(z) es un factor de
lx)y
m.c.d(y(z)” —7(z), H(z)) =1,

entonces existen polinomios v(x) y w(z) tales que

tz)v(z) + (y(2)” —y(2))w(z) = 1; (11)
dividiendo por w(z) obtenemos:
t(z)v(z) 1

oG T )= (2)
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Ejemplo 2.2.3.2. (Método 2.) Sean p =2, n =6y
(z+1)3

- € Fg4(z). En este caso

g(z) =

T 1 1 1 1 1 1 1 1
Fou /P2 (9(2)) = sttt o7t —5 t s+ +—
"eu/Fa(9(2)) RTINS 7 S e S el

y8(z) = 1428+ 2+ 25 +218 4+ 22 4227+ 533 4536 4239,

Ahora consideremos el cuerpo de funciones Eo =
Fea(xz, 2)/Fea(x) dado por la ecuacién de Artin—Schreier
(z+1)%

2
2t z= .
o]

Este cuerpo de funciones tiene género 1 y 81 lugares de
grado uno, esto es, Fy es un cuerpo de funciones maxi-
mal.

2.3. Ejemplos de recubrimientos dobles. En esta
seccién construiremos un cuerpo de funciones E = Ey Fy
de tal forma que E; = F,(z,y) estd definido por una
ecuacién de Kummer del tipo (7) y E» = Fy(z,2)
estd definido por una ecuacion del tipo (10).

Dado que estamos interesados en construir recubrim-
ientos dobles cuyo niimero de lugares racionales sea
“erande” es deseable que el maximo comin divisor en-
tre los polinomios d(z) obtenido en la seccién 2.1 y el
polinomio §(z) obtenido en la seccién 2.2, tenga grado
lo més grande posible, pues por cada cero comin de es-
tos polinomios tendremos p - r lugares racionales en la
composicién F = FyF>. Precisando lo anterior tenemos
la siguiente proposicion.

Proposicién 2.3.1. Sean E = E, Es con E, y E5 como
antes. Si 7(x) = m.c.d.(d(z),d(z)), entonces el mimero
de lugares de grado uno del cuerpo de funciones E sat-
isface

#N(E/Fy) 2 p-r(grad(r)). O

Ejemplo 2.3.1. Sean E; y E» los cuerpos de fun-
ciones construidos en los ejemplos 2.1.1 y 2.2.3.1 re-
spectivamente y sea E = E1FE,. En este caso los poli-
nomios d(z) y §(z) tiene como miximo comin divisor
ar(z) =0(z) =28+ +a2t+2° +2?2+2+1,yen
consecuerncia

#N(E/Fs(x)) >6-2-7=284.

Ahora analizamos los puntos de rama. Denotando
por Py, P y Fy los lugares de grado uno en la exten-
sién Fg(z,y)/Fs(z) que caen sobre z = oo, z = 1y
x = 0; observamos que existen 2 lugares en la extension
Fs(x,y,2)/Fs(z,y) que caen sobre cada uno de ellos.

Unicamente los lugares que caen sobre P, son de grado
1.

De otro lado, sobre P,,i = 1,2 cae un lugar que
no es de grado 1, por lo tanto tenemos sélo 2 lugares
de grado uno provenientes de los puntos de rama y en
consecuencia #N(E /Fg(z)) = 86.

Para el cdlculo del género, observe que, el tinico
lugar totalmente ramificado en Fg(z,y,z)/Fs(z,y) es
Fe;,i = 1,2, los lugares correspondientes a P, Fy v a
P, son no ramificados y por lo tanto el género estd dado
por

9(Fs(x,y,2)/Fs(z)) = 2-9 + % (=24 16) = 25.

No se conoce un cuerpo de funciones sobre Fg de género
25 que tenga més de 86 puntos racionales, ver [5].

Ejemplo 2.1. En este ejemplo construiremos un cuer-
po de funciones algebraicas sobre el cuerpo finito Fyg,
con género 20 y 127 lugares racionales. Este es el mejor
valor conocido para (16, 20)

Seanp = 2,n = 4, £(z) = 28+2"+28+24+1 € Figz]
y f(z) = (2% + x + 1)* € Fygz].

Es facil verificar que Re((f(z)) = 25(z + 1). Afir-
mamos que la extensiéon de Kummer E; = Fyg(x,y) de
Fi6(z) dada por la ecuacién:

R ) . (z* +z+1)*
Re((f(2)) bz +1)
tiene género 6 y 65 lugares de grado uno, es decir E; es
un cuerpo de funciones maximal.

En efecto, para el cdlculo del género, observe que los
lugares correspondientesax =0,z =1,z =coy x = (;
con (2+¢+1=0ei=1,2 (los cuales denotaremos
por po, P1, P ¥ Pc; respectivamente) son totalmente
ramificados, luego el género esta dado por ([6], I11.7.3.)

9(F16(2, ) /Fi6(z)) = 1+s(—1)+% (5(4)) = —4+10 = 6.

Para hallar el niimero de lugares de grado 1, resolvemos
la congruencia (8) y obtenemos d(z) = 2'? + 2% + 2% +
z3 + 1.

Observemos que £(z) - (z* 4+ 23 +1) = d(z), donde los
ceros del polinomio z*+z3+1 aportan quintas potencias
diferentes de 1.

Entonces tenemos que

#N(Fi(z,y)) =12 x 5+ 5 = 65.
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Este cuerpo de funciones es maximal puesto que

#N(Fi6(z,y)) = g+ 1+29/q = 16 + 1+ 2(6)(4) = 65.

Ahora sea t(z) = z* + x + 1 un factor de £(z) y
v(z) = z(x + 1)°, es facil comprobar que el polinomio
w(x) correspondiente a la expresién obtenida en (11) es
w(z) = z(z® + z + 1), luego el cuerpo de funciones E»
dado por la ecuacién de Artin—Schreier

- 1
w(x)  z(x24+zx+1)

tiene género 20 y 127 lugares de grado uno.

22+z=

Antes de iniciar los cdlculos, denotemos por P, P,
Py y P i@ = 1,2, los tinicos lugares de Ey que caen
sobre po, P1, Poc ¥ P¢, TeSpectivamente

De acuerdo con ([8], 3.7.8) los tinicos lugares que se
ramifican en la extension Fig(z,2)/Fig son Py y Fp,,
mientras que los lugares P, y P; son no ramificados, y
por lo tanto, el género esta dado por

0(Fro(z,2)/Fro(z)) = 2-6 + 3 (~2+ 18) = 20.

Para el cédlculo de lugares de grado uno, observe que
existen 2 lugares en Fs que caen sobre P, v P, estos
lugares son de grado 1, asi como también aquellos que
caen sobre Fy y P, por lo tanto tenemos 7 lugares de
grado uno provenientes de los puntos de rama.

De otro lado, puesto que §(z) = (z + 1)d(z) entonces
7(z) := m.c.d (d(z),d(z)) = d(z), y en consecuencia
#N(E/Fi6(z)) =5-2-12+ 7= 127.
Ejemplo 2.3.2. Sean p =2, n =3y g(z) = x € Fg[z].
En este caso, h(z) = Tre,/r,(9(z)) = 2 + 2% + =,

asi, tomando £(z) =zt + 2’ +zy f(z) = (2 +x+1)?
obtendremos un residuo Ry(f(z)) =z + 1.

La extension de Kummer E; = Fg(z,y) de Fg(z) da-
da por la ecuacidn:
7 fl@ (@ +ax+1)?
VTRU@) T @)
tiene género 6 y 30 lugares de grado uno.

Puesto que r es primo, sélo ocurre ramificacién total,
esto ocurre en los lugares p1,p¢; ¥y poo, luego el género
estd dado por

9(Fs(z,5)/Fo(2)) = 147(~1)+5 (4(6)) = ~6 +12.=6.

Para hallar el niimero de lugares de grado 1, resolvemos
la congruencia (8) y obtenemos d(z) = z* 4+ 2 + x.

Entonces tenemos que

#N(Fg(x,y) =4-7T4+ 2= 30.

Ahora consideremos la extensién Fy de Ey dada por
la ecuacién de Artin-Schreier

224z=1.

El tinico lugar totalmente ramificado es P.,. Para el
célculo de lugares de grado uno, observemos que existen
2 lugares que caen sobre cada uno de los 7 lugares que
caen sobre pg, 2 lugares que caen sobre Py y Pp,,i=1,2
respectivamente y solamente un lugar que cae sobre Py
que ademds es el 1inico de grado 1, por lo tanto tenemos
s6lo un lugar de grado uno proveniente de los puntos de
rama.

De otro lado, por la escogencia de g(z) tenemos que
d(z) = £(z) y por lo tanto

7(z) =2' + 2% + 2.

Puesto que el polinomio 7(z) coincide con el poli-
nomio ¢(x), tenemos que

#N(E/Fs(z)) =4-2-7+1=5T.

No se conoce atin una curva (o su equivalente un cuer-
po de funciones) sobre Fg de género 15 con més de 57
lugares de grado uno.

Ejemplo 2.3.3. En este ejemplo construiremos dos
cuerpos de funciones maximales sobre el cuerpo finito
]Fﬁ;p

Sean {(z) = 2 +2°+1y f(z) = (2% +z)°. Para esta
escogencia obtenemos Ry, (f(z)) = 1. El cuerpo de fun-
ciones By := Fe4(z,y)/Fes(x) definido por la ecuacién
de Kummer:

9 _ f(33)
' T Ry, (f(2))

tiene género 3 y 113 lugares racionales. En efecto, re-
solviendo la congruencia (8) obtenemos que d(z) =
22+28+at+ad+a?+a+1 = (2P +a+1) (2P +22+1)¢(2),
luego

=2°(z + 1),

#N (Fga(z,y)) = 12-9+5 = 113.
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Ahora consideremos la extensién E; de E; (véase el
Ejemplo 2.2.3.2) dada por la ecuacién de Artin-Schreier

s+ 1)3
z‘z_'_.z:#‘
xT

El tnico lugar totalmente ramificado es Py y los lu-
gares correspondientes a P, v P; son no ramificados y
por lo tanto el género estd dado por

9(Fea(z,y,2)/Fea(x)) =2-3+ % (—2+10) = 10.

Para el cdlculo de lugares de grado uno, observemos
que existen 2 lugares que caen sobre cada uno de los 3
lugares correspondientes a P.., 2 lugares que caen sobre
P, v tinicamente un lugar que cae sobre F y todos son
de grado 1, por lo tanto tenemos 9 lugares de grado uno
provenientes de los puntos de rama.

Ahora, luego de hacer los respectivos coémputos,
obtenemos que los lugares de grado uno en la extension
FE que no provienen de la ramificacién son precisamente
aquellos P, 3~ donde o es un cero del polinomio d(z),
esto implica que

#N(E/Fﬁ4($)) =12-2-949 = 225.

Este cuerpo de funciones es maximal puesto que
#N (Foa(z,y, 2)) =q+14+29,/q = 64+142(10)(8) = 225.
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Colomb. Cienc. 34 (133): 521-527, 2010. ISSN 0370-3908.

A new class of multistep methods for stiff ordinary differential equations is presented. The
method is based on the transformation of the arguments of the original system into purely algebraic
combinations of the solutions of previous steps. The scheme differs from the classical multistep
methods in that the state variables, instead of functions of them, are aproximated by means of
linear combination of previous steps. A family of coefficients is deduced from a combined analysis
of convergence order and stability. Numerical results are presented for three test problems.

Key words: multistep methods, ordinary differential equations, A-stability, convergence order.
Resumen

Se presenta una nueva clase de método multipaso para ecuaciones diferenciales ordinarias con
stiff. El método se basa en la transformacidn de los argumentos del sistema original en un sistema
puramente algebraico utilizando las soluciones de los pasos anteriores. El esquema difiere de los
clasicos métodos multipaso en que las variables de estado son reemplazadas por funciones, las
cuales son aproximadas por medio de una combinacioén lineal de las soluciones previas. Una familia
de coeficientes se deduce a partir de un analisis combinado de orden de convergencia y estabilidad.
Por ultimo se presentan resultados numéricos para tres problemas test.
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1. Introduction

The use of implicit numerical methods is convenient
when solving general stiff Ordinary Differential Equa-
tions (ODE) problems. Their use, in turn, requires the
solution of a corresponding discrete problem, which is
one of the main concerns in the actual implementation
of the methods. Linear implicit multistep methods and,
in particular, Backward Differentiation Formulae (BDF)
[6] [2] are regularly used for the numerical solution of
stiff initial value problems. In turn, implicit methods re-
quire solving at each integration step an algebraic prob-
lem, whose dimension is a multiple of the corresponding
continuous one [3].

A high-quality numerical method to solve stiff ODE
should have good accuracy and some wide region of ab-
solute stability ([5], [8], [9] and [10]). The latter imposes
a strong limitation on the choice of suitable methods for
stiff problems.

In the present paper a new class of implicit mul-
tistep method is derived, having good stability and
convergence properties compared with equivalent linear
schemes. The difference with classical multistep meth-
ods is the transformation of the differential system into a
purely algebraic system by introducing estimation func-
tions not only for the derivatives but also for the state
variables. In this sense, the methodology used in the
current method can be understood as a variant of the
basic theory of classical multistep methods. In the last
section, numerical experiments are presented comparing
the new method with BDF.

2. Linear Multistep Method

Let us consider the initial value problem (IVP) (7]

V() = f(), y(to) = yo (1)
where ¢ € [ty,to + Nh] (N being a natural number and
h a constant time step), y : [to,to + Nh] — R™ , y(})
stands for the first temporal derivative, and f : R™ —
R™ is continuous and differentiable.

The classical linear multistep method can be written
in the general form [2]

Za'iyn—i = hz.ﬁsf (yn—i) ' (2)

=0 =0
where «;, [; are parameters to be determined and y,, =
y(to+mnh). The method is explicit if Sy = 0 and implicit

otherwise. A multistep method is of order p if and only
if [3]:

k
Z a;i? =g Z Bt ' + O (k) (3)

i=0 i=0

with 0 < g < p. The well-known multistep scheme BDF
is given by

k
Zaiyn—i = hBo f (yn) . (4)

i=0

This scheme is a class of k-step formula of order £,
and for k = 2, the BDF coefficients are [2]

3
Qg = 7, 1 =

1
9 —2, g = 5, ﬁu = 1. (5)

3. New multistep transformation

The general multistep formula (i.e. Eq. 2) is essen-
tially a transformation of the differential Eq. 1 into a
purely algebraic equation by means of the estimators:

y — Zas Yn—is f(y) — ng& (n-i)-  (6)

1—0 i=0

Let us propose the following alternative set of transfor-
mations:

y*ZAyn iyt

i=0

_ZB Yn—i- (7)

where A; and B; are coefficients satisfying Z:":o B; =0

and ZLD A; = 1. Eq. 7 lead to the following alternative
multistep algebraic equation:

| & k
M’ > Biyn-i=f (Z Aiyn—e‘) : (8)

1= i=()

To make clear the deduction of the coefficients, let us
consider a two-step instance of Eq. 8 (k = 2). The gen-
eral method to determine the coefficients 4; and B;, can
be generalized from this particular case.

3.1. Convergence order. Expanding y,—» and y,
in Taylor series around (t-h) leads to:

0 2
Un :y\gx,)l +hy‘n—]. + o y‘n. 1 +0(h3)

9)
Yn—2 = yf,,—)l - hygl)l +5 y‘flr‘?]- +0 (hq) )
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where y,(f) stands for the k-th derivative of y respect to

time. Combining Eqgs. 7 and 9 yields:
) = (Bo — Ba)y +

n—

(Bo + Ba) 2y$?, + 0 (h?) | (10)
yn = 401 + (Ao — A2) by, +0 (1) .

Expanding now f; around (¢-h), gives

F@Wn) = f Wne1)+ V7 (ynor) 952, R+0 (R2) , (11)

where VT f (y,) stand for the transpose gradient of f(y)
(taken separately to each component f; evaluated at

Y= 1Un-
Likewise, expanding the right term of the Eq. 8, gives:

f (Z?:n Aiyn—i) =fO (yp_1)+
(Ao — A2) VT f (yn-1) 4, h+ 0 (h2) .

The relation between f (y,) and VT f (y,) with y,(lk) can
be found by successive differentiations of Eq. 1. Com-
bining Eq. 10 to Eq. 12 yields:

(Bo = B2) )y = f (un-1) 1
(Bo+ B2) y'2 2 = (A9 — A2) V7 f (yuor) i1
(13)
which leads to the following set of algebraic equations
for the coeflicients A; and B;:

o di=1,

2 i—oBi=0,

(Bo = B2 = 1) f (yn-1) =0,

(B{) + By —2Ag + 2A2) va (yn—l) f (yn—l) = 0( 4)
1

(12)

Egs. 14 is a set of 4 algebraic equations with 6 un-
knowns. Therefore, there is a family of coefficients A;
and B; that ensures O (h?) convergence; that is:

AU:%_?_%‘ A2:%+%L_A2L? (15)
0 A

3.2. 0-Stability. As the name implies, O-stability is
concerned whit what happens in the limit A — 0 [2].
The linear multistep method is O-stable if all k roots &;
of the characteristic polynomial:

2
p(€) =) Bi&* " =0, (16)
i=0

satisfy |&| < 1. If the root condition is satisfied, the
method is accurate to order p. Therefore provided that
the initial values are accurate to order p, the method is
convergent to order p.

Lemma 1. If By < 0, then the roots & and & of p(§)
verify that |&;| <1, fori =1,2.

Proof. Applying Eq. 15 to Eq. 16 yields

1 B 1 B
2 1 1
= - —_—— By ——-———/—=0. 1
p© =€ (5-5)+em-3-3 =0 a1
Then, the roots are
-B1+1
= 1
§12= 7= B (18)
Next, it can be observed that
—-B;+1
|51|—‘ﬁ|—1a (19)
and
—-B;—1 2B,
=" | = |—]1 — <
ol = |25 = |- | <1 e
for B; < 0.

3.3. A-Stability. The stability of the linear multi-
step method is given by the stability of the resulting
difference equation [2]. Applying Eq. 8 for k=2 to the
linear test equation y = Ay, (A €C), yields:

2
> (B = M) yn—i = 0. (21)
i=0
The stability of Eq. 21 is demonstrated by ensuring the
stability of the difference equation. The difference equa-
tion is stable if all roots &; of:

2
¢ (€)= (Bi — Aih\) €7 =0, (22)
i=0
satisfy & < 1.

When f is linear and k=2, a necessary condition for
A-stability is given by [2] Re(z) > 0, where

2 2—i
> B,
2= —21;0 T (23)
Zs:ﬂ Aiq2_1
for all (unitary) complex numbers ¢ = cos# + isin#@, for
0 € [0, 2x].

Figures 1 and 2 compare the absolute stability re-
gions for the proposed method and the BDF method for
different sets of coeflicients. However, numerical compu-
tations show that, in the general case, those conditions
are not sufficient. For example, for the values A; > 1/2
and By < 0 the method is A-unstable.
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Re(z)
Figure 1. Absolute stability region of the present method
and the BDF method
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Re(z)
Figure 2. Absolute stability region of the present method
and the BDF method

For the particular case of k=2 a range for the coeffi-
cients that make our method A-stable can be found. We
resume this result in the next lemma.

Lemma 2. If By <0, A; < 1/ and Re(z) < 0, then all
the roots £ of the ¢ (§) verify [£] < 1.

Proof. Applying into 15 and 16, the roots of the differ-
ence equation are:

§1,2(2) =
Ay z—BI:I:\/l—(Bl—E;L) z—(l—‘ZA]—Ezi) 22 (24)

1-B1—(1-A;—34) =

The aim is to study the function & 5 (2) of the com-
plex variable z, for the values of Ay, By and z defined
in the hypothesis. First, observe that the denominator
of Eq. 24 vanishes for
2B -2
24, -2+ By’
which is a real positive number, meaning that it will
never occur as Re(z) < 0. Then & 5 (z) is an analytic
function in C_ and hence, by the Principle of Mazimum
[4], for every open and convex set @ C C_, the maximum
of |£12(2)| in Q is obtained at the boundary. So, it is
sufficient to prove that the following limit inequalities
are verified:

im &2 (u+iv)| <1, Vv €R,
Iim [&2(u+iv)| <1, Yve R_|J{0}.

U— oo

Which are easily verified for B; < 0, 4; < 1/2 and
Re()\) < 0, as require the lemma, g.e.d.

z (25)

(26)

Remark. Although the proposed scheme is A-stable for
By <0and 4, < 1/2, the numerical solution of the re-
sulting algebraic system is compromised when the abso-
lute values of these coefficients become too large. Heuris-
tic tests have shown that efficient numerical schemes can
be ensured keeping a lower bound of -5 for both coeffi-
cients.

4. Numerical experiments

In order to assess its performance the new multistep
method was applied to the integration of specific equa-
tions using By = —1,5 and 4; = 0,1. This method was
compared with the BDF and Adams-Bashforth-Moulton
methods for k=2.

4.1. Ricatti equation (m = 1). Let us consider the
following Ricatti equation [1]

yW=-2-y+4° (27)
with initial value yp = 1,8. The exact solution is given

by:
3

ST (28)

y(t) =2
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Figure 3 shows the absolute difference between the an-
alytic and the numerical solutions for i = 0.01. It can
be observed that the numerical solutions obtained by
all methods are similar; and these are always below the

order O (h?).

5 T T T
—— Present Method
o - - -- BDF Method
ar Do - ---oo-- Adams-Bashforth |7
A
3+ |: A ]
-5 ' v
lef/10™ | ;v [:
rI R Y .
1 ':’ I" .‘ (!It? . T
0 B el
0 1 2 3 4

Figure 3. Absolute difference |e| between the analytic and
the numerical solutions (h = 0,01)

4.2, Stiff linear case. An example of a stiff linear

equation is:

y® = _ (10033;(2) + 3002y + 2000y) L (29)

with initial value yo = 1, y(()l) = —1,5 and y((f) = 2,5,

The exact solution is given by:

y(t) =05 (e7F +e7%). (30)

The stiffness ratio, given by [2]

o |Re (A

~ min |Re(\;)| (31)
1<i<n

where \; are the eigenvalues of the Jacobian matrix, re-
sults R = 1000. This indicates that the stiffness of the

system is very high.

——A=0.1,B=15
---- BDF

0 / I 1 1
2 3 B 5

0 1
t

Figure 4. Absolute difference |e| between the analytic and
the numerical solutions (h = 0,01)

Figure 4 shows the temporal evolution of the absolute
difference |e| between the analytic and the numerical so-
lutions for y (h = 0.01). It can be seen that the three
methods give very similar results, whose departure from
the exact solution are always below the order of conver-

gence.

4.3. Elastic pendulum. The elastic pendulum (fig-
ure 5) is represented by a fourth-order no-linear system
whose natural variables are the string length, r, the in-
clination angle with respect to the vertical, #, and their
respective temporal derivatives, z and w, that is [11]:

r) =z,

o) — 4
’ 32
2V =rw? — £ (r — L) 4 gcos, (32)

wl) = (—gsinf — 2zw) L.

L

Figure 5. Elastic Pendulum

Comparisons were made using the following parameters
and initial conditions: k =7, L =1, m = 0,1, g = 9.8,
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ro = 1,00 = 5, 7 = 0 and 6, = 0. Figure 6 shows
the trajectory of the mass in the (z, y) plane. Figure
7 shows that the stiffness ratio is always much greater
than 1, which indicates that the stiffness of the system
is high. Figures 8 and 9 shows the absolute differences,
le-| and |eg|, for the variables r and 6 calculated be-
tween the present method (B; = —1,5 and 4; = 0,1)
compared BDF (B; = —2 and A; = 0) and Adams-
Bashforth-Moulton method, showing good agreement.

It can be seen that the differences do not escalate,
remaining bounded even for very long times.

0
y At 1
) . . .
-1 0 1
X

Figure 6. Trajectory of the mass tied to an elastic pen-
dulum in the (z,y) plane

80 T T T T
SOWM/VVWV
R 401 .
201 .
0 L L L L
0 2 4 6 8 10

Figure 7. Temporal evolution of the stiffness ratio R of
the elastic pendulum

10’ 1 ; . ,

£ s - P
- S T A P I T W N
1 ' 1 r
NIt ‘:'Irli' ! VY
!

0 2 4 6 8 10

Figure 8. Absolute difference |e,| of the variable r cal-
culated with present method (B; = —1,5,4; = 0,1) and
(solid) BDF (B; = —2, A; = 0), (dashed) Adams-Bashforth-
Moulton method. The time step is b = 0,01

—_
<
w

Figure 9. Absolute difference |efl| of the variable @ cal-
culated with present method (B; = —1,5,4; = 0,1) and
(solid) BDF (B; = —2, A; = 0), (dashed) Adams-Bashforth-
Moulton method. The time step is b = 0,01

Table 1 shows the ratio between the CPU time divid-
ed by the simulated time, for each method, with respect
to the time step h. As expected, the time ratio decreases
as h increases, being the present method better than the
Adams-Bashforth-Moulton one.
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Tabla 1. Ratios between CPU time and simulated
time (B; = —1,5, A; = 0,1).
h  Adams-Bashforth-Moulton BDF Present

method
10-4 0.186 0.184 0.182
10-3 0.025 0.023  0.022
10-2 0.002 0.001  0.001

5. Conclusions

A class of second order multistep methods that pro-
duce good candidates for the solution of stiff problems
was presented. The class includes as a special case the
BDF method. The scheme differs from the classical mul-
tistep methods in that the state variables, instead of
the functions of them, are approximated by means of
linear combination of previous steps. This feature can
be usefulness in the design of object-oriented numerical
solvers, since the state variables are natural candidates
for object definitions.

For a suitable choice of the parameters, the scheme
was proved to be A-stable using the Maximum Principle
of the theory of complex functions. With several numer-
ical examples it has been also shown that the compu-
tation time is approximately the same as the BDF and
Adams-Bashforth-Moulton methods, providing a larg-
er stability region. Moreover, the results presented here
open the possibility of extending the methodology to
DAE systems, since its generalization is straightforward.
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ASYMPTOTIC BEHAVIOUR OF THE JACOBI
SOBOLEV-TYPE ORTHOGONAL POLYNOMIALS.
A NON DIAGONAL CASE
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Abstract

Duefias, H., L. Garza: Asymptotic behaviour of the Jacobi Sobolev-type orthogonal polynomials.
Anon diagonal case. Rev. Acad. Colomb. Cienc. 34 (133): 529-539, 2010. ISSN 0370-3908.

Consider the following Sobolev type inner product

1
(p.q), = j pX)g(x)(1 = x)"(1 + xPdx + P(1) AQ(1), (1)

1
where p and g are polynomials with real coefficients, .8 > —1, F(x) = (p(x), p/(x)), and

e -"Vfu A
A= )

is a positive semidefinite matrix, with My M, = 0, and A € R. The family of polynomials orthogonal
with respect to (2), {P4?),s0, are called Jacobi Sobolev—type orthogonal polynomials. An expression
that relates this family of polynomials with {P17),50, the usual Jacobi orthogonal polynomials, was
obtained in [8]. Here, we obtain the outer relative asymptotic for iﬁjﬁ},,:;‘.. as well as the corresponding
Mehler-Heine formula.

Key words: Orthogonal polynomials, Sobolev—type inner products, Jacobi polynomials, Asymp-
totic behaviour, Zeros.

Resumen

Consideremos el siguiente producto interno de tipo Sobolev
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1
P.q)s = II PO = x)*(1 + )P dx + P(1) AQ(D), 2)

donde p y ¢ son polinomios con coeficientes reales, @, 8 > -1, P(x) = (p(x), 7/ (x)), y

|

A
M,

es una matriz positiva semidefinnida, donde My M, = 0, y A € R. La familia de los polinomios or-
togonales con respecto a (2), {P*#},20, se llaman polinomios del tipo Jacobi Sobolev. Una expresion
que relaciona esta familia de polinomios con (P2#),20, los polinomios ortognales de Jacobi usuales,
se obtuvo en [8]. Aqui obtenemos la asintotica relativa exterior para {ﬁﬁ‘ﬂ},,;g, asi como también la

correspondiente formula de Mehler—Heine.

Palabras clave: Polinomios ortogonales, productos internos del tipo Sobolev, polinomios de Jacobi,

comportamiento asintotico, ceros.

1. Introduction

Let us consider the inner product

0.0) = fR P(Ddr(x) + BO'AQQ. ()

where do is a nontrivial probability measure supported on
the real line, A € R®K is a positive semidefinite ma-
trix, p, ¢ are polynomials with real coefficients, and Q(c) =
(q(c), q'©),..., q(’“”(c))f . The polynomials orthogonal with
respect to (3) are called Sobolev—type orthogonal polynomi-
als, and were introduced in [3].

Most of the work about the Sobolev—type polynomials has
been done in the case that the orthogonality measure du cor-
responds to classical polynomials. In [12], the author studied
(3) with A a diagonal matrix, do = x%¢*dx,a > —1 and
¢ = 0. He obtained the second order differential equation sat-
isfied by these polynomials.

The asymptotic properties of orthogonal polynomials with
respect to (3) when A a diagonal matrix have been studied in
the literature by many authors. In particular, in [16] the au-
thors consider the outer relative asymptotics, in a more gener-
al framework. There, they introduce a Sobolev inner product
in terms of a measure of the Nevai class M(0, 1) (a family
of measures with a positive a.e absolutely continuous com-
ponent and supported in [-1, 1]U £ where E is a discret set
with accumulation points in {—1, 1} that generalizes the Ja-
cobi weight function) and analyze the outer relative asymp-
totics of the corresponding orthogonal polynomials accord-
ing to the location of the point ¢ with respect to the support
of the measure. An extension of these results was done for the
non diagonal case in [3], as well as in a more general context
in [14] for many pass points located outside the support of
the measure.

The asymptotic behaviour of the corresponding orthogo-
nal polynomials in the particular case when £ = 2 was an-
alyzed in [5] and [15], and some properties about the loca-
tion of the zeros were studied in [13]. On the other hand, for
kz2,do=x%"dx,c=0and My =M, =---= My, =0,
M;_; > 0, the same problems were studied in [17], in the
framework of the zero distribution, and the study of the as-
ymptotic behaviour was developed in [9].

The nondiagonal case was considered for the first time
in [4]. In this paper, the authors considered the Hermite
Sobolev—type polynomials, orthogonal with respect to (3)
with A a 2 X 2 symetric matrix, do = e “dyand ¢ = 0,
studying the asymptotic behaviour of such polynomials.

The Laguerre Sobolev—type polynomials, for k = 2, A a
nondiagonal matrix, and do = x%e™*, @ > —1, were studied
in [10], where the authors studied the outer relative asymp-
totics with respect to the standard Laguerre polynomials,
as well as an analog of the Mehler-Heine formula for the
rescaled polynomials, and in [11], where the second order
differential equation that these polynomials satisfy was de-
duced.

Finally, the study of the Jacobi Sobolev—type polynomi-
als, orthogonal with respect to (3) where A is a 2 X 2 symetric
and nondiagonal matrix, do- = (1 — x)%(1 + x)’dxand c = 1,
started in [8]. There, the authors obtained a connection for-
mula that relates the Jacobi Sobolev—type polynomials with
some family of Jacobi polynomials, as well as the holonom-
ic equation that they satisfy. In this contribution, we extend
this analysis in order to find their asymptotic behavior. The
structure of the manuscript is as follows. Section 2 is devoted
to some preliminary results regarding basic theory of classi-
cal orthogonal polynomials. In Section 3, we present some
of the results obtained in [8], as well as some new proper-
ties regarding the zeros of Jacobi Sobolev—type polynomials.
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Finally, in Section 4 we present their outer relative asymp-
totic behavior, as well as their corresponding Mehler-Heine
formula.

2. Preliminaries

Let i be a linear functional defined on IP, the linear space
of polynomials with real coefficients. If u is quasi-definite
(i.e., if the leading principal submatrices of the Hankel ma-
trix associated with their moments u, = {u, x"), n > 0, are
non singular), then there exists a family of monic polynomi-
als {P,},=0 such that

('i) (.»us PH(X)P,"(X)) =0, n#m.
(i) (u, PA) £0, n>0,

where the degree of P, is n. {P,},=0 1s said to be the sequence
of monic polynomials orthogonal with respect to u, and sat-
isfies the three term recurrence relation

xPu(x) = Ppp1(x) + BpPu(x) + ¥uPpo1(x), n=0, (4)
where P_i(x) = 0, Py(x) = 1 and the recurrence coefficients
{Bu}uz0, {¥nlns1 are real numbers with y,, # 0 for n > 0.

The n — th reproducing kernel associated with {P,},=0 is
defined by

 Pu(X)P(y)
K(x,y) = ;; T

where ||P4l[2 = <p. Pi(x)). K,(x,y) can also be expressed in
terms of P, and P,,, as follows
P (0)P(y) = Pu(x)Pps1(p)

IPAIZ(x = ») '
for x # y, known in the literature as Christoffel-Darboux for-
mula.

Ku(x,y) = )

We denote by K,(,f"’j(x, y) the i — th, j — th derivatives of
K, (x,y) with respect to the variables x, y, i.e.,

Kt9(e )= L2505
Then, it can be shown that
Proposition 1. [9] Foreveryn € N,
1.
K (a,a)= (Pr@P (@) -Pa)P](@)).

(6)

P} Gi+1)

ﬁ (1Y’
K ) = P 2 @

[(Pn— (Q)P(2J+1)(Q)+P’ l(a)P(zf)( )( 2.}+ 1 )+...
(1 i)

(P,,(a)P‘z’“’(a) + P(@P(a )( 2 ) b

n—1
(" sl

If the linear functional y is positive definite (i.e., if the
leading principal submatrices of the Hankel matrix have pos-
itive determinant), then there exists the following integral
representation

1, p0)) = fE p(do(). peP, ®

where o(x) is a nontrivial probability measure supported on
some subset £ of the real line. In such a case, there exists
a sequence of orthonormal polynomials {p,},=0 associated
with u that satisfies

fp,,(x)p,,,(x)a'a(x) = 5n‘m, n,mz0. )
E

The families of orthogonal polynomials more widely
studied are the so-called classical orthogonal polynomials
(Hermite, Laguerre, Jacobi and Bessel ). They can be char-
acterized by the following properties

(a) {Pn}us0 1s classical if and only if there exist se-
quences [an }n;ﬂa{bn}n}ﬂ and {Cn}n;’s()-s with Cp #F 0;
n € IN, such that
@(X)P;(I) = apPys1(x) + bnpn(x) + cpPyo1(x),

with degy < 2.

(b) They are solutions of a second order differential
equation of the form

POy (x) + T(x)y'(x) + 4(x) = 0
where ¢ and 7 are polynomials independent of n,
which are specific for each family and whose de-
grees are at most 2 and 1, respectively.

This work deals with (monic) Jacobi polynomials, denot-
ed by {P?*},50. They are defined by the orthogonality rela-
tion
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22n+n+ﬁ+1r(n+a-+ ])[‘{n +ﬁ+ l}r(n +a +ﬁ+ I)ﬂ!
Qn+a+B+ )T Cn+a+p+1))
for n,m > 0, where do(x) = (1 — x)“(1 + @)dx, @ > —1 and 8 > —1. We will denote the corresponding inner product by (-, ) o g

|
f PP () =
-1

nms

The following Proposition summarizes some well known properties (see [6], [7] and [18]) of Jacobi polynomials.

Proposition 2. Let {Pﬁ“S lu=0 be the sequence of Jacobi monic polynomials.

1. Foreveryn e N,

xPP(x) = P22 (x) + B2 PP () + 43P P22 (), (10)
with
b £—v
" Ru+a+B)2n+2+a+p)’
y“’g = dnn+a)(n+B)(n+a+p)

Cn+a+B-1)C2n+a+pPRn+a+p+1)’

PP(x) =1 P™(x) = —Q_JB )
o (x)=1,and P, (x) x+a+,ﬁ+2
2. Foreveryn € N,

(1-2)(Prf) = an? P ) + bP Prf () + e Ps (), (11)
where
af = -,
b:"s . 2(@-B)nh+a+B+1) .
2n+a+B)2n+2+a+p)
c;fﬁ - dnn+a)n+Bn+a+pB)n+a+p+1) .
Cn+a+B-1)Cn+a+BlC2n+a+B+1)
3. For every n € N, there exists a sequence of real numbers {A,},-¢ such that P:f“s(x) satisfies the second order linear
differential equation
P+ Yapx)y = 47y (12)

with ¢(x) = 1 = x2, Yap(X)=—(@+B+2)x+B-a andﬁﬁf‘ﬁ =-nh+1+a+p).
4. Foreveryn € N,
(PP ) = nPT P ). (13)

n—

5. Foreveryn € N,

vB, N _ patl By 2n(n + B) +B
P @) = Py () (2n+a+ﬁ)(2n+a+ﬂ+l)P:‘1 2 (1%

6. Foreveryn e N,

v fi
Ko 1) = A P20y, with = 22O (15)
|7
af
7. Foreveryn e N,
By _Aapln+ta+Dl(n+a+pB+1)
Py =2 Tla+ DICn+a+B+1) (16)
B 1y_ (ol +B+ ) (n+a+B+1)
PrD=2) FB+DrRn+a+B+1) {17
8. Foreveryn e M,
|P‘,f*8(x)‘|2 :22u+a+ﬁ+1r(n+a+1)F(n+ﬁ+l)F(n+a-{;ﬂ+l)n!- (18)
o @Cn+a+B+1)TQn+a+p+1))
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9. For every x outside [-1, 1]
PRPGy e SRR~ 1) o G 1) PP

(G+ V2 + (= D)™ @an) 262 = 1718 (x4 (2 - )V2)" o

10. (The Mehler-Heine formula) Let J, be the usual Bessel function of the first kind and ?;‘E(x) = %‘%Pﬁ‘s(ﬂ.
Then

lim n—“ﬁi’:ﬁ(l i ):(5)_"4,(2) (20)

n—00 _-2n2 2

uniformly in every compact subset of the complex z-plane.

3. Jacobi Sobolev—type polynomials

Let p. g € IP. We define the following Sobolev—type inner product

|
(i) = f P~ 971 + P+ BOYAQU) 1)

where @, 8 > -1, P(x) = [p(x), p'(x)]', and

[ My A
as(% )

is a positive semidefinite matrix, with My M, > 0, and A € R. Notice that if My = 0 or M} = 0, then 1 = 0.
If we denote by { ?,,ﬁ }n=0 the family of monic polynomials orthogonal with respect to (21), then it can be shown that
Proposition 3. [8] Forn > 1,

K%Dx, 1)

Paf(x) = PX(x) - (B2P(1)) (1I+AK,,_1(1,1))—'A( ek ) (22)
n—1
where
K,o1(1,1) K”-“‘(l,l))

By (1.1)=( . I
' KO0t 1y kb, 1y

1

It is also possible to obtain a connection formula that relates {;'5‘,:‘3},,;0 with {P:Jrz“g},,;o. Indeed,

Theorem 4. [8] Foreveryn € N,

PiP(x) = PrP(x) + Ay pPy1P(x) + BuagPi'3 (%), (23)
where
4n(n +
Anap “@Qn+a+ ,8)((2n f L T+  Cmes
By & 4n(n— D(n +B)n + B~ 1) D
' Cn+a+p)P22n+a+B+1D)2n+a+p-1) '
with
(P‘,:'“(l))' I+AK, (1, )) ' TQn+a+BA ( L
Cip 2B (e + D)L (n + f)(n - 2)! ( e )
(P‘;ﬁ(l))* I+ AK, 1(1,1)'T@n+a+B- 1A |
Drep = e T @ DFit = D=2+ a + B) ( — D )
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4. Asymptotics of the Jacobi Sobolev—type orthogonal polynomials

In this section, we study the asymptotic behaviour of the Jacobi Sobolev-type orthogonal polynomials }_5: ‘B(x). From (19) and
(23), the following Proposition is straightforward.

Proposition 5. For every x outside of [-1, 1],

) = H (x+ 62— 1)”2)2 e (x+ (2= D'2) + Byag| X

22 -2\ Fn+a+B+1)
IrCn+a+B-1)

(6 = 1)@ D2 (x4 1) PRE2 - 174 Q2an) 2 (x + (2 - 1)'2)

(G 1)1 4+ (x = 1)12)7

n-3/2

In order to obtain the outer relative asymptotics, we will start by finding explicit expressions for K ,_(1, 1), Kfﬂ:}(l, 1) and
1,1)
K a.q).
Using (15), we get
Mn+a+DIn+a+B+1)
204841 (@ + DN+ 2)I(n+ B)(n— 1)1

K,(1L,1) =

On the other hand, from (6),

KOV = ——— (P8 (P2f) (1) - PAy (P28)” (1)
2|z,
|
= ——— (P (- DPI(1)
2 ;( | 2

- PR - 1)n- 2Py %())
Fn+a+1DI'(n+a+L+2)
204B42T (n + B) (n — 2)'T(e + DI (@ + 3)
(n+a+p+1)n-1)

- 2a+2) Ko (1, 1),

and, from (7), we get

KD, = —————x (e () m+3 () 0 (7))

31 ||

n-1

‘afﬂ
(Freay (P2)” @+ 3(P%) o (P2)7)
[n+a+1)(n+a+pB+2) <

3. 200849 (a + DI + 3)(n = 2)'T (n + B) 2n + a + B)

n=2)n+a+B+2nnr+a+B+3)—(n-3)n+a+p)]

[ (a+3)

N 3nn+a+pP)[n—Dn+a++2)—-(n-2)n+a+pB+1)]
(@+1)

o I'n+a+ 1DI'(n+a+pB+2)k

203 (a + )T (@ + H)(n—2)T (n+ )’
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where ko = (—3(1' — B+ 2na + 2nf — a* — af + na* + n’a + 2n* + naf - 2). Thus,

1.1) _ (H+G+ﬁ+1)(n—l)k0
K1) = 4(a + D(a + 2) (@ + 3)

Ky-1(1,1).

Therefore, if we define

m+a+p+1)n-1)
2a +2) ’
ko

2@+ D(a+3)

kb =

then we get
Proposition 6. Foreveryn € I,

I'h+a+ DI'n+a+B+1)

Ko, 1) = 2041 (@ + D@ + 2)(n + B)(n — 1)’

(24)

KOV, 1) = kK, (1, 1), (25)
KD(1,1) = kK, 1 (1, 1), (26)

Notice that, when n — oo,

n2

k=~ aTD) (27)
(@ +2)n?

2@+ Da+3)

10 + My A\ K,(1,1)  kK,(1,1)
0 1 i M \kK,(1.1) khkK,(1,1))°
—l 0 My, A\(1 &k
- [ARTIRY) 0 :
K"—'“‘”( 0 Kﬂ_llﬂ,“)+K"—'“’”(4 Ml)(kl klkz)‘

Kaan(y ).

Y = o (]])+M0+/U{|,

Y, = (MO + Aky )k,

Y3=A+ M|k1, (29)
Yo = = “ 5 + (A + Miky)ki,

ks (28)

On the other hand,

I+AK, (1,1)

with

and thus

_ n 1(1 l) Y4 _Y2
(I +AK, (1, 1) m( Y3 Yl)’

Also,
L+ AK, (1, 1)

(K1 (1, D)) 228 = (K1 (1, D)) kaky A% = (K1 (1, 1)) MM K
(K-1(1, 1))> MoMykoky + 2K,y (1, D)k + MKy K,y (1, Dk,
MyK,_1(1,1) + 1.

-+
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We have two possible situations. First, if |A] # 0,
[+ AK,_1(1, 1)

13

(K1 (1, 1)) 206 = (Kuer (1, 1) ok 22
— (K1 (1, 1) MM + (K1 (1, 1)) MoMi oy
= (Kur(1, DY (JAl kik: — Al &)

A n’? n? g
= |A] Na+2) @+ @+ 2)a+3) (K1 (1, ).

On the other hand, if [&] = 0, M| # 0,
[+ AK,-1(1,1)] = 2K,-1(1, 1)Ak; + Mik1ka K, (1, 1)
+ MK, (1, 1)+ 1,
and, as a consequence,
[+ AK,1(1,1)] = MkkK,(l,1).
Thus, we get

Proposition 7.
(i) If|A| #0,
n' Al
2a + D(a+2)%(a +3)

I+ AK,-i(1, 1) = (Ku1(1, 1)) (30)

(ii) If|Al =0, M, # 0,
Min*K,1(1,1)

R A (L = s D+ 3)

(€29

Now, using the expressions obtained above, we proceed to estimate the asymptotics for the coefficients of the connection
formula, 4, , g and B, , 5. We have

1
(Pay (P () )( 3 )( " ) ke )

2{a+1)

= ,:,1_1 [(Pf,"ﬁ(l)n - (P::‘H)’ (1)}"3) My + (—P:ﬁ(l)}’g + (P:fﬂ)’ (1)}’,),1] "

[(Pr2Ya = (PP) (D13) A+ (P2 Y + (Pr¥) (1) My H-
Thus, using (16)

I2n+a+Bl(n+a+Dl(n+a+pB+1) %
208+ (@ + 1)L (n + B)(n - 2) L+ AK, (1, )IT@n + @+ B+ 1)

ﬁ (2( My + koky IA') 4 n(n+a+p+1) ( 1 — Ak ))

Cn.rrﬁ

Kot (L1) @) \K(LD
n+rr+£§ 1 n{n+a+f) My ]
* 3D (2 (K" Jan Al kl) Ry (K" an T |A‘|))

and using (24) and (29), for |A| # 0,
Fn+a+DI(n+a+L+1)|4k (—n2 + 2(a + ])kg)
204841 + D@ + 2)T(n + B)(n— DI+ AK,_(1, )| 2n+a+B)

Cu.(r,B =
From (27) and (30) we obtain
2% + )T (@ + 3)0(n + B)(n — 1)
In+a+Dl(n+a+B+D2n+a+p)’

Cn.(rﬁ =

and, using the fact that
I'(x) =~ V2rx 2o,
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we get Crap = —CD2%4 (@ + 2)[(a +3)

(n+p)n "X

m+a+Dn+a+p+1)

(n + ﬁ)ﬁ—lﬁn—lﬂ

(n+a+D22n+a+p)n+a+p+ 1)ebli2’

Given that
. (n+pB)n )” —20-2

1 = o

an?o((n+a+ Dn+a+prn) ¢
then,

L,
Chap = ol (32)

where

Ly = 2T (a + 2)T(a + 3).
In a similar way, we can show that there exists a constant L,

such that
Ly

— (33)

Dn,ar,{? =
with
Ly = =2""F(q + 2)I'(a + DI (@ + 3).
For |A| = 0, M, # 0, on the other hand, using an analogous
process, we can find constants

T,

Dn‘aﬁ = n3+2(r )

In other words, the value of |A] has no effect on the behavior
of the coefficients of the connection formula. As a conse-
quence

Proposition 8. We have

(1) limn—»m An.ﬂ'ﬁ = _1_0
R 1
(u) hmn—»co Bn,urﬂ =3

Now, we are ready to estimate the ratio asymptotic for
(P,"},0. Indeed,

Theorem 9. Let {P2*},y be the sequence of monic polyno-
mials orthogonal with respect to (21). Then,

Ty = 2 (q+3)(a+ D(a+2), s
atf+l 2 Py (x)
T, = =2 a+3)[(a+2)°, lim P"ﬁ()=1’
T n=—o0 ' X
such that Chap = ns_:za* uniformly on every compact subset of C ~ [—1, 1].
l Proof, Using (19) and (23) we get
P4 (x) (n+a+f+Dn+a+f+2)x—- D7 ((x+ D2+ (x- 1)1:*2)2
P2(x) - Crn+a+B+1)2n+a+B+2)
(n+a+B+1)((x+ D2+ (x - 1)”2)2 2n(n - 1))
* Anas 2n(x— 1) (x + &2 — D'72) Qran) 172
L Cnrarpenrasp-l) ((+ 112 + (= 1)'2) @rn) /2
+ na B

where x is outside [—1, 1]. Therefore, as n — oo,

4n(n - 1)(x— 1) (x + (2 = D2 Qn(n - 2))'2

() (G+ D2+ @=12) (@+ D2+ - 1))

4(x—1)

2 - 1) (x+ (2= DIR)

(G )12 + (e 1)12)]

4x = 1) (x + (x2 = 1)112)?

4(x-1)

x+(x2 -

(G4 DV2 4 (e = )12 { 2
(l 1)”2)

x -y
(x+ 2= -1)

2x—D)(x+ (2 -1z~
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In order to find a corresponding Mehler—Heine formula for the Jacobi Sobolev—type orthogonal polynomials { P ‘B}n;g, we use

the following notation

I2n+a+p+1) =5

By _
O (x) = 2mT(n+a + B+ 1)P{’: ).
From (23) we get .
PrP(x) = PyP(x) + CrapP™ P(x) + DyapP 37 (), (34

Thus, from (34)

0w = P+ B e, P

Cn+a+B2n+a+pB-1)

+2,8
4?‘!(}1 _ 1) Dn.aﬁﬁ,:‘_g (x)s
and therefore, using (32) and (33) we get
7 - z Ly n+a+p+1 7
—a - —a S -a_+I1 +2.8
o0 (1) = (1 g e R (1 5)
+H_Q(2n+a+ﬁ)(2n+a+ﬁ—l) Ly —=pi2p l—i
4,3(” — 1) n3+20 n=2 2.'!2
— 2 Ly n+a+pB+1 - 2
—ap By = 1 —(a+2)pat2 By _ =
nP (1 2n?)  pli2a 2n " P (1 2n2)
LCnratp@n+atB-1) Ly omeas(, 2
4;3(,1 — 1) nlt2e n-2 212 .

As a consequence, we get

Theorem 10. Let {Qﬁﬁ}n;(, be the sequence of Jacobi Sobolev—type orthogonal polynomials defined previously. Then

l. Ifaa=-1/2

2n?

n—oo

2. Ifa>-1/2

H—00

Acknowledgements: The authors thank the anonymous ref-
eree for its valuable comments. They contributed to greatly
improve the contents and presentation of the manuscript.

References

[1] M. Alfaro, F. Marcellin, & M. L. Rezola, Estimates for Jacobi-
Sobolev type orthogonal polynomials, 1. Appl. Anal. 67 (1997), 157-
174.

[2] M. Alfaro, F. Marcellin, M. L. Rezola, & A. Ronveaux, On or-
thogonal polynomials of Sobolev type: Algebraic properties and zeros,
SIAM J. Math. Anal. 23 (1992), 737-757.

[3] M. Alfaro, F. Marcellin, M. L. Rezola, and A. Ronveaux, Sobolev-
Tvpe orthogonal polynomials: The nondiagonal case, J. Approx. The-
ory 83 (1995), 266-287.

[4] M. Alfaro, J. J. Moreno-Balcazar, A. Peiia, & M. L. Rezola, Asymp-
totics for a generalization of Hermite polynomials, Asymp. Anal. 66
(2010), 113-117.

[5] R. Alvarez & J. J. Moreno-Balcazar, Asymptotic properties of gen-
eralized Laguerre orthogonal polynomials, Indag. Math. (N.S) 15
(2004), 151-165.

lim n~* Q™" (1 - i) = (z/2) " Jo(2) + (Lz—‘ + Lz)JM(z).

lim n_anﬁ(l - %) = (z/2)™" Ju(2),

[6] G. E. Andrews, R. Askey, & R. Roy, Special Functions, Encyclope-
dia of Mathematics and its Applications Vol 71, Cambridge University
Press, Cambridge (1999).

[71 T. S. Chihara, An Introduction to Orthogonal Polynomials, Gordon
and Breach, New York, (1978).

[8] H. Dueiias & L. Garza, Jacobi-Sobolev type orthogonal polynomials:
Holonomic equation and electrostatic interpretation. A non diagonal
case, Submitted (2010).

[9] H. Dueiias & F. Marcellan, The Laguerre-Sobolev—type orthogonal
polynomials, J. Approx. Theory 162 (2010), 421-440.

[10] H. Dueiias & F. Marcellin, Asymptotic behaviour of Laguerre-
Sobolev-Type Orthogonal Polynomials. A nondiagonal case, J. Com-
put. Appl. Math. 235 (2010), 998-1007.

[11] H.Duenas & F. Marcellin, The holonomic equation of the Laguerre—
Sobolev—type orthogonal polynomials: a non—diagonal case. J. Differ-
ence. Equ. Appl. (2009)
http://dx.doi.org/10.1080/10236190963456063

[12] R. Koekoek, Generalizations of Laguerre Polynomials, J. Math. Anal.
Appl. 153 (1990), 576-590.

[13] R. Koekoek & H. G. Meijer, 4 generalization of Laguerre Polynomi-
als, STAM J. Math. Anal. 24 (1993), 768-782.



DUENAS, H., L. GARZA: ASYMPTOTIC BEHAVIOUR OF THE JACOBI SOBOLEV-TYPE ORTHOGONAL POLYNOMIALS... 539

[14] G. Lopez Lagomasino, F. Marcellin & W. Van Assche, Relative
asymptotics for polynomials orthogonal with respect to a discrete
Sobolev inner product, Constr. Approx. 11 (1995), 107-137.

[15] F. Marcellin & J. J. Moreno-Balcazar, Asymptotics and Zeros of
Sobolev Orthogonal Polynomials on Unbounded Supports, Acta Appl.
Math. 94 (2006), 163-192.

[16] F. Marcellin & J. W. Van Assche, Relative Asymptotics for Orthog-
onal Polynomials with a Sobolev Inner Product, ]. Approx. Theory 72
(2004), 193-209.

[17] H.G. Meijer, Zero distribution of orthogonal polynomials in a certain
discrete Sobolev space, J. Math. Anal. Appl. 172 (1993), 520-532.

[18] G. Szegé, Orthogonal Polynomials, 4" ed., Amer. Math. Soc. Collog.
Publ. Series, vol 23, Amer. Math. Soc., Providence, RI, (1975).

Recibido el 5 de julio de 2010

Aceptado para su publicacion el 9 de noviembre de 2010






MATEMATICAS

A NOTE ON THE CAUCHY PROBLEM
OF FUZZY DIFFERENTIAL EQUATIONS

William Gonzalez-Calderoén?, Elder Jesus Villamizar-Roa?
Abstract

Gonzéalez-Calderén W., E. J. Villamizar-Roa: A note on the cauchy problem of fuzzy
differential equations. Rev. Acad. Colomb. Cienc. 34 (133): 541-552, 2010. ISSN 0370-3908.

In this paper we analyze the existence and uniqueness of solutions for a fuzzy initial value
problem of kind «'(t) = f(t,z(t)), x(to) = xo, where f : T x X — X is a fuzzy-valued
mapping, 7" is a time interval, X is a class of fuzzy sets, ¢ € X and to € T. We consider
2'(t) as a generalization of the Hukuhara derivative.

Key words: Fuzzy-valued Mappings, Fuzzy Differentiability, Generalized Hukuhara
Derivative, Fuzzy Differential Equations, Fuzzy Cauchy Problem.

Resumen

En este articulo se analiza la existencia v unicidad de soluciones para el siguiente problema
de valor inicial en el contexto difuso: a'(t) = f(t,x(t)), x(to) = wo, donde f: T x X — X
es una aplicacion con valores siendo conjuntos difusos, T" es un intervalo de tiempo, X es
una clase de conjuntos difusos, zp € X y to € T. Se considera la derivada z'(t) como una
generalizacion de la derivada de Hukuhara.

Palabras claves: Aplicaciones difusas, diferenciabilidad difusa, derivada de Hukuhara
generalizada, ecuaciones diferenciales difusas, problema de Cauchy difuso.

Universidad Industrial de Santander, Escuela de Matematicas. A.A. 678, Bucaramanga, Colombia. Correo electrénico:

wgonzalez@matematicas.uis.edu.co

Universidad Nacional de Colombia-Medellin, Escuela de Matematicas. A.A. 3840, Medellin, Colombia. Correo electrénico:
ejvillamizarr@unal.edu.co, elderroa@hotmail.com

AMS Subject Classification 2010: 34A12, 03E72, 26E25.



542 REV. ACAD. COLOMB. CIENC.: VOLUMEN XXXIV, NUMERO 133-DICIEMBRE DE 2010

1. Introduction

Theory of fuzzy differential equations is a useful tool
for modeling dynamical systems under possible uncer-
tainty [19]. Fuzzy differential equations have been able
to solve some disadvantages presented in the ordinary
case. In particular, first order fuzzy differential equa-
tions appear in varied real problems, as for instance,
quantum optics, gravity, medicine, chaotic systems, en-
gineering problems, population models, etc. In general
terms, the Cauchy problem associated with a first order
fuzzy differential equation can be expressed as

'(t) = f(t,2(t)), x(to) = =0, (1)

where f : T x X — X is a fuzzy-valued mapping,
xg € X,tp € T, T is an time interval and X is a
class of fuzzy sets. So, to deal with the problem (1),
we need to establish the sense of the derivative z'(t).
Initially, Puri and Ralescu [12] developed the concept
of Hukuhara differentiability for fuzzy valued mappings
(c.f. Definition 3.5). Under this setting, several results
of existence and uniqueness of solutions of fuzzy differ-
ential equations (1) have been obtained (see for instance
[7, 10, 11, 15, 16] and some references therein). However,
this approach has the disadvantage that, in some cases,
the support of the solutions have an increasing length
as time t increases, which shows that this interpreta-
tion is not a good generalization of the corresponding
crisp case (see [1]). In order to solve this difficultly,
some approaches have been proposed. A first alterna-
tive is to replace the fuzzy differential equation in (1)
by a family of differential inclusions (see [4, 5]). How-
ever, the approach of differential inclusions does not take
into account the kind of fuzzy derivative of fuzzy-valued
mapping. Bede and Gal [1] gave another possibility
to solve this shortcoming by introducing a more general
definition of derivative for fuzzy mappings, which allows
to define the derivative for a larger class of fuzzy func-
tions. This generalization of the Hukuhara derivative
is obtained by considering the fuzzy lateral Hukuhara
derivatives (c.f. Definition 3.6 below). Also, by inter-
preting the derivative a’(¢) in the generalized Hukuhara
sense, some results of existence of solutions for the ini-
tial value fuzzy problem (1) were obtained in [1, 3]. Re-
cently, in [8], by utilizing the generalized differentiabil-
ity, the authors investigate the problem of finding new
solutions for a second order fuzzy differential equation.
We also refer the work [20], which presents recent re-
sults related to the global existence of solutions for fuzzy
second-order differential equations under generalized H-
differentiability. On the other hand, in [17] the authors

investigate the first order linear fuzzy differential dy-
namical systems with fuzzy matrices. Especially, the
authors discuss some properties of the 2D dynamical
systems and describe their phase portraits. In this pa-
per we prove the results of existence and uniqueness of
solutions of the fuzzy initial value problem (1) developed
in [1, 3, 7, 11, 15] (and some references therein), but as-
suming a more general definition of the derivative z'(t).
Indeed, we consider the derivative z’(f) as being the
generalized Hukuhara derivative of the set-valued map-
ping x,, defined by the a-levels of the fuzzy set z(t) (c.f.
Definition 3.9). This definition of differentiability will
be called a-differentiability and it generalizes the no-
tion of differentiability used in [1, 2, 3, 7, 11, 15, 16] and
some references therein. Some properties related with
the differential caleulus taking into account the notion of
a-differentiability are showed. In order to establish our
existence result (c.f. Theorem 4.2) we prove an equiva-
lence between the differential problem (1) and an inte-
gral formulation (c.f. Theorem 4.1). As our approach is
based on the analysis of the set-valued mappings defined
by the a-levels of the respective fuzzy-valued mappings,
we assume a more general continuity condition on f; in-
deed we assume that f is a a-continuous function with
respect to the Hausdorff metric d (c.f. Definition 4.1).

The outline of this paper is the following: in Section
2 we recall some preliminaries about the general theory
of fuzzy sets. In Section 3 we introduce the definition
of a-differentiability and give some results concerning
the differential calculus. Finally, in Section 4, we ana-
lyze the Cauchy problem of first order fuzzy differential
equations.

2. Preliminaries

Let K" be the collection of all nonempty-convex-
compact subsets of R™. If A, B € K™ and A € R, then
the addition and the scalar multiplication in K™ are de-
fined as:

A+B={a+b|la€ A be B},AA={)a|a€ A}. (2)

In [14] was proved that K™ is a commutative semigroup
under the addition, which verifies the cancellation law.
Furthermore, can be proved that a(A+ B) = aA+aB,
a(B4) = (af)A and 1A = A for o, € R, A,B € K".
Moreover, if e, 3 > 0, then (o + §)A = A + FA.

The Hausdorfl metric d on K" is defined as:

d(A, B) = max { sup inf ||a — b||,sup inf ||a — b|| } ,
(4, B) mm{zg%gslla II;gg;gAlla II}
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where A, B € K™ and || - || denotes the Euclidean norm
in R™. The couple (K",d) is a complete metric space;
moreover the metric d verifies the following properties:
(i.) d(AA,AB) = |\|d(A, B), (ii.) d(A+ C,B+C) =
d(A, B) and (iii.) d(A+B,C+ D) < d(A,C)+d(B, D),
forall A,B,C,D € K™ and A € R.

A fuzzy set u on R" is defined as a mapping u :
R™ — [0,1]. For 0 < e < 1, the class [u]* = {2 €
R™ | u(z) > a} denotes the a-level of the fuzzy set
u. For a = 0, the support of u is defined as the set
[u]® = supp(u) = {z € R" | u(z) > 0}.

Let F" be the class of fuzzy sets v : R™ — [0, 1] such
that u satisfies:

(1) w is normal, that is, there exists zg € R" such
that u(zg) =1,

(2) u is fuzzy convex, that is, u(Az + (1 — A)y) >
min{u(z),u(y)} for any z,y € R" and 0 < A <

(3) u is upper semicontinuous,

(4) [u]° ={z € R" | u(x) > 0} is compact.

Then, from the definition of 7", we have that [u]* € K"
for all 0 < a < 1. F! is often called the class of fuzzy
numbers. Real numbers R can be embedded in F! by
using the application a € R — xy,) € F'. In general,
K™ can be embedded in F". We recall that if u,v are
two fuzzy sets, then u = v if and only if [u]* = [v]®, for
all a € [0,1].

The following representation result is known as
Negoita-Ralescu Theorem.

Theorem 2.1 ([9]). If u € F", then

(i) [u]* € K™ for all « € [0,1],
(ii) [ Clu)f Cu*Cu forall0<a<B<I,

(iii) If{an} C [0,1] is a nondecreasing sequence con-
o0
verging to « > 0, then [u]® = [ [u]*".

n=1

Conversely, if {N, | @ € [0,1]} is a family of subsets of

R™ satisfying (i) — (iii), then there exists u € F™ such

that [u]® = N,, foralla € (0,1],and [u]’ = |J Na C
0<a<l

No.

According to the Zadeh Extension Principle [18], the
operations of addition and scalar multiplication in F"

are defined as:

(u+v)(z) = sup min{u(y),v(z)},
yt+z=x

o Ju® A%, )
oure)= {5, 320

where A € R, z,y,2 € R" and x(¢y is the characteristic
function of 0 € R™. By the Zadeh Extension Principle
and Theorem 2.1, the following relations hold:
[u + .v]ﬂ — [u][! + [U]ﬂ‘ (4)
[Au]®* = A[u]*,Vu,v € F*,Va € [0,1].
The Hausdorff metric d in K™ can be extended to F"
defining the distance

D(u,v) = sup d([u]",[v]7),

ae(0,1]

Yu,v € F".

The couple (F™, D) is a complete metric space [13]. The
metric D verifies the following properties: D(Au, Av) =
[A|D(u,v) and D(u 4+ w,v 4+ w) = D(u,v), for all u,v €
Fr, AeR.

3. a-continuity and a-differentiability

‘We start by recalling some properties related to the
measurability and the integrability of fuzzy set-valued
mappings (c.f. [7]). Let T = [a,b] C R and consider "
endowed with the Hausdorff metric d. We recall that a
fuzzy-valued mapping F : T'— F™" is said to be strongly
measurable, if for each v € [0, 1], the set-valued mapping
F, : T — K" given by F,(t) = [F(t)]* is Lebesgue mea-
surable. On the other hand, an application F' : T' — F"
is called integrally bounded, if there exists a real-value
integrable function ¢ such that for each y € Fy(t) it
holds |ly|| < g(t). Now, we recall the integral of a fuzzy
valued mapping.

Definition 3.1 ([7]). Let T = [a,b)] CRand F : T —
F". The integral [ L:’ F(t)dt is defined levelwise by

[ mdt] T [ Rty

b
= [ / f(t)dt | f: T—R" is a measurable selection for F, |,
a
(5)

for all 0 < a < 1. A strongly measurable and integrally
bounded mapping F : T'— F™ is called to be integrable
over the interval T if ff F(t)dt belongs to F".
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Proposition 3.1 ([7]). If F : T — F" is a strongly
measurable and integrally bounded mapping, then F is
integrable.

Proposition 3.2 ([7]). Let T = [a,b] C R and ¢ € T.
IfF,G :T — F" are integrable and A € R, then

() [P F(t)dt = [CF(t)dt + [ F(t)dt,

(i) [COAF(t) +G(t)dt = A [ F(t)dt + [* G(t)dt,
(iii) D(F.,G) is integrable,

(iv) D(JL F(t)dt, [ G(t)dt) < [ D(F,G)(t)dt.

Remark 3.1 ([7]). If F : T — F! is integrable such
that Fo(t) = [fa(t), ga(t)] for all @ € [0,1], then [, F is
obtained by integrating the a-level curves, that is,

[ =[]

Remark 3.2 ([7]). Let A € 7" and consider the fuzzy-
valued mapping F : ' — F" given by F(s) = A for all

0<s<t. Then
t
/F:tA.
0

Definition 3.2. Let 7' = [a,b] C R. A fuzzy-valued
mapping F' : T' — F™" is continuous at a point fy €
T, if given € > 0, there exists 6 > 0 such that
D(F(t), F(ty)) < €, for t € T satisfying [t — to| < 4.

Throughout this paper we will consider the follow-
ing definition of continuity for fuzzy-valued mappings,
which generalizes Definition 3.2.

Definition 3.3 ([11, 15]). Let T' = [a,b] C R. A map-
ping F' : T — F" is said a-continuous at to € T,
if the set-valued mappings F, : T' — K" defined by
Fu(t) = [F(t)]*, e € [0,1], are continuous at t = tg
with respect to the Hausdorff metric d, that is, fixed o
and given € > 0, there exists (e, @) > 0 such that

d([F(B)]% [F(t0)]*) <€,

for all t at T with [t — ty| < &. If F' is a-continuous for
all t € T, we simply say that F' is a-continuous.

Proposition 3.3 ([15]). Let T = [a,b] C R. If
F:T — F" is a-continuous, then F' is integrable.

Now we introduce the concept of a-differentiability
which will be used throughout this paper.

The Hukuhara difference (H-difference) A © B for
A, B € K™ (if it exists), is defined to be the set C' € K"
such that A= B+ C. In general A6 B# A+ (—)B =

A — B. Based on the definition of H-difference, in [6],
Hukuhara gave the following definition of Hukuhara dif-
ferentiability for set-valued mappings.

Definition 3.4 ([6]). Let T' = [a,b] C R and G :
T — K. G is Hukuhara differentiable ( H-differentiable)
at tg € T if for h > 0 small enough, the differences
G(to + h) & G(tp), G(to) & G(to — h) exist, and there
exists G'(tg) € K™ such that

im G(to + h) & G(to) o —_— G(to) © G(to — h)
h—0+ h h
= G'(to),

where the limits are taken in the metric space (K", d).
At the end points of the interval T' one considers only
the one-side derivatives.

Based on Definition 3.4, Puri and Ralescu [12] ex-
tended the notion of H-derivative of a fuzzy-valued map-
ping. In fact, for u,v € F", an element w € F™ (if it
exists) such that u = v+ w, is called the H-difference of
u and v and it is denoted by « & v. Then the following
definition is established.

Definition 3.5 ([12]). Let T' = [a,b] C R and consider
a fuzzy mapping F': T' — F". F is said H-differentiable
at a point ty € T if for A > 0 small enough, the differ-
ences F(to + h) & F(to), F(to) © F(to — h) exist, and
there exists an element F'(ty) € F" such that

lim F(to+ h) © F(tp)
h—0+ h

(6)

_ iy F(to) S F(to— )

I
h—0+ h = F'(to),

where the limits are taken in the metric space (F", D).
At the end points of the interval T one considers only
the one-side derivatives.

As pointed out in [1], the definition of H-derivative
of a fuzzy-valued mapping is very restrictive. Indeed,
if we consider a fuzzy number ¢ and ¢ : [a,b] — R a
real-valued function, differentiable at t; € (a,b) with
g'(to) <0, then the fuzzy-valued mapping f(z) = cg(z)
is not H-differentiable at ty. To solve this shortcoming,
the authors of [1] introduced the notion of generalized
derivative by taking into account the lateral types of
H-derivatives, as follows.

Definition 3.6 ([3, 1]). Let 7' = [a,b] C R and con-
sider F': T — F". F is differentiable at ty € T, in the
generalized sense, if
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(1) for h > 0 small enough, the differences F(to +
h) & F(ty), F(to) & F(to — h) exist, and there
exists F'(tg) € F" such that

., Flto+h)o F)

h—0+ h (7)

F(to)© Flto =h) _ puy s

or

(2) for h < 0 small enough, the differences F'(to +
h) & F(to), F(tg) & F(to — h) exist, and there
exists F'(ty) € F" such that

limn F(to+ h) & F(tp)
h—0— h (8)

= lim Flto) © Flto — k) = F'(ty),
h—s0~— h

where the limits are taken in the metric space (F™, D).
At the end points of the interval T one considers only
the one-side derivatives.

Remark 3.3. In (3] the authors considered the two
cases 1 and 2 of Definition 3.6. In [1], in addition to
cases 1 and 2 of Definition 3.6, the authors considered
other two cases but in the other two cases, the deriv-
ative is trivial because it is reduced to a crisp set (c.f.
Remark 2 in [3]).

An analogous definition holds for the case of set-
valued mappings.

Definition 3.7. Let T = [a,b] C R and consider
G:T — K". G is differentiable at ty € T in the gener-
alized sense, if

(1) for h > 0 small enough, the differences G(ty +
h) & G(ty), G(to) © G(to — h) exist, and there
exists G'(ty) € K™ such that

| Glto+h)©Glto)
h—0+ h

_ iy Glt) ©Gto —h) (9)

h—0+ h =G (tO)’

or

(2) for h < 0 small enough, the differences G(to +
h) © G(to), G(te) © G(to — h) exist, and there
exists G'(tg) € K™ such that

2 1 ) (10)
= lim Glt) © f{t" B) _ G'(to),

where the limits are taken in the metric space (IC",d).
At the ends points of the interval T' one considers only
the one-side derivatives. If G verifies (9) (respectively
(10)) we say that G is differentiable in the generalized
sense, in the first form, (respectively, G is differentiable
in the generalized sense, in the second form).

On the other hand, in [11, 15], following notion of
derivative was introduced, more general than Defini-
tion 3.5, by considering the Hukuhara-derivative of the
respective set-valued mappings defined through the a-
levels.

Definition 3.8 ([11, 15]). Let 7' = [a,b] C R. A
mapping F' : T — F" is differentiable at the point
to € T, if for every @ € [0,1], the set-valued map-
ping, F,(t) = [F(t)]* is Hukuhara differentiable at the
point ty according to the Definition 3.4 and the family
{F.(t) | @ € [0,1]} define a fuzzy set F'(ty) € F".

In this paper we enlarge the class of generalized dif-
ferentiable fuzzy-valued mappings given in Definitions
3.6 and 3.8 (consequently Definition 3.5), by considering
the lateral type of Hukuhara-derivatives of the respec-
tive set-valued mappings defined through the a-levels;
more exactly, we have the following definition.

Definition 3.9. Let T = [a,b] C R and consider
F:T — F". We say that F is a-differentiable at t, € T,
if for all & € [0, 1], the set-valued mapping F, : T'— K"
defined by F,(t) = [F(t)]* is differentiable at the point
to in the generalized sense, and additionally, the family
{F!(to) : @ € [0,1]} defines a fuzzy set F'(ty) € F. If
F is a-differentiable at tp € T, then we say that F'(tp)
is the derivative of F' at ty. If for each a € [0,1] the
mapping F, is differentiable in the generalized sense ac-
cording (9) (respectively (10)) in Definition 3.7, we say
that F'is a-differentiable in the first form (respectively,
second form).

Remark 3.4. The Definition 3.9 is a generalization of
the notion of differentiability introduced by Seikkala [16]
for studying fuzzy process. From Definition 3.9 it fol-
lows that if F' is differentiable in the generalized sense
according Definition 3.6, then F' is a-differentiable (dif-
ferentiable in the sense of Definition 3.9). The converse
result is not true.

Example 3.0.1. The existence of Hukuhara differences
[u]* © [v]*,a € [0,1], do not imply the existence of
u & v. In fact, consider for instance u : R — [0,1] and
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v:R — [0, 1], the fuzzy sets defined by
ult) {1, if t € [—1,1]

0, otherwise
—t+1, if t€]0,1]
v(t)=<t+1, ifte[-1,0]
0, otherwise.
In this case, the Hukuhara differences between the a-
levels of u and v exist, that is,
[W*s*=[-11e[-14+a,1 —a] =[-a,q],

however the Hukuhara difference u & v does not exist,
since the family [—«, ], with « € [0,1], does not define
a fuzzy set (see Theorem 2.1).

The following example shows that the a-
differentiability does not imply the differentiability in
the generalized sense according to the Definition 3.6.

Example 3.0.2. Let F : [0,2] — F! a fuzzy number
defined as

F(t)(x) = x[-1,11(2), if te[l,2], zeR,

and
@+ 1),z e -1, -1+ (1 -#)7],
F(t)(x) = ﬁz(x - 1),:.5‘ € [1,1 - (1 3 t)2]’

{]7$ é (_11 1)7
Lze[-1+(1—-¢)2%1-(1-1t)3,
if t € [0,1). It is clear that the differences F(1) & F(1 —
h),h > 0, do not exist (see Example 3.0.1). Hence, F
is not differentiable in the generalized sense according
to the Definition 3.6 at {5 = 1. On the other hand, the

family of set-valued mappings F,, (associated to F') are
given by

-1+ e -2 1-a(1-1t)%, tel0,1),
Fa(t) = {[—1,1], te(l,2].

Now we calculate the a-derivative of F' in the first form
at tg = 1. It is clear that the differences of the a-levels
exist. Then

Fu(1)© Fa(1—-h)

h
_[-n1)e[-1+a(l - (1-h))%,1-a(l - (1 —h))?
B h
_[-1,1]e[-1+ah? 1 —ah®]  [-ak? ah?]
N h B h

= hl-a,0] =% {0}.

Moreover,

FG: 1+h chr]- _]-$]-e_]-a]- h—0t
Then F!(1) = {0} for all @ € [0,1]. Hence F is a-
differentiable at ty = 1 and its a-derivative is given by
F"(l) = X{0}-

Theorem 3.1. Let T = [a,b] CR, F : T — F! and de-
note by Fo(t) = [fa(t), ga(t)], the respective set-valued
mapping defined by the a-levels. Then

(i) If F' is a-differentiable at to in the first form,
then f, and g, are differentiable and [F'(ty)]* =

[fa(to), g4 (to)]-
(ii) If F is a-differentiable at t in the second form,
then fu, g4 are differentiable and [F'(ty)]* =

[95(t0), fa(to)].

Proof:  The part (3.1) was proved in [15]. So, we
will prove the part (3.1). By hypothesis, for i < 0 small
enough and given o € [0, 1] fixed but arbitrary, the dif-
ferences F,(to + h) © Fu(to) and F,(to) © Fu(to — h)
exist. Firstly note that by the definition of Hukuhara
difference we get

Fo(to + h) © Fa(to)
= [fa(to + 1), ga(to + h)] © [fa(to), ga(to)]
= [fa(to + h) = fa(to), ga(to + ) — ga(to)]-
Then, as h < 0, multiplying by 1/h we obtain
Fuy(to+ h) © Fulto)
h
= Hlfalto +h) — falto). dalto + ) — ga(to)]

— [ga (tU -+ h’) _ ga(tﬂ) fcr(t{.] + h) - fa (tU):|
h ’ h '

Taking the limit when & — 0~ one can ensure the exis-
tence of ¢/, (to), f.(to), and for all @ € [0, 1] it holds

Fc}:(t(} + h} &) Frz(tﬂ)

Fi(t) = lim :
T Ga (tﬂ + h) i ga(t{)) for(tl] + h) — fcr(tﬂ)
~n [ h ’ 3 }

= [9a(to), fa(to)]-

Analogously we obtain

Fa(to) © Falto — h)
h
i [Qa(tﬂ) - ga(t(} — h) fa(tt)) i fa(tU — h)}
h : h !
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and hence
Fu(to) © Fa(to — h)

F!(t) = lim

h—0- h
. [9alto) — galto —h) falto) — fa(to — h)
B e S e Y

= [9a(to), fa(to)]-

Theorem 3.2, Let T = [a,b) CR. If F: T — F" is
a-differentiable, then it is a-continuous.

Proof: In [15] was proved that if F' is a-differentiable
in the first form, then it is a-continuous. In our case, let
t,t +h € T with h < 0, h small enough and e € [0, 1].
By hypothesis, the differences F,,(t + h) © F,(t) exist.
Now, by using the properties of the metric d we get

d(Fa(t + 1), Fa(t))

=d(Fu(t) + Fa(t + h) © Fa(t), Fa(t))
=d(F,(t+ h) & F,(t),{0})

]h|d( a(t +h) © F,a(t) {U})

h
< hja (FREL0 k) )+ ia (rae). o).

As F is a-differentiable in the second form, then if
h — 07, the right-hand side of last inequality tends to
zero, and hence F is left a-continuous. In an analogous
way, by working with the difference F,(t) © F,(t — h),
we can prove that I is right a-continuous.

Theorem 3.3. Let T = [a,b)| CR. IfF,G : T — F*
are a-differentiable at the point t € T and A € R, then
(F+G)'(t) = F'(t) + G'(t) and (AF)'(t) = AF'(t).

Proof: The proof follows by using Lemma 3 in [14]
and basic properties of the metric d.

Theorem 3.4. Let T' =
JF™ is a-continuous, then

[a,b] CR. If F: T = [a,b] —

(a) G(t) f F' is a-differentiable in the first form
and G'(t) = F(t) for allt € T, and,
(b) H(t) = |, ’F is a-differentiable in the second

formm1dH() —F(t) forallteT.

Proof: If F is a-continuous, by Theorem 3.3 we
conclude that F, is integrable; hence, the fuzzy-valued
mappings GG and H are well-defined. The proof in the
case (3.4) was given in [15]. We will prove the case (3.4).

Let h < 0 small enough such that a <t+h <t <b. By
Theorem 3.2, item (3.2), it holds

pos [Fu= [ B
t+h i t+h

i
Fy + Ha(t) = Ha+ ),
t+h

or equivalently

that is,

t
H,(t+h)e Hu(t) = B
t+h
Let € > 0. By properties of metric d, Remark 3.2 and
the a-continuity of F,,, we have

H(t 4 h) © Ha(t)
d ( 2 ’ —Fa(t))
- [lﬂd (Ho(t + h) © Ha(t), —hFa(t))

t t
/ F,(s)ds, F, (t)ds)
t-+h t+h

] t
S_ dFQ’S,
] Sy 2Fa(8)

=

for h < 0 small enough. Consequently,

T Ha(t + h})l O Hat) _ _p

Fa(t))ds <,

In an analogous way we get

lim ch(t) e ch(t X h’)
h—0- h

= —Fy,(1).

Theorem 3.5. Let T = [a,b] CR, F : T — F?! and de-
note by Fy(t) = [fa(t), ga(t)], the respective set-valued
mapping defined through the a-levels of F. If F is
a-differentiable in the second form on the interval T,
with F' such that [F'(t)]* = [g,(t), f,(t)] verifies that
gh(t), fL(t) are continuous functions on T, then for each
s € T' we have

F(s) = F(a) & (-1) /S F'(t) dt. (11)

Remark 3.5. In Theorem 3.5, in case when F is a-
differentiable in the first form on the interval T, we have
that F(s) = F(a) + [ F'(t) dt. (c.f [11, 15]).

Proof: As F is a-differentiable in the second form,
from Theorem 3.1, part (3.1), we have that [F’(t)]* =
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[gL(t), fL.(t)]. Now, by using Remark 3.1, for each a €
[0,1], we get

[ /a ) F'(t)dt] i / P ()] dt
= | [ sutvar, [ rocoar]

= [9a(5) = gala), fa(s) = fala)]-

Consequently,

1)][F’ % dt = [fa(@) — fa(5): 9(@) — ga(5)]
= [£a(0), 9a(@)] © [fa(5), ()]
= Fa(a) © Fa(s) = [F(@)]* © [F(s)]".

Then, for all & € [0, 1], we obtain

P = (PO +(-1) [ ()" d,

that is,
F)I* = IF@ o (1) [ (PO

Therefore (11) is proved.

4. Cauchy problem of fuzzy differential
equations

Definition 4.1 ([11, 15]). Let 7' = [a,b] C R. A func-
tion f: T x F" — F™" is called a-continuous at a point
(to, o) € T x F™ provided for any fixed a € [0,1] and
for any € > 0, there exists d(a, €) > 0 such that

d([f(t, @))%, [f (to, 20)]") <€, (12)
whenever |t — tg| < d(e, @) and

d([z]*, [xo]*) < d(ay€), t € T & € F".

The aim of this section is to analyze the existence and
uniqueness of solutions of the fuzzy initial value problem

&'(t) = f(t,2(t),  a(to) = 2o, (13)

where g € F, f : T x F!' — F! is a-continuous and
z' denotes the a-derivative of the mapping z. The fol-
lowing theorem gives an equivalence between the fuzzy
differential equation and an integral formulation.

Theorem 4.1. Let f : T x F! — F! a-continuous and
9 € F'. A mapping x : T — F' is a solution of (13)

if and only if x is a-continuous and verifies the integral
equation

itf(s, x(s))ds, Yt €T, (14)

to

LB(t) =Ty +

or
i

z(t)=zp (=1) | f(s,z(s))ds, YVt T, (15)
to

depending on the a-differentiability considered, first or
second form, respectively.

Proof: Using the arguments of [7], in [15] was proved
that if the a-differentiability is considered in the first
form, then a function z : T — F! is a solution of (13)
if and only if  is a-continuous and verifies the inte-
gral equation (14). We will prove the second equiva-
lence. Firstly, we note that if = is a solution of (13) with
the a-derivative 2’ being considered in the second form,
then from Theorem 3.2 it follows that z is @-continuous.
Moreover, Theorem 3.5 for all ¢ € T, implies that

t t
z(t) =z00 (=1) | f(s,z(s))ds =z 5 (—1)/ z'(s)ds.
to to
On the other hand, by Theorem 3.3, if f is a-continuous
then f is integrable; hence, the integral in (15) has
meaning. Moreover, if x is a-continuous and verifies
the integral equation (15), then by using Remark 3.1,
the a-levels of z (denoted by [z(t)]* = [zL(¢), 22 (t)])
verify

[2(1)]* =[za(t), 2% ()= [xo]"‘e(—l)[ f(s, m(s))ds]

/[fs z(s))]%ds

— [& (to), 22 (t0)]O(— [f( ())t,ffa(-,(»)ds]

=[za(to), x4 (t0)] © (—

i
O | 2 - 2 - 1
= [aA(to). xa(tone[ / 12(e s~ [ £36s m(s))ds] ,
where fl, f2 are defined such that
[f(s,2(s)]* = [fals,2(5)), f3(s,2(s))].
Consequently
e o)t = | f 12(5,2(s))ds, — fa(s :c(s))ds]
+ [z a5 (1)),
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and therefore
t

fa(s,z(s))ds,

to

20 =23t + | ikl

To(t) = 2o (to) +

Thus,
(z)'(t) = fa(t, z(t)),
or equivalently,
[2' ()] = [(«3)' (1), (z3,)'(1)]
= [fa(t,z(t)), F3(t, 2(1))]
= [f(t,2())]%, Va €0,1],

which proves that z is a solution of the differential equa-
tion (13).

(o) () =750, =),

The following theorem gives us conditions on the ex-
istence (and, in a certain sense, the uniqueness) of so-
lutions for the fuzzy initial value problem (13) when we
consider the notion of a-differentiability.

Theorem 4.2. Let us suppose that the following con-
ditions hold

(1) A mapping f: Ry — F' is a-continuous, where
Ro={t:|t—t]| <d <a} x{z e F:
D(z,z0) < b},a>0,b>0, and zg € F.

(2) There exists K > 0 such that for all
(t,2),(t,y) € Ro, d([f(t )] [f(t,y)]*) <
Kd([z]*, [y]*), for all & € [0, 1].

(3) There exists ¢ > 0 such that for any t sat-
isfying |t — to| < gq, the sequence &,(t) =
200 (-1) f:u f(s,@n—1(s))ds are defined for all
n e N.

Then the fuzzy initial value problem (13) has two
(unique) solutions x, &, with x being a-differentiable in
the first form, @ being a-differentiable in the second
form, and defined on the interval

|t—tu[§5:min{a,%, }, (16)

where M = D(f(t,z),0) for any (t,z) € Ry, and 0 € F*
is the fuzzy number defined by

x 1, t=
oy =4 =%
0, otherwise.
Moreover

D(zn,x) — 0,D(%,,2) — 0, on |t —ty| <6, (17)

as n — oo, where x,, T, are the respective successive
approximations given by

t
z, (1) = xg +/ f(s,xp_1(8))ds, n=1,2,... (18)
to

t

Tn(t) =209 (=1) | f(s,Zn-1(s))ds, n=1,2,...(19)

to

Remark 4.1. The importance of this theorem is that it
guarantees the existence (and uniqueness) for fuzzy ini-
tial value problem by assuming a more general notion
of differentiability, as was developed in [1, 3, 7, 11, 15].
Moreover, this theorem provides conditions for the im-
plementation of a numerical method in order to obtain
such solutions.

Proof: For the case of a-differentiability in the first
form, we obtain the existence of a unique solution z
verifying D(zn,z) — 0, and z, as in (18) (c.f. [11]).
For the case of a-differentiability in the second form, if
te{t:|t—to| <6 <a}, thenfork=1

() =z06 (1) /: Sf(s,m0(8))ds,

and hence, from Theorem 4.1, the function #; is a-
continuous on the interval |t — {y| < §. Moreover, for
all @ € [0,1], by using (4) and properties of metric d
given in Section 2, we have

d([@: ()], [x]*) =
d ([:zllﬂ, 1) + (-1) [[ £(s, :sg(s))dsj[
d ({/ f(s,xg(s))ds] ,{U}) :
Consequently, taking the sup in the last equality we
0<a<l
obtain o

D(&4(t), z0) =

D (/:: f{s,zg(s))ds,ﬁ) <

/t D (f(s,20(s)),0)ds <

to

M|t —to| < M§ < b,

provided |t — tg] < &, where M = D(f(t,z),0), for
any (t,z) € Ry. By an induction argument, as-
sume that #,_;(t) is a-continuous on [t — tg] < §
and D(Zn—1(t),z0) < Mt —1to| < M < b, provided
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[t —to] < 6. Using (19) we have that Z,(t) is a- |t —to| < 4, when n — oo. Note that by definition of

continuous on [t — ty| < and )
Hukuhara difference, we have

D(&n(t), x0) < M|t —to| < Md < b. .
zo = (=1) [ f(s,20(s))ds + Z1(t),

Consequently we have that the set {Z,(t)},>1 is a se- "

quence of functions which are a-continuous on [t — to| <

t
0 and (¢, ,(t)) € Ro, [t —to| <d,n=1,2,... o = (_1)f f(s,21(8))ds + Z(t).
We will show that there exists & : {t : [t —tp| < <
a} — F' such that D(@,(t),#(t)) — 0 uniformly on Then, by using the properties of the Hausdorff distance

d (including the invariance with respect to translations),
for any « € [0, 1] we obtain

d([Z2(8)]*, [#1(8)]*) < -+

< ([rh(t)]‘* 4 {(_1)/tf(s, i (s))dsr B (O] + [(—1) /t f(s,m(s))dsr)

v + [0 [ eamo] wor [ [ o))

= d([30]®, [7]") + d ([ / £(s, :zl(s))ds] , [ / 16, :sn(s))ds] )

Sft d([f(sa-'fl(S))]“s[f(sazn(S))]“)dSS/t'Kd([il(SJ]“-.[xn(S)]“)dsa

and thus |
t
D(@a(t),2:(t)) < K | D(Z1(s),z0(s))ds / Kd([&,(8)]%, [#n-1(8)]")ds.
to
|t — to]? 62
SMK 21 = MrK_ Therefore
By an induction argument, assume that 3 =
. s b D(Fns1(t), #n(?))
D(Zn(t), Fn-1(t)) < MK™ 1 E—2L < MK™ 11—, ¢
ol l <K / D(@n(t), En1(t))ds
We want to prove that to
. LN i |S s tuln < MR? 6n+1
D($ﬂ+l(t)s$n(t)) - to n! - (n+1)'
] tu|'n+l 5n+l i . . i
< MK" <MK “—1_ (20) Consequently, according to the convergence criterion of
(n+1)! (n+1)! Weierstrass, from (20) it follows that

In fact, as before, for all a € [0, 1] we obtain

d([Fn1 (D], [En(B)]) uniformly on [t — 5| < 6, as n — oco. Hence, there
: “ i * ists & : {t : |[t—to] <6 < — F! such that
<d ([ (5, En(5))d } [ 15, :En_i(s))ds] ) exists & { | _uf = < a} suc a

D(Zn(t), #n—1(t)) — 0,

A D(&,(t),&(t)) — 0 uniformly on |t —to| < §, as n — 0.
’ As D(f(t,@n(1)), f(t,(t))) < KD(&n(t),&(t)) — 0 uni-
f A([f (5, Fn (8))]% [f (5, Fn1(s))]?)ds formly on [t — ty| < 6, as n — oo, we have

Z(t) =zp 0 (—1) t J(s,E(s))ds

to
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Finally we will prove the uniqueness. In [11], by us-
ing the a-differentiability in the first form, was proved
that there exists a unique application z(t) defined on
|t — to| < & which verifies (14). Now we consider the a-
differentiability in the second form and we suppose that
there exists (t), defined on |t — tg| < 4, verifying (15).
We need to show that D(&(t),4(t)) = 0 for all ¢t such
that |t — to| < 4.

For all n € N and #,, defined as in (19), for all a € [0, 1]
we have

d((g(0)]*, [2n (8)])

co{ [ s [rosviom])

< / Kd([§(s)]" [Eno1(5)])ds

Consequently, for all n € N, we get

DO, [En(B)]*)< K ] ' D{(§(6), En1(5))ds.

Note that D(g(t), o) < bon |t —tg| < §. Therefore
D(y(t), #1(t)) < bK|[t —to|,

on |[t—tg| < 4. By an induction procedures, if we assume
that

D(g(f), i‘ﬂ(t)) < bKn%,

on |t —ty| < &, we obtain

n+41
D(i(t), Zn1(t)) < bK““%

Hence, D(g(t), &,(t)) = D(&(t), &,(t)) — 0, when n —
oo and ¢ such that [t — to| < 4.

Example 4.0.3. Consider the Cauchy problem given
by

() = —z(t) +t+1, z(0) = C, (21)
where C is a fuzzy interval, that is, an element of F!
such that each a-level of C' is the compact interval
C* = [e1,¢c2]. The problem (21) verifies the assump-
tions of Theorem 4.2 and thus, the existence of solution
is guaranteed.

Now we will calculate explicitly the solution. We
write the a-levels of z as 2,(t) = [ua(t), va(t)]. If /(1)
is the a-derivative of z in the first form, by Theorem
3.1 we have that !, (t) = [ul,(t),v,(t)]. Then, the fuzzy
differential equation in (21) can be expressed as

[ut, (), v (8)] = —[ua(t), va(t)] +t +1
= [~va(t) +t+ 1, ~ua(t) +t +1].

Hence, we obtain the following system of Cauchy prob-
lems of ordinary differential equations

u,(t) = —va(t) +t+1,  ua(0) =ci,
Vo(t) = —ua(t) +t+1,  va(0) =co.

The solutions of the last system are given by

c1+c € —c
Uqg(t) = %e—t_k%ez_u
and i
c c c c
va:122_g+221f+t

Thus, the solution of (21) by assuming the a-derivative
2’ in the first form is

c1 + o _,

z(t) =t + 5

—[c+( o), teT.

Now, if 2’ is the a-derivative in the second form, by
Theorem 3.1 we have that 2/, (t) = [v],(t),ul,(t)]. Then,
the fuzzy differential equation in (21) can be expressed
as

Il

[uly (), v, (£)] = —[ua(t), va ()] +t + 1
= [-va(t) + t+ 1, —uq(t) +  + 1].

Hence, we obtain the following system of Cauchy prob-
lems of ordinary differential equations

ul (t) = —ua(t) +t+ 1,
vy (t) = —va(t) +t+ 1,
The solutions of the last system are given by

valt) =t +coe™.

uq(0) = ¢y,

Ua(0) = ca.

Ua(t) =t+cre™ and

Thus, the another solution of (21) by assuming the a-
derivative z’ in the second form is

Z(t) =t+Ce™", teT.
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