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Colombia presenta una muy amplia diversidad de suelos. Acá se tipifican aquellos que, por su
grado de evolución, representan las condiciones ecológicas dominantes de las regiones naturales
continentales del país. No se comenta la génesis de los Entisoles e Inceptisoles, ubicuos en todo el
territorio nacional.

Inicialmente se discute el marco conceptual para el entendimiento integral de los suelos del país,
en función de los factores ambientales y de los procesos evolutivos resultantes de su acción;
posteriormente se tipifican por regiones y, en la parte final, se analizan, mediante índices de evolu-
ción para establecer sus relaciones ambientales en las diferentes regiones naturales de Colombia.

Palabras clave: suelos colombianos, génesis de suelos, tipología, regiones naturales, clasifica-
ción de los suelos

Abstract

Colombia has ample soil diversity related to its varied and contrasting Natural Regions and
environmental conditions. The article tipifies those soils with the highest evolutive development that
tend to reflect pedological climax state in each Natural Colombian Region. Entisols and Inceptisols
genesis was not considered due, both, to their ubiquitous presence in the country and low evolution
development.

The article initially analizes the integral Colombian soil knowledge derived from the interaction
of it’s soil factors and processes, and concludes with its environmental relationships between
Natural Colombian Regions.
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Introducción

En el título se hace referencia a dos palabras: ensayo y
tipología; vale la pena darles la acepción adecuada. La
primera, género literario de carácter didáctico, busca en
este caso, presentar los suelos del país en un marco teórico,
deductivo- inductivo, histórico; la segunda hace referen-
cia al método ejemplar ideal que reune, en alto grado, los
rasgos y caracteres esenciales o peculiares de las clases de
suelos, en este caso los de mayor evolución, que tienden al
clímax pedológico en las regiones naturales de Colombia.

El modelo seguido es de naturaleza conceptual (estruc-
tural), cuya función es descriptiva-interpretativa y cuyo di-
seño es idealizado. Parte importante del modelo es la relación
causa-efecto (factores ambientales - procesos - suelos), me-
diante un razonamiento deductivo (monogénesis) bajo con-
diciones actuales, o inductivo (poligénesis), generalmente
asociado con medios preholocénicos (pleistocénicos y
pliopleistocénicos, como los más frecuentes).

En un artículo previo, publicado en esta revista
(Malagón, 1998), se expusieron los planteamientos bási-
cos que sustentan la génesis - evolución de los suelos y
sus características; sobre estos principios se tipificarán
algunos de los que componen las principales regiones
naturales del país, con énfasis en los de mayor grado de
evolución.

El desarrollo del tema se inicia con una síntesis del
marco conceptual sobre el medio de alteración en el país
y sus procesos derivados, prosigue con la tipificación de
los suelos resultantes derivados de él y finaliza con un
análisis de sus relaciones ambientales, establecidas me-
diante índices de evolución en las diferentes regiones
naturales de Colombia.

Marco conceptual sobre el medio de alteración en
Colombia

Los suelos están inscritos en la zona de contacto de la
atmósfera y la superficie de la corteza terrestre; en conse-
cuencia, se derivan de las interacciones entre ellas en el
tiempo y en el espacio.

La configuración actual de la atmósfera (N, O
2
, CO

2
,

vapor de agua), a partir de su composición inicial: H, He,
N, CH

4
, NH

4
, establece reacciones específicas de altera-

ción al obrar sobre la superficie de la corteza terrestre,
integrada fundamentalmente por silicatos y aluminosi-
licatos, productos de evolución mediante diferenciacio-
nes geoquímicas y térmicas. Los organismos y su
evolución complementan este escenario de la vida, cuya
síntesis integral constituye el suelo.

Como resultado de lo expresado, la acepción del con-
cepto suelo como cuerpo natural, está referida a su com-
posición (sólidos, líquidos, gases), localización espacial
(superficie de la corteza terrestre), procesos que lo dife-
rencian de los materiales que lo originan (adiciones, pér-
didas, translocaciones y transformaciones), o por la
posibilidad de soportar plantas superiores en su ambiente
natural (Soil Survey Staff, 1999). La formación, evolu-
ción y dinámica del suelo está regida por leyes naturales
asociadas a él (intercambio de energía, reacciones quími-
cas y bioquímicas, intercambio iónico, flujos gravitacio-
nales, retención capilar, etc.).

Al constituir el suelo un sistema integral, dinámico y
abierto, responde a causas (factores ambientales) que, en el
tiempo y en el espacio, generan efectos diferenciables de los
materiales a partir de los cuales se forma; estos (horizontes)
definen los suelos (figura 1). Es obvio que al cambiar los
factores en el tiempo, cambian los suelos; ello es común, por
ejemplo, durante los cambios climáticos en el Cuaternario,
los cuales no sólo se asocian con el clima sino con los orga-
nismos correlacionados (Figura 1, parte inferior).

En la figura 2 se presentan ejemplos de corazas
petroférricas, típicas de climas con estacionalidad marca-
da (Birkeland , 1999), producto probable de condiciones
más húmedas que las actuales (posiblemente del Plenigla-
cial medio), seguidas por la exposición al aire y favoreci-
das por procesos erosivos en la altillanura de los Llanos
Orientales (Malagón, 1987, Pulido et al, 1990) y de sue-
los policíclicos (Durustalfs) en la formación Mondoñedo,
en cercanías de Mosquera (Cundinamarca). Estos últimos
correspondientes al Pleniglacial, los cuales fosilizan

Figura 1. El suelo como sistema integral, dinámico y abierto.
Relaciones causa- efecto: monogénesis - poligénesis.
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Figura 4. En la Figura 4 A se presentan los principales tipos de paisajes geomorfológicos de Colombia. En la 4 B se realiza una aproximación a
las formaciones superficiales del país, como explicación de los materiales de origen de los suelos; en ellas no se delimitan los depósitos de

piroclastos, por razones de escala.

Figura 2. Paleosuelos y fenómenos relacionados: ejemplos de paleargilanes en Ustalfs y corazas petroférricas en suelos del Vichada, Colombia.
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Alfisoles - Ultisoles del glacial temprano, interglacial o
aún más antiguas (Malagón, 1992).

El estudio de la génesis de los suelos implica identifi-
car y caracterizar el material que los ha originado, en un
contexto geomorfológico; posteriormente, establecer las
características y propiedades de los componentes del sue-
lo y sus variaciones en profundidad, a medida que avanza
su evolución. Ambas hacen parte del perfil de alteración,
como resultado de las reacciones producidas por las con-
diciones bioclimáticas al actuar sobre las formaciones
superficiales y sobre sus geoformas asociadas.

El perfil geo-bioquímico de alteración

El suelo, considerado en sentido amplio (cobertura
pedológica), constituye la parte superior del perfil de
alteración. Éste está integrado por zonas con grados va-
riables de meteorización; su estudio comprende la tipifi-
cación de las rocas basales y de los productos resultantes
de su transformación: frente de meteorización, saprolita,
suelo (Thomas, 1994, Birkelan , 1994).

La figura 3 sintetiza los procesos de alteración tanto
geoquímicos como bioquímicos. Los primeros hacen re-
ferencia a la transformación de minerales en las fraccio-
nes arenosa, limosa y arcillosa, de acuerdo con las
secuencias establecidas por Goldich (1938) y Jackson
(1969), y a la síntesis o neoformación de arcillas,
oxihidróxidos y materiales amorfos, acorde con el medio
de alteración y sus características fundamentales de pH y
concentración de elementos, definidos estos por su diná-
mica propia.

En la figura 4 (A) se presentan los principales tipos de
paisajes (Zinck , 1974 e IGAC, 1995) en Colombia y los
materiales que los constituyen, con referencia específica
a su zona superficial, materiales parentales, asociada con
el origen de los suelos.

Los paisajes dominantes del país son los de lomerío
(35%), montaña (25.5%), valles y planicies (20%); ellos
corresponden al 80.5% del territorio; el 19.5% restante
está representado por piedemontes, altiplanicies y super-
ficies de aplanamiento. La morfología y génesis –evolu-
ción de estos paisajes– influye en las de los suelos debido
a la estrecha correlación suelo-paisaje, en la cual la esta-
bilidad de las geoformas (pedogénesis progresiva o re-
gresiva) y sus materiales constituyentes, coadyuvan a la
evolución de los suelos.

En la figura 4 (B) se establecen los principales tipos
de materiales que originan los suelos. Resalta el hecho
vinculado con las rocas sedimentarias, sedimentos y

Figura 3. El proceso de alteración sobre las formaciones
superficiales, aspectos geoquímicos y bioquímicos.

piroclastos, los cuales constituyen más del 80% de los
materiales formadores de los suelos colombianos (IGAC ,
CORPOICA, 2002); el porcentaje restante incluye rocas
ígneas, metamórficas y asociaciones de ellas.

Los materiales comentados establecen diferencias de
meteorización química y producen un contraste eviden-
te, por ejemplo, entre los sedimentos cuarzosos, caoliní-
ticos y sesquioxídicos de la altillanura (Llanos Orientales)
y las rocas volcánicas fácilmente alterables de las cordi-
lleras (Wirthmann, 2000).

La alteración geoquímica conduce, en síntesis, a defi-
nir la composición mineralógica de los suelos y de sus
materiales de origen.

La dinámica bioquímica establece la relación entre
los organismos vegetales y animales y la parte orgánica
del suelo, a través de los compuestos húmicos y no húmicos
que la caracterizan y, en muchos casos, explican tanto su
fertilidad como su dinámica evolutiva.

En esta dinámica sobresalen por su importancia, los
compuestos húmicos (Duchaufour, 1998) integrados por
ácidos fúlvicos, húmicos y huminas, resultado del tipo de
alteración (hidrólisis neutra, acidólisis, complejólisis) y
de la síntesis bioquímica (humificación), en función de
las características bioclimáticas de cada región (vegeta-
ción, composición florística, aporte de biomasa, fauna
edáfica, microorganismos y condiciones del medio físi-
co: pH, bases de cambio, etc.).
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Los productos resultantes se resumen en el tipo de hu-
mus predominante, el cual produce diferentes acciones en
los suelos, vinculadas tanto con su génesis - evolución
(mull ándico de los Andisoles, mor en los Espodosoles,
mull vértico en los Vertisoles, etc.), como en los tipos, cla-
ses y grados estructurales de los suelos y con su fertilidad.

Ello es especialmente aplicable a los suelos referidos
como de “ciclo corto” (Duchaufour, 1998) (holocénicos)
de las cordilleras colombianas, mucho menos válido para
la altillanura de los Llanos Orientales y de gran impor-
tancia, más para la fertilidad de “ciclo cerrado” que, para
la evolución de los suelos en las regiones de lomerío
amazónico y en algunas zonas del Andén Pacífico.

Los productos resultantes de la alteración geoquímica
y bioquímica generan, a su vez, interacciones, reacciones
y definen en gran parte, la tipología de los suelos.

Los aspectos tratados en los párrafos previos no pue-
den desvincularse del clima y de sus efectos sobre la ve-
getación y sobre los organismos asociados (biomas, zonas
de vida, formaciones vegetales, ecosistemas), ni de sus
cambios en el tiempo (presentados magistralmente para
Colombia por Van der Hammen, 1974, 1981, 1992).

Aspectos bioclimáticos

Los aspectos bioclimáticos, comentados a continua-
ción, hacen referencia al clima general actual del país y a

la vegetación y sus organismos asociados. Ellos han sido
calificados como los agentes dinamizadores más activos
en la pedogénesis (IGAC , 1995), en contraste con aque-
llos que reciben su acción (perfil de alteración), cuya di-
námica temporal es mucho menor. El conjunto integrado
por los aspectos que definen el bioclima y los inherentes
a las formaciones superficiales y sus perfiles de altera-
ción, establecen el marco natural, no antrópico (por la
complejidad que su intervención genera) para el estudio
de la tipología de los suelos del país.

La figura 5 representa, de manera general, la distribu-
ción de las provincias de humedad en Colombia (relacio-
nes de promedios anuales de evapotranspiración
potencial y precipitación total, IGAC , CORPOICA,
2002). En la Tabla 1 se resumen las principales variables
climáticas del país, a partir de las cuales se estiman los
regímenes de humedad y temperatura actuales que ca-
racterizan los suelos colombianos.

Las conclusiones por resaltar sobre el tema son las
siguientes:

• El 80% de Colombia se encuentra en las provincias
húmedas (53%), muy húmedas (21.2%) y pluviales
(26%). La provincia húmeda, la mayor del país, se
halla (91%) en el piso cálido. Éste, a su vez, repre-
senta el 80% del país.

Piso térmico (msnm) y Provincias de Superficie 
porcentaje humedad (ha) % 

 
Cálido (0-1000): 80 

 
 
 

 
Árida y semiárida 
Muy seca 
Seca 
Húmeda 
Muy húmeda 
Pluvial 

Subtotal 

 
      964.903 
      174.335 
 18.474.043 
 55.401.050 
 14.036.686 
   2.062.662 

 91.113.679 

 
  0.9 
  0.2 
16.2 
48.6 
12.3 
  1.8 

80.0 
Medio (1000-2000): 8.9 Seca 

Húmeda 
Muy húmeda 
Pluvial 

Subtotal 

        320.904 
     2.811.351 
     5.108.258 
     1.911.402 

   10.151.915 

0.3 
2.5 
4.4 
1.7 

8.9 
Frío (2000-3000): 6.6 Seca 

Húmeda 
Muy húmeda 
Pluvial 

Subtotal 

        624.941 
     1.403.831 
     4.221.600 
     1.295.497 

     7.545.869 

0.6 
1.2 
3.7 
1.1 

6.6 
Muy frío (3000-3600) y extremadamente frío (3000 - 4700): 2.5 Húmeda y muy húmeda 

Pluvial 
Subtotal 

    1.689.756 
    1.111.780 

    2.801.536 

1.5 
1.0 

2.5 
Subnival y Nival > 4700: 0.2 Muy húmeda y pluvial        227.578 0.2 
Otras áreas *        2.116.773 1.8 

 TOTAL (estudio) **   113.957.350 100.0 

 Tabla 1. Distribución de las Provincias de Humedad por pisos térmicos y porcentaje de estos en el país continental.

*  Corresponde a cuerpos de agua, ríos y zonas urbanas. Fuente: IGAC, CORPOICA, 2002

** Área total del país: 114.174.800 ha. Error del estudio: 0.002

100.0
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• Las provincias secas a áridas integran el 18.2% de
Colombia. Entre ellas sobresale la seca con 17.1%
del territorio.

• El clima ambiental, sintetizado previamente, influye
considerablemente tanto en los regímenes de hume-
dad y temperatura de los suelos, como en algunas de
sus características, por ejemplo en su pH, así:

* El régimen isohipertérmico es el dominante en
Colombia pudiéndose estimar alrededor del 80-
85%; siguen a continuación el isotérmico (11-
12%), isomésico (≈ 6%) y los más fríos, isofrígido
y críico (1-1.5%).

 * El régimen predominante de humedad es el údico
(incluyendo el perúdico), estimado, no determina-
do, en cerca del 65 - 70% del país; le sigue el ústico
(con sus transiciones tanto hacia el údico como ha-
cia el arídico) (rango 15 - 20%) y, presentándose en
porcentajes bajos (entre 1 y 2%) el arídico. Las con-
diciones ácuicas (presentes en zonas depresionales
y en vecindades de cuerpos de agua) se distribuyen
en todo el país; se estiman con datos del IGAC , 2003,
en cerca de 8.626.700 ha (7.6% del territorio).

* Como consecuencia de lo expuesto, en el país pre-
dominan suelos ácidos y extremadamente ácidos,
(pH menor de 5.5) sobre los moderadamente áci-
dos y neutros (pH 5.5 - 7.5), los básicos y alcalinos.

Las condiciones climáticas comentadas se asocian con
los biomas más representativos del país y, en consecuen-
cia, con su aporte de biomasa; ésta de acuerdo con su can-
tidad-composición y mediante procesos de mineralización-
humificación, con la intervención de la edafofauna, expli-
ca el contenido de los materiales orgánicos de los suelos.
Ello es especialmente válido para condiciones donde la
actividad humana no ha causado intervención significati-
va (48.8% del país, IGAC , CORPOICA , 2002). Ambos te-
mas se presentan en la figura 6 (A) y (B).

Tipología de suelos en las regiones naturales de
Colombia

Región de la Orinoquia

Su evolución y desarrollo están ligados con el origen de
la megacuenca sedimentaria localizada entre el Escudo de
la Guayana y el flanco este de la Cordillera Oriental. Predo-
minan los depósitos cuaternarios de origen fluvial, las rocas
sedimentarias del Terciario (areniscas, lodolitas y calizas)
que reposan sobre sedimentitas del Cretáceo, Paleozoico y
rocas cristalinas félsicas del Precámbrico (Geotec, s. f.).

Sobre dichos materiales se desarrollan paisajes de
piedemonte, extensas altiplanicies pliopleistocénicas, con
disección variable (figura 7), planicies aluviales y eólicas
parcialmente disectadas y cortadas por largos y estrechos
valles aluviales recientes y actuales, asociados a los gran-
des ríos (Mendivelso, 2003).

Los fallamientos sobre los cuales discurre el río Meta
establecen 2 subregiones claramente diferenciadas: la alti-
llanura (altiplanicie) y la denominada Orinoquia inunda-
ble. A ellas se hace referencia específica en este aparte del
estudio.

Sobre ambas subregiones domina el bioma de sabanas
tropicales (figura 7), con gramíneas naturales de los géne-
ros Trachypogon, Andropogon, Axonopus, Paspalum y
Leptocoryphium; su predominio depende de la humedad
del suelo y Chaparro (Curatela americana), y Peralejo
(Byrsonima crassifolia) como especies arbustivas dominan-
tes en las zonas no hidromórficas. El aporte de biomasa es
escaso (2.2 a 3.8 ton/ha/año, en sabanas herbáceas (Rao et
al, 2000); pero puede incrementarse a 28 o más ton/ha/año,
bajo otras coberturas en función del régimen de lluvias,
longitud de la estación seca y los nutrientes disponibles
(Lamotte, 1987). Dicho aporte explica, de manera general,
un horizonte ócrico en la superficie de los suelos, el cual
aumenta su contenido en materiales orgánicos a medida
que se establece la transición a las zonas con mayor preci-
pitación o a aquellas bajas y a los esteros; lugares, estos
últimos, donde la formación vegetal asociada al “bosque
de galería” aporta mayor biomasa, se incrementan radical-
mente los contenidos de humedad y los suelos presentan
horizontes úmbricos o hísticos. En la altillanura  el tipo de
humus es el mull ácido tropical, con composiciones
promedias de ácidos fúlvicos a ácidos húmicos superiores
a 1.2; su contenido en humina es inferior a 50%, salvo en
zonas con recubrimientos eólicos donde supera el 60% (De
Becerra, 1986); la humificación supera el 80% en la
altillanura poco disectada (Andreux & De Becerra, 1975)
y 40-60% en la disectada (De Becerra, 1986).

El clima dominante en la zona abarca los Awi y los
Ami (Köppen, 1954), vale decir tropical (26 - 28oC) con
estacionalidad marcada y de tipo monomodal (figura 7),
sus promedios de precipitación incrementan de Oriente a
Occidente y de Norte a Sur desde 2772 mm en cercanías al
piedemonte (estación La Libertad), 3048 (occidente del
departamento de Casanare) y disminuyen hasta 1700
(Puerto Carreño, IGAC , 1983a), 1532 (Arauca), para au-
mentar en El Tapón a 2871 mm, al extremo sur oriental. El
clima define, en consecuencia, épocas lluviosas que in-
fluyen en la pérdida de los pocos elementos solubles o
intercambiables de los suelos, generando alta acidez (ran-
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Figura 5. Aproximación a las provincias y regímenes de humedad de los suelos colombianos.
No se presentan condiciones ni regímenes ácuicos. Tomado parcialmente de Vélez, et al (2000).

Figura 6. 6 A. Biomas de bosque húmedo tropical, bosque seco tropical, andinos, desierto tropical y ecosistemas de páramo
en Colombia (Etter , 1997 a y b, Van der Hammen, 1997. Espinal & Montenegro, 1977, Inst. Von Humboldt , 1997). 6
B. La materia orgánica (C. O.)  de los suelos colombianos (IGAC , 1988). En la Amazonia y en el Andén Pacífico

(achurados) el bajo contenido de C. O. (horizonte A), se compensa por la capa de hojarasca (horizonte O).

MALAGÓN CASTRO, D.: ENSAYO SOBRE TIPOLOGÍA DE SUELOS COLOMBIANOS -ÉNFASIS EN GÉNESIS Y ASPECTOS. . .325
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gos dominantes de pH inferiores a 5, pudiendo llegar, en
profundidad, hasta 5.5) y épocas secas que favorecen tan-
to la polimerización de substancias húmicas como el en-
durecimiento de horizontes y la cementación (materiales
petroférricos) a partir de la deshidratación de compuestos
de hierro. Los cambios climáticos durante el Cuaternario
también han ocasionado la formación de horizontes
petroférricos, algunos de ellos, (zona del Alto Menegua,
por ejemplo), evidencian la inversión del relieve y prote-
gen lomas resultantes de dichos procesos. En otros casos,
recubrimientos arenosos en la Orinoquia se asocian con
los climas más secos del pleniglacial (21.000 a 14.000
años A. P. Van der Hammen, 1992) que antecedieron al
Holoceno y causaron la acción eólica.

La alteración en la altillanura plana o disectada no
afectada por hidromorfismo, presenta grado avanzado,
manifestado en la composición mineralógica de arenas y
limos (prácticamente cuarzo con trazas de fitolitos en la
fracción ligera y en la fracción pesada de circón, turmali-
na, anatasa y materiales opacos de Fe (figura 7). (IGAC ,
1991). En la fracción arcillosa predominan caolinita,
oxihidróxidos de Fe y Al, intergrados 2:1:1, con aluminio
interlaminar, pirofilita y gibsita (IGAC , 2000b). Ello co-
rresponde fundamentalmente a procesos dominantes de
ferralización (formación de Oxisoles: Haplustox (19.6%),
Hapludox (14.5%), como prototipos, y algunos Hapla-
quox y Haploperox), mediante procesos de alta transfor-
mación y pérdida de elementos: Ca, Mg, K, Na y Si, entre
otros y, en mucha menor extensión, ferruginación (proce-
so responsable de la formación de Ultisoles: Kandiudults,
1.7%, Hapludults, 0.9%, Endoaquults, 0.8% y Paleudults,
0.6%, relacionado con translocación de arcillas, altera-
ción avanzada y alta acidez, que han obrado desde el Plio-
Pleistoceno, bajo la acción de cambios climáticos. Al
interior de este proceso se manifiestan, en algunas zonas
depresionales, subprocesos de óxido-reducción y
plintización. La Podzolización (queluviación de Al y Fe
en medios muy ácidos, arenosos y su posterior iluviación),
conduce a la formación de algunos Espodosoles, en espe-
cial Aquods en cerca del 1% de los suelos. Los Inceptisoles
distróficos (Dystrudepts y Dystrustepts), transicionales a
los Oxisoles, son muy frecuentes.

Indicadores de estos procesos además de los minera-
lógicos, son los asociados a la muy baja capacidad de
intercambio de cationes, CIC: valores inferiores a 4 me/
100 g. s. de la capacidad efectiva (CICE) y 9.6 de la deter-
minada a pH 7 (CICA), en horizontes subsuperficiales
(IGAC , 1980, 1983a, 1991).

El efecto de la marcada estacionalidad climática, su
relación con la vegetación de sabana tropical y el esta-

blecimiento del mull ácido como tipo de humus, ha gene-
rado, en unión con la alteración avanzada, características
de muy baja fertilidad, tanto actual como potencial, lo
cual conlleva prácticas agronómicas específicas funda-
mentadas en establecer, mantener o mejorar, variedades
de plantas adaptadas a estas condiciones (Cortés, 1982).

La Orinoquia inundable, por otra parte, caracterizada
por sus planicies aluviales y eólicas, desarrolla suelos di-
rectamente influidos, ya sea por sus condiciones climáticas
estacionales (1800 a 2500 mm y 27oC en Casanare y 1532
mm en Arauca) o por su inundabilidad, especialmente re-
ferida a zonas depresionales mal drenadas y con mayores
porcentajes de carbono orgánico (1 - 2%, exceptuando
los Psamments) si se comparan con los suelos de la
altillanura (0.5 - 1%). Los fenómenos de reducción y óxi-
do reducción, establecen los procesos fundamentales y
las características de sus suelos (Endoaquepts, Endoa-
quults) (IGAC , 1986, 1993). Las zonas con recubrimientos
eólicos presentan suelos de muy poca evolución (diferen-
tes Psamments); los Dystrudepts abundan en toda la
subregión.

La figura 8 muestra aspectos de los principales paisa-
jes y de los suelos bajo condiciones hidromórficas.

Para establecer la tipología de los suelos de mayor
evolución y definir indicadores de la misma, se analiza-
ron sus componentes mineralógicos y la CIC. Los prime-
ros ponen en evidencia contenidos muy altos en cuarzo
(≈ 90%), pero con dos diferencias fundamentales en rela-
ción con la altil lanura: valores cercanos al 5% de
feldespatos (indicadores de menor grado evolutivo), en
las arenas de Arauca y cantidades trazas en Casanare
(IGAC , 1986, 1993) y dominancia (≈ 50%) de caolinita,
rangos cercanos al 15% en muscovita para las arcillas de
Arauca y sólo contenidos trazas de montmorillonita y
vermiculita en algunos suelos de Casanare (IGAC , 1993).

La CIC de los horizontes subsuperficiales es muy baja
en los Entisoles e Inceptisoles de Arauca (CICA: 7.2 me/
100 g y CICE: 2.7 me/100 g) si se compara con la de los
Ultisoles y Alfisoles (CICA: 15.3 y CICE: 5.5 me/100 g);
la CICE está dominada por Al de cambio. En el departa-
mento de Casanare el 62% de los suelos presenta valores
menores de 10 me/100 g para CICA y el 68% menos de 4
me/100 g para CICE (IGAC , 1993).

En síntesis, los suelos de la altillanura  orinocense re-
presentan los de mayor grado evolutivo en el país y están
dominados por la tipología de los diferentes Oxisoles
(Haplustox, 19.6% y Hapludox, 14.5%) y, en mucha menor
proporción, de los Ultisoles (Kandiudults, 1.7%, Haplu-
dults, 0.9%, Endoaquults, 0.8% y Paleudults, 0.6%). La
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Figura 7. Oxisoles en la altillanura de los Llanos Orientales en la zona de Puerto Gaitán: geoformas, clima,
vegetación (sabanas) y mineralogía de la fracción arenosa pesada (circón, turmalina, opacos).

Figura 8. Geoformas y suelos de la Región de la Orinoquia inundable (departamento de Casanare),
resaltan aspectos hidromórficos.
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Orinoquia inundable manifiesta grados avanzados de al-
teración (cuarzo, caolinita, intergrados, micas) relaciona-
dos con sus productos de depósito más que con la génesis
de los suelos, pero tipos de suelos de mucha menor evolu-
ción (Entisoles e Inceptisoles), con Ultisoles y algunos,
muy pocos, Alfisoles en Arauca, como resultantes de proce-
sos evolutivos específicos. El prototipo de máxima evolu-
ción lo constituyen los Endoaquults (15.8%), con
Haplaquox (3.4%) y muy escasos Endoaqualfs.

Las condiciones hidromórficas y los recubrimientos
eólicos explican esta tipología opuesta a la de la altilla-
nura, donde los sedimentos antiguos, el tiempo de evolu-
ción y la estacionalidad climática son responsables de su
tipología.

Región Amazónica

La Región Amazónica hace parte de la extensa
megacuenca sedimentaria desarrollada entre el Escudo
de la Guayana y el flanco este de la Cordillera Oriental.
Presenta una espesa cobertura de rocas y depósitos
sedimentarios, de origen marino y lacustrino (Terciario
marino) y continental (Terciario continental) en la parte
central de la región, al sur en el basín del Amazonas y al
Sudoccidente en el del Putumayo, sobre rocas del
Paleozoico y Precámbrico (zonas orientales), compuestas
por migmatitas y un complejo ígneo-metamórfico
(Ingetec, s. f.).

Los materiales anotados configuran expresiones
geomorfológicas que integran los paisajes de interés:
lomerío fluviogravitacional, altiplanicie estructural-
erosional, superficie de aplanamiento residual y, de me-
nor interés para el objetivo de estudio, las planicies y los
valles aluviales.

El clima dominante en la región es el Afi (Köppen,
1954), cálido húmedo-muy húmedo, sin estaciones secas
marcadas y con precipitaciones promedio anuales, exclu-
yendo el piedemonte, de 2876 mm (16 estaciones, IGAC
et al, 1979) para la región, variando en los paisajes estu-
diados según su localización. Hacia la zona oriental
(Mitú) y sur (Trapecio amazónico), los promedios son de
3254 y 3318 mm, respectivamente (Pulido et al, 1996,
Malagón 2001). La precipitación decrece (2598 mm) a
medida que se transita hacia la Orinoquia.

El promedio de la temperatura anual es de 25.7%,
isotermal, pero con grandes variaciones diarias, la hume-
dad relativa presenta valores entre 84 - 88% y los valores
de evapotranspiración potencial más comunes varían en-
tre 1400 y 1500 mm. Las características climáticas co-

mentadas, establecen regímenes údicos- perúdicos e
isohipertérmicos en los suelos dominantes y condiciones
ácuicas (Soil Survey Staff, 1999) en las zonas mal drenadas
(de interés en Espodosoles hidromórficos, al oriente de la
región). En síntesis, la región tipifica el clima dominante
(cercano al 80%) del país: cálido y húmedo-muy húmedo.

Como consecuencia de lo previamente comentado, la sel-
va neotropical (bosque húmedo-muy húmedo tropical) cons-
tituye su clímax vegetacional, especialmente en ecosistemas
de “tierra firme”, con inclusiones de otros ecosistemas
(caatinga, várzea) en áreas bajas y con mayor hidromorfismo.

El aporte de biomasa es fundamental en la dinámica
ecológica de la región debido a sus condiciones distró-
ficas. En ecosistemas de tierra firme el aporte de biomasa
en bosques ligeramente intervenidos, se encuentra entre
292 y 391 ton/ha/año (Saldarriaga, 1988, Ballesteros,
1993, 1996 y 1998). Estos valores disminuyen con la in-
tervención (236 ton/ha/año, Ballesteros, 1993) y en la
caatinga baja (128 ton/ha/año), e incrementan en la várzea
(419 ton/ha, Ballesteros, 1998). Ellos se vinculan con la
capa de hojarasca (horizontes O), la cual, de acuerdo con
los criterios establecidos por Duchaufour, 1998, evolu-
ciona para establecer diferentes tipos de humus.

En los paisajes y suelos de interés, el tipo de humus está
relacionado con el perfil orgánico de la hojarasca, éste se
caracteriza por presentar, en condiciones naturales, una capa
(3 - 4 cm) de hojas y ramas, bajo la cual se encuentra una
zona de raicillas entreveradas (6 cm) e inferior a ella la zona
de humificación (2 - 3 cm) transicional al horizonte A.

Los compuestos húmicos se caracterizan por relacio-
nes ácidos fúlvicos (AF) a ácidos húmicos (AH) en el ran-
go 1.3 - 2.3, bajo bosque, y disminuyen (< 1 - 2.3) al
incrementarse los compuestos alifáticos en presencia de
vegetación escleromorfa (Correa, 2000). Los valores
mayores (3.5 - 3.8) se presentan en el piedemonte del
Putumayo (Correa, 2002).

La humina insoluble presenta valores altos cercanos
al 70% (Bendeck, 1993), en el piedemonte y lomerío
caqueteños.

La tipología de los suelos a que se hace referencia se
circunscribe al lomerío amazónico, las altiplanicies es-
tructurales erosionales y a las superficies de aplanamien-
to residuales.

En el lomerío, la distribución de los suelos tiende a
un predominio de Ultisoles (Kandiudults, figura 9, más
que Paleudults y Hapludults) y Oxisoles (con abundan-
cia de Hapludox, Haploperox, Figura 9, y escasos
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Figura 9. Ultisoles y Oxisoles de la región de la Amazonia en el departamento de Vaupés:
corazas petroférricas y horizonte cándico.

Figura 10. Espodosoles de la región de la Amazonia oriental: morfología y micromorfología de suelos,
montes relictos (inserlberg),  arenas blancas y vegetación de caatinga.
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Haplaquox), mientras que en las altiplanicies y superfi-
cies de aplanamiento los Oxisoles (Hapludox y
Haploperox) predominan sobre los Ultisoles (Udults). En
ambos casos son comunes los Dystrudepts (17% de la
región), que frecuentemente intergradan hacia ellos
(IGAC,  2000a) y diferentes Psamments asociados a cerros
residuales, los cuales en algunos casos de la superficie
de aplanamiento muestran evidencias de podzolización
(Epiaquods, figura 10). Estos Espodosoles se comple-
mentan con los presentes (Alaquods) en zonas aluviales
(planicies y valles) asociados a los Quartzipsamments.
Todos los suelos se hallan en medios cálidos, húmedos o
muy húmedos.

En las zonas aluviales (planicies y valles), no sujetas
por sus características a este análisis, dominan los Entiso-
les (Fluvaquents, Udifluvents, Psamments) e Inceptisoles
(Dystrudepts, Endoaquepts) (Cortés, 1982). Se exceptúan
las terrazas más antiguas donde son frecuentes los
Hapludox, Hapludults, Kandiudults y Haploperox.

De los comentarios previos se deduce que los prototi-
pos de suelos evolucionados (51% de la región), se carac-
terizan por procesos de Ferralización y Ferruginación
en medios húmedos o muy húmedos, extremadamente
ácidos, desaturados, con abundante Al de cambio y, en
algunas zonas orientales, por la Podzolización (Epi y
Alaquods, 2%), en condiciones hidromórficas a partir de
materiales arenosos provenientes del Escudo Guayanés.
El tipo de evolución anotado (de ciclo largo) se comple-
menta con el grado avanzado de la misma (cuarzo en la
fracción arenosa y caolinita, intergrados Al-vermiculita,
oxihidróxidos de Fe y gibsita; la muscovita se concentra
en las zonas de mayor influencia aluvial).

Los horizontes argílicos de los Ultisoles presentan va-
lores (me/100 g) de CICA entre 16 y 18; CICE cercanos a
10 (Pulido & Malagón, 1993 y Pulido et al, 1996), mien-
tras que los horizontes óxicos los manifiestan mucho me-
nores: 6.4 y 2.6, respectivamente. Los procesos mencionados
tienen estrecha relación con la evolución de las geoformas
y con su edad (lomerío menos antiguo que las superficies
de aplanamiento), a partir de las rocas sedimentarias del
basin amazónico del Terciario, al Sur y al centro de los
depósitos fluviatiles y lacustrinos del Plio-pleistoceno y
del Terciario marino y continental. Las principales
geoformas (lomerío, altiplanicie y superficie de aplana-
miento) se relacionan con procesos erosivos geológicos
(asociados a fuerte alteración y pérdida de materiales), bajo
climas cálidos y húmedos-muy húmedos que han cambia-
do en el Pleistoceno, pero cuya acción ha sido más notable,
en cuanto a explicar los suelos en su componente superior
(Pleniglacial superior tardío, Van der Hammen, 1992). La

eliminación paulatina de arcillas de la superficie del suelo
se ha propuesto (Pulido & Malagón, p. 369, 1996) como
fenómeno erosivo generalizado, vinculado a la dinámica
del agua, para explicar gran parte de las características
granulométricas de los horizontes A de los Ultisoles. Ello,
en adición al componente fino de los materiales de origen,
conforma gran parte de su morfología.

Como consecuencia de lo expresado, adquiere gran
importancia la capa de hojarasca como fuente de reciclaje
de elementos con la vegetación y como aportante de sus-
tancias húmicas, las cuales en los Espodosoles se asocian
con su proceso formativo. Esta capa (horizonte O), tiene
una tasa de renovación muy alta (cercana a 3 años), espe-
cialmente para las fracciones superiores a 50 mm, razón
por la cual si se busca incrementar la retención permanen-
te (mayor a 1000 años) de CO

2
, debe fomentarse la sínte-

sis de substancias húmicas mediante la intervención de la
fauna edáfica, en especial de lombrices de tierra (Camini
Seneviratne, 2001). Ello debe evaluarse en el país, dado
que investigadores como Laurance et al (2002), estiman
en 600 kg/ha/año la acumulación anual de carbón en los
bosques amazónicos y, en consecuencia, deducen altas
cantidades de retención del elemento.

En síntesis, en la tipología estudiada sobresalen los
suelos de alta evolución, representados por los Oxisoles
(Hapludox, Haploperox y Haplaquox) en el 31% de la
región (IGAC , 2003) y por los Ultisoles (Kandiudults,
Paleudults y Hapludults) en el 20%. Después de la
altillanura, en la Orinoquia colombiana, esta región re-
presenta los suelos más evolucionados del país; se dife-
rencia de la primera por el mayor componente de Ultisoles
(relación Oxisoles a Ultisoles: 1.6) y por una proporción
de 1.5 entre los suelos de mayor evolución (Oxisoles -
Ultisoles) a los de menor (Entisoles - Inceptisoles).

Región del Pacífico

Esta región conocida como Andén del Pacífico, com-
prende una franja alargada y estrecha, entre el flanco oc-
cidental de la Cordillera Occidental hasta la línea de costa,
desde la frontera con Ecuador, en el sur, hasta la frontera
con Panamá, en el norte.

La región, desde el punto de vista geológico, está
conformada por rocas ígneas plutónicas y volcánicas del
Cretácico que afloran a manera de núcleos, en las serra-
nías de Baudó y Darién, sobre las cuales se encuentran
rocas del Terciario, especialmente sedimentarias clásticas
del geosinclinal de Bolívar, sobre las cuales se acumula-
ron potentes y extensos depósitos cuaternarios de ori-
gen marino, fluvio-marino y fluvial que modelan las
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Figura 11. Región del Pacífico: aspectos climáticos, vegetación de bosque pluvial y suelos
de bajo grado evolutivo (Dystrudepts), en el departamento de Chocó.

Figura 12. Mollisoles y Aridisoles de la Región Caribe: aspectos climáticos, morfológicos y de salinidad.
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planicies actuales. Lo anterior pone de manifiesto un
aspecto importante, desde el punto de vista de los sue-
los: aporte relativo mayor de rocas de composición máfica
dominante (basaltos, diabasas, cuerpos ultramáficos,
Geotec, s. f.) en comparación con otras regiones del país,
a la vez que la presencia de calizas, especialmente del
Terciario.

Geomorfológicamente se presentan paisajes de mon-
taña, piedemonte, lomerío, valles y planicies aluviales;
estas últimas asociadas con sedimentos fluvio-marinos y
fluviales que actualmente dominan la mayor parte del
Andén Pacífico, asociados especialmente a las cuencas
de los ríos Atrato, Baudó, Patía y Mira (Mendivelso, 2003).

Los paisajes de interés para el presente estudio se
circunscriben al piedemonte, lomerío denudacional (pai-
saje más extenso que el lomerío estructural, en el Chocó)
y algunas terrazas de los valles, en alturas que no sobre-
pasan los 500 m.s.n.m.

En todos ellos el clima dominante se caracteriza por
temperaturas altas e isotermales (promedio de 26.4oC en
11 estaciones seleccionadas, IGAC  2002), las precipita-
ciones abundantes de tipo bimodal, que se incrementan
de Norte a Sur con concentraciones muy altas en el centro
del departamento de Chocó (6.000 a 8.500 mm, rango en
estaciones con registros entre 10 y 25 años, figura 11).
Las condiciones muy húmedas y pluviales (4.000 - 7.000
mm) se mantienen hasta los límites con la República del
Ecuador, en una franja intermedia entre el litoral Pacífico
y la Cordillera Occidental. En algunas zonas del litoral
(Tumaco) y en el Urabá chocoano (Estaciones de Unguía,
Acandí, el Mira), las precipitaciones disminuyen (2000 -
3000 mm), presentándose déficit de humedad en los pri-
meros meses del año.

Las condiciones previas, aunadas a las altas humedades
relativas (88.3%, promedio de 13 estaciones, IGAC , 2002),
evapotranspiraciones cercanas a 1.500 mm, definen como
climas dominantes los superhúmedos de selva (Afi, Köppen,
1954), con lluvias durante todo el año y zonas de vida (IGAC ,
1977) de bosque pluvial (premontano y tropical), bosque
muy húmedo (tropical y premontano) y bosque húmedo tro-
pical. Concordante con lo expresado, los regímenes
climáticos dominantes del suelo son el isohipertérmico y
los perúdicos y údicos, con abundantes áreas en condicio-
nes ácuicas marcadas (subórdenes ácuicos), ellos han res-
tringido la alteración y la generación de suelos altamente
evolucionados (Wirthmann , 2000).

La vegetación del Andén Pacífico es una de las más
diversas y complejas del país en cuanto a estructura y nú-

mero de especies, explicada por el medio donde se encuen-
tra: muy altas precipitaciones y temperaturas, tipo y com-
posición de rocas, sedimentos y suelos. La biomasa que
aporta varía de acuerdo con estos factores y con el grado de
intervención. En ecosistemas de bosque pluvial tropical
de colinas bajas y poca intervención, Rodríguez (1988)
presenta valores de 331 ton/ha/año. Al cambiar a ecosis-
temas de bosque inundable de caatival (Prioria copaifera)
aumenta a 1.200 ton/ha/año (Mendoza et al, 2000).

El humus del suelo en los paisajes de interés, está
vinculado con el aporte de biomasa anotado, texturas
finas, regímenes perúdicos, údicos e isohipertérmicos,
saturaciones de Al mayores del 60% en el 80% de los
suelos y baja a muy baja saturación de bases de inter-
cambio (IGAC , 2002), asociados con alta acidez (pH en
el rango 4.5 - 5.5).

La tipología de los suelos en los paisajes bajo estudio,
dado que en los demás (planicie y montaña) predominan
suelos no sujetos a análisis, excepto Andisoles (1% de
Hapludands y estos más que Melanudands) en montaña y
algunos suelos evolucionados en las terrazas más anti-
guas, está caracterizada por Ultisoles (Hapludults, 7%) y
Oxisoles (Hapludox y Perox, 8%), en porcentajes que no
alcanzan la tercera parte de los presentes en la región
amazónica. Su distribución se concentra en la parte cen-
tral de la región, disminuyendo en sus extremos, espe-
cialmente hacia el Sur (Nariño), IGAC , 1999.

Los grandes grupos Hapludults y Hapludox, por otra
parte, indican grados evolutivos menores que, por ejem-
plo, los de los Paleudults y Kandiudults amazónicos.

En la Región del Pacífico los Inceptisoles y Entisoles
constituyen los suelos más frecuentes (73%) (Cortés, 1982).
Los primeros (49%) están representados por los Dystrudepts
(34%), Eutrudepts (10%) y por los Epi y Endoaquepts. Entre
los Entisoles (24%) se destacan los Udorthents, Udifluvents
y Fluviaquents, los cuales y en conjunto se acercan al 20%;
en menor proporción están los Hidraquents (3%). Resalta
el hecho de presentarse suelos relativamente saturados
(Eutrudepts) en el 10% de la región, a pesar de las extremas
condiciones de precipitación, vinculados a la litología
máfica de los materiales que los forman.

Los suelos orgánicos (Histosoles), Sulfi y Haplo-
hemists, constituyen el 3%, mientras que los Andisoles se
concentran en montaña y los muy escasos Vertisoles
(Hapluderts, 1%), sólo en la zona menos húmeda del nor-
te de la región.

La síntesis tipológica descrita, indica que los proce-
sos de Ferralización (Oxisoles) y Ferruginización (Ulti-
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Figura 13. Características diferenciales de los Vertisoles de la Región Caribe: color, lustre,
rotación de estructuras y efectos de los procesos de expansión - contracción en las vías.

Figura 14. Dinámica periglaciar (gelifluxión, agujas de hielo), paisaje y suelos resultantes (Dystrocryepts).
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soles) tropicales, son menos frecuentes que en la Amazonia
y, como ya se ha comentado, que en la altillanura de la
región de la Orinoquia. Si se toma como ejemplo el De-
partamento más extenso (Chocó), la relación Ultisoles a
Oxisoles es aproximadamente de 3.7 a 1 y la de estos a los
de los suelos de menor evolución (Entisoles e Incepti-
soles), de 0.2 (IGAC , 1998).

El grado alcanzado de evolución, fundamentado en la
mineralogía de los suelos y en las características de la
capacidad de intercambio, define dos zonas; la primera
corresponde al Departamento de Chocó y la segunda al
Valle del Cauca y Nariño.

En la primera predominan cuarzo, minerales alterados
que no alcanzan el grado de opacos y feldespatos, en la
fracción arenosa y, en la arcillosa, caolinita, cuarzo con
micas e integrados en cercanías a la costa o en Urabá.

La segunda zona se caracteriza por un mayor conteni-
do en minerales alterables en la fracción arenosa; en ge-
neral están presentes: feldespatos, cuarzo, anfíboles,
vidrio volcánico, piroxenos y minerales alterados. La frac-
ción arcillosa en los suelos de interés, es similar a la pre-
viamente comentada, pero difiere por el predominio de
alofanas en las áreas montañosas.

Las capacidades de intercambio en ambas zonas son
explicadas por el clima, los materiales que originan los
suelos, la composición de las arcillas, los contenidos en
materiales orgánicos y por las clases de suelos. Al tomar
como ejemplo el paisaje de lomerío en el departamento
de Chocó se constata lo expresado: en el clima muy hú-
medo y pluvial, donde sólo el 3% de los suelos son mode-
radamente ácidos y el resto varía entre extremada y
fuertemente ácidos, la CICA en el 70% del área se presen-
ta en rangos medios y altos, explicada por características
de carga variable; en cambio la CICE presenta valores
muy bajos (< 4 me/100 g.s.). En el mismo paisaje pero en
clima húmedo, la CICA se encuentra en rangos medios
(26%) y altos (7%), IGAC , 1998.

Región del Caribe colombiano

La región Caribe de Colombia está comprendida en-
tre el Golfo de Urabá, en el Sudoccidente hasta la Penín-
sula de la Guajira en el Nororiente. Geológicamente
incluye el bloque tectónico de la Sierra Nevada de Santa
Marta (predominio de rocas plutónicas intermedias del
Triásico, Jurásico y sedimentarias), la Depresión
Momposina y la parte baja de las cuencas y valles
aluviales de los ríos Magdalena, Sinú y San Jorge, don-
de se encuentran espesos y extensos depósitos cuater-
narios, que cubren gran parte de las rocas sedimentarias

del Terciario (lodolitas, areniscas, calizas). Hacia la Gua-
jira se encuentran núcleos de rocas ígneas y metamórficas
del Cretácico y Terciario (esquistos, cuarcita, mármol,
metadiabasas, anfibolitas y el complejo polimetamórfico
y sedimentario del Cretácico, Geotec, s. f.) y delgadas
secuencias de materiales clásticos de origen coluvial,
eólico, fluvial, lacustre y marino, de edades holocénicas
y pleistocénicas.

En la geomorfología de la región sobresalen los paisa-
jes de lomerío (46.391 km2), planicie (29.150 km2),
piedemonte (17.004 km2), montaña (11.455 km2) y super-
ficie de aplanamiento (4.669 km2), (IGAC , 1997). Los
paisajes de lomerío y planicie conforman el 60.6% de la
región.

El clima se caracteriza por un incremento de la preci-
pitación del noreste al sudoeste, con valores inferiores a
500 mm en la alta Guajira y cercanos a 3000 mm al sur de
Córdoba; en la Sierra Nevada la orografía determina un
comportamiento diferente (IGAC , 1997). Para las zonas
de interés, las isoyetas predominantes se presentan en el
rango 500 - 1.500 mm, con distribución bimodal al orien-
te y monomodal al occidente; el régimen más extenso de
humedad del suelo es el ústico y, en algunos casos, arídico
o transicionales entre el ústico y el údico. En estas mis-
mas zonas (semisecas, semihúmedas, semiáridas), las tem-
peraturas promedio se aproximan a los 27.6oC, generando
un régimen isohipertérmico en el 91.4% de los suelos. La
evapotranspiración potencial varía inversamente con la
precipitación (1.300 mm en Urabá a 2.100 mm en la Gua-
jira), (IDEAM, 1996, citado por IGAC , 1997).

Como consecuencia de las condiciones anotadas, las
zonas de vida donde se ubica la tipología de los suelos
estudiados, corresponde al bosque seco o muy seco tropi-
cal y, en algunas zonas, al monte espinoso o matorral de-
sértico subtropical.

Los aspectos ambientales asociados a las zonas de
vida, generan limitados aportes de biomasa que repercu-
ten en el contenido de materia orgánica de los suelos; en
éste predominan los valores bajos (45% de los suelos con
C.O.% entre 0.5 y 1.2), medianos (30% de los suelos entre
1.3 - 2.5 de C.O.%), muy bajos (< 0.5 de C.O.% en el 20%
de los suelos). Los suelos con porcentajes altos de carbón
orgánico (> 2.5) sólo incluyen el 5% de la región.

A pesar del bajo contenido de materia orgánica (65%
de los suelos), el humus evoluciona en condiciones de
alternancia estacional de precipitación y temperaturas
altas (los regímenes ústico y arídico abarcan el 65%), pH
superiores a 5.6 (73% de los suelos), adecuadas bases de
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intercambio, condiciones bajas de saturación de Al (86.8%
de los suelos con saturaciones inferiores al 30%) y
predominancia de arcillas 2:1 (esmectitas, vermiculita y
micas) en el 70 - 75% de los suelos, en especial en la parte
central de la región y en la Guajira. Lo anterior repercute
en formas evolucionadas (polimerizadas) de humus que
influyen notablemente en la dinámica, morfología y pro-
piedades de los suelos de interés (vgr. Mollisoles y
Vertisoles, Figuras 12 y 13).

Los suelos analizados en la presente tipología inclu-
yen los Alfisoles (Natrustalfs y Haplustalfs,  3%),
Vertisoles (Haplusterts, 4%, Hapluderts, 1%), Mollisoles
(Haplustolls, 4%, Hapludolls, 1%), Aridisoles (Haplo-
calcids y Haplocambids, 4%). Los Oxisoles (Hapludox)
sólo están presentes en aproximadamente el 1% de la Re-
gión (zonas de sabanas de Ayapel y San Benito Abad,
IGAC,  1983), igual porcentaje lo alcanzan los Ultisoles
(Hapludults). Los suelos de menor evolución (Entisoles e
Inceptisoles) representan el 62% de ella.

En los suelos de interés resaltan los procesos de
lexiviación (translocación arcillosa con o sin concentra-
ción de sodio) característico de los Alfisoles, la haploidi-
zación en los Vertisoles ústicos con arcillas expandibles,
lustre y estructuras inclinadas (figura 13), la melanización
y altos contenidos en bases, propia de los Mollisoles y el
desarrollo de horizontes cálcicos o cámbicos bajo régi-
men arídico asociada a los Aridisoles.

Importantes también en la región son los procesos de
salinización, sodización y calcificación que abarcan cer-
ca del 28% de la región (IGAC , 1997, Cortés, 1982), figu-
ra 12, que se concentran en la alta y media Guajira, parte
baja de los ríos Cesar, Magdalena y Sinú, al igual que en
la planicie marina de los departamentos de Magdalena,
Bolívar y Sucre.

A pesar de las claras diferencias geológicas (litología y
aporte de piroclastos), geomorfológicas, climáticas (regíme-
nes de humedad údicos, 47%, ústicos, 26%) y de la naturale-
za y origen de los materiales parentales de algunos suelos
(Andisoles), la región de los valles, depresiones y planicies
interandinas, en especial la parte del río Magdalena com-
prendida entre Gigante y el norte de Mariquita y la zona
entre El Tambo y Viterbo en el río Cauca, presentan cierta
similitud con los suelos de la región Caribe. En ella también
están presentes los Mollisoles (~ 3%), Alfisoles (~ 1%) y
Vertisoles (menos del 1%). Los Entisoles e Inceptisoles re-
presentan, además, un alto porcentaje (~ 74%).

En síntesis, en la tipología de los suelos de la región
del Caribe colombiano sobresalen (17%) aquellos

(Vertisoles, Mollisoles, Aridisoles y Alfisoles) predomi-
nantemente relacionados con etapas evolutivas modera-
das, especialmente asociadas a los materiales de origen y
a las condiciones climáticas prevalentes. Los Oxisoles y
Ultisoles, como indicadores de comparación, sólo repre-
sentan el 2% de la región.

Región Andina

La región surge como consecuencia de la colisión de la
Placa de Nazca por debajo de la Placa de Sudamérica, lo
cual dio origen a la Trifurcación Orogénica Andina, repre-
sentada por las tres cordilleras colombianas: la Central, la
más antigua, conformada por núcleos de rocas polimeta-
mórficas, instruidas por rocas ígneas, representadas por
plutones, batolitos y grandes volúmenes de rocas volcáni-
cas de diferentes edades y provenientes de los diferentes
volcanes-nevados. La Cordillera Occidental se desprende
desde el Nudo de los Pastos en dirección Sur-Norte, pasa
por la Hoz de Minamá en la cuenca del Patía y se prolonga
hacia el norte hasta perderse en las planicies de la región
Caribe. Esta cordillera está conformada por rocas ígneas
plutónicas y volcánicas, parcialmente cubiertas por rocas
sedimentarias clásticas de grano fino, grueso y calcáreas
que, a su vez, están cubiertas por espesos y extensos depó-
sitos cuaternarios de origen volcánico, fluvio- volcánicos,
fluvial y coluvial. La Cordillera Oriental se inicia en el
Macizo Colombiano y se prolonga hacia el norte hasta la
Serranía de Perijá, está comprendida entre el Valle del Mag-
dalena por el Occidente y los Llanos Orientales por el Orien-
te. Su litología está conformada en los Macizos de Garzón,
Quetame y Bucaramanga por núcleos de rocas ígneas y
metamórficas, cubiertas por potentes secuencias sedimen-
tarias plegadas y falladas del Paleozoico, Cretácico y
Terciario, que a su vez están cubiertas por depósitos cuater-
narios de origen glaciar, fluvio-glaciar, fluvio-coluvial y
fluvial que rellenan valles intramontanos de origen lacus-
tre. Geomorfológicamente la región está constituida por
paisajes de montaña, lomerío, piedemonte, altiplanicie y
valle, que han evolucionado por la acción de distintos pro-
cesos en diferentes épocas y en variables condiciones
climáticas extremas, desde secas a extremadamente húme-
das y frías como en los páramos y zonas nivales (Mendivel-
so, 2003, Cortés, 1982).

Las condiciones climáticas de la región andina son
muy variadas y difíciles de ser sintetizadas, caso opuesto
a las demás regiones comentadas. Los efectos orográficos,
las vertientes, el relieve, etc., condicionan grandes cam-
bios en espacios reducidos.

Desde el punto de vista de sus relaciones pedológicas,
varios aspectos son importantes. El primero de ellos radica
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en el efecto significativo de los cambios climáticos del
Cuaternario (Van der Hammen, 1981, 1992) ya que mu-
chos suelos presentan poligénesis, se han enterrado o fosi-
lizado. El segundo hace referencia a las grandes tendencias
que se presentan: zonas de muy alta precipitación en las
vertientes oriental y occidental de las cordilleras respecti-
vas, enclaves secos y semiáridos al interior de los valles
interandinos, muy amplia gama de precipitaciones, tempe-
raturas y de evapotranspiración potencial asociadas con el
relieve y con su influencia en la vegetación.

En síntesis, la región incluye prácticamente todas las
condiciones del territorio colombiano; no obstante, con
la finalidad de enmarcar las referentes a los suelos de in-
terés, pueden generalizarse tres grandes zonas:

• Las vertientes extremas de las Cordilleras Oriental y
Occidental, con precipitaciones de 3.000 a 5.000 mm.

• El “cuerpo“ de las cordilleras y valles interandinos:
1.000 - 2.000 mm y regímenes de humedad con pre-
valencia údica; no obstante, se presentan algunos
enclaves secos y regímenes ústicos.

• Las zonas húmedas de los páramos, las periglaciares
con procesos de gelifluxión, agujas de hielo, escasa
vegetación y suelos incipientes (figura 14).

Las zonas de vida en la región se vinculan con los
comentarios previos; en consecuencia son muy variadas
y con aportes de biomasa obviamente diferentes. Algunos
ejemplos lo evidencian: 129 ton/ha/año en bosques in-
tervenidos, alto andinos (Cota, Cundinamarca), según
Rodríguez & Ballesteros (1998) y, en ecosistemas de bos-
que húmedo tropical del Magdalena Medio (Carare -
Opón) 185 ton/ha en terrazas interandinas y 326 ton/ha
en colinas de la región andina, (Foelster et al., 1976).

Las características asociadas con la dinámica de la ma-
teria orgánica y productos húmicos resultantes, están in-
fluidas fundamentalmente por las condiciones climáticas,
los diferentes tipos de materiales que originan los suelos
(Andreux, 1983, Andreux et al, 1978, Ballesteros et al,
2001, 2003) y por el tiempo de evolución (ciclos cortos).
Destacan fundamentalmente las relacionadas con los
Andisoles (suelos derivados de cenizas volcánicas con
horizontes A espesos y oscuros y con horizontes B con
abundantes alófanas) y su proceso específico de forma-
ción (Andolización: complejo de adsorción dominado por
Al-humus o por alófanas-humus), en ellos sobresalen, to-
mando como prototipo los presentes en la zona cafetera
central del país, (Ballesteros et al 2001, 2003) altos por-
centajes de humificación (> 50%), alto contenido de
humina de insolubilización, predominio de ácidos

húmicos tipo A, es decir, formas evolucionadas de ellos
(Kumada, 1987), policondensadas y con tamaños
moleculares altos; no obstante, se infieren diferencias
pequeñas entre los ácidos fúlvicos y los húmicos. Ade-
más, en los horizontes A el Al es el principal catión de
enlace, responsable de la insolubilización de los comple-
jos órgano minerales o complejos sales (menos estables
que los complejos verdaderos, dominantes en los
horizontes Bw).

Los Andisoles colombianos en su mayoría, correspon-
den a suelos bajo regímenes údicos, críicos, isomésicos o
isotérmicos, de ciclo corto (Holoceno). En ellos son co-
munes los horizontes enterrados como consecuencia de
la actividad volcánica (Cordillera Central); no obstante,
frecuentemente se hacen evidentes procesos evolutivos
vinculados con la fosilización de horizontes y secuencias
policíclicas. En la figura 15 se sintetizan los comentarios
previos; en ella también se presentan aspectos relaciona-
dos con la microestructura de los horizontes A no interve-
nidos por el hombre y algunos termogramas de alófanas
representativas.

Los Andisoles a que se ha hecho referencia consti-
tuyen los suelos más representativos desde el punto de
vista de la tipología, ya que integran el 16% (Haplu-
dands, 11% y Melanudands, 5%). Los demás, Mollisoles
y Alfisoles, sólo abarcan el 3% de la región. Los suelos
de menor evolución (Inceptisoles y Entisoles) confor-
man el 67%, destacándose los Dystrudepts (55%),
(IGAC , 2003). En estos suelos los procesos de pérdida
por erosión y lixiviación, se compensan parcialmente
por los de ganancia de materiales orgánicos por efecto
del clima (la mayoría presenta contenidos medianos y
altos de C. O.: 1.5 a 6% o mayores), ello conlleva la
aparición de horizontes A (Úmbricos) sobre, general-
mente, horizontes B (Cámbicos). En medios desatu-
rados, predominan suelos extremada y fuertemente
ácidos y bajos en P.

Como referencia comparativa con las demás regiones
naturales, los Oxisoles y Ultisoles sólo integran el 0.34%
del territorio regional.

Síntesis y conclusiones

El ensayo sobre la tipología de los suelos colombia-
nos, se fundamenta en la interacción de las diferentes ex-
presiones del medio biofísico con los procesos prevalentes
de formación de suelos, en las diferentes Regiones Natu-
rales de Colombia. Se hace énfasis en la integralidad del
medio natural y en la importancia de los suelos en la
aproximación a su estudio.
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Figura 15. Andisoles de la Región Andina. En la zona central del país se destacan aspectos climáticos, morfológicos y mineralógicos.

Si bien los estudios de la cobertura pedológica define
a los Inceptisoles - Entisoles como los suelos más exten-
sos en el país (≈ 52%), el ensayo se centró en la tipología
de aquellos con mayor grado evolutivo: Oxisoles,
Ultisoles, Alfisoles, Andisoles, Vertisoles, Mollisoles y
Aridisoles. Ellos tipifican el tipo y grado evolutivo al-
canzado en las diferentes regiones naturales de Colombia
(figura 16). El tipo hace referencia a los procesos específi-
cos responsables de definir la evolución de los suelos,
expresados en su morfología y taxonomía; el grado, por
otra parte, indica la etapa de transformación alcanzada
por sus constituyentes, tanto minerales como orgánicos,
en función de los procesos formativos o de la dinámica a
que se hayan sometido previamente a su constitución
como materiales parentales. Tres indicadores se tomaron
para su caracterización: la mineralogía de las fracciones
arena y arcilla, la capacidad de intercambio catiónica (a

pH 7 y la efectiva) y la composición húmica (ácidos
fúlvicos, húmicos y huminas).

La evolución geológico - ambiental de cada región natu-
ral del país deja evidencias parciales en sus suelos. Ello per-
mitió, mediante la tipología de los más evolucionados,
establecer la siguiente secuencia referida a su localización
en el paisaje (figura 16): suelos de la altillanura (Llanos
Orientales) de las altiplanicies y superficies de aplanamien-
to amazónicas más evolucionados que en el lomerío; la evo-
lución en todos ellos, es alta a muy alta. Continúan los suelos
de las regiones costeras del Caribe y el Pacífico, disímiles en
lo ambiental y pedológico pero con etapas evolutivas mo-
deradas, ambas asociadas a paisajes de lomerío y, adicional-
mente, de piedemonte (Pacífico) y planicie (Caribe). Los
paisajes de montaña y altiplanicie en la Región Andina y de
planicie en la Región de la Orinoquia inundable, conforman
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Figura 16. Tipos y grados de evolución comparativa de suelos en
las regiones naturales de Colombia.

el marco ambiental donde se presentan los suelos de evolu-
ción moderada - baja en Colombia.

La síntesis regional de la tipología de suelos se comen-
ta a continuación. Se hace énfasis en los índices finales de
evolución que la sustentan: porcentaje de suelos de mayor
evolución (Oxisoles y Ultisoles) y relación de estos a aque-
llos de menor evolución (Entisoles e Inceptisoles). Obvia-
mente, la tipología de cada región es característica,
independiente de los índices anotados; ello permite, ade-
más, llegar a las conclusiones sintetizadas en la figura 16.

En las regiones de la Orinoquia (altillanura) y Amazonia,
los tipos dominantes de suelos evolucionados son los
Oxisoles, Ultisoles y Espodosoles con sus diferentes
intergrados, en especial los Inceptisoles óxicos. Las diferen-
cias marcadas en el clima y en el aporte de biomasa (sabanas
o selvas) definen tipologías variadas en ambas regiones pero
supeditadas a ciclos largos de evolución, en materiales
sedimentarios del Plio-pleistoceno (altillanura) y del Ter-

ciario, marino y continental (Amazonia). Los procesos de-
terminantes de estos suelos son los de ferralización,
ferruginación y podzolización; su grado evolutivo es muy
alto (altillanura, superficie de aplanamiento y altiplanicies,
estas últimas en la Amazonia) y alto (lomerío amazónico).

En la altillanura predominan ampliamente los Oxisoles
sobre los Ultisoles (x 10) y la relación de estos a los de
baja evolución es de 1.1. En la Amazonia el 51% de los
suelos corresponde a los de alta evolución (Oxisoles 31%
y Ultisoles 20%, IGAC , 2003) y su relación con los de
baja evolución (Entisoles e Inceptisoles) es de 1.5.

En el Andén Pacífico las condiciones extremas del
clima sólo han llevado al 15% de los suelos hasta las
clases de Ultisoles (7%) y Oxisoles (15%). Los suelos de
menor evolución, representados por Entisoles e Inceptiso-
les, están presentes en el 73% de la región (IGAC,  2003).
En consecuencia la relación entre los primeros y los se-
gundos es de 0.2.

La evolución general de los suelos de la región se con-
sidera moderada y mucho menor que en la altillanura de
los Llanos Orientales y en las altiplanicies y superficies
de aplanamiento de la Región Amazónica.

En la Región del Caribe colombiano y con referencia a
paisajes no montañosos, los sedimentos aluviales y las for-
maciones sedimentarias del Terciario, han generado Vertisoles
(5%), Mollisoles (5%), Aridisoles (4%) y Alfisoles (3%), bajo
la acción severa de la estacionalidad climática y sus relacio-
nes biológicas. Resaltan procesos de haploidización,
melanización, calcificación, salinización y sodización, co-
rrespondientes a grados medios de evolución.

Dado que los Oxisoles y Ultisoles sólo representan el
2% de la región y que los Entisoles e Inceptisoles abarcan
el 62%, su relación es de 0.03. Ello permite concluir que
los suelos de evolución moderada, ya anotados, caracteri-
zan su tipología.

En la Región Andina la tipología gira alrededor de los
Andisoles (16.4%) y de sus intergrados y extragrados; ellos
representan las zonas de influencia de cenizas volcánicas
bajo condiciones climáticas de tendencia húmeda y tem-
peraturas medias a frías. La mayoría de los demás suelos
(Mollisoles, 2% y Vertisoles, 0.1%), con excepción de al-
gunos Alfisoles (0.8%), se asocian a ciclos cortos de evo-
lución generalmente holocénicos y a procesos de ablación.
Los procesos dominantes son la andolización, melaniza-
ción, pérdidas por erosión y, en algunas zonas subhú-
medas, lexiviación. Los suelos de la región manifiestan
evolución moderada a baja, dado que los que se han to-
mado como indicadores de evolución alta (Oxisoles y
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Ultisoles) sólo están presentes en el 0.34% de la región,
los Entisoles e Inceptisoles se manifiestan en el 67%
(Dystrudepts 55%), los Mollisoles y Alfisoles integran el
3% y solamente los Andisoles (Hapludands, 11%,
Melanudands, 5% y, el conjunto de los Melanocryands,
Placudands, Fulvudands y Haplustands, 0.5%), tipifican
la mayor extensión de suelos con procesos específicos de
evolución.

Los valles interandinos, en especial en su parte media,
no obstante presentar características ambientales muy di-
ferentes a la Región Andina (geoformas, clima, materiales
parentales), tienen cierta similitud en su composición
pedológica con los de la Región del Caribe; destacan la
presencia de Alfisoles (1%), Mollisoles (3%), Vertisoles
(0.1%) y algunos Andisoles (1%). Los Entisoles e
Inceptisoles constituyen el 74% y los Oxisoles y Ultisoles
son muy escasos (0.01%).
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Resumen

Flórez C. & A. Etter: Caracterización ecológica de las Islas Múcura y Tintipán, Archipiélago de
San Bernardo, Colombia. Rev. Acad. Colomb. Cienc. 27(104): 343-356. 2003. ISSN 0370-3908.

Se presenta una caracterización ecológica del paisaje terrestre de las islas Múcura y Tintipán del
Archipiélago de San Bernardo (Depto. de Bolívar). Mediante fotointerpretación, caracterización de
campo e implementación de SIG, se elaboró un mapa en el que se diferencian 11 Unidades de Paisaje
(UP). La Isla Tintipán presenta la mayor diversidad de UP (11) entre las que dominan las unidades
de manglar (253 ha, 64 %); las unidades restantes corresponden a cimas de terrazas coralinas con
vegetación secundaria de Bosque Seco Tropical (BST) y cultivos de coco que muestran diferentes
niveles de transformación antrópica. La Isla Múcura, presenta 6 UP dominadas por vegetación
secundaria de BST y cultivos de coco sobre suelos de origen calcáreo (31 ha, 82 %). Ambas islas
han sido impactadas por la extracción de madera desde hace muchas décadas. Actualmente las
actividades humanas incluyen la extracción de leña, agricultura extensiva, asentamientos permanen-
tes e incremento en la presión turística.

Palabras clave: Islas tropicales, Ecología del paisaje, SIG, Vegetación y transformación antrópica.

Abstract

An ecological characterization of the terrestrial landscape of the Múcura and Tintipán Islands of
the San Bernardo Archipelago appears (Depto. de Bolívar). By means of photo-interpretation, field
characterization and the use of GIS, a map was elaborated with 11 different Landscape Units (LU).
The Tintipán Island presents the greater diversity of UP (11), dominated by mangrove units (253 ha,
64 %); the remaining units correspond to tops of coralline terraces with secondary vegetation of
Tropical Dry Forest (TDF) and cultures of Coconuts, that show different levels of human
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transformation. The Múcura Island, presents 6 UP dominated by secondary vegetation of TDF and
cultures of Coconuts on grounds of calcareous origin (31 ha, 82 %). Both islands have been hit by
the extraction of wood and firewood for many decades. Currently, the human activities include the
extraction of firewood, extensive agriculture, permanent settlement and an increase in the tourist
pressure.

Key words: Tropical islands, Landscape ecology, GIS, vegetation and human activities.

Introducción

Las áreas costeras y los sistemas de islas, debido a sus
características estratégicas para acceder a recursos natu-
rales y puentes de comunicación, son paisajes que en ge-
neral han estado sujetos a variadas formas de presión
humana (IRF, 1996). Esta presión y sus efectos pueden
variar sustancialmente dependiendo de las características
fisiográficas del área y el fácil acceso al uso de sus recur-
sos. En el Caribe colombiano esta situación se hace evi-
dente en las Islas del Rosario donde el deterioro ambiental
ha alcanzado niveles dramáticos (Sarmiento et. Al, 1989)
y en las Islas de San Bernardo donde se observan signos
de degradación progresiva (Ramírez, 1994).

El Archipiélago de San Bernardo se encuentra al no-
roeste del Golfo de Morrosquillo y está compuesto por 10
islas, de las cuales Múcura y Tintipán por su topografía
posibilitaron el desarrollo de vegetación de Bosque Seco
Tropical (BST) y manglares, diferenciándose de las de-
más islas en sus procesos de ocupación e impacto de las
actividades humanas.

Son escasos los trabajos realizados sobre ecología re-
gional en islas del Caribe. Para las islas subtropicales de
EE.UU existen caracterizaciones ecológicas (USGS, 1999)
y descripciones de la vegetación (NOAA ,1999); en islas
tropicales de las Bahamas se han realizado descripciones
ecológicas (Ford, 1995) y estudios de cambios en la ve-
getación (Byrne, 1972).

Para Colombia se destacan, el trabajo de ecología re-
gional de las Islas de Providencia y Santa Catalina (Már-
quez, 1987), las caracterizaciones ecológicas de la Isla de
San Andrés (Barriga et al., 1985, Etter & Rojas,  1988),
la flora ilustrada y listado taxonómico del Archipiélago
de San Andrés y Providencia (González et al., 1995, Lowy,
2000), el estudio ecológico del Golfo de Morrosquillo
(Patiño & Flórez, 1993) y el libro de áreas coralinas de
Colombia (Díaz J. M. et al., 2000).

Esta investigación realiza una caracterización del pai-
saje terrestre, un análisis florístico y estructural de la ve-

getación, y una descripción de las actividades humanas
de las islas Múcura y Tintipán, como base para diseñar y
poner en marcha, un programa de manejo integrado del
Archipiélago de San Bernardo.

Área de estudio

El Archipiélago de San Bernardo está localizado entre
los 9o 40” y 9o 50” de latitud norte y los 75o 43” y 75o 56”
de longitud oeste en el Departamento de Bolívar; lo con-
forman las islas Boquerón, Palma, Panda, Mangle, Ceycén,
Cabruna, Tintipán, Maravilla y Mucura, y un islote artifi-
cial (Santa Cruz del Islote), dispersas en un área de 213.3
km2 (Díaz J. M. et al., 2000) al norte del Golfo de
Morrosquillo (Figura 1). Desde 1996, la mayor parte del
Archipiélago de San Bernardo se anexó al Parque Nacio-
nal Natural Corales del Rosario (MMA, 1996).

Geomorfología

Las Islas de San Bernardo se elevan por encima de un
fondo sedimentario formado por un antiguo valle aluvial,
frente a las costas del departamento de Sucre (Díaz, 2000).
Según Vernette (1985), los archipiélagos del Rosario y
San Bernardo, son estructuras de altorelieve levantadas
por deformación de la plataforma, debido al efecto del
diapirismo (volcanes de lodo) durante la actividad
orogénica que se inicia hacia el mioceno (más de 5 millo-
nes de años) y que continúa hoy en día. Vernette (com.
per., 2000), afirma que cuando la plataforma se acercó a la
zona fótica se desarrollaron arrecifes coralinos en las ci-
mas de la plataforma, especialmente durante el período
de máximo nivel del mar (4000 a 5000 años). Posterior-
mente, ocurrió un ligero descenso del nivel medio del
mar hasta el nivel actual, lo que provocó la emersión de
las terrazas coralinas.

Componente edáfico

No existen caracterizaciones de los suelos para el Ar-
chipiélago de San Bernardo, pero dado el mismo origen
geomorfológico que el del Archipiélago del Rosario, se
pueden comparar sus características edáficas. Según
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Garavito (1977), los suelos de las partes altas de las Islas
del Rosario son de carácter calcáreo sobre los que se ha
desarrollado un suelo delgado (10-30 cm) de textura fran-
co arenosa gravillosa, alcalinos (pH 8.0), con disponibili-
dad alta de calcio, mediana de potasio y baja de magnesio.
Las partes bajas de las islas presentan suelos pobremente
drenados, originados por sedimentación autóctona en for-
ma de turba, derivada de la materia orgánica proveniente
de los manglares. El pH varía entre 5 y 8, con profundida-
des hasta de 1 m

Aspectos climáticos

El clima está determinado por el régimen estacional
de los vientos alisios del NE; es de tipo unimodal con un
período seco de 5 meses (diciembre a abril) y uno lluvio-
so de 7 meses (mayo a noviembre) y una temperatura me-
dia anual de 27°C (Figura 2).

Aspectos oceanográficos

En el área de estudio se presentan las corrientes super-
ficiales del Caribe y la contracorriente del Darién. La pri-
mera corre frente a la plataforma continental de Colombia
de Este a Oeste, más marcada durante la estación seca por
incidencia de los vientos alisios, causando la erosión del
litoral en las zonas de barlovento de las Islas de San Ber-
nardo (Castellanos & Chávez, 1982). Durante la estación
húmeda, los alisios cambian por vientos de poca fuerza
en diferentes direcciones, con predominio de vientos del
sudoeste y se presenta “la contracorriente del Darién”,
que entra por Panamá y bordea de Oeste a Este las costas
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Figura 2. Valores de precipitación de la estación de Tolú y de evapotranspiración potencial (ETP) de San Bernardo del Viento (IDEAM 1958-
1998). (Ppt. Anual = 1389 mm).

Figura 1. Localización del área de estudio. Islas Múcura y
Tintipán, Caribe colombiano.
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colombianas. La fluctuación de la marea, al igual que para
todo el Caribe, no supera los 30 cm (IDEAM,  1999).

Materiales y métodos

El trabajo se enmarca dentro del área de Ecología del
Paisaje (Zonneveld, 1995, Farina, 1998), que busca esta-
blecer la distribución, extensión y caracterización
biofísica y antrópica de los ecosistemas. Se abordó la ca-
racterización mediante la jerarquización de la geoforma y
la cobertura, enfatizando aspectos del relieve, hidrología,
suelos, vegetación y usos.

El trabajo se desarrolló de la siguiente manera:

a. Elaboración de un mapa preliminar de UP con base
en la ampliación a escala 1:5000 de una fotografía en
blanco y negro de escala 1:43360 (IGAC,  1987) y
una cartografía base a escala 1:50000 (IGAC,  1958).

b. Caracterización de campo en octubre y noviembre de
1998, mediante 107 perfiles de banda de 20x5 m.
(Matteuci & Colma, 1982), en los que se tomó infor-
mación sobre la vegetación (altura, DAP, biotipo y
cobertura) de acuerdo con Küchler & Zonneveld
(1988), fisiografía, material parental, drenaje y usos
antrópicos de cada UP. Se recolectó y determinó el
material vegetal. Las actividades antrópicas se anali-
zaron con base en encuestas no formales y observa-
ciones de campo.

c. Elaboración de un mapa de unidades de paisaje me-
diante Arcview (SIG) a escala 1:15000 y leyenda ex-
plicativa.

d. Análisis de riqueza y diversidad (Ludwing et. al.,
1988), (las UP C6, MH1 y P1, se excluyeron del aná-
lisis por tener un área poco representativa).

e.  Diferenciación de los tipos de vegetación mediante
el programa TWINSPAN (Hill 1979), con base en una
tabulación fitosociológica.

f. Análisis de dominancia (Índice de Valor de importan-
cia IVI) con base en la metodología propuesta por
Gentry (1982).

Resultados

El área de estudio presenta en su mayor parte un relie-
ve ondulado con una altura máxima de 2 msnm. Las islas
se componen de 4 unidades geomorfológicas (UG) que
corresponden a: Canales de marea (M), Pendientes de di-
sección (L), Cimas de la terraza coralina (C) y Playas

coralinas (P) (Figura 3). Estas (UG) agrupan 11 unidades
de paisaje (UP) similares desde el punto de vista de su
geogénesis con condiciones uniformes de relieve, mate-
rial parental y suelos, pero difieren en cuanto a cobertura
y usos antrópicos (Figura 4, Tabla 1).

Los canales de marea son la (UG) de mayor extensión
en las islas y corresponde al 70% del área de estudio con
suelos orgánicos, lodosos y diferentes niveles de drenaje.
Dentro de esta unidad se diferencian 2 UP (MB1, MB2)
con suelos lodosos, orgánicos y vegetación de manglar.
La UP MB1 presenta una cobertura de manglar dominada
por rodales densos de Rhizophora mangle con alturas de
15 m y 25 cm de DAP que predomina hacia los frentes de
marea en suelos mal drenados con influencia de las ma-
reas y representa el 34.5% del área de estudio. La UP MB2
presenta rodales densos de R. mangle, Laguncularia
racemosa y Conocarpus erecta que no sobrepasan los 5
m de altura y 15 cm de DAP. Ocupa áreas interiores de las
islas, especialmente los bordes de las ciénagas y es la UP
de mayor extensión (35% del área de estudio). Estas UP
presentan valores bajos de riqueza de especies debido a
que en las islas sólo se encuentran 4 especies de mangle
(Figura 3, Tabla 2).

Las pendientes de disección son la transición entre
los canales de marea y las cimas de la terraza coralina,
presenta la UP LR1 con suelos arenosos fangosos y vege-
tación achaparrada dominada por C. erecta con una altura
no mayor de 5 m y representa tan sólo el 0.5% del área de
estudio. Estas UP muestran valores bajos de riqueza de
especies por estar dominadas por 4 especies de manglares
(Tabla 2). Las cimas coralinas incluyen las UP C1 – C6
con suelos de carácter calcáreo, presenta una cobertura
vegetal de cultivos de coco y vegetación secundaria de
BST. La Isla Múcura presenta una cima continua que abarca
el 8.5% del área de estudio, mientras que la Isla Tintipán
presenta un conjunto de cimas pequeñas, con disposición
N-S que sumadas representan el 19 % del área. Estas UP
presentan diferencias en cobertura vegetal, siendo las
unidades C1, C2 y C3 las que presentan una mayor rique-
za de especies de BST, mientras que las UP C4 y C5 pre-
sentan dominancia de cultivos de coco con vegetación
rasante (Tabla 1).

La dinámica costera establece diferencias en la
geomorfología costera insular. En el área de estudio se
encontraron 5 tipos de litoral (Figura 4):

Playa arenosa coralina: se localiza en el costado NO
y SE de la Isla Tintipán y sobre el costado SE de la Isla
Múcura con una amplitud de 0-10 m, suelo arenoso y pen-
diente de 2o.
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Tabla 2. Índices de diversidad y riqueza de especies de las
Unidades de Paisaje.

UP Margalef Simpson Shannon

C1 5.10 15.45 23.62

C2 4.67 14.40 11.95

C3 4.94 15.62 19.52

C4 4.29 12.61 17.10

C5 2.81 6.73 9.42

MB1 1.22 2.39 1.91

LR1 0.88 1.70 1.33

MB2 0.54 1.98 1.62

Playa de conchas y cantos rodados coralinos: locali-
zada en la costa N de la Isla Tintipán con una amplitud de
0-2 m, 0-70 cm de altura y pendiente de 20o.
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C:Cima de la terraza coralina, L :Pendiente de disección, M : Canal de marea, P: Playa 
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20 

Figura 3. Perfil topográfico y de vegetación de la Isla Tintipán. AF (Accidente fisiográfico), C (Cima), P (Pendiente de disección),
M (Canal de marea), P (Playa).

Playa arenosa estrecha: Playa de escasa amplitud 0-1
m, con vegetación de manglar a veces en contacto directo
con praderas de fanerógamas marinas que predominan por
el costado S de la Isla Tintipán y en el costado E y SE de
la Isla Múcura.

Figura 4. Mapa de Unidades de Paisaje de las Islas Múcura y
Tintipán.
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Litoral de R. mangle: Manglar en contacto directo con
el mar hacia los extremos O y E de la Isla Tintipán. En la
Isla Múcura este litoral se localiza en el costado E.

Litoral rocoso coralino: localizado en el costado NO
de la Isla Múcura, donde se observa un acantilado de 0-2
m de altura erosionado por efecto de corrientes y mareas.

Se encontraron algunos accidentes fisiográficos (AF)
formados por acantilados hasta de 2 msnm con un perfil
vertical de tipo arenoso-coralino, erosionado por el efec-
to de corrientes y mareas, localizados al SO de las islas
Tintipán y Múcura.

Caracterización de la vegetación

Se identificaron en total 73 especies vegetales que se
agrupan en 63 géneros y 43 familias. Las familias más
diversificadas en cuanto al número de especies son
Fabaceae (6 spp.) y Rubiaceae (6 spp.), seguidas de
Euphorbiaceae (4 spp.).

La Isla Tintipán, con un área de 331.5 ha dominadas
en su mayoría por manglares (258.2 ha) presenta 43 espe-
cies vegetales. La Isla Múcura con un área total de 36.7
ha, presenta una terraza coralina continua (23.4 ha) domi-
nada por cultivos de coco con vegetación rasante (32 es-
pecies) y un parche de manglar de 13.3 ha con 4 especies
vegetales (Anexo).

La ordenación de los datos permitió diferenciar 9 ti-
pos de vegetación:

Comunidad de L. racemosa-Avicennia germinans y R.
mangle: bosque de porte medio con alturas entre los 8 y
10 m y 25 cm de DAP con dosel denso y un estrato irregu-
lar en densidad y altura, se encuentra en canales de marea.

Tipo Rhizophora: se caracteriza por la dominancia de
R. mangle en canales de marea. Presenta dos estratos: el
primero con rodales entre 2 y 6 m, y el segundo entre 8 y
14 m de altura y 30 cm de DAP.

Comunidad R. mangle y L. racemosa: presenta domi-
nancia de la especie R. mangle asociada con L. racemosa
en bajas densidades, se encuentra sobre canales de marea.
Presenta dos estratos: el primero entre 4 y 7 m de altura y
el segundo entre 10 y 15 m de altura con un DAP entre 25
y 30 cm. Se observaron individuos asociados de la fami-
lia Apocynaceae (indet.) sobre las raíces fúlcreas de R.
mangle.

Comunidad de manglares bajos R. mangle y C. erecta:
a partir del canal sobre suelos fangosos, la vegetación de la
pendiente ascendente se caracteriza por la asociación de C.

erecta y R. mangle, con algunos individuos dispersos de L.
racemosa y A. germinans. Es un bosque bajo denso con un
sólo estrato que varía en altura entre 3 y 6 m y de 10 a 20
cm de DAP. Se encontraron algunos individuos de
Coccoloba uvifera y Citharexylum caudatum asociados.

Comunidad de manglares bajos Laguncularia –
Conocarpus: en la pendiente media ascendente, el tipo
de vegetación corresponde a un bosque bajo de manglar
que no supera 4 m de altura y de 10 a 20 cm de DAP,
dominado por C. erecta asociado con L. racemosa.

Tipo Conocarpus: el final de la pendiente ascendente
sobre suelos arenosos con parches de roca coralina expues-
ta, presenta un bosque bajo denso con un estrato de 4 a 6 m
de altura y entre 10 y 20 cm de DAP dominado por C. erecta.

Se observaron algunas especies asociadas de C. uvifera,
Randia cf. armata y Cordia sebestena.

Tipo de vegetación arbórea con arbustales: se encuen-
tra en las cimas coralinas en suelos de carácter calcáreo y se
caracteriza por presentar un bosque cerrado con dos estratos
arbóreos con alturas entre 10 a 15 m y DAP entre 10 y 20 cm
y otro estrato entre 5 y 10 m y un estrato arbustivo de 5 m de
altura. Las especies características asociadas en este tipo de
vegetación son: C. uvifera, Morinda roioc, Gliricidia sepium,
Ficus pallida, Bursera simaruba, Rustia occidentalis, Achras
zapota, Pseudobombax septenatum, Terminalia catappa y
C. caudatum. No se observaron especies dominantes.

Comunidad de cultivo de coco con vegetación arbus-
tiva y herbácea: se caracteriza por la dominancia del
cultivo de coco (Cocos nucifera) asociado a vegetación
arbustiva y herbácea. Presenta un estrato arbóreo (pal-
mas de coco) y un arbustivo de 4 m de altura. Las espe-
cies características asociadas son: Crossopetalum
rhacoma, Chrysobalanus icaco, Eugenia sp., Passiflora
foetida, M. roioc, Fimbristylis cymosa, C. caudatum, T.
catappa y Scleria cf. pterota.

Comunidad de cultivo de coco con vegetación rasante: se
caracteriza por una alta densidad de palmas de coco con espe-
cies de vegetación rasante como Adropogon bicornis,
Corchorus sp., Smilax sp., F. cymosa, Aristolochia odoratissi-
ma y S. cf. pterota y algunos árboles dispersos de Crescentia
cujete, Spondias mombin, B. simaruba, G. sepium y F. pallida.

Especies dominantes y variación del IVI

En la Isla Mucura, C. nucifera es dominante seguida
de G. sepium y manglares en menor proporción. En la Isla
Tintipán, la especie dominante es R. mangle seguida de
C. nucifera y C. uvifera (Tabla 3).
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Anexo

FLORA TERRESTRE DE LAS ISLAS MÚCURA Y TINTIPÁN,
ARCHIPIÉLAGO DE SAN BERNARDO, COLOMBIA.

LISTA TAXONÓMICA

Taxón Isla Referencia

BURSERACEAE
Bursera simaruba (L.) Sarg. Múcura Flórez C., 1998

Tintipán Flórez C., 1998
Tetragastris murcunata (Rusby) Múcura Flórez C., 1998
Swart

CAPPARIDIACEAE
Indet. Tintipán Flórez C., 1998 

CELASTRACEAE
Crossopetalum rhacoma (L.) Tintipán Flórez C., 1998 
Carntz

CHRYSOBALANACEAE
Chrysobalanus icaco L. Tintipán Flórez C., 1998 

COMBRETACEAE
Conocarpus erecta L. Múcura Flórez C., 1998

Tintipán Flórez C., 1998
Laguncularia racemosa L. Múcura Flórez C., 1998

Tintipán Flórez C., 1998
Terminalia catappa L. Múcura Flórez C., 1998

Tintipán Flórez C., 1998

CYPERACEAE
Fimbristylis cymosa Br. Tintipán Flórez C., 1998 

Múcura Flórez C., 1998 
Scleria cf. pterota Presl. Tintipán Flórez C., 1998 

EUPHORBIACEAE 
Cnidiosculus tubulosos (M. Arg.) Múcura Flórez C., 1998 
Euphorbia glomerifera (Millsp) Tintipán Flórez C., 1998
Euphorbia mesembryanthemifolia Tintipán Flórez C., 1998 
Hippomane mancinella L. Tintipán Flórez C., 1998 
Phyllanthus acidus (L.) Skeels Múcura Flórez C., 1998
Pedilanthus tithymaloides L. Poit. Múcura Flórez C., 1998 

FABACEAE
Crotalaria retusa L. Múcura Flórez C., 1998 
Gliricidia sepium Jacq. Múcura Flórez C., 1998 
Indigofera cf. suffruticosa Mill. Tinti pán Flórez C., 1998 
Macrolobium sp. Tintipán Flórez C., 1998
Melioccoca bijuga L. Múcura Flórez C., 1998 
Serna alata (L..) Roxb. Múcura Flórez C., 1998

Taxón Isla Referencia

PTERIDOPHITA
POLYPODIACEAE
Acrostichum aureum L. Tintipán Flórez C., 1998  

SCHIZAEACEAE
Lygodium venustum Sw. Tintipán Flórez C., 1998 

ANGIOSPERMAS
AIZOACEAE
Sesuvium portulacastrum L. Tintipán Flórez C., 1998 

ANACARDIACEAE
Spondias mombin L. Tintipán Flórez C., 1998 

APOCYNACEAE
Mandevilla sp. Tintipán Flórez C., 1998 

ARECACEAE 
Cocos nucifera L. Tintipán Flórez C., 1998

Múcura Flórez C., 1998
Bactris major Jacq. Múcura Flórez C., 1998

ARISTOLOCHIACEAE
Aristolochia odoratissima L. Múcura Flórez C., 1998

ASTERACEAE
Eleutheranthera ruderalis (Sw.) Múcura Flórez C., 1998
Sch.bip

AVICENNIACEAE
Avicennia germinans L. Tintipán Flórez C., 1998

BIGNONIACEAE
Crescentia cujete L. Múcura Flórez C., 1998
Macfadyena cf. uncata (Andr.) Múcura Flórez C., 1998 
Spr. & Sandw

BOMBACACEAE
Pseudobombax septenatum Jacq. Múcura Flórez C., 1998 

BORAGINACEAE
Cordia sebestena L. Múcura Flórez C., 1998 

Tintipán Flórez C., 1998 
Cordia sp. Tintipán Flórez C., 1998
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Continuación Anexo

Taxón Isla Referencia

FLACOURTIACEAE
Xylosma sp. Tintipán Flórez C., 1998

LAURACEAE
Indet. Tintipán Flórez C., 1998

MALVACEAE
Sida aff. acuta Burm f. Tintipán Flórez C., 1998 

MIMOSACEAE
Pithecellobium dulce (Roxb.) Múcura Flórez C., 1998 
Benth. Tintipán Flórez C., 1998

MORACEAE
Ficus pallida Vahl. Tintipán Flórez C., 1998
Ficus cf. trigonata L. Tintipán Flórez C., 1998 

Múcura Flórez C., 1998
Ficus sp. Múcura Flórez C., 1998

MYRTACEAE
Eugenia sp.

ORCHIDACEAE
Brassavola nodosa (L.) Lindl. Tintipán Flórez C., 1998

PASSIFLORACEAE
Passiflora foetida L. Múcura Flórez C., 1998
Passiflora suberosa L. Tintipán Flórez C., 1998

POACEAE
Andropogon bicornis L. Tintipán Flórez C., 1998 
Paspalum garderianum Nees Tintipán Flórez C., 1998

POLYGONACEAE
Coccoloba uvifera (L.)Jacq. Tintipán Flórez C., 1998

Múcura Flórez C., 1998
Coccoloba sp. Tintipán Flórez C., 1998

Múcura Flórez C., 1998

RHAMNACEAE 
Sageretia sp. Tintipán Flórez C., 1998

RHIZOPHORACEAE
Rhizophora mangle L. Múcura Flórez C., 1998

Tintipán Flórez C., 1998

Taxón Isla Referencia

RUBIACEAE
Chioccoca alba (L.) Hitch Múcura Flórez C., 1998

Tintipán Flórez C., 1998 
Morinda roioc L. Tintipán Flórez C., 1998 

Múcura Flórez C., 1998
Randia cf. armata (Sw.) DC. Tintipán Flórez C., 1998 
Rustia occidentalis (Benth.) Tintipán Flórez C., 1998
Tocoyena cousarea Tintipán Flórez C., 1998
Tocoyena posoqueria Tintipán Flórez C., 1998

RUTACEAE
Citrus limon (L.) Burm f. Tintipán Flórez C., 1998

SAPINDACEAE
Indet. Múcura Flórez C., 1998 

SAPOTACEAE
Achras zapota Tintipán Flórez C., 1998 

SCROPHULARIACEAE
Scoparia dulcis L. Tintipán Flórez C., 1998 
Capraria biflora L. Múcura Flórez C., 1998

Tintipán Flórez C., 1998

SMILACACEAE
Smilax cf. spinosa Mill. Múcura Flórez C., 1998

SOLANACEAE
Cestrum cf. costanense 

STERCULIACEAE
Guazuma ulmifolia Lam. Múcura Flórez C., 1998 
Melochia cf.. pyramidata L. Tintipán Flórez C., 1998

TILIACEAE
Corchorus siliquosus L. Múcura Flórez C., 1998

VERBENACEAE
Citharexylum caudatum L. Tintipán Flórez C., 1998 
Lantana camara L. Múcura Flórez C., 1998 

VITACEAE
Cissus sicyoides L. Múcura Flórez C., 1998 

Múcura Flórez C., 1998 
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Tabla 4. Incremento poblacional en las Islas Múcura y Tintipán.

Año Isla Población Densidad Temporada Densidad Total Densidad
permanente Hab/ha vacacional Hab./ha Hab/ha

1980 Múcura 10 0.26 s.d. s.d. 10 0.26
Tintipán 8 0.02 s.d. s.d. 8 0.02

1999 Múcura 150 3.94 270 7.1 420 11.05
Tintipán 90 0.27 200 0.61 290 0.89

s.d.: Sin dato

Actividades humanas

Uno de los factores más importantes en el incremento
de los procesos de cambio en las islas estudiadas, es el
rápido crecimiento demográfico y la concentración de la
población.

La Isla Múcura presenta 30 viviendas de las cuales 25
están agrupadas en un caserío con una población perma-
nente de 200 personas dedicadas principalmente a la pes-
ca y que viven en condiciones de pobreza. La Isla Tintipán
presenta 21 casas vacacionales dispersas por el litoral de
la isla.

Entre las dos islas se encuentra Santa Cruz del Islote;
un islote artificial en el que habitan 800 personas (MMA,
1998) dedicadas principalmente a la pesca, cultivo de coco
y venta de lotes en la Isla Tintipán, donde existen 40
lotes en diferentes procesos de establecimiento, con un
área total de 12 ha (Figura 4). Los lotes son establecidos
por nativos que tienen su posesión mediante la tumba,
roza y quema, seguido de relleno de cantos rodados, cara-
coles (Strombus gigas L.), corales, empalizada y arena.
Esta actividad afecta principalmente los frentes de litoral
y los rodales de R. mangle.

En la Isla Tintipán los isleños encuentran un benefi-
cio económico mediante la explotación del bosque de
mangle, con extracción y venta de “horcones” de 8 a 10
m, “varazón” de 4 m y “estacados” de 2 m. La madera se
utiliza para la construcción de casas, muelles, espolones,
mesas, sillas y como energía para cocinar.

Según Flórez (com. per.), hacia 1980 existía una po-
blación de 18 personas en las islas Múcura y Tintipán. En
la actualidad habitan 240 personas permanentemente y
se encuentra una población flotante hasta de 470 perso-
nas (Tabla 4). El aumento poblacional de las islas tiene
relación directa con el aumento de la actividad turística
en el archipiélago. El desarrollo de “tours” diarios desde

Tabla 3. Comparación de los Índices de Valor de Importancia (IVI).

Localidad Familia Especie  Valor
de IVI

Isla Múcura Areca Cocos nucifera 1.53
Papil Gliricidia sepium 0.78
Combre Conocarpus erecta 0.73
Rhizo Rhizophora mangle 0.51
Burse Bursera simaruba 0.34

Isla Tintipán Rhizo R. mangle 1.65
Areca C. nucifera 0.50
Polyg Coccoloba uvifera 0.34
Burse B. simaruba 0.34
Combre C. erecta 0.34

Tierra Bomba Anac Astronium graveolans 0.45
Cappa Capparis baduca 0.20
Fabaceae Indet. 0.18
Fabac Machaerium sp. 0.15
Cappa Capparis odoratisima 0.14

Neguanje Eupho Hura crepitans 0.35
Morac Brosimum alicastrum 0.29
Fabac Machaerium sp. 0.19
Anaca Astronium graveolens 0.13
Sapot Crysophyllum sp. 0.10

el Golfo de Morrosquillo hacia las islas y la construcción
de casas vacacionales hacen de las islas un atractivo eco-
nómico que ocasiona migración poblacional al archipié-
lago en busca de mejores oportunidades laborales.

Los botes de turismo y las motos marinas realizan re-
corridos alrededor de la Isla Múcura y en el sistema lagu-
nar de la Isla Tintipán y generan fuertes disturbios tanto
en los fondos como en el litoral, mediante la alteración
del oleaje por altas velocidades de las lanchas. Esta acti-
vidad deja residuos de gasolina y aceite, ocasiona ero-
sión del litoral, remoción de sedimentos y alteración de
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la calidad del agua. En una playa de la Isla Múcura, en
época vacacional llegan aproximadamente 30 lanchas y
un promedio de 500 personas diarias en temporada alta y
50 en temporada baja. Esta actividad afecta los sistemas
de manglar adyacentes por tala, anclaje, atracadero de lan-
chas, contaminación por gasolina y aceite, depósito de
basuras y relleno de ciénagas cercanas.

Discusión

Las áreas insulares comprenden por lo general una se-
rie de biotopos y hábitats asociados, usualmente distri-
buidos en forma de mosaico que se distinguen entre sí por
la naturaleza física del sustrato y por poseer elementos
característicos de fauna y flora. Cada uno de estos hábitats
constituye una unidad discreta del paisaje del archipiéla-
go, cuya presencia y distribución es la respuesta de una
serie de procesos geomorfológicos, hidrográficos y bio-
lógicos que actúan en el corto, mediano y largo plazo.

El rasgo geomorfológico característico de las islas es-
tudiadas es la presencia de una terraza coralina con
fisiografía ondulada de 0 a 2 msnm. Esta característica se
ve reflejada en las diferentes UP y ha incidido en los pro-
cesos de ocupación y uso antrópico. La Isla Tintipán
presenta una extensa área de canales de marea con un
amplio ecosistema de manglar con respecto a las cimas de
la terraza coralina. La Isla Múcura presenta una terraza
coralina continua y una pequeña cobertura de manglares
de bajo porte en alto grado de deterioro.

La Isla Tintipán presenta una extensa red de manglares
donde se diferencian las UP MB1 y MB2. Según Páez et al.
(1998), los archipiélagos de San Bernardo y del Rosario
presentan bosques de manglar xerofíticos de apariencia
fisonómica simple. En estos bosques, aunque las alturas
predominantes son inferiores a 5 m, pueden verse indivi-
duos próximos a los 10 m con DAP inferiores a 15 cm. La
unidad MB1 se observa hacia los frentes de marea donde
recibe un constante intercambio de marea, asegurando su
buen desarrollo, ya que ésta constituye el mecanismo para
que las aguas saladas penetren los suelos y permitan que el
sustrato obtenga una buena aireación y disminuya o elimi-
ne la posibilidad de acumulación de sales o de gases como
el H

2
S (Páez et al., 1998). Sánchez et al. (1997), describe

los manglares de la Isla Tintipán como un ecosistema en
alto grado de intervención antrópica con una franja exter-
na dominada por R. mangle y hacia el interior bosques mix-
tos con presencia de L. racemosa, C. erecta y A. germinans.
La UP de manglares bajos (MB2 y LR1), ubicadas hacia el
interior de las islas, reciben un intercambio de agua
intersticial de marea reducido sobre suelos que posible-

mente presentan bajas concentraciones de nutrientes y al-
tas de sal que limitan su normal desarrollo. Díaz (1998) y
Cintrón & Schaeffer (1983), mencionan que los bosques
bajos de mangle no sobrepasan los 4 m de altura, se desa-
rrollan sobre sustratos poco favorables como plataformas
de rocas sedimentarias y coralinas y en regiones con condi-
ciones ambientales extremas.

En las cimas de la terraza coralina (UP C1 a C6), la
vegetación presenta los mayores niveles de intervención
antrópica. En estas unidades se taló la vegetación nativa
y se introdujo el cultivo de coco; por lo tanto, el paisaje
predominante en estas UP es un monocultivo de coco con
algunos árboles relictuales de BST (Ficus sp., P. septenatum
(bonga), T. catappa (almendro) y A. zapota (níspero) y
vegetación secundaria de BST citadas en numerosos tra-
bajos como Garavito (1977) en las Islas del Rosario, Ba-
rriga et al. (1985) y González et al. (1995) en la Isla de
San Andrés y en la región Caribe por Dugand (1941) y
Mendoza (1999).

Las diferencias geomorfológicas y de vegetación en-
tre las islas, sugieren que la Isla Múcura presentó un bos-
que más desarrollado que la Isla Tintipán ya que posee
una cima coralina continua, árboles relictuales de porte
alto y se encuentra protegida del efecto de los vientos
alisios por la Isla Tintipán.

En cuanto a la riqueza de especies en las UP, los mayo-
res valores se registraron en las UP: C1, C2 y C3, debido a
que son unidades en un estado sucesional intermedio que
no alcanzaron niveles altos de intervención antrópica y
presentan numerosas especies vegetales secundarias de
BST. En las UP C4 y C5, predomina el monocultivo de
coco y se reduce el número de especies, así como en las
UP MB1, LR1 y MB2, que corresponden a bosques de
manglar compuestos de 4 especies (Tabla 2).

La geomorfología del litoral de las islas depende de las
características biofísicas como altura, material parental y
dinámica de corrientes y mareas, que mediante transferen-
cia y deposición de sedimentos configuran diferencias en
la morfología costera (costados N y S de las islas). Los
costados O y E de las islas presentan las mejores condicio-
nes para el avance del manglar sobre el litoral, como aguas
tranquilas y sustrato lodoso para la implantación de semi-
llas de R. mangle. Lo anterior demuestra el carácter diná-
mico de las islas, las cuales presentan playas arenosas
móviles, litorales en procesos erosivos, acumulación de
cantos rodados o con avance de manglar, con períodos de
erosión costera alternados con períodos de reconstrucción
con aportes de sedimentos (Briggs P. & Smithson P., 1997).
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Los resultados del análisis fitosociológico presentan
9 tipos de vegetación que responden a las características
de geomorfología, fisiografía y uso antrópico. Para los
bosques de manglar de las islas estudiadas, se diferencia-
ron 6 tipos de vegetación de los cuales Rhizophora (R.
mangle) es el más abundante y se ubica preferiblemente
hacia el litoral de las islas. Hacia el interior de las islas se
encuentran bosques mixtos de manglar que presentan una
descripción de bosques mixtos con presencia de R. man-
gle, L. racemosa y C. erecta y en escasas ocasiones con A.
germinans. Estos resultados se encuentran en concordan-
cia con el estudio de Sánchez et al., (1997) de la Isla
Tintipán, en el que describe el mismo patrón de distribu-
ción del bosque; sin embargo, aclara que no se detectó
una zonación característica la cual pudiera indicar la ubi-
cación de las especies dentro del bosque.

En las cimas de la terraza coralina se diferenciaron 3
tipos de vegetación, en los que predomina el monoculti-
vo de coco asociado con vegetación secundaria de BST y
se diferencian por el nivel de intervención antrópica. De-
bido a esta característica, es muy difícil comparar estos
tipos de vegetación con las comunidades vegetales del
Caribe colombiano (Dugand, 1940, Bastidas & Corre-
dor, 1977, Rancel, 1987).

En cuanto a dominancia de especies, R. mangle es la
especie dominante en la Isla Tintipán, debido a que la
isla presenta un extenso bosque de manglar que favorece
la implantación de esta especie. Sánchez et al., (1997),
describe la especie R. mangle como la especie dominante
en el bosque de mangle de la Isla Tintipán con un IVI
total de 287.3 y comenta que fue la única especie que
tuvo representatividad en todos los estados sucesionales
del bosque. Las cimas de la terraza coralina se encuentran
dominadas por el monocultivo de coco asociado princi-
palmente con especies subxerofíticas como B. simaruba
y C. uvifera. Mendoza (1999), presenta los valores de IVI
para diferentes bosques del Caribe colombiano; sin em-
bargo, las especies dominantes encontradas en este traba-
jo son diferentes debido a diferencias en las condiciones
geomorfológicas y en los niveles de intervención antró-
pica. En la Isla Múcura la especie dominante es C. nuci-
fera, ya que la isla presenta una amplia cima coralina
dominada por el cultivo de coco asociado con vegeta-
ción secundaria de BST. El sector noreste de la isla pre-
senta un manglar en un alto estado de deterioro dominado
por C. erecta y R. mangle.

Debido a la gran cantidad de recursos naturales que
ofrecen las islas, estas han sido utilizadas por el hombre
para diversas actividades como pesca, cultivos, aprove-
chamiento forestal y turismo. Con el incremento de la

población, estas actividades han aumentado ocasionan-
do el deterioro de los ecosistemas del área. La población
permanente de las islas ha aumentado rápidamente tanto
por la inmigración de pescadores de las poblaciones con-
tinentales en búsqueda de mejores jornadas de pesca, como
por el aumento de la actividad turística con el respectivo
establecimiento de la construcción de casas vacacionales
(Tabla 4).

El Ministerio del Medio Ambiente y la Organización
Internacional de Maderas Tropicales (OIMT), estimaron
que para el Caribe colombiano existen aprox. 86.310 ha
de manglares distribuidas a lo largo del litoral continen-
tal e insular (Zambrano & Pubiano, 1997). En las islas
Múcura y Tintipán los bosques de manglar se han talado
y rellenado, se han construido caminos, drenajes, canales
dentro de los manglares y se han alterado e incluso seca-
do ciénagas con fines de relleno. Díaz & Zelwer (1985),
sugieren que la construcción de caminos entre el manglar
y el aumento de deposición de desechos sólidos afecta el
crecimiento y la producción de los manglares.

Ellison & Farnsworth (1996), comentan que una re-
ducción en la cobertura vegetal de los manglares resulta
en una disminución en la pesca y un aumento del esfuer-
zo pesquero. Los mismos autores plantean que las pes-
querías artesanales a pequeña escala y a nivel comercial,
generan un impacto sobre las redes alimentarias asocia-
das con los manglares, lo cual hace necesario el desarro-
llo de pesquerías controladas que conduzcan a un
equilibrio entre la oferta y la demanda, con aplicaciones
de técnicas de pesca que protejan el ecosistema.

En el Caribe colombiano, los aprovechamientos fo-
restales fueron suspendidos en 1978; no obstante, el apro-
vechamiento de la madera de mangle para construcción y
fuente de energía a nivel de subsistencia por los nativos
continúa (Álvarez, 1993). Igual situación ocurre en el
Archipiélago de San Bernardo, donde esta actividad
extractiva bloquea el normal desarrollo del manglar y su
avance sobre el mar. Aunque son conocidas las altas tasas
de regeneración de los manglares, es claro que R. mangle
no retoña (Wadsworth, 1959, Roth, 1992) y que el corte
de manglares en pequeña escala, resulta en una acumula-
ción de súlfidos en el suelo (Hamilton & Snedaker, 1984)
que limita la regeneración de semillas y afecta incluso
operaciones silviculturales (Alarcón & Conde, 1993).

La creciente actividad turística desarrollada sin con-
ciencia ambiental ni enmarcada dentro de programas de
ordenamiento turístico en un área de Parque Nacional,
ocasiona un aumento en la presión sobre los ecosistemas
como respuesta a la mayor demanda y resulta en la degra-
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dación de los mismos. Aunque se cuenta con pocas herra-
mientas científicas para determinar cambios y establecer
capacidades de carga turística en los ecosistemas, los efec-
tos de la degradación ambiental se pueden reducir con el
desarrollo de mapas temáticos como base para la
implementación de programas de manejo integrado de
zonas costeras (IRF,  1996).

Conclusiones

Las islas Múcura y Tintipán son islas bajas de ori-
gen coralino, con fisiografía ondulada y alta diversi-
dad ecosistémica representada en 11 UP y 9 tipos de
vegetación. La Isla Tintipán presenta un extenso bos-
que de manglar con rodales de R. mangle hacia el lito-
ral y hacia el interior, bosques mixtos de R. mangle
asociados con L. racemosa y C. erecta y en escasas oca-
siones con A. germinans. En las cimas de la terraza co-
ralina presenta diferentes niveles de intervención
antrópica con la tala e introducción del cultivo de coco.
Las UP con mayor riqueza de especies se encuentran
hacia el interior de la isla y presentan bajos niveles de
intervención antrópica, posiblemente por su difícil ac-
ceso. La Isla Múcura, es dominada por una terraza cora-
lina con un cultivo de coco asociado con vegetación
secundaria de bosque tropical y un bosque de manglar
en alto grado de deterioro.

Durante los últimos años, las actividades humanas han
producido un acelerado impacto sobre las islas sin que
exista ningún control del Estado; se hace necesaria la
implementación de un programa de manejo integrado de
zonas costeras que garantice el desarrollo sostenible y
conservación de los recursos naturales del Archipiélago
de San Bernardo.
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Resumen

Ariza H.:  Fabricación y caracterización óptica de materiales semiconductores para aplicaciones
en optoelectrónica. Rev. Acad. Colomb. Cienc. 27(104): 357-368. 2003. ISSN 0370-3908.

En este trabajo se describen las técnicas de caracterización óptica de fotoluminiscencia y
fotorreflectancia, así como la técnica de crecimiento por epitaxia en fase líquida, que han permitido
fabricar y realizar estudios de las propiedades físicas más relevantes de películas delgadas
semiconductoras ternarias y cuaternarias. Se analizan muestras epitaxiales tipo p y n de GaAs y
Al

x
Ga

1-x
As dopadas con Ge y Sn desde 10 a 300K, con diferentes variaciones de potencia del láser

modulador. Se presenta un estudio de las características morfológicas del cuaternario GaInAsSb y
se determinan los valores óptimos de parámetros de crecimiento que han permitido el crecimiento de
capas epitaxiales de alta calidad cristalina.

Palabras clave: Semiconductores, fotoluminiscencia, crecimiento epitaxial, fotorreflectancia.

Abstract

In this work we describe two optical characterization techniques, photoluminescence and
photoreflectance, and the growth technique liquid phase epitaxy. By means of these techniques we
fulfill the growth and the study of the main physical properties of semiconductor thin films
formed by ternary and quaternary alloys. Epitaxial films type p and type n of GaAs and Ga

1-

x
Al

x
As, Ge and Sn doped, had been analyzed at different temperatures, from 10 to 300 K, and

different modulator laser power. We also present a morphology study of the GaInAsSb quaternary
material, and the process to determine the optimal growth parameters for the epitaxial layers with
good crystalline quality.

Key words: Semiconductors, photoluminescence, epitaxial growth, photoreflectance.
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1. Introducción

Dentro del panorama general del campo de los materia-
les, el desarrollo de nuevos semiconductores continúa sien-
do un área de gran actividad y rápido crecimiento. Gracias
al perfeccionamiento de sofisticados sistemas de fabrica-
ción de dispositivos, es posible crecer mezclas de
semiconductores ternarios y cuaternarios. Con ellas, me-
diante un control en la composición estequiométrica, se
pueden obtener materiales con un valor de la energía de
banda prohibida de acuerdo con el dispositivo que se quie-
re desarrollar con base en películas semiconductoras o en
estructuras de multicapas semiconductoras (Cohen &
Chelikowsky, 1989; Peters et.al., 1988; Bouhafs et al.,
1997). Todo este desarrollo de nuevos semiconductores
conlleva una intensa labor de caracterización para la deter-
minación de sus propiedades estructurales, ópticas y eléc-
tricas, así como para la optimización de los parámetros de
crecimiento de dichos materiales semiconductores. La po-
sibilidad de calcular la estructura de bandas de mezclas de
semiconductores es prerrequisito importante para analizar
los fenómenos relacionados con su comportamiento y el
de los dispositivos fabricados. Las mezclas producen cam-
bios en el parámetro de red y en la distribución de carga
electrónica de los sólidos, y esto produce cambios signifi-
cativos en la estructura electrónica de bandas que se mani-
fiesta en las propiedades ópticas y eléctricas.

Partiendo de un mismo compuesto binario es posible
obtener un amplio espectro de propiedades al introducir
un elemento diferente, propiedades que dependen de fac-
tores tales como la forma en que este nuevo elemento
entre a formar parte del material, de la proporción
estequiométrica, de las nuevas interacciones generadas,
de las modificaciones que se producen en las estructuras
de los compuestos binarios, entre otros. Las aleaciones
ternarias pertenecientes a los grupos II-VI, y principal-
mente a partir del compuesto binario CdTe han sido un
campo de estudio de gran interés pero relativamente re-
ciente si se compara con el trabajo desarrollado alrededor
de los compuestos III-V, al cual pertenece el GaAs. Como
parte del estudio de los semiconductores del grupo II-VI
están los ternarios pertenecientes al subsistema Cd-A-Te,
siendo A (Mn, Zn) un elemento determinante en las pro-
piedades de las aleaciones. Es así como se pueden obte-
ner, por ejemplo, semiconductores magnéticos diluidos
en los que el elemento A es un ión magnético.

Otro compuesto de gran interés es el GaAs, el segundo
material más usado en la industria de los semiconductores.
Su brecha de energía directa y la alta movilidad de los
electrones lleva a muchas aplicaciones diferentes donde
están involucradas tanto la velocidad de los electrones

como la luz. Su bajo costo con respecto a la tecnología
del Si lo hace el semiconductor del futuro. La aleación
Al

x
Ga

1-x
As ha recibido considerable atención en los últi-

mos años debido a las grandes aplicaciones en dispositi-
vos tales como láseres de pozos cuánticos, transistores de
heterouniones y diodos túnel, entre otros (Schuppler et
al., 1995; Suesawa, M., 1998).

En vista de la enorme aplicabilidad del Arsenuro de
Galio, se ha llegado a conocer en profundidad su estruc-
tura electrónica, y los parámetros físicos, ópticos y eléc-
tricos están bien estudiados. Existe una amplia literatura
al respecto, incluyendo compendios y textos tanto para el
GaAs como para el Al

x
Ga

1-x
As. Pero la alta impurificación

produce en el GaAs dos problemas aún no entendidos: la
desactivación electrónica o disminución de los portado-
res libres con el aumento de la concentración y la disper-
sión en los procesos de generación-recombinación de
portadores. Igualmente, no se ha podido entender la for-
mación de defectos, y la literatura es abundante, porque
todavía no se tiene un modelo de cómo entran las impure-
zas en el material. Por lo tanto, es de gran interés hacer un
estudio amplio de la impurificación del GaAs y AlGaAs,
en particular en capas epitaxiales de buena calidad, en el
rango de leve hasta fuerte dopaje. Dos técnicas muy po-
derosas como son la fotoluminiscencia y la fotorreflectan-
cia nos permiten hacer este tipo de estudio (Godoy et al.,
1997; Schuppler et al., 1995).

Otras aleaciones semiconductoras formadas por más
de dos elementos de los grupos III y V de la tabla periódi-
ca, son ampliamente utilizadas en los dispositivos
optoelectrónicos, dado que los valores de los parámetros
determinantes en la operación de estos, tales como la bre-
cha de energía prohibida E

0
 y el parámetro de red a, se

pueden fijar de acuerdo con los requerimientos propios
de cada aplicación. Pero en muchos casos se debe poder
controlar por separado el valor de la brecha de energía
prohibida y del parámetro de red, situación que no es per-
mitida en los compuestos binarios y ternarios por la co-
rrelación directa existente entre estos dos parámetros. Por
el contrario, cuando se tiene una aleación formada por
cuatro elementos, conocida como material cuaternario, se
puede tener un control independiente de estos parámetros
variando su estequiometría (Shim et al., 2000).

Las películas semiconductoras de GaInAsSb pueden
ser fabricadas por diversas técnicas, tales como epitaxia
por haces moleculares (MBE), epitaxia en fase de vapor
por gases metalorgánicos (OMVPE) y epitaxia en fase lí-
quida (EFL) entre otras. Lo que hace interesante fabricar
este material por EFL, es que esta técnica es la más utili-
zada en la industria para fabricar dispositivos en masa,
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dado que ofrece la mejor relación entre calidad cristalina
de la película fabricada y precio de fabricación de la mis-
ma (Zheng et al., 1974; Wang et al., 1998).

2. Teoría

2.1. Técnicas de caracterización óptica

Explicar y predecir las propiedades de los sólidos a partir
de los átomos constituyentes, es uno de los principales ob-
jetivos de la física de la materia condensada. La utiliza-
ción de mediciones ópticas ha sido una de las formas
tradicionales para lograr un entendimiento de las propie-
dades de los átomos, y posteriormente se ha convertido en
una de las herramientas más poderosas para obtener las pro-
piedades ópticas y electrónicas de los semiconductores. A
diferencia de los espectros de los átomos (gases) cuyos es-
pectros son líneas angostas que llevan a una interpretación
directa en términos de transiciones electrónicas, los sóli-
dos presentan espectros más anchos que implican experi-
mentos y teorías más sofisticadas para su interpretación.

Entre los estudios ópticos están las mediciones de ab-
sorción y transmisión, que presentan dificultades debido
a la poca longitud de penetración de la radiación óptica
en los semiconductores, razón por la cual se requiere de
películas delgadas sobre sustratos transparentes; las me-
diciones de emisión de radiación entre las que está la téc-
nica de fotoluminiscencia, y las mediciones de
reflectividad que no exigen espesores determinados y son
relativamente fáciles de realizar, pues en principio se ne-
cesitaría solamente una fuente de luz, un monocromador
y un detector. Esta última es una técnica en que la res-
puesta no es sensible a las perturbaciones intrínsecas de
la superficie, pues éstas son del orden de decenas de
ángstroms mientras que la longitud de onda de la radia-
ción es del orden de 103 Å, por lo que la respuesta es del
bloque. Pero los espectros de reflectividad no son ricos
en estructura; su forma de línea es ancha y continua, con
las estructuras debidas a los puntos críticos traslapadas,
por lo que no se obtienen los valores absolutos de las
energías de los niveles en estudio sino que obtenemos las
diferencias relativas en energía. Para poder definir la po-
sición energética de los puntos críticos y su ubicación en
la zona de Brillouin, se han desarrollado las técnicas de
reflectividad modulada. Para la caracterización óptica
hemos utilizado, además de estas técnicas, la técnica de
fotoluminiscencia, las cuales se describen a continuación.

2.2. Fotoluminiscencia (FL)

La emisión de radiación es un proceso inverso a la
absorción, en donde los electrones que están ocupando

estados de energía mayor al que ocuparían en condicio-
nes de equilibrio, realizan una transición siendo la dife-
rencia de energía de los dos estados emitida como
radiación electromagnética. Es decir, para la emisión se
requiere que el sistema esté en condición de no equili-
brio, contrario al proceso de absorción. Una característica
importante de los espectros de emisión, particularmente
de fotoluminiscencia, es que se trata de espectros con ban-
das de emisión estrechas, a diferencia de los espectros de
absorción en los que está involucrada una alta densidad
de estados con energías mayores y menores que la energía
del nivel de Fermi. Para el caso de la emisión, sólo inter-
vienen bandas estrechas de estados ocupados que contie-
nen electrones en estados de mayor energía, y bandas de
estados desocupados de menor energía que contienen
huecos. Por lo tanto, la generación de fotones por unidad
de volumen está determinada por la densidad de los esta-
dos ocupados de mayor energía y los estados desocupa-
dos de menor energía, y por la probabilidad de que un
electrón por unidad de volumen, en un estado ocupado,
realice la transición a un hueco por unidad de volumen,
de menor energía. Para lograr el estado de no equilibrio se
hace necesario excitar el material en estudio; la fuente de
excitación en fotoluminiscencia es radiación láser
(Pankove et al., 1971).

Mediante la posición en energía de la banda de emi-
sión, se obtiene información sobre la diferencia de ener-
gía entre los estados ocupados y desocupados, energía
que corresponde a transiciones radiactivas debidas a
recombinaciones excitónicas, a recombinaciones entre
estados libres y ligados o entre estados libres, y a
recombinaciones entre estados dentro de la brecha prohi-
bida. Entre estas transiciones están las que se conocen
como transiciones fundamentales que ocurren cerca de
los bordes de banda. También podemos obtener informa-
ción cualitativa acerca de la calidad cristalina de la mues-
tra, teniendo en consideración factores como el ancho de
los picos a la altura media y la intensidad relativa de las
bandas asociadas a estados dentro de la brecha prohibida
(Perkowitz, 1993; Pavesi & Guzzi, 1994).

2.3. Fotorreflectancia (FR)

La fotorreflectancia es una técnica modulada que, así
como la fotoluminiscencia, es muy poderosa para deter-
minar la microestructura de los semiconductores. La
fotorreflectancia en particular, es la técnica más impor-
tante para obtener información precisa acerca de las ener-
gías de los puntos críticos y los campos eléctricos internos
de semiconductores de brecha directa. Estas cantidades
son claves para determinar otros parámetros del material
tales como la brecha de energía, niveles de dopamiento,
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densidad de estados superficiales y la dirección de la cur-
vatura de la banda, los cuales son importantes para el des-
empeño de cualquier dispositivo electrónico que se
fabrique con el material (Yu & Cardona, 1996).

La fuente de luz de bombeo modula el campo eléctrico
superficial de la muestra a través de la creación de pares
electrón hueco fotoexcitados. Esta espectroscopía de mo-
dulación da características espectrales precisas que reve-
lan la estructura electrónica del semiconductor dentro del
rango de energía de la luz de prueba. Características finas
que podrían no ser detectadas en la reflectividad absoluta
se resaltan en esta técnica, así como los valores de energías
y de parámetros de ensanchamiento de transiciones
interbandas. La FR es extremadamente útil porque es una
técnica sin contactos eléctricos y no requiere montajes ni
tratamientos especiales de la muestra. Ella puede ser reali-
zada a bajas o a altas temperaturas y ha sido usada in situ
como técnica de caracterización de crecimiento de mate-
riales. La FR es una técnica que también permite obtener
información sobre el campo eléctrico asociado a la superfi-
cie o a la interfaz de un semiconductor, y con ella determi-
nar la densidad de impurezas eléctricamente activas en el
semiconductor (Lastras-Martínez et al., 1999).

3. Montajes de las técnicas de caracterización y de
fabricación de materiales semiconductores

3.1 Montaje de fotoluminiscencia

La fuente de excitación utilizada es un haz de 488 nm
de longitud de onda (2.54 eV) proveniente de un láser de
Ar+. Con el fin de hacer incidir sobre la muestra un haz
monocromático y evitar la incidencia de longitudes de
onda provenientes del plasma del láser, se coloca un filtro
de interferencia correspondiente a esta longitud de onda.
La muestra se coloca en el dedo frío de un crióstato, con
circuito cerrado de helio líquido, y con un controlador de
temperatura que utiliza dos sensores de Si y un calefactor
de 50 W para variar la temperatura de la muestra desde 11
K hasta 300 K, con una precisión de 1K. A la entrada del
espectrómetro se utiliza un filtro que impide pasar radia-
ciones cuya longitud de onda esté por debajo de 540 nm
para evitar el apantallamiento de la respuesta de la mues-
tra con la línea del láser.

La emisión producida por la muestra excitada se
focaliza mediante un sistema óptico formado por un jue-
go de lentes, orientado hacia la entrada del espectrómetro.
En las mediciones aquí presentadas se uti l izó un
monocromador de 50 cm de distancia focal, con una reji-
lla de 1.200 ranuras/mm y un máximo de difracción en
500 nm. La resolución del sistema es de 0.2 Å para una

abertura de las rendijas de 6 mm. A la salida del
espectrómetro se tiene un fotomultiplicador polarizado a
alto voltaje, cuya respuesta se lleva a un amplificador de
cuadratura lock-in, previa amplificación y conversión de
la señal de corriente a voltaje. Para lograr realizar la lec-
tura de la señal mediante el lock-in, el haz de la luz láser
se corta mecánicamente con un chopper, a cuya frecuen-
cia se sintoniza el lock-in. Las respuestas obtenidas del
fotomultiplicador son del orden de los nanoamperios, ra-
zón por la cual se requiere además de un detector de alta
sensibilidad, un dispositivo de pre-amplificación. Todos
los espectros, para efectos de comparación, se toman uti-
lizando 900 V de polarización del fotomultiplicador, para
así garantizar que la amplitud relativa de la señal en los
diferentes espectros no está siendo modificada por el de-
tector. La frecuencia de corte de la luz de excitación es de
83 Hz, y también se mantiene en este mismo valor en to-
das las mediciones.

3.2 Montaje de fotorreflectancia

La fotorreflectancia es una técnica en la que el parámetro
de modulación es el campo eléctrico superficial de la mues-
tra. Para lograr la modulación de este campo eléctrico, se
hace incidir sobre la muestra un haz de radiación láser gene-
rando una modificación en las bandas. Se ha utilizado la
línea 488 nm de un láser de Ar+, el cual permite un control de
la potencia de salida. La potencia utilizada es del orden de
20 mW, y el haz tiene una región de máxima intensidad de 2
mm2 aproximadamente, lo que corresponde a una intensidad
de incidencia alrededor de 1 Watt/cm2. La respuesta no de-
pende sensiblemente de la intensidad de la luz incidente
siempre y cuando se trabaje dentro del régimen de campo
bajo. Antes de incidir sobre la muestra, el haz del láser se
hace pasar a través de un cortador mecánico de luz, con el fin
de que la luz incidente no sea continua, lo que permite la
modulación o variación periódica del campo eléctrico. Se
utilizó una frecuencia de incidencia de la luz de 211 Hz.

Sobre la muestra se hace incidir un haz monocromático
que se obtiene a partir de una lámpara cuya emisión se
hace pasar por un monocromador de una resolución de
0.094 nm para una abertura de las rendijas de entrada y
salida de 13 mm. Se varía la longitud de onda de la luz
incidente sobre la muestra y se registra la respuesta del
detector de estado sólido. Para evitar que las reflexiones
del láser interfieran en la medida, se coloca a la entrada
del detector un filtro que permite sólo la incidencia de
longitudes de onda mayores o iguales a 540 nm. La res-
puesta del detector debe llevarse a un amplificador de
cuadratura, sensible a la fase y a la frecuencia, con el fin
de separar de la señal de fondo la respuesta de la muestra
que presenta una frecuencia coincidente con la frecuen-



361ARIZA H.: FABRICACIÓN Y CARACTERIZACIÓN ÓPTICA DE MATERIALES SEMICONDUCTORES. . .

cia de modulación. Esto se logra sintonizando el amplifi-
cador lock-in a la frecuencia y fase del chopper. Se hace
incidir sobre la muestra la radiación del monocromador,
registrando la longitud de onda y las lecturas correspon-
dientes del amplificador lock-in DR y del milivoltímetro
R, obteniéndose así el espectro (l, DR/R).

3.3. Técnica de crecimiento de epitaxia en fase
líquida

La técnica de epitaxia en fase líquida se utiliza para la
fabricación de películas semiconductoras sobre sustratos
monocristalinos, a partir de soluciones líquidas sobresatu-
radas a altas temperaturas. El término epitaxial se define
como la deposición de una capa monocristalina sobre un
sustrato monocristalino, de tal modo que la estructura cris-
talina de la película sea una continuación de la estructura
del sustrato (Nelson, 1963).

Los procesos epitaxiales se pueden clasificar en dos
grandes grupos: homoepitaxial y heteroepitaxial. La
homoepitaxia se refiere al proceso epitaxial en el cual el
material de la película depositada es el mismo material
que el del sustrato sobre el cual se deposita. Por el contra-
rio, la heteroepitaxia se refiere al caso en el cual la capa
depositada es de un material distinto al del sustrato. Am-
bos procesos son comunes, pero el más utilizado en la
actualidad es el de heteroepitaxia, ya que normalmente lo
que se busca es fabricar un nuevo material sobre sustratos
comerciales, los cuales presentan condiciones cristalinas
óptimas, requisito indispensable para un buen crecimien-
to epitaxial. Esta técnica se basa en que la solubilidad de
un constituyente diluido en un solvente líquido, decrece
cuando disminuye la temperatura; es por esto que el en-
friamiento de una solución saturada conlleva a la apari-
ción de la fase sólida en ésta. La técnica de EFL aprovecha
ese fenómeno para colocar en contacto en ese momento la
solución con el sustrato, y generar así una deposición del
material en fase sólida sobre él. La fase sólida se adhiere
al sustrato de manera ordenada, conservando las caracte-
rísticas cristalinas del mismo.

Para la fabricación de películas semiconductoras por la
técnica de epitaxia en fase líquida, se hizo necesario
implementar un sistema con características que permitan
tener reproducibilidad de las condiciones del proceso, y
que brinde la posibilidad de controlar a voluntad los
parámetros de crecimiento. El sistema consta de un horno
para elevar la temperatura y de un reactor de cuarzo dentro
del cual está el bote de grafito donde fluye hidrógeno a
través de él durante el crecimiento. Para tener un flujo de
hidrógeno constante y controlado, se requiere un controla-
dor de flujo de gases. Para garantizar un alto grado de pure-

za en el hidrógeno, se necesita un purificador con celda
difusora hecha de paladio y plata. Por seguridad, es nece-
sario monitorear las concentraciones de oxígeno en el hi-
drógeno, y evitar así que se tengan niveles peligrosos de
O2 por lo que se requiere un analizador de partes por millón
de oxígeno en los gases utilizados. Para un correcto con-
trol de la temperatura, el horno cuenta con tres zonas de
calentamiento independientes, es decir, tres resistencias para
obtener un control exacto de la temperatura y un perfil de
esta constante a lo largo del horno. Se hace necesario tam-
bién un sistema de vacío para limpiar el sistema cuando se
requiera, como en el caso en el cual se abre el reactor al
medio ambiente. Se utiliza también un posicionador para
colocar en contacto el sustrato con la solución a una velo-
cidad constante y con una alta precisión.

4. Discusión y análisis de los resultados experimentales

4.1. Mediciones de fotoluminiscencia del CdTe
monocristalino

Como punto de partida experimental para la caracteri-
zación de las películas de Cd

1-x
Zn

x
Te mediante la técnica

de fotoluminiscencia, se hizo un estudio de monocristales
de CdTe no dopado. Considerando que se trata de uno de
los componentes binarios de las películas estudiadas, el
análisis del espectro del monocristal nos permite, por com-
paración, identificar algunas de las estructuras de los es-
pectros de las películas pertenecientes al sistema Cd-A-Te,
donde A es Zn o Mn. La identificación de defectos intrín-
secos y sustitucionales es de gran importancia debido a
las múltiples aplicaciones del CdTe en dispositivos
optoelectrónicos, cuya eficiencia depende fuertemente de
la calidad cristalina, siendo los defectos centros óptica-
mente activos. Así mismo, se requiere la identificación de
las diferentes impurezas puesto que las propiedades ópti-
cas y eléctricas son sensibles a ellas.

El monocristal de CdTe utilizado es una muestra co-
mercial, en el cual la presencia de impurezas se debe a los
materiales precursores y al proceso de crecimiento. Se to-
maron espectros a diferentes temperaturas y con diferen-
tes potencias de excitación en el rango electromagnético
comprendido entre 1.5 y 1.7 eV, con el fin de identificar
en las estructuras espectrales el tipo de transición asocia-
da, utilizando el sistema descrito en 3.1.

En la figura 1 se muestran las diferentes regiones
espectrales obtenidas a 12, 20 y 30 K. El pico señalado
por la letra A corresponde a transiciones en las que inter-
vienen excitones libres, excitones ligados a impurezas
donadoras y excitones ligados a impurezas aceptoras; es
decir, corresponde a la banda excitónica. Para bajas tem-
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peraturas se sabe que los picos ubicados en el rango de
energía de 1.591 – 1.595 eV se deben a transiciones de
excitones ligados a donadores. Los picos marcados por
las letras C, F y G son réplicas fonónicas de las transicio-
nes (A

1
°, X), (e, A) y (D, A) respectivamente y los picos B,

D y E corresponden a las transiciones (h, D), (e, A) y (D,
A). La forma de los picos B y D y su corrimiento con la
temperatura, sugieren que estos picos son transiciones de
portador libre a ligado. Debido a que el pico excitónico
presenta un ancho a la altura media (FWHM) de tan sólo 2
meV a 12 K, se puede asegurar que la muestra estudiada
tiene una alta calidad cristalina, presentando impurezas
no intencionales que se evidencian en los picos asocia-
dos con transiciones ligadas (Feng et al., 1988; Lee et al.,
1995; Soltani et al., 1995).

4.2. Mediciones de fotoluminiscencia en películas
delgadas de Cd1-xZnxTe

Para las muestras de Cd
1-x

Zn
x
Te

 
se realizaron medicio-

nes de fotoluminiscencia a diferentes potencias de exci-
tación y diferentes temperaturas de medición. En la figura

2 se presentan los espectros de fotoluminiscencia para
tres muestras con concentraciones de Zn de 0.13, 0.18 y
0.19 a 11K. Se observa que se trata de espectros muy an-
chos en los cuales no es posible hacer una clara identifi-
cación de los procesos de recombinación asociados con
la emisión. Es importante anotar que en estas muestras, de
acuerdo con los difractogramas de rayos X, se manifiesta
una fuerte componente amorfa. Podemos atribuirle a la
morfología de estas películas su emisión radiactiva, aun-
que no es posible relacionar esta emisión con energías de
transición claramente identificables, ni nos permite pro-
poner una dependencia de energías de transición con la
composición del material ternario (Tirado , 1999; Chen,
et al., 1997; Seraphin et al., 1996).

4.3. Mediciones de fotoluminiscencia en
monocristales de Cd1-xMn xTe

En la figura 3 se presenta los espectros de fotolumi-
niscencia de cristales de Cd

1-x
Mn

x
Te obtenidos a 13 K.

Por comparación con el espectro de CdTe monocristalino,
en el cual se han identificado claramente los picos de
emisión, es posible identificar la banda excitónica y la
banda de defectos conocida en el CdTe como la banda
1.4. En los espectros de FL del compuesto ternario, aun-
que se observan definidas las bandas, éstas presentan
menos estructura, significando que el pico de emisión
debido a la recombinación del excitón libre está solapa-
do a la emisión de excitón ligado a impurezas. El ensan-
chamiento de las bandas de emisión se atribuye al
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Figura 1. Espectros de fotoluminiscencia de una muestra
monocristalina de CdTe tomados a tres temperaturas diferentes y a

una potencia de excitación de 20 mW.
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desorden debido a la incorporación del Mn al ocupar los
sitios del Cd. Se observa también, que la posición de la
banda excitónica aumenta en energía al aumentar la con-
centración de Mn y se puede asociar a la expresión pro-
puesta por André  et al., en 1997, acerca de la variación de
la energía de la brecha con la concentración de Mn según
la expresión: Eg(x) = 1.606+1.592x.

Es decir, en el espectro de la muestra con concentración
nominal de 0.35 de fracción molar se observa un pico
excitónico muy pronunciado y definido, y su posición co-
rresponde a una emisión de 2.16 eV, valor muy cercano al
calculado según la ecuación anterior para esa concentra-
ción. Cualitativamente podemos decir que son muestras de
buena calidad cristalina, pues la emisión de la banda
excitónica tiene una muy alta intensidad relativa, siendo
esto un indicativo de una baja densidad de defectos.

Comparando estos resultados experimentales con los
espectros obtenidos para Cd

1-x
Zn

x
Te, vemos que la di-

ferencia en la forma de línea de los espectros corrobora
lo observado en los difractogramas de rayos (Soltani et
al.,1995), permitiendo afirmar de esta manera que la
componente amorfa es la que domina la estructura de
estas películas. Este hecho impide utilizar la técnica
de fotoluminiscencia para determinar la energía de la
banda prohibida, como sí es posible en los espectros de
Cd

1-x
Mn

x
Te por su buena calidad cristalina y alta defi-

nición de los picos de emisión. Como se observa en la
figura 3, a medida que aumenta la concentración de

Mn, el pico de emisión excitónica se hace más ancho,
siendo esto indicativo de la disminución de la calidad
cristalina por un aumento en las impurezas o defectos,
posiblemente debidos a la deformación del cristal por
la presencia del Mn.

4.4. Mediciones de fotorreflectancia en películas
delgadas de Cd1-xZnxTe

En la f igura 4 se presentan los espectros de
fotorreflectancia para muestras con concentraciones
molares de Zn entre 0 y 0.3. Se puede observar un corri-
miento de la oscilación principal hacia más altas energías
conforme aumenta la concentración de zinc. Para concen-
traciones pequeñas de x (x<0.12), observamos que la for-
ma de línea de los espectros está muy bien definida, y con
un valor del parámetro fenomenológico de ensanchamien-
to bajo, lo que no ocurre para los espectros cuando las
concentraciones de Zn son considerables (x>0.2). Pode-
mos decir, por comparación, que los procesos de disper-
sión aumentan con el aumento de la concentración de
zinc. Realizando los ajustes de los espectros mediante un
modelo (Sánchez-Almazan et al., 1996) para un punto
tridimensional, en el régimen de campo bajo, se determi-
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naron las energías de transición. Mediante el ajuste al es-
pectro del CdTe, se calculó el valor de la energía de la
brecha obteniendo un resultado similar con el logrado por
la técnica de fotoluminiscencia. En la figura 5 se presenta
el ajuste realizado en una de las muestras de Cd

1-x
Zn

x
Te,

mientras que en la tabla 1 se presentan los resultados de
todos los ajustes realizados a los espectros de la figura 4.

4.5. Mediciones de fotoluminiscencia de GaAs
dopadas con Ge ó Sn

En la figura 6 se presentan los espectros de fotolumi-
niscencia a diferentes temperaturas para el GaAs: Ge tipo
p con una concentración de impureza de 1x1016 cm-3. A
bajas temperaturas se puede notar un pico de más alta
energía ubicado en 1.51 eV y correspondiente a las tran-
siciones excitónicas y otro aproximadamente en 1.48 eV
correspondiente a una transición banda de conducción a
nivel aceptor (e, A). Estos dos picos están completamente

determinados en la literatura (Pavessi & Guzzi, 1994). El
ancho del pico excitónico es menor de 10 meV indicando
la calidad cristalina de la muestra. La ausencia de bandas
comparables con los picos anteriores en la región menor
de 1.44 eV corrobora la afirmación acerca de la calidad de
la muestra. A medida que aumenta la temperatura de la
red, ambos picos se desplazan hacia valores de menor
energía como consecuencia de la disminución de la bre-
cha fundamental.

La potencia del láser también influye sobre el tipo de
transiciones. En la figura 7 se presentan los espectros de
fotoluminiscencia para una muestra de GaAs: Sn tipo n a
distintas potencias del láser y para una temperatura de 11
K. Como la muestra es tipo n, la transición de un electrón
de un estado libre a uno ligado, que corresponde a la tran-
sición nivel donador a banda de valencia (D,h), se super-
pone con el pico excitónico y lo ensancha. Esto es debido
a la energía de ionización del donador Sn que es de ape-
nas 6 meV. Aparece también una banda aproximadamente
en 1.49 eV la cual corresponde a dos transiciones solapa-
das: una (e,A) y otra (D,A). La existencia de la transición
(e,A) es debida a que el Sn es anfotérico y por lo tanto
también contribuye con aceptores. La (D,A) se presenta
en la región de más baja energía de la banda. El incremen-
to en la intensidad del láser produce un crecimiento en
amplitud del pico de más alta energía pero sin cambiar
posición. Por su parte, la banda crece muy poco en ampli-
tud y sólo en la región de la transición (D,A) se presenta
un ligero incremento. Esto también está determinado cla-

Tabla 1. Valores de la energía de la brecha fundamental
obtenidos a partir de los ajustes de los espectros de

fotorreflectancia para Cd
1-x

Zn
x
Te

Muestra x E
0 
± 0.002 (eV)

5T408 0.002 1.516
10T240 0.06 1.550
20T160 0.12 1.576
30T230 0.20 1.617
40T180 0.25 1.662
40T234 0.30 1.663

 

1,44 1,46 1,48 1,50 1,52 1,54
0

20

40

60

GaAs:Ge 1x10
16

 cm
-3

 T = 11K
 T = 20K 
 T = 30K 
 T = 40K
 T = 60K
 T = 100K
 T = 120K

IN
T

E
N

S
ID

A
D

 (
u.

a.
)

ENERGíA DEL FOTÓN (eV)ENERGÍA DEL FOTÓN (eV) 

Figura 6. Espectro de fotoluminiscencia para al GaAs: Ge para una
concentración de impureza y distintas temperaturas de la red.

 

Cd0.7Zn0.3Te 

∆  
R

/R
 (

u.
a.

) 

+++ datos exper. 
____   ajuste 

ENERGÍA DEL FOT ÓN 
(eV)

1.62 1.64 1.66 1.68 1.70 1.72 1.74
-1

0

1

ENERGIA DEL FOTON (eV) ENERGÍA DEL FOTÓN (eV) 

Figura 5. Ajuste al espectro obtenido por fotorreflectancia a
temperatura ambiente para una película delgada de Cd

0.7
Zn

0.3
Te.

○ ○ ○



365ARIZA H.: FABRICACIÓN Y CARACTERIZACIÓN ÓPTICA DE MATERIALES SEMICONDUCTORES. . .

ramente porque la población excitónica depende del pro-
ducto np, mientras que las otras transiciones dependen de
n o de p (Wicks et al., 1981). Hasta aquí todas las caracte-
rísticas descritas para los espectros son plenamente cono-
cidas. Pero se encontró que los espectros no eran los
mismos cuando se tomaban en distintas regiones de las
muestras. En las figuras 8, 9, se presentan las variaciones
espaciales de los espectros, normalizadas al pico princi-
pal y tomados en 11 K, para las dos muestras menciona-
das anteriormente.

Esta variación en los espectros podría ser asignada a
una distribución inhomogénea de impurezas producto del
proceso de crecimiento y debido a la diferencia en la
longitud de difusión de las impurezas. El sistema de creci-
miento por EFL de las películas, garantiza la homogenei-
dad de la distribución de las impurezas, lo cual fue
corroborado por las publicaciones que se hicieron en la
época recién crecidas las muestras y en las cuales no repor-
taron diferencia zonal de los espectros de FL (Torres-Del-
gado et al., 1995; Torres-Delgado et al., 1997).

Al hacerse un mapa de las muestras corriendo el punto
del láser (0.5 mm2) en un rectángulo central y dejando
1mm en cada lado para evitar los efectos de borde, se
encontró que la inhomogeneidad no se debe a una distri-
bución proveniente de la difusión de la impureza. Reali-
zando un análisis de estos espectros normalizados
(Fonthal, 2001) se puede concluir entonces que, debido a
que la variación se presenta en las regiones de energías

afectadas por las impurezas, éstas se han agrupado en cier-
tas zonas provocando mayor concentración que en otros
sitios, especialmente para el Ge.

4.6. Películas de GaInAsSb fabricadas por epitaxia
en fase líquida

Se fabricaron películas a partir de tres soluciones lí-
quidas con distinta concentración, rotuladas como M, AM
y AS. La concentración de cada elemento en las distintas
soluciones de crecimiento se muestra en la tabla 2.
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Las películas fabricadas presentan una buena morfo-
logía superficial, tal y como se aprecia en la figura 10. La
buena morfología superficial de las películas es producto
de parámetros apropiados de crecimiento, tales como el
tratamiento químico de limpieza del sustrato, una correc-
ta temperatura de contacto sustrato-solución y de una ram-
pa de enfriamiento controlada con un valor determinado.
La buena calidad morfológica de la película es muy im-
portante, pues posibilita la fabricación de una nueva capa
epitaxial sobre la existente, con el f in de crear
heteroestructuras que puedan ser usadas en aplicaciones
optoelectrónicas.

Los difractogramas de rayos X hechos a las películas,
algunos de los cuales se muestran en la figura 11, revelan
que las películas presentan coincidencia de red al GaSb,
lo que era de esperarse pues el crecimiento de las pelícu-
las corresponde a un proceso epitaxial. Los difractogramas
muestran también que las películas tienen una buena ca-
lidad cristalina, lo que se deduce al medir el ancho del
pico a la altura media. (FWHM) y observar que es muy
estrecho, del orden de 2q = 0.07°, lo que garantiza una
buena calidad cristalina.

Tabla 2. Composición de las tres soluciones de crecimiento
utilizadas

Composición de la solución líquida (% molar)

Solución Ga In As Sb

M 18.53 57.83 0.143 23.49
AM 18.53 57.83 0.154 23.48
AS 18.53 57.83 0.164 23.47

Tabla 3. Estequiometría de algunas películas
determinada por EDS

Composición en el sólido (% molar)

Muestra Ga In As Sb Técnica

M51 39.89 8.05 9.35 42.72 EDS
M45 41.67 8.07 8.05 42.18 EDS
AM4 43.37 8.27 5.41 42.92 EDS
AS1 40.83 8.09 7.13 43.96 EDS
AS2 45.20 6.50 8.50 39.80 XPS
M46 45.00 7.00 7.30 41.00 XPS

La estequiometría de la película depende de los
parámetros de crecimiento utilizados, esencialmente la
concentración de la solución de crecimiento y la tempera-
tura de contacto sustrato-solución. La estequiometría de
algunas películas fue determinada mediante las técnicas
de EDS (Energy Dispersive Spectroscopy ) y XPS (X-ray
Photoelectron Spectroscopy) (Segura, 2003). Los resulta-
dos obtenidos muestran que las películas corresponden al
material cuaternario GaInAsSb, y los valores se ajustan a
los esperados para los parámetros de crecimiento utiliza-
dos de acuerdo con la literatura. La tabla 3 resume los valo-
res hallados para las distintas muestras analizadas.

Podemos concluir que con la realización de este tra-
bajo, se han logrado implementar unas técnicas de carac-
terización óptica de materiales semiconductores que
permiten determinar las propiedades físicas más impor-
tantes de este tipo de materiales, así como el montaje de
una técnica de crecimiento para la fabricación de capas
epitaxiales. En particular, se han llevado a cabo estudios

Figura 10. Microfotografías de la superficie de las muestras (a) M51 y (b)AS7 indicando una superficie homogénea.
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comparativos de películas ternarias del tipo Cd
1-x

A
x
Te que

han permitido determinar la calidad cristalina y encon-
trar una expresión teórica que describe en forma correcta
la variación de la energía de la brecha prohibida en fun-
ción de la temperatura (Tirado , 1999). Igualmente, del
trabajo realizado con el GaAs para diferentes dopajes con
Ge o Sn, se ha logrado obtener nueva información de es-
tas películas cuando son sometidas a largos tiempos de
almacenamiento (Fonthal, 2001). Y un aspecto muy im-
portante, el haber logrado poner a tono un sistema de cre-
cimiento de películas epitaxiales con una gran
potencialidad en las aplicaciones optoelectrónicas de tipo
comercial.
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FisICA

FASES Y TRANSICIONES DE FASE
EN MATERIA CONDENSADA

Vargas, R.A.: Fases y transiciones de fase en materia condensada. Rev. Acad. Colomb. Cienc.
27(104): 369-380, 2003. ISSN 0370-3908.

En este trabajo se presenta el enfoque de las transiciones de fase y fen6menos crfticos para exami-
nar la rica variedad de los procesos ffsicos que observamos en la materia condensada. Se muestra c6mo
el progreso logrado en las ultimas decadas en estos aspectos, ha permitido establecer una ruta para
comenzar a pensar sobre los t6picos basic os en la ffsica de materiales. Junto con el interes por
entender las transiciones de fase, enfatizo estos fen6menos en los electrolitos s61idos y las tecnicas
que he usado para estudiarlos. Presento resultados de mis medidas en conductividad cr y calor
especifico Cp de monocristales de NH4A~ls cerca de su transici6n de orden-desorden en 198.7 K. Cp

diverge como IT-Tel-o,s por ambos lados de Te, 10 que concuerda aproximadamente con las
predicciones del modelo Ising. Tambien encuentro que d(lncr)/dT es proporcional a Cp 10 que muestra
que el orden de corto alcance determina ambas cantidades.

I discuss in this paper the approach of phase transitions and critical phenomena to examine the
rich variety of physical behavior observed in condensed matter. I show how it is only because of the
last t\\(O decades' significant progress on these phenomena that it is known a route to start thinking
about some of the basic aspects in materials physics. With my interest in understanding phase
transitions, I emphasize here these phenomena in solid electrolytes physics and the tools I have used
to studying them. I am presenting conductivity a and specific heat Cp data of single-crystal NH4A~14
close to its order-disorder transition at 198.7 K. Cp diverges as IT-Tei"°I S on both sides of Te, which is
close to that predicted by the Ising model. I also found that d(lncr)/dT is proportional to Cp which
shows that the short-range order determines both quantities.
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1. Introduccion

EI estado de equilibrio de un cuerpo homogeneo se
determina especificando dos de sus variables
termodimimica, por ejemplo el volumen Y y la energia E.
No hay, sin embargo, razon alguna para suponer que para
toda pareja de valores dados (Y, E), el estado del cuerpo en
equilibrio termico sea homogeneo. Puede suceder que, para
determinados valores del volumen y la energia en
equilibrio termico, el cuerpo no sea homogeneo, sino que se
separe en dos partes igualmente homo gene as que esUm en
diferentes estados pero en contacto mutuo. Estados de la
materia tales que puedan existir simultaneamente en
equilibrio, pero separados en dos partes homogeneas y en
contacto, se describen como diferentes fases.

8i la presion (P) y la temperatura (T) de una sustancia
como el agua se grafican como coordenadas cartesianas, los
puntos en los cuales es po sible el equilibrio de dos fases,
como liquido y vapor se ubican en una curva (la curva de
equilibrio de fase 0 de presion de vapor del agua), y los
puntos que se ubican a cualquier lado de la curva
representaran estados homogeneos del agua, liquido 0

vapor. Analogamente, se obtiene para el agua la curva de
equilibrio del hielo (solido) y delliquido en el plano (P, T),
conocida como la curva de fusion (ver Figura I). Cuando el
estado de una sustancia varia a 10 largo de una linea que
intercepta la curva de equi.Jibrio, las fases se separan en el
punta de interseccion y la sustancia cambia entonces a otra
fase (transicion de fase). Desde el punto de vista
termodinamico una transicion de fase ocurre cuando hay
una singularidad en la energia libre (E) 0 en una de sus
derivadas. Lo que es con frecuencia visible en estos
fenomenos es un cambio repentino en las propiedades de la
sustancia. Los estados en los que estan simultaneamente
presentes tres fases (llamados puntos triples) en el diagrama
(P, T) estan representados por puntos aislados que son los
puntos de interseccion de las curvas de equilibrio de cada
par de fases. En la figura I, PT corresponde al punta triple
del agua (PIT = 1.0 At, TIT= 273.16 K) donde las fases
solidas (hielo), liquida (agua) y vapor coexisten. EI
equilibrio de mas de tres fases en la misma sustancia es
obviamente imposible.

La curva de equilibrio de fase (en el plano (P, T)),
puede terminar en cierto punto (ver figura 1 para la curva de
coexistencia agua/vapor), llamado el punto critico; la
correspondiente temperatura y presion son la temperatura
critica (Tc) Y presion critica (Pc), que para el caso del agua
es Pc= 217 atmosferas (At) y Tc= 647 grados Kelvin (K). En
este punto la distincion de las dos fases que existen para P <
Pc Y T< Tc, desaparece, 0 sea entre liquido y gas en el caso
del agua, y podemos decir que en un punto critico las dos .

fases llegan a ser identicas. A mas altas presiones P > Pc
hay una sola e indiferenciada fase fluida y no ~e pued~
evaporar por mucho que se aumente la temperatura por
encima de Tc.

Curva de
fusion

Curva de presion
de vapor

Figura I. Diagrama de fase de un sustancia pura; P es la presion y T la
temperatura. EI punta PT es el punta triple y el punto C es el punto crftico.
La curva de equilibrio Liquido-Gas termina en C mientras que la del
Solido-Liquido se extiende indefinidamente a altas presiones (segun los
Iimites actuales de presion). Todas las transiciones de fase son de primer
orden excepto en C. Mas alia de C es posible moverse continuamente
(trayectoria punteada) delliquido al gas sin que ocurra ninguna transicion.

Cuando hay un punto critico, se puede efectuar una
transicion continua entre dos estados de la sustancia sin que
llegue a separarse entre dos fases. Para lograr esto, el estado
debe variarse a 10 largo de una curva que pase alrededor del
punta critico y que en ninguna parte intercepte la curva de
equilibrio. En este sentido, cuando hay un punto critico, el
concepto de fases diferentes es intrinsecamente arbitrario, y
no es posible decir en algun caso que estados tienen una
fase y cuales tienen dos. Estrictamente hablando, se puede
decir que es un estado de dos fases solo cuando estas
existen simultaneamente y en contacto (esto es, en puntos
que se ubican en la curva de equilibrio). Es claro que el
punta critico puede existir solamente para fases cuya
diferencia es puramente cuantitativa, por ejemplo un Iiquido
y un gas que se diferencian solamente en el grade de
interaccion entre las moleculas.

Cerca de un punto critico de un fluido como el agua se
presentan fluctuaciones en la densidad a todas las posibles
escalas: las fluctuaciones toman la forma de gotas de
liquido totalmente intercaladas en burbujas de gas, y hay
tantas gotas como burbujas de todos los tamaf\os, desde
moleculas individuales hasta cubrir el volumen del
especimen. Precisamente, en el punto critico la escala de las



mas grandes fluctuaciones llega a ser infinita, pero las
fluctuaciones mas pequefias bajo ninguna forma
desaparecen. Este comportamiento critico no se observa
solamente en fluidos. Tambien 10 presenta un material
ferromagnetico como el hierro (Fe) a la temperatura donde
la magnetizaci6n espontanea se establece (l044 K), 0 una
mezcla de dos lfquidos a la temperatura donde llegan. a
mezclarse completamente, 0 una aleaci6n metlilica como
Cobre/Zinc (50% Cu - 50% Zn) a la temperatura donde las
dos clases de atomos metalicos adquieren una distribuci6n
ordenada (739 K). Otras transiciones de fases que presentan
caracteristicas similares son la transici6n de un metal al
estado superconductor (en ausencia de campo magnetico) y
la del liquido helio al estado superfluido, la conformaci6n
de polimeros y el enlace entre las particulas elementales
llamadas "quarks". Una singular hip6tesis que parece ser
confmnada por el metodo del grupo de renormalizaci6n
desarrollado por Kenneth G. Wilson [Wilson, 1979] en la
decada del 70 es que algunos de estos fen6menos, que
aparentemente parecen ser distintos, a un nivel mas
profundo, son identicos. Las tecnicas del grupo de
normalizaci6n han permitido calculos del comportamiento
de fases condensadas que flucman fuertemente. Por
ejemplo, el comportamiento critico de los fluidos,
ferromagnetos, mezcla de liquidos y aleaciones metalicas
pueden describirse todos por una sola teoria.

Los fen6menos observados cerca de un punto critico son
referidos en la literatura como fen6menos criticos. Una
variable mecanica, que representa que tanto difiere la
configuraci6n de los atomos en la fase menos simetrica de
la que es mas simetrica como la magnetizaci6n M en el caso
ferromagnetico se asocia con el parametro de orden porque
es diferente de cero solamente en la fase ordenada. Casos
interesantes son los parametros de orden asociados con el
punto critico superfluido (el punto A.) del helio liquido y el
de la superconductividad de muchos metales y aleaciones,
asi como de las ceramicas superconductoras en los que se
toman como tales la amplitud cuantica de los atomos de
helio y de los pares electr6nicos (conocidos como pares de
Cooper), respectivamente. En estos dos ultimos casos el
parametro de orden es un numero complejo. Mas ejemplos
los presento en la tabla I. Una caracteristica fundamental
del parametro de orden es que, por debajo de la temperatura
critica (Tc), es una funci6n decreciente de T y se anula en
Tc• Para T muy cerca de Tc, los estudios experimentales
muestran un comportamiento como la ley de potencia
(Tc- Tl donde P es llamado exponente critico, y
tipicamente tiene un valor en el rango 0.3 - 0.5 para fluidos
y ferromagnetos. En afl.os recientes el estudio de fen6menos
criticos se ha centrado cada vez mas en los valores de un
conjunto de indices llamados los exponentes del punto

critico, que describen el comportamiento de varias
cantidades termodinamicas de interes en un sistema material
cerca del punto critico. El exponente P definido arriba, para
describir la variaci6n del parametro de orden con la
temperatura cerca de la temperatura critica (Tc), es un
ejemplo tipico. Asi mismo, en la figura 2 se muestra el calor
especifico del Arg6n (Ar) medido a 10 largo de la is6cora
critica, P = Pc (6 V = Vc) [Yeomans, 1992].

T/Tc
Figura 2. Calor especffico a volumen constante del Ar medido sobre la
is6cora critica p=pc

Se observa aquf una fuerte sefial de criticalidad: el calor
especifico diverge en Tc. Esta singularidad en el calor
especifico es caracterizada por el exponente ex, 0 sea que
Cy - 1 T - Tc I- a. En sistemas magneticos tambien se
observan estos comportamientos singulares [Ortiz, Jurado
& Vargas 1996].

Punto Critico Panlmetro de Orden Ejemplo Tc
Liquido-Gas Densidad, P_L - PG H2O 647.05
Ferroimim Magnetizaci6n, M Fe 1044.0

Antiferroiman Magnetizaci6n de
FeF2 78.26subred

Aleaci6n
Binaria Concentraci6n

CuZn 739(Orden- at6mica en subred
Desorden)
Ferroelectrico Polarizaci6n LiTaO) 938
Mezcla de dos Concentraci6n de un CCI4- 301.78

. fluidos fluido C7FI4
Superfluido Amplitud del Liquido 1.8-2.1
(linea A) condensado ~I 4He
Super- Amplitud del par

Pb 7.19conductividad electr6nico \Vlsl



Resulta muy importante para la teoria de los fen6menos
criticos entender a un nivel mas fundamentalla forma de las
divergencias y el comportamiento singular de otras
cantidades termodinamicas, diferentes alas seilaladas
arriba, cerca de un punto critico. En este entendimiento han
jugado un papel muy importante los exponentes criticos, los
cuales se definen como sigue: sea

T-Tc T
&=---=--1

Tc Tc

una variable sin dimensi6n para medir la desviaci6n en
temperatura con respecto a la temperatura critica Tc.
Entonces, el exponente critico asociado con una funci6n
F(I::) es:

. InIF(&)1
Il=hm~--

&-->0 Inkl

EI signo ,., solo indica el comportamiento asint6tico de la
forma F(1::) cuando I:: tiende a cero.

Las definiciones de exponentes criticos usadas mas
frecuentemente en la Iiteratura para los sistemas de fluidos y
magneticos los presento en las tabla 2 y 3, respectivamente.
En esta relaci6n he supuesto que los exponentes criticos
asociados con una determinada variable termodinamica son
identicos si el limite T~ Tc se hace por encima 0 por debajo
de Tc. Trabajos iniciales basados en metodos numericos 0

por series sugieren que esto es asi, pero fue solo con el
advenimiento del grupo de re normalizaci6n que se
demostr6 de una forma muy convincente esta hip6tesis de
escala.

Calor especifico a campo cero CH - [I:: I-a
Magnetizaci6n a campo cero M - (-I::)p

Susceptibilidad Isotermica a campo cero XT - I I:: I-y
Isoterma critic a (I:: = 0) H - I M I Ii sgn(M)

Longitud de correlaci6n S -, I:: ,-v
Funci6n de correlaci6n par en Tc G(r)::::: Xd-2+1J

-
Cy - I I:: I-aCalor especifico a volumen con stante Vc

Diferencia de densidad liquido - gas PL - PG - (-d
Compresibilidad isotermica KT - I I:: I-y
Isoterma critica (I:: = 0) P - Pc - (PL - pd sgn (PL - PG)

Longitud de correlaci6n S -I I:: I-v
Longitud de correlaci6n par en Tc G(r)::::: Xd-2+1J

Uno podria, con suficiente raz6n, preguntarse porque
ponerle tanto enfasis a un parametro como el exponente
critico ya que contiene menos informaci6n que una forma
funcional completa de la cantidad termodinamica en
cuesti6n. La respuesta parece estar en el hecho experimental

de que suficientemente cerca punta critico el
comportamiento de los terminos que mas fuertemente
varian en su vecindad son los que predominan y merecen
por 10 tanto evaluarse. Por consiguiente, los datos
experimentales correspondientes alas parejas F versus I:: se
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grafican en la configuracion Log-Log, porque estos gnlficos
muestran comportamientos lineales suficientemente cerca
del punta critico. En consecuencia, el exponente critico de
la cantidad termodinamica correspondiente es facilmente
determinado por la pendiente de la recta que ajusta alas
parejas de datos. Ademas, los exponentes criticos han
ganado mucha importancia porque muestran de una forma
simple las caracteristicas de universalidad observadas en los
diferentes sistemas materiales como las que considero a
continuacion.

2. Universalidad

Los valores de los exponentes criticos han lIegado a ser
mucho mas relevantes que la misma temperatura critica (Te)

que se asocia con los fenomenos de criticalidad en un
sistema material en particular. Resulta que, mientras Te

depende sensiblemente de los detalles con que ocurren las
interacciones entre los constituyentes atomicos de un
sistema, los exponentes criticos son en alto grado
universales puesto que dependen solo de unos pocos
parametros fundamentales. Para modelos con interacciones
de corto alcance, estos panlmetros son la dimension del
espacio (d) donde ocurren las interacciones y la dimension
del parametro de orden (n). Todos los sistemas que tengan
los mismos valores para. d y n exhiben el mismo
comportamiento critico y tienen los mismos valores de sus
exponentes criticos. Una evidencia sorprendente para esta
caracteristica la suministra el grafico construido ya hace
algim tiempo por Guggenheim [Yeomans, 1962] mostrado
en la figura 3. Aqui se grafica en unidades reducidas TITe

versus pipe, para 8 diferentes fluidos, la curva de
coexistencia liquido-gas. Cerca del punta critico (yen
realidad, por una inesperada coincidencia, tambien lejos de
el) todos los datos caen sobre la misma curva que puede
describirse con el mismo exponente ~, que en el caso de la
linea continua sefialada en el grafico corresponde a ~= 1/3.

La dimension del espacio d es alguna veces dificil de
determinar, pero la dimension del parametro de orden n
requiere consideraciones mas cuidadosas. En sistemas
magneticos, donde el parametro de orden es la
magnetizacion, n es el numero de componentes necesarios
para definir el vector momenta magnetico. El vector de un
momenta de Ising puede orientarse solamente en un solo
eje, y por 10 tanto tiene un componente, n=1. Un vector de
momenta magnetico que puede apuntar en cualquier
direccion en un plano tiene 2 componentes, n=2, y si puede
apuntar en cualquier direccion del espacio tiene 3
componentes, n=3.
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Figura 3. Curva de coexistencia Iiquido-gas en el plano pT en terminos de
las variables reducidas pipe vs. TITe . La curva salida corresponde al
ajuste a una ecuacian cubica de los datos correspondientes a 8 diferentes
tluidos (Ne, A, Kr, Xe, N2, O2, CO, CH4). En consecuencia, corresponde a
un exponente critico para el panimetro de orden P = 1/3

EI modelo Ising ha ido desarrollado para sistemas
fisicos tridimensionales y parametros de orden cuya
simetria puede especificarse por un solo componente (d=3,
n=I). Los fluidos ordinarios tambien pertenecen a la misma
clase universal: el espacio donde los fluidos existen tienen
obviamente 3 dimensiones y el parametro de orden (Ia
diferencia en densidad entre la fase liquida y vapor) es una
cantidad que tiene solo una magnitud, 0 sea n=1. Una
evidencia experimental de universalidad resulta al comparar
el anterior valor de ~ = 1/3 suministrados por los fluidos
consideraos en la figura 3 con los obtenidos por las
transiciones de fase en sistemas magneticos con anisotropia
uniaxial (n=l) en el espacio de los momentos magneticos
(d=3). Un ejemplo tipico es la aleacion MnF2 [Heller &
Benedeck, 1962] cuyo ~ = 0.335 (5), donde el numero
entre parentesis indica la incertidumbre en la medida en la
cifra decimal final.

Algunos otros sistemas fisicos son miembros de esta
clase, d =3, n =1. Una mezcla de 2 liquidos como el aceite y
el agua exhiben comportamientos criticos cerca de la
temperatura donde los Iiquidos componentes llegan a
mezclarse completamente entre si, 10 cual ocurre a una
temperatura llamada el punta consoluto. A temperaturas por
debajo de este punto la mezcla se separa en dos fases, y el
panlmetro de orden se define como la diferencia en
concentracion entre la 2 fases, 10 cual es otra cantidad que
puede expresarse como un solo numero (n = I). Aleaciones
tales como el laton (50%Cu-50% Zn) tienen un transicion
entre una fase ordenada, donde los atomos de los 2 metales

. ocupan alternativamente sitios en una red regular y una fase



desordenada, don de la distribuci6n es menos uniforme. EI
parametro de orden en este sistema es nuevamente la
diferencia de concentraci6n, de tal forma que n= I. Asi, por
ejemplo, para la separaci6n de fases en la mezcla de los
fluidos CCI4 + C7F 14, el resultado experimental [Thompson
& Rice, 1964] es ~ = 0.33(2).y para el lat6n el resultado
reportado en la referencia [Als-Nielsen, 1976] es ~ = 0.305
(5).

Otras clases de universalidad tienen valores de d y n
cuya interpretaci6n es menos obvia. EI caso d = 4 es de
interes en la fisica de las particulas elementales, donde una
de las dimensiones espaciales corresponde al eje del

tiempo. Otro caso discutido en la literatura es el de una red
te6rica de momentos magneticos Hamado el modelo
esterico, don de un momenta individual puede tener
cualquier magnitud y solamente el total de todos los
momentos magneticos esta restringido con 10 cual n es
efectivamente infinito.

En la tabla 4 relaciono algunas clases ae universalidad
con los respectivos modelos que 10 describen, asi como una
explicita descripci6n de la simetria del parametro de orden
y los correspondientes ejemplos fisicos. En la tabla 5
relaciono algunos valores de los exponentes criticos
suministrados por los modelos correspondientes.

Tabla 4: Hip6tesis de 'universalidad. Establece que diversos sistemas fisicos se comportan identicamente cerca de sus puntos criticos. En la mayor parte de
los casos los unicos factores que determinan las propiedades fisicas son la dimensionalidad del espacio, d, y la dimensionalidad del panimetro de orden, n. La
mayor parte de los sistemas con los mismos valores de d y n son miembros de la misma clase de universalidad y comparten los mismos exponentes criticos.

Clase de Universalidad Modelo Te6rico Sistema Fisico

n=1 Modelo Ising en 2 dimensiones Peliculas absorbidas·Ej. H en Fe

d=2 n=2 Modelo XY en 2 dimensiones Peliculas de He-4

n=3 Modelo Heisenberg en 2
dimensiones

d>2 n = 00 Modelo esferico Ninguno

• Ferromagneto uniaxial fluido
cerca de un punto critico.

n=1 Modelo Ising en 3 dimensiones • Mezcla de 2 Iiquidos cerca del
punto soluci6n.

• Aleaci6n cerca de la transici6n
orden - desorden.

d=3 Ferromagneto planar Helio-4
n=2 Modelo XY en 3 dimensiones cerca de la transici6n

superfluida

n=3 Modelo Heisenberg en 3
Ferromagneto isotr6podimensiones

d=4 n = 32 Cromodinamica Cuantica
"quarks" empaquetados en

protones, neutrones, etc.



Clase de Universalidad a 13 y 8 v 1]

2 - d Ising (n = I) o (log) 1/8 7/4 15 I 1/4

3-d Ising(n= I) 0.10 0.33 1.24 4.8 0.63 0.04
--

3 - d XY (n = 2) 0.10 0.34 1.3 4.8 0.66 0.04

3 - d Heisenberg (n = 3) -0.12 0.36 1.39 4.8 0.71 0.04

Campo medio o (disc) 1/2 1.0 3 IIz 0

Los modelos cillsico de campo promedio, en los que la
interacci6n de un constituyente molecular del sistema con
el resto se promedia y se considera de igual intensidad, y en
los que se usan panimetros de orden escalares en un espacio
de tres dimensiones (d=3) predicen, por ejemplo, valores
para 13 = 1Iz. Sin embargo, modelos mas realistas, como el
modelo de Ising en d = 3, que considera solo interacciones
entre los constituyentes moleculares vecinos mas pr6ximos,
que aunque no ha sido resuelto exactamente, valores
numericos estimados de los exponentes criticos son muy
precisos y suministran una prueba contundente de
universalidad. Asi, por ejemplo, para las redes cristalinas
con celdas unitarias de cubica simple (sc), cubica centrada
en el cuerpo (bcc) y cubica centrad a en las caras (fcc) en las
que el parametro Kc = ksTJJ = 0.2216, 0.1574 y 0.1021,
respectivamente (aqui J es la magnitud de la energia de
interacci6n de intercambio entre una pareja de
constituyente moleculares vecinos mas pr6ximos y ks es la
constante de Boltzmann), el valor de 13 es el mismo, 0 sea
0.327, con algunos argumentos acerca del valor de la ultima
cifra decimal [Lin & Fisher, 1989]. (Este modelo 10
discutire con algun detalle mas adelante). Estos resultados
ilustran con suficiente claridad el poder que tiene el uso de
modelos simples para describir los fen6menos de
criticalidad observados en muchos sistemas materiales. Si
uno se asegura que esta trabajando en la dimensi6n espacial
correcta y que la simetria del parametro de orden esta
correctamente representado por un modelo, entonces puede
usarse ese modelo para obtener los exponentes criticos para
todos los sistemas dentro de su clase universal definida por
estas dos caracteristicas fundamentales. Al respecto, tengo
que resaltar, que es mucho mas practico estudiar el modelo
de Ising que el complicado Hamiltoniano que describe
todas las interacciones de un fluido 0 de un magneto.

Las ideas de universalidad en los fen6menos criticos
han arrojado mucha luz en la elaboraci6n de las teorias que
explican sus propiedades. Es usual que para modelar un
sistema fisico se tome la ruta de incluir todas la
complicadas interacciones entre sus constituyentes

at6micos y tratar de obtener una prediccion cuantitativa de
su comportamiento resolviendo numericamente la ecuaci6n
de Schodinger. Una ruta alterna, es escribir el modelo mas
simple posible que incluya tambien la fisica esencial del
problema y que prometa una soluci6n analitica 0 numerica
precisa. El prop6sito central de este ultimo enfoque es
estudiar el comportamiento universal 0 ganar un
entendimiento cualitativo de la fisica que gobiema toda una
clase dad a de materiales. En este ultimo enfoque la
formulaci6n de los modelos para estudiar los fen6menos
criticos se hace mediante la Mecanica Estadistica. A pesar
de la aparente simplicidad de los modelos, ellos muestran
una rica estructura matematica y son -en general dificiles, y
con frecuencia, imposibles de remover exactamente. Aun
mas, y quizas sorpresivamente a primera vista, suministran
validas y utiles representaciones de los resultados
experimentales.

Un ejemplo tipico de un modelo microsc6pico aplicable
a cualquier sistema de muchos constituyentes que
interactuan entre si pero con 2 estados accesibles por cada
uno de ellos, es el denominado modelo de Ising que
mencione arriba. En este modelo, en cada sitio de red i uno
asocia una variable mecanica que puede tomar dos val ores
diferentes, Sj = + I 6 -I. EI Hamiltoniano de interacci6n del
sistema es

H = -JISiSj - HISi
<ij>

donde <ij> denota una suma sobre los val ores de las
variables de dos sitios vecinos mas pr6ximos, J es la energia
de intercambio entre ellos que se asume con stante para
todas las parejas: valores positivos de J favorecen iguales
valores (+1,+1) 0 (-1,-1) par cada pareja, mientras que J
negativos favorecen val ore opuestos (+ I ,-1) 0 (-1,+ I). El
ultimo termino de la Ec. (4) corresponde a la interacci6n
con un campo externo H. Par el caso de un sistema
magnetico cuyo momenta magnetico localizado en cada sito
de red i es liz, su variable clasica de momenta magnetico Sj



toma los valores ±1 y el ultimo termino de la Ec. (4)
corresponde a la interaccion de cada momenta con el
campo magnetico extemo.

EI modelo Ising en dos dimensiones (d=2) en campo
cero (H=O) fue resuelto exactamente por Onsager en 1944,
prediciendo un transicion de fase con una temperatura Tc'

Extensiones posteriores a este trabajo pionero han
conducido a que actual mente se conozcan todos los
exponentes crlticos para d = 2 (ver tabla 5). EI modelo
Ising para d = 2 y H *- 0 y el modelo para d = 3, inclusive
para H = 0, permanecen actualmente sin resolver
exactamente, aunque sus propiedades son conocidas con
suficiente precision a traves de trabajos numericos (ver
tabla 5).

EI modelo Ising es ampliamente aplicable a otros
sistemas como en las transiciones de OI:den-desorden en
sistemas binarios y en el modelo de red de gas. EI caso
tipico de un sistema binario es el laton (50% Cu-50%Zn)
que contiene igual numero de .Homos de cobre y de zinc
que se ubican en los sitios de una red cubica centrada en el
cuerpo (bcc). A altas temperaturas cada sitio de red ocupo
al azar por un atomo de cobre 0 de zinc, exhibiendose una
estructura desordenada como de muestra en la primera
figura 4. Enfatizo qua el desorden es sustitucional (los
atomos ocupan sus sitios de red al azar) y no topologico (0
sea que la red cristalina permanece, contrario al caso de un
liquido). Cuando la temperatura se baja, se presenta en el
material una transicion de fase en Tc = 739 K la cual es
continua a un estado ordenado donde cada atomo prefiere
ocupar una de las dos subredes cubicas simples (sc) que
forman la red bcc (ver segunda figura 4). En este caso el
Hamiltoniano (Ec. 4) podemos asignarles las variables:

Si = 1 si el sitio (i) es ocupado por un atomo de Cu

Si = -I si el sitio (i) es ocupado por un atomo de Zn

Figura 4. Cambio posicional dellos Momos de Cu (e) y de Zn (0) a traves
de la transci6n de fase en el Laton aTe = 739 K.

Definiendo leu Cu, Jzn Zn Y Jcu Zn como la interaccion entre las
correspondientes parejas de Momos el Hamiltoniano llega a
ser

H =-JIS,Sj +C
<'j>

donde J= V. (lcu Cu + J Zn Zn - 2 leu Zn) Y C es un termino
independiente de S, llegandose por 10 tanto a un
Hamiltoniano de Ising de spin I!z y proximos vecinos con
una red bcc a campo cero. Los valores experimentales para
los exponentes criticos ~ = 0.305 + 0.005 y Y = 1.24 + 0.015
[Als-Nielsen, 1976] que debe compararse con los mejores
estimados que hasta el presente se han hecho del modelo
Ising en 3-dimensiones que arrojan ~ = 0.33 y Y :::::1.24. (ver
tabla 5). La discrepancia en ~ se piensa que resulta de la
expansion termica de la red que afecta la dependencia en la
temperatura del parametro de orden.

En los modelos de red de gas cada sitio (i) puede 0 bien
ser ocupado por un atomo 0 estar vacio. Una variable tj =

1.0 se usa para representar un sitio ocupado 0 desocupado,
respectivamente: el Hamiltoniano es

donde h es la interaccion entre proximos vecinos que
favorece el que estos sitios esten ocupados, l!2 es un
potencial quimico que controla el numero de atomos. Como
tj es una variable de dos estados debe ser posible
transformarla a una variable de espin, Sj = ± 1 usando

1- S
t =---', 2

Sustituyendo la ecuacion (7) en (6) se restituye el usual
Hamiltoniano de Ising para espin I!z con el campo
relacionado al potencial quimico.

Un sistema que es bien modelado por una red de gas y
que tambien ilustra la posibilidad de realizar ejemplos
experimentales del modelo de Ising en dos dimensiones es
del hidrogeno absorbido en la superficie del hierro en la
direccion cristalografica [110]. [Yeomans 1992.]

Es importante que resalte que los valores de los
exponentes criticos convergen hacia los valores previstos
por los modelos clasicos de campo medio a medida que la
dimension d del espacio aumenta. En estos ultimos modelos
(como el de van der Waals para fluidos, el de Weiss para
sistemas magneticos uniaxiales 0 el de Landau para
sistemas fisicos con d = 3 y n = I) la interaccion de una
particula con el resto se promedia y se considera de igual
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intensidad. En otras palabras, en estos modelos chisicos la
suposici6n fundamental es que la fuerza en cada sitio de red
es influenciada por las condiciones en muchos otros sitios.
Ahora bien como el numero de vecinos mas pr6ximos a un
sitio determinado de una red aumenta con la dimensi6n del
espacio, se espera que al crecer d la situaci6n fisica se
acerque cada vez mas a la hip6tesis que esta implicita en la
teoria de campo medio. Permanece, sin embargo en el
misterio, porque en todos los modelos no c1asicos la
dimensi6n espacial d = 4 marca el limite al partir del cual
los valores de los exponentes obtenidos son los mismos a
los suministrados por las teorias de campo medio.

3. Electrolitos s61idos 0 conductores superi6nicos

Electrolitos s6lidos 0 conductores superi6nicos son
s61idos i6nicos que exhiben una fase de alta conductividad
electrica por debajo de sus puntos de fusi6n y en los cuales,
para algunos casos, la conductividad i6nica es comparable
a la de los electrolitos liquidos (-1.0 (0 cm-I). Los
electrolitos s61idos han recibido considerable atenci6n de
los fisicos de la materia condensada por presentar nuevos
procesos de difusi6n i6nica en estado s61ido y por su
aplicaci6n avanzada en electroquimica, principal mente en
procesos de conversion entre energia quimica y electrica en
dispositivos como baterias, sensores, condensadores y
celdas de combustible [Agrawal & Grupta, 1999]. EI
exito de estas aplicaciones tecnologicas dependeni de la
disponibilidad de materiales con las propiedades fisicas y
quimicas apropiadas, las cuales se han vislumbrado en los
ultimos afios en algunos materiales i6nicos s6lidos. Ademas
de los sistemas i6nicos basados en combinaciones de sales
inorganicas de metales alcalinos, principalmente en sales
de Iitio, muchos investigadores del estado s61ido i6nico
han dirigido su atenci6n en desarrollar una nueva
generaci6n de electrolitos con alta conductividad i6nica
(mejores que 10-4 (Ocmr' para aplicaciones tecnol6gicas)
en un amplio rango de temperatura incluyendo la del
ambiente (25°C), basados en materiales polimericos
amorfos capaces de formar complejos con sales inorganicas
y prom over la movilidad de una 0 varias especies i6nicas
en la matriz polimerica [Vargas, et aI, 2000-2001].

Mis investigaciones en estos materiales apuntan a
identificar mecanismos basicos de movilidad i6nica en
nuevos electrolitos s61idos que permitan la formaci6n de
membranas con alta conductancia (mejor que 10-1 S por
cm2 de electrodo, donde S es refiere a siemens la cual es
igual a 1 ohm-I), y como tal seran no s610 de valor
fundamental sino tambien de valor practico en vista de
potenciales aplicaciones de estos materiales.

Una relaci6n general para la conductividad electrica en
cualquier medio es

donde n/> indica el numero de transportadores por unidad de
volumen, Il, la movilidad, z/> es la valencia de los
transportadores de carga y eo es la carga elemental; la
sumatoria abarca todos los transportadores de carga i. Esto
es, el sistema fisico deb era promover un alto grado de iones
desde sus sitios de red de tal forma que el numero de
portadores de carga sea grande y al mismo tiempo facilitar
el transporte de ellos. (alta movilidad). La naturaleza exacta
de las especies conductoras, su nivel de ionizaci6n, su
interacci6n con el resto de estructura atomica, permanecen
como preguntas que retan a los investigadores de estos
materiales.

Experimentalmente se observan comportamientos mas
bien simples de la conductividad como funci6n de la
temperatura en electrolitos homogeneos y conteniendo iones
univalentes, cuando los datos de conductividad se grafican
como logcr vs. liT, lIamado gnifico de Arrhenius. En este
caso, se obtienen comportamientos que pueden ajustarse a la
teoria clasica de Arrhenius que. predice el siguiente
comportamiento para la conductividad

aCT) = a 0 exp[- E A ]
KBT

donde EA es la energia de activaci6n usual de los procesos
de conducci6n, Ks es la constante de Boltzmann, Oil depende
de T como AfT y es proporcional a la concentraci6n de
portadores.

AI analizar los datos experimentales disponibles sobre
las propiedades termodinamicas y de transporte de estos
materiales, principalmente al comparar sus calores
especificos y conductividades como funci6n de la
temperatura, se ha encontrado que la aparici6n de fases
s61idas de alta conductividad i6nica estan precedidas de
transiciones de fase bien marcadas que generalmente tienen
comportamientos similares a los que exhiben otros
materiales cerca de sus regiones critic as que discuti
anteriormente. En estas transiciones la conductividad varia
suavemente, aunque la energia de activaci6n para la
conducci6n i6nica parece cambiar. EI calor especifico
muestra un divergencia como una ley de potencia
caracteristica de las transiciones en un punto critico. Estas
transiciones resultan principalmente del desorden en los
iones conductores, yen algunos casos, como en el RbA~I5 ,
se abserva un ligero cambia en la estructura cristalina de la



subred complementaria no conductora desde una baja a una
alta simetria cristalina.

Trabajos iniciales en el RbAg4Is [Lederman et aI, 1976]
demostraron que su transici6n de fase en 209 K es del tipo
orden-des orden cuyo calor especifico y panimetro de orden
tienen valores en sus respetivos exponentes criticos iguales
a

los cuales son muy cercanos a los previstos por el modelo
de Ising (d = 3, n = 1) (ver tabla 4). El exponente critico del
panimetro de orden fue calculado de un modelo que incluye
el acoplamiento del sitio ocupado por el i6n m6vil Ag+ Y la
distorsi6n del de la red cristalina que 10 rodea, con el
prop6sito de explicar el aumento de la birrefringencia del
material a medida que la temperatura se reduce a traves de
Tc. Este modelo predice una dependencia lineal de la
birrefringencia con el panimetro de orden.

Mis investigaciones en estos sistemas i6nicos han tenido
que ver con el papel que juega el desorden de los iones
m6viles en la conducci6n de varios materiales basados en el
AgI a traves del estudio de sus propiedades termodimimicas
y de transporte. Mediante medidas de alta resoluci6n
hechas simultaneamente del calor especifico y de la
derivada con respecto a la temperatura de la conductividad
de estos materiales cerca de sus transiciones de fase he
establecido relaciones cuantitativas entre estas cantidades
que reflejan la naturaleza de la movilidad i6nica cerca. de
una transici6n de fase que muestra comportamientos
criticos.

4. Metodos experimentaIes

Calorimetria de temperatura modulada. Esta tecnica ha
ido desarrollada en nuestro laboratorio dentro de un
programa de investigaci6n que adelantamos en la
Universidad del Valle [Vargas & Sanchez 1985; Jurado,
Ortiz & Vargas 1997]. Hemos usado el resultado
termodinamico de que bajo condiciones fisicas apropiadas
cuando una muestra absorbe cierta cantidad de calor
peri6dicamente a una temperatura dada, se induce una
oscilaci6n en la temperatura cuya amplitud esta relacionada
inversamente con el calor especifico. El sistema
experimental, con todos los detalles tecnicos de
preparaci6n de la muestra, su montaje, asi como de
adquisici6n y procesamiento de datos los describo en la
referencia anterior.

La misma tecnica de temperatura modulada la he usado
para medir simultaneamente otras cantidades fisicas como
la derivada con respecto a la temperatura de la resistencia,
la conductividad termica y la potencia termoelectrica. Para

medir la derivada de la resistencia a una temperatura dada
To aplique a la muestra una corriente sinusoidal de amplitud
con stante pero de frecuencia mucho mas alta que la de la
modulaci6n en temperatura inducida por el calentamiento
peri6dico. Luego por tecnicas de detecci6n de senales
sensibles a fase y a frecuencia se midieron las amplitudes de
la modulaci6n en el voltaje 10 cual es proporcional a la
derivada de la resistencia, dRldT, a la temperatura To. Una
descripci6n mas detallada sobre el desarrollo de esta tecnica
en nuestro laboratorio se hace en la referencia Trujillo
Ocampo, 2003.

Los cristales de NH4Ag4Is fueron crecidos en nuestro
laboratorio usando una tecnica de soluci6n con reactivos de
AgI y NH4I de alta pureza (Aldrich) [Trujillo Ocampo,
2003].

5. Resultados y discusion

Los datos que a continuaci6n presento corresponden las
medidas simultaneas de calor especifico y de resistencia
electrica que he realizado en el conductor superi6nico
NH4Ag4ls. Los datos que obtuve para las amplitudes de la
oscilaciones en temperatura, !lT, Y en la modulaci6n
inducido en el voltaje a traves de la muestra, !lV como
funci6n de la temperatura media 'de la muestra, To, los
converti datos para el calor especifico a presi6n constante,
Cp(T), y en los de la derivada, dRldT, utilizando las
ecuaciones basicas de la tecnica de temperatura modulada:

K
Cp (T) = /)'T(T)

dR
dT

1 /)'V(T)

I" /)'T(T)

Los datos de Cp los normal ice al valor del caJor
especifico de NH4Ag41s medido a temperatura ambiente
usando un calorimetro adiabatico (modelo Perkin-Elmer
DSC-7) obteniendo el valor Cp (300 K) = 80.64 (3) cal/(mol
K). La figura 5 muestra los datos de Cp (T) ceca de la
transici6n de fase del NH4Ag4Is monocristalino en Tc =

198.7 K. Se observa un comportamiento tipo A cerca de Tc,

similar al observado en la regi6n critica de much os sistemas
fisicos como los discutidos arriba. Este comportamiento a
ambos lados de Tc 10 compare con las siguientes funciones
de potencia

Los datos de Cp+(E) y Cp'(E) fueron interpolados para
valores iguales de E. Ajustando Tc obtuve una relacion
lineal entre Cp+(E)y Cp'(E) como muestro en la figura 6.
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Figura 5. Calor especifico a presian constante, Cp, como funcian de la
temperatura. T, cerca de la transiian de fase del NH4Ag4Is en Tc = 198.7
K.

Este resultado demuestra contundentemente que los
exponentes critic os del calor especifico por ambos lados de
Tc son iguales, verificandose asi la hipotesis de escala de la
teoria modema de los fenomenos criticos [Wilson K.G.,
1979). Los parametros de ajuste son Te = 198.68 K Y
u=a:= 0.15 (l).
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Figura 6 Calor especifico para T>Tc (Cp+) versus calor especifico para
T<Tc (Cp+), usando la temperatura como un parametro implicito.

La resistencia, R(T), fue obtenida por integracion de dRidT
a traves de la region critica. Los val ores obtenidos por esta
fonna concuerdan muy bien con la medida directa de R
usando la tecnica de impedancia (usando el
impedancimetro Hewlett Packard 4274 A). La figura 7
muestra la resistencia R(T) de un monocristal de NH4Ag41s
obtenida por integracion. De dRidT y R obtuve

(l/R)(dRldT) 10 que es igual a la derivada logaritmica de la
conductividad, d(lncr)/dT, cuyos datos muestro en la figura
8 .Este grafico exhibe un comportamiento critico similar al
observado en el calor especifico (ver figura 5). Los datos
experimentales de dlncr/dT los presento en la figura 9.,en
funcion del calor especifico molar Cp/RTc donde R es la
con stante de -Ios gases, usando la temperatura como un
parametro implicito .
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Figura 7. Resistencia de un monocristal de NH4Ag4Ij obtenida por
integracian directa de los datos obtenidos para dRldT.
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Figura 8. Derivada con respecto a la temperatura del logaritmo de la
conductividad , d(lncr)/dT en funcian de la temperatura.

Se observa en la figura 9 una correlacion muy estrecha entre
estas dos magnitudes. En efecto, la linea solida mostrada en
fa figura es el ajuste lineal a los datos tanto para T>Tc
como T<Tc, dando:
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Figura 9. Gnlfico de dlncr/dT versus CplRTc

Esta observaci6n demuestra que las fluctuaciones en el
orden local, el cual es responsable del comportamiento
critico del calor especifico, tambien afecta la movilidad de
los portadores de carga (iones de Ag+). Este
comportamiento observado en la movilidad de los iones en
un electro lito s61ido va mucho mas alia de la modelaci6n
c1asica de los defectos cristalinos para explicar la difusi6n
de los iones en estado s6lido, basado todos estos modelos
en teorias de campo medio. La explicaci6n del
comportamiento critico observado requiere de
consideraciones te6ricas basadas en modelos cooperativos
entre los constituyentes at6micos del sistema que incluyan
los efectos de corto alcance en el transporte de carga.

En este trabajo presento evidencias experimentales que
apoyan la idea de que los fen6menos criticos observados en
los mas diversos sistemas materiales que relaciono en el
texto tambien se presentan en los denominados electrolitos
s61idos 0 conductores superi6nicos. Este comportamiento
adem as de observarlo en el calor especifico, el cuaf puede
modelarlo con el modelo Ising (d=3, n=I), tambien 10
observo en un parametro de transporte (conductividad). La
correlaci6n observada entre el calor especifico Cp y la
derivada con respecto a la temperatura del logaritmo de la
conductividad d(lncr/dT), indican a que el orden de corto
alcance que se presenta en la subred de los portadores de
carga (Ag+) tambien afecta su movilidad, cuya explicaci6n
te6rica es aun requerida.
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Introducción

El presente documento contiene la intervención de
los autores en un seminario avanzado sobre tópicos de
análisis que tuvo lugar en al Universidad Sergio Arbo-
leda de Bogotá durante el segundo semestre de 2001,
promovido por el Dr. Reinaldo Nuñez, director de de la
Escuela de Matemáticas.

En el seminario se trataron básicamente dos temas.
El primero, la teoŕıa de los sistemas dinámicos. El se-
gundo, al que está dedicado el presente texto, tuvo que
ver con la teoŕıa de los sistemas ortogonales de polino-
mios y fué orientado por los profesores Jairo A. Charris,
Bernarda H. Aldana y Germán Preciado L. Naturalmen-
te, sólo aspectos limitados de una teoŕıa tan extensa,
diversa y compleja como la de los polinomios ortogo-
nales pueden ser objeto de un seminario. En nuestro
caso, éste se centró en la relación de recurrencia de tres
términos que tales sistemas deben satisfacer, y en ex-
plorar las posibilidades de determinar, a partir de esta
misma relación, las propiedades espectrales de los poli-
nomios: medidas de ortogonalidad y descripción de sus
soportes (espectros). La descripción de las técnicas a
nuestro alcance para tal fin fue escogida como el tópico
de las intervenciones, pues en una forma u otra ha cons-
tituido un objetivo común de algunas de nuestras inves-
tigaciones más recientes, y porque dichas técnicas han
tenido éxito en el tratamiento de sistemas relativamene
complejos: polinomios cribados, sistemas ortogonales re-
sultantes de la teoŕıa de las aplicaciones polinómicas y,
aún, otros de la teoŕıa general de bloques de relaciones
de recurrencia, incluyendo primeros asociados de estos
sistemas, un tópico generalmente considerado dif́ıcil. De
hecho, los ejemplos incluidos en la Sección 7 son prime-
ros asociados de polinomios cribados de Jacobi, y su in-
vestigación constituyó el material de la tesis de maestŕıa
de Germán Preciado. Todo esto requiere fuertes dosis
de esfuerzo manipulativo, pero según pensamos no mu-
chas más ideas esenciales que las discutidas en las ex-
posiciones del seminario. Esperamos que el documento
contenga la mayor parte de estas ideas y proporcione aśı
un panorama claro del estado del asunto.

En la redacción de las notas hemos usado libremen-
te material de diversas fuentes. Aunque citado en las
referencias al final, algunas veces este material ha sido
transcrito casi literalmente, aún en el caso de art́ıculos
originales de investigación. Esperamos que esto no im-
plique plagio ni, mucho menos, canibalismo. Al repre-
sentar también un compromiso entre un documento de

investigación y uno expositivo, esperamos que haya que-
dado razonablemente libre de la esterilidad que como
h́ıbridos, tales documentos suelen presentar.

Lamentamos que una sección introductoria, planeada
como motivación para algunos de los temas y en el cual
se intentaŕıa una descripción de las ideas de diversos au-
tores (Board, Bank e Ismail, Heller, Yamani, Reinhardt
y otros) sobre las conexiones de la teoŕıa de los poli-
nomios ortogonales con la teoŕıa de los operadores en
los espacios de Hilbert, la teoŕıa de Hamilton–Jacobi y
la mecánica cuántica, aunque discutidos en sesiones de
la Academia, en Coloquios Distritales y en diversos en-
cuentros sobre topoloǵıa y geometŕıa, hubo de quedarse
dentro del tintero, debido a circunstancias extenuantes.
El tercer autor agradece a Guillermo Rodŕıguez Blan-
co, profesor de la Universidad Nacional de Colombia, el
haberle dirigido su tesis de maestŕıa. Los autores agra-
decen a los profesores de la Universidad Sergio Arboleda
la asistencia masiva y permanente a las sesiones del se-
minario. Esperamos que este documento constituya una
modesta recompensa a su interés por el tema.

1. Sistemas ortogonales y funcionales
de momento

Definición 1.1. Un funcional de momentos (FM ) (Ah-
kiezer [1], Charris & Gómez [10], Chihara [19], Krall
[23]) es una aplicación C−lineal

L : C [x] → C, L(1) = 1,

donde C [x] es el sistema de los polinomios en x con
coeficientes complejos.

Se tiene entonces que

L(ap(x) + bq(x)) = aL(p(x)) + bL(q(x)),
a, b ∈ C; p(x), q(x) ∈ C [x] . (1.0)

Definición 1.2. Un sistema mónico ortogonal de poli-
nomios (SMOP) (Chihara [19]) es un sistema {Pn (x) |
n ≥ 0} de polinomios mónicos complejos (es decir, de
polinomios de la forma

Pn (x) = xn + an,n−1x
n−1 + . . .+ an,0, P0 (x) = 1

donde an,0, . . . , an,n−1 ∈ C, n ≥ 0) para el cual existe
un FM tal que

L(Pm (x)Pn (x)) = λnδmn, m, n ≥ 0, λn �= 0. (1.1)

Entonces, L(Pm (x)Pn (x)) = 0 si m �= n,
L(P 2

n (x)) = λn �= 0, n ≥ 0. Nótese que L(P 2
0 (x)) =

L(1) = λ0 = 1. Diremos también que {Pn (x)} es un
SMOP para L.
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Teorema 1.1. Si {Pn (x)} es un SMOP para L,
{Pn (x)} es una base algebraica de C [x]. Si P (x) ∈
C [x] tiene grado m ≥ 0 entonces

P (x) =
m∑
k=0

akPk (x) , ak ∈ C, (1.2)

donde

ak =
L(P (x)Pk (x))

λk
, 0 ≤ k ≤ m. (1.3)

Además , P (x) = Amx
m + . . .+A0 con Am = am.

Demostración. La primera afirmación es cierta de
todo sistema {Pn (x)}, Pn (x) ∈ C [x], tal que gra-
do(Pn (x)) = n, n ≥ 0, pues si Cm [x] es el espacio de los
polinomios de grado ≤ m, m ≥ 0, {P0 (x) , . . . , Pm (x)}
es un sistema linealmente independiente de Cm [x] (si
m∑
k=0

akPk (x) = 0, necesariamente ak = 0, 0 ≤ k ≤ m.

Este es un resultado bien conocido de la teoria de polino-
mios sobre C, consecuencia del hecho de que un tal poli-
nomio P (x) se anula en todo punto de C o, de hecho, en
más de n =grad(P (x)) puntos, si y sólo si sus coeficien-
tes son idénticamente nulos), y como

{
1, x, x2, . . . , xm

}
es una base sobre C de Cm [x], aśı que DimC (Cm [x]) =
m + 1, también {P0 (x) , . . . , Pm (x)} es una base de
Cm [x] . Obsérvese también que si grado (P (x)) = m
y

P (x) =
n∑
k=0

akPk (x) ,

entonces n ≥ m y ak = 0, m < k ≤ n. Ahora, si
{Pk (x)} es un SMOP para L, entonces

L(P (x)Pn (x)) =
m∑
k=0

akL(Pk (x)Pn (x))

=
m∑
k=0

akλkδnk = λnan

para todo 0 ≤ n ≤ m. Nótese finalmente que al ser
Pm (x) mónico, necesariamente Am = am.

Corolario 1.1. Si {Pn (x)} es un SMOP para L y
P (x) = Amx

m + . . .+A0, entonces

L(P (x)Pn (x)) = 0, n > m, (1.4)

y

L(P (x)Pm (x)) = Amλm. (1.5)

En particular,

L(xmPn (x)) = 0, n > m; L(xmPm (x)) = λm. (1.6)

Demostración. Claramente P (x) =
m∑
k=0

akPk (x) , aśı

que para n > m,

L(P (x)Pn (x)) =
m∑
k=0

akL(Pk (x)Pn (x))

=
m∑
k=0

ak · 0 = 0.

Por otra parte, de lo anterior, L(xnPm (x)) = 0 si
n < m, de lo cual

L(P (x)Pm (x)) = L(AmxmPm (x))
= AmL(xmPm (x))
= AmL(P 2

m (x)) = Amλm.

Esto demuestra el corolario.

Teorema 1.2. Si {Pn (x)} es un SMOP para L, para
todo n ≥ 0 existen Bn, Cn ∈ C tales que

xPn(x) = Pn+1(x) +BnPn(x) + CnPn−1(x),
n ≥ 0, (1.7)

donde P−1(x) = 0 y C0 es arbitrario. Además B0 y
Bn, Cn, n≥ 1, están uńıvocamente determinados por
{Pn (x)} , Cn �= 0 para n ≥ 1,

Bn =
L(xP 2

n (x))
λn

, n ≥ 0;

Cn =
λn
λn−1

, λn = C1 · · · Cn, n ≥ 1,
(1.8)

y {Pn (x)} está también uńıvocamente determinado por
(1.7).

Demostración Claramente

xPn(x) =
n+1∑
k=0

ankPk (x) ,

ank ∈ C, k = 0, 1, . . . , n+ 1, n ≥ 0.

Además

ank = L(xPn (x)Pk (x))
= L(xPk (x)Pn (x)), 0 ≤ k ≤ n+ 1.

Del corolario anterior se deduce que ank = 0 si k+1 < n,
o sea, si k < n − 1. Es claro además que ann+1 = 1.
Sean entonces Bn = ann, n ≥ 0, Cn = ann−1, n ≥ 1.
La unicidad de Bn, n ≥ 0, y Cn, n ≥ 1, es conse-
cuencia de la independencia lineal de {Pn (x)} y, como
P−1(x) = 0, la arbitrariedad de C0 es también clara. Por
otra parte L(xPn (x)Pn (x)) = BnL(P 2

n (x)) = Bnλn,
n ≥ 0, y L(xPn (x)Pn−1 (x)) = L(xPn−1 (x)Pn (x)) =
L(xnPn (x)) = L(P 2

n (x)) = λn = CnL(P 2
n−1 (x)) =

Cnλn−1, n ≥ 1. Esto implica en particular que Cn �= 0 y
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λn = C1 · · ·Cn para n ≥ 1. Ahora, si también xP̃n(x) =
P̃n+1(x) +BnP̃n(x) +CnP̃n−1(x), n ≥ 0, y P̃−1(x) = 0,
P̃0(x) = 1, entonces P̃n(x) es mónico de grado n para
n ≥ 1, y al suponer que P̃n(x) = Pn(x) para n ≤ m, de
xPm(x) = P̃m+1(x)+BnPm(x)+CnPm−1(x) se deduce
que también P̃m+1(x) = Pm+1(x).

Nota 1.1. Puede suceder que Bn = 0 para algún n ≥ 0
o, aún, para todos los n ≥ 0. En este último caso
Pn (−x) = (−1)nPn (x) para todo n ≥ 0, como se de-
duce inmediatamente de (1.7). Se dice entonces que
{Pn (x)} es un SMOP simétrico.

Nota 1.2. Si {Pn (x)} es un SMOP para L entonces

L(P0 (x)) = L(1) = 1;L(Pn (x)) = 0, n ≥ 1. (1.9)

Esto resulta de observar que Pn (x)P0 (x) = Pn (x),
n ≥ 0.

El siguiente teorema, rećıproco del anterior, es fun-
damental. Chihara [19] lo atribuye a J. Favard, pero
parece ser más antiguo.

Teorema 1.3. [Favard] Sea {Pn (x) , n ≥ 0} un siste-
ma de polinomios mónicos tales que grado(Pn (x)) = n,
n ≥ 0, y supóngase que existen números complejos Bn,
Cn, n ≥ 0, tales que

xPn(x) = Pn+1(x) +BnPn(x) + CnPn−1(x),
n ≥ 0; P−1 (x) = 0. (1.10)

Supóngase además que Cn �= 0 para todo n ≥ 1, y sea
L : C [x] → C definido por

L(P0 (x)) = 1; L(Pn (x)) = 0, n ≥ 1, (1.11)

y extensión lineal (es decir, L
(

m∑
k=0

akPk (x)
)

= a0 para

todo m ≥ 0). Entonces {Pn (x)} es un SMOP para L.
Además ,

λn := L(P 2
n (x)) = C1C2 . . . Cn, n ≥ 1. (1.12)

Demostración. Es suficiente demostrar que para todo
m ≥ 1,

L(xmPn (x)) = 0, n > m; L(xmPm (x)) = C1C2 . . . Cm.

Obsérvese que L(x0Pn (x)) = L(Pn (x)) = 0 si n >
0. Ahora, L(xPn (x)) = L(Pn+1 (x)) + BnL (Pn(x)) +
CnL (Pn−1(x)) = 0 si n > 1, mientras que L(P1 (x)) =
C1L(P0 (x)) = C1. Supongamos entonces que la afirma-
ción es válida para m. Se tiene que L(xm+1Pn (x)) =
L(xmPn+1 (x)) + BnL (xmPn(x)) + CnL (xmPn−1(x)).
Por lo tanto, si n ≥ m + 1, en cuyo caso n > m,
n + 1 > m y n − 1 ≥ m, entonces L(xm+1Pn (x)) =
CmL (xmPn−1(x)) . Si n > m + 1 entonces n − 1 >

m y L(xm+1Pn (x)) = 0. Si n = m + 1 entonces
L(xm+1Pm+1 (x)) = Cm+1L (xmPm(x)), y la hipótesis
de inducción asegura que L(xmPm (x)) = C1C2 · · ·
Cm. Entonces L(xm+1Pn (x)) = 0 si n ≥ m + 1 y
L(xm+1Pm+1 (x)) = C1C2 · · · Cm+1.

Nota 1.3. Si L para {Pn (x)} está dado por (1.11),
se dice que L es un FM para {Pn (x)} . Claramente L
está uńıvocamente determinado por {Pn (x)} .
Nota 1.4. Sea{Qn (x) |n ≥ 0} un sistema de poli-
nomios en C [x], y supóngase que existen An, Bn, Cn,
n ≥ 0, en C, tales que An−1Cn �= 0, n ≥ 1, y que

xQn(x) = AnQn+1(x) +BnQn(x) + CnQn−1(x), n ≥ 0,
(1.13)

donde Q−1 (x) = 0 y grado(Q0 (x)) = 0. Se dice que
{Qn (x)} es un sistema ortogonal de polinomios (SOP)
(Chihara [19]). La razón es la siguiente. Evidentemen-
te grado(Qn (x)) = n, n ≥ 0, y si kn es el coeficiente
de xn en Qn (x) entonces Pn (x) = k−1

n Qn (x) es un po-
linomio mónico. De (1.13), con Qn (x) = knPn (x), se
deduce inmediatamente que kn = kn+1An, n ≥ 0, lo
cual implica que

kn =
k0

Ao · · ·An−1
, n ≥ 1, (1.14)

y, con A−1 arbitrario, que

xPn(x) = Pn+1(x) +BnPn(x) +An−1CnPn−1(x), n ≥ 0.
(1.15)

Entonces {Pn (x)} es un SMOP para el funcional defi-
nido por L(1) = 1, L(Pn (x)) = 0 para n ≥ 1, aśı que

L(Qn (x)Qm(x)) = knkmδmnλn, n ≥ 0, (1.16)

donde λn = L(P 2
n (x)), n ≥ 0. O sea, L(Q2

0 (x)) = k2
0 ,

L(Qn (x))Qm(x)) = 0 si m �= n, y

L(Q2
n (x)) = k2

0

C1 · · · Cn
Ao · · ·An−1

, n ≥ 1. (1.17)

Generalmente se toma Q0 (x) = 1 (o sea k0 = 1). Si
Am �= 1 para algúnm, los Qn (x) pueden no ser mónicos,
aun si k0 = 1. Esto resulta de (1.13).

Nota 1.5. En (1.7) o en (1.13) podriamos tomar
C0 = 0. Por razones prácticas es mejor dejarlo arbitra-
rio y tomarlo convenientemente en cada caso particular.
Lo mismo es cierto de A−1 en la nota anterior.

Nota 1.6. Supóngase ahora que {Rn (x) |n ≥ 0} satis-
face una relación de recurrencia
Rn+1(x) = (Anx−Bn)Rn (x) − CnRn−1(x),

n ≥ 0, R−1(x) = 0, (1.18)
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donde An, Cn+1 ∈ C, n ≥ 0, son no nulos y donde
grado(R0 (x)) = 0. Como se verifica inmediatamente,
grado(Rn (x)) = n para todo n ≥ 0, y si kn es el coefi-
ciente de xn en Rn (x) y Pn (x) = k−1

n Rn (x), entonces
Ankn = kn+1, n ≥ 0, aśı que

kn = k0A0 . . . An−1, n ≥ 1, (1.19)

y {Pn (x)} es un sistema mónico tal que

xPn(x) = Pn+1(x) +
Bn
An

Pn(x) +
Cn

An−1An
Pn−1(x),

n ≥ 0,
(1.20)

con P−1 (x) = 0. Entonces, si L : C [x] → C está dado
por L(1) = 1, L(Pn (x)) = 0, n ≥ 1, y extensión lineal,
necesariamente

L(Rm (x)Rn (x)) = kmknλnδmnλn, m, n ≥ 0, (1.21)

donde λn = L(P 2
n (x)), n ≥ 0, aśı que L(R2

0 (x)) = k2
0 y

L(R2
n (x)) = k2

0

A0

An
C1 . . . Cn, n ≥ 1. (1.22)

En virtud de (1.21), se dice también que {Rn (x)} es un
sistema ortogonal de polinómios (SOP). Generalmente
se toma k0 = 1, o sea, R0 (x) = 1. Si Am �= 1 para algún
m, los Rn (x) pueden no ser mónicos, aun si R0 (x) = 1.

Un funcional de momentos L es positivo (Chihara
[19]) si L(P (x)) > 0 para todo polinomio P (x) �= 0 tal
que P (t) ≥ 0 para todo t ∈ R (aśı que P (x) ∈ R [x]).
Esto implica que 〈P (x) , Q (x)〉 := L(P (x)Q(x)) es un
producto escalar en R [x] (Nota 1.7, abajo) y si {pn (x)}
se obtiene de

{
1, x, x2, . . .

}
por medio del proceso de

ortogonalización de Gramm-Schmidt (Nota 1.10, abajo),
entonces p0 (x) = 1, grado(pn (x)) = n, pn(x) ∈ R [x] y

L(pm (x) pn(x)) = δmn, m, n ≥ 0, (1.23)

aśı que {pn (x)} es un SOP para L y existirán an, bn,
cn en C tales que

xpn(x) = anpn+1(x) + bnpn(x) + cnpn−1(x),
n ≥ 0, p−1(x) = 0, (1.24)

donde an, bn, cn son de hecho reales (Nota 1.8 abajo).
Además cn = an−1, n ≥ 1 (y c0 puede tomarse arbitra-
riamente).

Nota 1.7. Para establecer que 〈P (x) , Q (x)〉 es un pro-
ducto escalar en R [x], obsérvese en primer lugar que
L(P 2 (x)) = 〈P (x) , P (x)〉 > 0 para P (x) ∈ R [x],
P (x) �= 0. Por otra parte, L(P (x)) ∈ R para to-
do P (x) ∈ R [x]. Esto es claro si a ∈ R, pues

L(a) = aL(1) = a, y como (tn + 1)2 ≥ 0, 1+ t2n ≥ 0 pa-

ra todo t ∈ R y xn =
1
2

(xn + 1)2− 1
2
(
1 + x2n

)
, también

L(xn) ∈ R para todo n ≥ 0.

Nota 1.8. Lo establecido en la nota anterior asegura
que an, bn, cn en (1.24) son números reales, ya que, de
hecho,

an = L(xpn (x) pn+1 (x)), bn = L(xpn (x) pn (x)),
cn = L(xpn (x) pn−1 (x)),

n ≥ 0, y éstos son todos números reales, pues {pn(x)} ⊆
R [x]. Nótese que, en efecto, cn = an−1, n ≥ 1.
(Más aún, de (1.24) y (1.27), abajo, se deduce que

an =
knn

kn+1,n+1
, knn =

1
‖qn(x)‖ , aśı que an > 0 para

n ≥ 1).

Es claro que si {pn (x)} para L está dado por
(1.24) y definimos P0 (x) = p0 (x) = 1; Pn (x) =
a0 . . . an−1pn (x), n ≥ 1, entonces {Pn (x)} es un SMOP
para L con

λ0 = 1; λn = L(P 2
n (x)) = (a0 · · · an−1)

2 > 0, n ≥ 1.
(1.25)

Esto resulta de las relaciones (1.11) y (1.24), teniendo
en cuenta (Nota 1.4) que k0 = 1 y que {Pn (x)} satisface
(1.7) con Bn = bn ∈ R, n ≥ 0, Cn = a2

n−1 > 0, n ≥ 1.

Supóngase rećıprocamente que {Pn (x)} es un siste-
ma mónico dado por (1.7) con Bn ∈ R para todo n ≥ 0
y Cn > 0 para todo n ≥ 1. Sea L : C [x] → C dado por
L(1) = 1, L(Pn (x)) = 0, n ≥ 1, y extensión lineal, el
FM para L.

Teorema 1.4. Bajo las anteriores hipótesis, L es po-

sitivo, y si λn = C1C2 · · ·Cn y pn(x) =
Pn(x)√
λn

entonces

L(pm (x) pn (x)) = δmn, n,m ≥ 0, (1.26)

y {pn (x)} satisface (1.24) con a0 = 1; cn = an−1 =√
Cn, n ≥ 1; bn = Bn, n ≥ 0.

Demostración. Como P0(x) = 1 y Bn, Cn ∈ R, es claro
que Pn(x) ∈ R [x], n ≥ 0. Si P (x) ∈ R [x] y P (x) =
m∑
k=0

αkPk (x) entonces αk ∈ R, k = 0, 1, 2, . . . ,m, y

L(P 2 (x)) =
m∑
k=0

α2
kλk,

as̀i que si P (x) �= 0 entonces L(P 2 (x)) > 0. Aho-
ra, si P (x) ∈ R [x] es tal que P (t) ≥ 0 para to-

do t ∈ R, necesariamente P (x) =
n∑
k=0

Q2
k(x), n ≥ 1,
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donde Qk(x) ∈ R [x]. En efecto, como toda ráız
real t∗ de P (x) debe ser de multiplicidad par (si no,
P (t) cambiaŕıa de signo en la vecindad de t∗), entonces
P (x) = S2(x)T (x) donde S(x), T (x) ∈ R [x] y T (x)
es una constante (necesariamente positiva) o un poli-
nomio (necesariamente de grado par ≥ 2) cuyas ráıces
son todas complejas no reales (y se presentan entonces

por pares conjugados). Entonces T (x) =
n∑
k=0

R2
k(x),

n ≥ 1, donde Rk(x) ∈ R [x]. Esto último es obvio si
grado(T (x)) = 2, y resulta de aqúı por inducción. En-
tonces, si P (x) �= 0, Qk(x) �= 0 para algún 1 ≤ k ≤ n, y

L(P (x)) =
n∑
k=1

L (
Q2
k(x)

)
> 0. Las demás afirmaciones

se verifican en forma rutinaria.

Corolario 1.2. Si {Pn (x)} es un SMOP que satisface
(1.7) con Bn ∈ R para todo n ≥ 0 y Cn > 0 para n ≥ 1,
todo Pn (x) es un polinomio real, y si n ≥ 1, sus ráıces
son todas reales y simples (de orden o multiplicidad 1).

Demostración. Que Pn (x) es real para todo n es cla-
ro. Sea L el FM para {Pn (x)}, el cual es positivo.
Como L(Pn (x)) = 0 para n ≥ 1, necesariamente Pn (x)
tiene al menos una ráız real de orden (multiplicidad)
impar (si no, L(Pn (x)) > 0). Sean t1 < t2 < . . . < tm,
m ≤ n, las ráıces reales de Pn (x) de orden impar, y
sea P (x) = (x− t1) (x− t2) . . . (x− tm). Si m < n,
L(P (x)Pn (x)) = 0 (Corolario 1.1, Relación (1.4)). Pe-
ro esto es absurdo, pues toda ráız real de P (x)Pn (x)
es de orden par, de lo cual P (t)Pn (t) > 0 para todo
t ∈ R, aśı que L(P (x)Pn (x)) > 0. Entonces m = n, y
el corolario queda demostrado.

Nota 1.9. Es claro que {Qn (x)}, dado por (1.13), es un
SOP para un FM positivo si y sólo si Bn, n ≥ 0, es real,
y An−1Cn > 0 para todo n ≥ 1. A su vez, {Rn (x)},
dado por (1.18), es ortogonal para un FM positivo si y

sólo si
Bn
An

es real y
Cn+1

AnAn+1
> 0 para todo n ≥ 0.

Nota 1.10. Si L es un FM positivo y 〈P (x) , Q (x)〉 :=
L(P (x)Q (x)), entonces 〈 , 〉 es un producto in-
terno en R [x] (el cual es un espacio vectorial sobre
R). Definiendo, para P (x) ∈ R [x], ‖P (x)‖ :=√〈P (x) , P (x)〉 =

√L(P 2 (x)), el procedimiento de or-
togonalización de Gramm-Schmidt (Yosida [32]) permite
construir, a partir de la base

{
1, x, x2, . . .

}
de R [x],

una base ortogonal {pn (x) | n ≥ 0} de R [x] con respecto

a 〈 , 〉, por

p0(x) = 1, pn+1(x) =
qn+1 (x)
‖qn+1 (x)‖ ,

qn+1 (x) = xn+1 −
n∑
k=0

〈
xn+1, pk (x)

〉
pk(x),

(1.27)

para n ≥ 0. En efecto, como
〈
xn+1, pk (x)

〉
=

L(xn+1pk (x)) ∈ R si pk (x) ∈ R [x], k ≤ n (Nota
1.7), un argumento inductivo establece sin más que
pn (x) ∈ R [x] para todo n ≥ 0. Como obviamente
grado(pn (x)) = n, n ≥ 0, {pn (x)} es también una base

de R [x] , para la cual 〈pn(x), pn (x)〉 =
〈qn(x), qn (x)〉

‖qn (x)‖2 =

1 y

〈pn(x), pm (x)〉 =
1

‖qn (x)‖
[L(xnpm (x)) − 〈xn, pm (x)〉 L(p2

m (x)
]

= 0,

m < n, n ≥ 0. Se dice usualmente que {pn (x)} es una
base ortonormal de R [x] para 〈 , 〉 .
Definición 1.3. Una función de distribución (FD) es
una aplicación ϕ : R → R tal que

1) ϕ es creciente: ϕ(t) ≤ ϕ(t′) si t < t′.
2) ϕ es acotada. Es decir, existe M > 0 tal que

−M ≤ ϕ (t) ≤M para todo t ∈ R.
3) ϕ es continua por la derecha:

ϕ(a) = lim
t→a
t>a

ϕ(t) =: ϕ(a+)

para todo a ∈ R.

Como ϕ es creciente y acotada, ϕ(a−) := limt→a
ta

ϕ(t)
existe para todo a ∈ R. También existen ϕ(−∞+) :=
limt→−∞ ϕ(t) y ϕ(∞−) := limt→∞ ϕ(t). Como es claro,

−M ≤ ϕ(−∞+) ≤ ϕ(t) ≤ ϕ(∞−) ≤M

para todo t ∈ R. Si ϕ(∞−)−ϕ(−∞+) = 1, se dice que
ϕ está normalizada o que es una función de distribución
normalizada (FDN).

Si ϕ es una función de distribución, -∞ < a < b <∞
y f es continua en [a, b] y toma valores reales,

b∫
a

fdϕ

denotará la integral de Riemann-Stieltjes de f (Apostol
[3], Chap. 7), la cual existe según las hipótesis. Como

es claro,
b∫
a

dϕ = ϕ(b)−ϕ(a). Si f es continua de [a,∞)

en R, definimos
∞∫
a

fdϕ := lim
b→∞

b∫
a

fdϕ (1.28)
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cuando el ĺımite existe y es un número real. Se dice

entonces que
∞∫
a

fdϕ converge o que es convergente. Si

f(t) ≥ 0 para todo t ∈ [a,∞) , el ĺımite en (1.28) siempre

existe, finito ó infinito Por lo tanto,
∞∫
a

fdϕ es convergen-

te si y sólo si
∞∫
a

fdϕ <∞, lo cual ocurre si y sólo si existe

C > 0 tal que
b∫
a

fdϕ ≤ C para todo b ∈ R, b > a. En

tal caso
∞∫
a

fdϕ = sup


b∫
a

fdϕ | b ∈ R, b > a

 ≤ C. (1.29)

De manera análoga se define
a∫

−∞
fdϕ := lim

b→−∞

a∫
b

fdϕ (1.30)

cuando f es continua en (−∞, a] y el ĺımite existe en

R. Se dice también que
a∫

−∞
fdϕ converge o es conver-

gente. Si f : [a,∞) → R es continua y
∞∫
a

|f | dϕ < ∞,

también
∞∫
a

fdϕ es convergente. Esto resulta de 0 ≤
f (t) + |f (t)| ≤ 2 |f (t)| para todo t ∈ R. Un resultado
análogo vale para f : (−∞, a] → R. Si f es continua de

R en R y
∞∫
a

fdϕ,
a∫

−∞
fdϕ son ambas convergentes para

algún a ∈ R, se define también
∞∫

−∞
fdϕ =

a∫
−∞

fdϕ+

∞∫
a

fdϕ, (1.31)

y se dice que
∞∫

−∞
fdϕ es convergente. Como es claro, si

f : R → R es continua,
a∫

−∞
fdϕ y

∞∫
a

fdϕ convergen para

todo a ∈ R si y sólo si esto ocurre cuando a = 0, aśı que
es suficiente tomar a = 0 en (1.31). Es claro también

que si
∞∫

−∞
fdϕ converge entonces

∞∫
−∞

fdϕ = lim
a→−∞
b→∞

b∫
a

fdϕ. (1.32)

Rećıprocamente, si el ĺımite de la derecha en (1.32)

existe,
∞∫

−∞
fdϕ converge.

Sea Cϕ (R,R) el espacio de las funciones continuas

f : R → R tales que
∞∫

−∞
|f | dϕ < ∞. Nótese que si

f : R → R es continua y acotada (|f(t)| ≤ M para
algún M > 0 y todo t ∈ R) entonces f ∈ Cϕ (R,R),

pues
b∫
a

|f | dϕ ≤ M (ϕ(∞−) − ϕ(−∞+)) cualesquiera

que sean a, b ∈ R, a ≤ b. Obsérvese que Cϕ (R,R) =
Cψ (R,R) si ϕ y ψ son funciones de distribución y ψ−ϕ
es constante. De hecho, es suficiente que exista C ∈ R

tal que ψ (t) − ϕ (t) = C en todo punto común de con-
tinuidad t de ψ y ϕ.

Denotaremos con Cϕ (R,C) al conjunto de las aplica-
ciones continuas f de R en C tales que |f | ∈ Cϕ (R,R) .
Si u = Re(f), v = Im (f), f ∈ Cϕ (R,C) si y sólo si
u, v ∈ Cϕ (R,R), y entonces

∞∫
−∞

fdϕ =

∞∫
−∞

udϕ+ i

∞∫
−∞

vdϕ. (1.33)

Además, ∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞
fdϕ

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∫

−∞
|f | dϕ. (1.34)

Definición 1.4. Se dice que una función de distribu-
ción ϕ es una distribución de momentos (FDM) si está
normalizada y C [x] ⊆ Cϕ(R,C).

Nota 1.11. Para asegurar que C [x] ⊆ Cϕ(R,C) es sufi-

ciente demostrar que
∞∫

−∞
P (t) dϕ (t) converge para todo

polinomio P (x) ∈ C [x], para lo cual basta demostrar
evidentemente que esto es cierto de todo polinomio xn,
n ≥ 0. Ahora, esto es cierto de P (x) si P (t) ≥ 0 para
todo t ∈ R (y, en particular, de x2n, n ≥ 0), pues

∞∫
−∞

|P (t)| dϕ (t) =

∞∫
−∞

P (t) dϕ (t)

y, como xn =
1
2

(xn + 1)2 − 1
2
x2n − 1

2
, entonces

∞∫
−∞

|tn| dϕ (t) ≤ 1
2

∞∫
−∞

(tn + 1)2 dϕ (t)

+
1
2

∞∫
−∞

t2ndϕ (t) +
1
2

∞∫
−∞

dϕ (t) ,
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lo cual demuestra la afirmación. Pueden existir, sin em-

bargo, funciones continuas f tales que
∞∫

−∞
f (t) dϕ (t)

converge pero que f /∈ Cϕ(R,C), es decir, que
∞∫

−∞
|f (t)| dϕ (t) = ∞. Por ejemplo, si ϕ (t) =

t∫
−∞

e−s
2
ds

es la llamada función de distribución normal de Gauss
entonces

∞∫
−∞

f (t) dϕ (t) =

∞∫
−∞

f (t) e−t
2
dt,

y es fácil ver que si f(t) = et
2 sent
t

(f(0) = 1) entonces

∞∫
−∞

f (t) dϕ (t) =

∞∫
−∞

sent
t
dt = π.

Sin embargo, |f | /∈ Cϕ(R,C). (Véase Apostol [3] Chap
X).

Si ϕ es una función de distribución, denotaremos con
G (ϕ) el conjunto de los puntos de crecimiento de ϕ, es
decir, el conjunto

G (ϕ) = {x ∈ |ϕ (x+ δ) − ϕ (x− δ) > 0, ∀δ >0} .
(1.35)

Se dice que G (ϕ) es el espectro de ϕ.

Sea ϕ una distribución de momentos, aśı que
∞∫

−∞
dϕ (t) = 1, y sea

L(P (x)) =

∞∫
−∞

P (t) dϕ (t) . (1.36)

Supóngase que G (ϕ) es infinito. Entonces, L es positi-
vo. En efecto, si P (x) ∈ R [x] , P (x) �= 0, es tal que
P (t) ≥ 0 para todo t ∈ R, y a < b en R son tales que
G (ϕ) ∩ [a, b] �= φ y que ninguna ráız de P (x) esté en
[a, b], entonces Inf t∈[a,b]P (t) = c > 0 y ϕ (b) > ϕ (a) ,
aśı que

L(P (x)) ≥ c

b∫
a

dϕ (t) = c (ϕ (b) − ϕ (a)) > 0.

Se dice L es el funcional de momentos definido por ϕ.

Nota 1.12. Si G (ϕ) es finito y P (x) es un polinomio,
puede no ser posible encontrar un intervalo [a, b] libre
de ráıces de P (x) y tal que [a, b] ∩ G (ϕ) �= φ. Véase la
Nota 1.15.

Teorema 1.5. Si ϕ es una distribución de momentos
con G (ϕ) infinito, si L es el FM definido por ϕ, si
G (ϕ) ⊆ [a, b] donde a < b, y si {Pn(x)} es el SMOP
para L, entonces {Pn(x)} está acotado y las ráıces de
todos los Pn(x) están en (a, b).

Demostración. Supóngase que {Pn(x)} está dado por
(1.7). Como L es positivo, Bn y Cn+1 son reales con
Cn+1 > 0, n ≥ 0. Sea C = max

{
1, a2, b2

}
. Obsérvese

que como ϕ es constante en (−∞, a) entonces

b∫
a

f (t) dϕ (t) = (ϕ (a−) − ϕ (a)) f (a) +

∞∫
−∞

f (t) dϕ (t)

para toda función continua en Cϕ(R,C), aśı que si
a /∈ G (ϕ) (lo cual ocurre si a < inf (G (ϕ))), entonces

b∫
a

f (t) dϕ (t) =

∞∫
−∞

f (t) dϕ (t) ,

pues, de hecho, ϕ es constante en (−∞, a], de lo cual
ϕ (a−) = ϕ (a) . En tal caso

b∫
a

t2P 2
n (t) dϕ (t) ≤ C

b∫
a

P 2
n (t) dϕ (t) = Cλn,

λn =

∞∫
−∞

P 2
n (t) dϕ (t) .

Pero
b∫
a

t2P 2
n (t) dϕ (t) = λn+1 +B2

nλn + C2
nλn−1

= λn
(
Cn+1 +B2

n + Cn
)

para todo n ≥ 0. Esto se deduce de (1.1), (1.7) y (1.8),
e implica que Cn+1 +B2

n +Cn ≤ C para todo n ≥ 0, lo
cual asegura la acotación de {Pn(x)}.

Supongamos ahora n ≥ 1 y que a /∈ G (ϕ) o Pn(a) =
0. En tal caso

b∫
a

Pn (t) dϕ (t) =

∞∫
−∞

Pn (t) dϕ (t) = L(Pn (x)) = 0.

aśı que Pn (t) debe cambiar de signo en (a, b) ; es de-
cir, debe existir t ∈ (a, b) tal que Pn (t) = 0. Sean
a < x1 < x2 < . . . < xm < b las ráıces de Pn (x) en
(a, b) y sea P (x) = (x− x1) (x− x2) . . . (x− xm). Cla-
ramente m ≤ n y todas las ráıces de P (x)Pn (x) en
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(a, b) son de orden par, aśı que P (t)Pn (t) no cambia de
signo en [a, b]. Esto implica que

b∫
a

P (t)Pn (t) dϕ (t) = L(P (t)Pn (t)) �= 0,

lo cual es absurdo si m < n. Entonces m = n, y todas
las ráıces de Pn (x) están en (a, b) . Ahora, si Pn (a) �= 0,
las ráıces de Pn (x) están en (a′, b) para todo a′ < a, de
lo cual en [a, b), y entonces en (a, b).

Nota 1.13. Obsérvese que G (ϕ) es cerrado en R. En
efecto, si a /∈ G (ϕ) , existe δ > 0 tal que ϕ (a− δ) =
ϕ (a+ δ) , lo cual implica, puesto que ϕ es creciente,
que ϕ (t) = ϕ (t′) si a − δ < t < t′ < a + δ, aśı que
(a− δ, a+ δ)∩ G (ϕ) = φ. Obsérvese también que de
la demostración del teorema anterior se deduce que ni
a = InfG (ϕ) ni b = supG (ϕ) , los cuales están en G (ϕ),
pueden ser ráıces de alguno de los Pn (x).

Nota 1.14. En la Sección 3 demostraremos que todo
funcional positivo acotado L admite una representación
de la forma

L(P (x)) =

∞∫
−∞

P (t) dϕ (t) , P (x) ∈ C [x] ,

para alguna distribución de momentos ϕ con G (ϕ) infi-
nito.

Nota 1.15. Si ϕ es una distribución de momentos con
G (ϕ) finito, digamos G (ϕ) = {tk | 1 ≤ k ≤ n}, L defini-
do por (1.36), no es positivo. En efecto, es claro que si
P (x) ∈ C [x] ,

L(P (x)) =
n∑
k=1

P (tk) (ϕ (tk) − ϕ (tk−))

y si P (x) = (x− t1)
2 (x− t2)

2 · · · (x− tn)
2 entonces

P (x) �= 0 y P (t) ≥ 0 para todo t ∈ R; sin em-
bargo, L(P (x)) = 0. Nótese además que G (ϕ) =
{t1 < t2 < . . . < tn}, n ≥ 1, si y sólo si ϕ es una función
escalonada creciente, constante (=ϕ (tk)) en [tk, tk−1) ,
k = 1, 2, . . . , n − 1, en (−∞, t1) (=ϕ (−∞+)) y en
[tn,∞) (=ϕ (∞−)). Naturalmente, G (ϕ) = φ si y sólo
si ϕ es constante en R.

Nota 1.16. Sea ϕ una función de distribución. Se de-
finen

µ ((a, b]) = ϕ (b) − ϕ (a+) ,
-∞ ≤ a ≤ b <∞,

µ ((a, b)) = ϕ (b−) − ϕ (a+) ,
-∞ ≤ a < b ≤ ∞.

(1.37)

Teniendo en cuenta que [a, b) = (−∞, b) � (−∞, a) y
[a, b] = (−∞, b] � (−∞, a), las anteriores definiciones
fuerzan las dos siguientes:

µ ([a, b)) = ϕ (b−) − ϕ (a−) ,
−∞ < a ≤ b ≤ ∞,

µ ([a, b]) = ϕ (b) − ϕ (a−) ,
−∞ < a ≤ b <∞.

(1.38)

En particular µ ((a, b]) = ϕ (b) − ϕ (a) si -∞ < a ≤
b < ∞, µ ((−∞, b]) = ϕ (b) − ϕ (−∞+) si −∞ <
b < ∞, µ (R) = µ ((−∞,∞)) = ϕ (∞−) − ϕ (−∞+) ,
µ ([a,∞)) = ϕ (∞−) − ϕ (a−) si -∞ < a < ∞.
Obsérvese que

µ ({a}) = ϕ (a) − ϕ (a−) , a ∈ R. (1.39)

Sea A=
n⋃
k=1

Ik, n ≥ 1, donde los Ik son intervalos de la

forma (a, b], -∞ ≤ a ≤ b < +∞. Entonces A es también
reunión disyunta de finitos intervalos de esta forma. Es-
to es claro si n = 1. También es cierto si n = 2, pues
I1 ∪ I2 = (I1 � I2) ∪ I2 e I1 � I2 es evidentemente un
tal intervalo o la unión disyunta de dos de tales inter-
valos. La afirmación resulta entonces de un argumento

por inducción, observando que
n⋃
k=1

Ik =
(
n−1⋃
k=1

Ik

)
∪ In y

que si los Ik, 1 ≤ k ≤ n− 1, son ya disyuntos, entonces

I =
n−1⋃
k=1

(Ik � In) es reunión de intervalos disyuntos de

la forma exigida e I ∩ In = φ. Suponiendo entonces que
los Ik son disyuntos, definimos

µ (A) =
∞∑
k=1

µ (Ik) . (1.40)

Con esta definición es fácil ver que si A está dado como

arriba y también A=
∞⋃
k=1

I
′
k con los I

′
k disyuntos (y de la

forma (ak, bk]) entonces (Bartle [8], Chap. IX)

µ (A) =
∞∑
k=1

µ
(
I

′
k

)
, (1.41)

para lo cual basta evidentemente establecer la anterior
igualdad cuando A es de hecho un intervalo (a, b], y
muestra en particular que µ (A) dada por (1.40) es in-
dependiente de la representación de A como reunión de
intervalos disyuntos.

Ahora, el conjunto A de las reuniones finitas de in-
tervalos de la forma (a, b], −∞ ≤ a ≤ b < +∞, es un
álgebra de conjuntos (R. Bartle [8], Chap. IX), es decir,
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si A,B ∈ A entonces A∪B ∈ A y A�B ∈ A. Además,
µ es una medida positiva sobre A, es decir,

µ

( ∞⋃
k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

µ (Ak) , (1.42)

siempre y cuando Ak ∈ A para todo k, Ak ∩ Aj = φ

si k �= j y
∞⋃
k=1

Ak ∈ A. Esto resulta fácilmente de las

anteriores consideraciones. Si [A] denota entonces la
σ−álgebra generada por A (Bartle [8], Chap. II), [A]
contiene la σ-álgebra B generada por los subconjuntos
abiertos de R (la σ-álgebra de Borel de R), y µ se ex-
tiende a una medida positiva µ∗ sobre [A] (la medida
exterior definida por µ. Bartle [8], Chap. IX). Escribi-
remos aún µ∗ = µ. Si f ∈ Cϕ(R,C), se tiene que f es
µ-integrable; o sea, Cϕ(R,C) ⊆ L1(R,C, µ). Además,∫

fdµ =

∞∫
−∞

f (t) dϕ (t) , f∈Cϕ(R,C). (1.43)

Nótese que G (ϕ) = Suppµ el soporte de la medida µ,
es decir, el menor subconjunto cerrado F de R tal que
µ (R�F ) = 0. En efecto, R�G (ϕ) es reunión enumera-
ble de intervalos abiertos disyuntos, y si (a, b) con a < b
es uno de tales intervalos, µ ((a, b)) = ϕ (b−)−ϕ (a+) =
0, pues ϕ (t) = ϕ (t′) si a < t ≤ t′ < b. Por otra parte,
si F es cerrado y µ (R�F ) = 0 entonces µ ((a, b)) = 0
para todo intervalo abierto tal que (a, b)∩F = φ, lo cual
implica que (a, b)∩G (ϕ) = φ. Entonces, G (ϕ) ⊆ F . En
particular,

µ (G (ϕ)) = µ (R) . (1.44)

Si además

ψ (x) = µ ((−∞, x]) , x ∈ R, (1.45)

entonces ψ es creciente, continua por la derecha y 0 ≤
ψ (x) ≤ µ (R) <∞, siendo entonces una función de dis-
tribución tal que

ϕ (x) = ψ (x) + ϕ (−∞+) (1.46)

y ψ (−∞+) = 0.

Nota 1.17. Si M es una σ-álgebra de subconjuntos de
un conjunto X (Bartle [8], Chap II), µ : M → R es tal

que
∞∑
k=1

µ (Ak) converge si (Ak) ⊆ M,
∞⋃
k=1

Ak ∈ M y

Ak ∩Aj = ∅ cuando k �= j, y si además

µ

( ∞⋃
k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

µ (Ak) , (1.47)

se dice aún que µ es una medida sobre X para la σ-
álgebra M, aunque no necesariamente una medida po-
sitiva (una carga, para [8]). Es aún posible permitir que
µ tome valores complejos (µ : M → C), en cuyo caso se
dice que µ es una medida compleja (Rudin [26]). Las
cargas y medidas complejas sobre la σ-álgebra de Borel
de R no dejan de tener interés e importancia en la teoŕıa
de los polinomios ortogonales sobre la recta.

2. La fracción continua

Sea {Pn (x)} un SMOP, el cual satisface la relación de
recurrencia

xPn(x) = Pn+1(x) +BnPn(x) + CnPn−1(x),
n ≥ 0, P−1(x) = 0, (2.1)

Evidentemente {Pn (x)} queda uńıvocamente determi-
nado por la relación (2.1) anterior para n ≥ 1 y por las
condiciones iniciales

P0(x) = 1, P1(x) = x−B0. (2.2)

Las condiciones (2.2) aseguran que Pn(x) es mónico y
de grado n para todo n ≥ 0 (naturalmente, Cn �= 0 para
n ≥ 1 y C0 es arbitrario).

Definición 2.1. Se dice que un sistema

{Qn (x) | n ≥ 0}

de polinomios en C [x] es correcursivo con {Pn (x)}
(Chihara [18]) si

xQn(x) = Qn+1(x) +BnQn(x) + CnQn−1(x),
n ≥ 1. (2.3)

No se imponen condiciones sobre grado(Qn (x)), pero
de (2.3) se deduce que

grado(Qn+1 (x)) = grado(Qn (x)) + 1

para todo n ≥ 0. Es claro además que si {Qn (x)} sa-
tisface (2.3) para n ≥ 0 y Q−1(x) = 0, necesariamente
Qn (x) = Q0 (x)Pn (x), n ≥ 0, aśı que si Q0 (x) �= 0,
grado(Qn (x)) = n + grado(Q0 (x)), n ≥ 0. Como es
claro, {Q (x)Pn (x)} es correcursivo con {Pn (x)} cual-
quiera que sea el polinomio Q (x).

Si {Qn (x)} satisface (2.3) para n ≥ 1, es decir, si es
correcursivo con {Pn (x)}, no es posible, en general, ex-
presar Qn (x) en términos únicamente de Pn (x). Esto
siempre es posible, sin embargo, en términos de {Pn (x)}
y de sus primeros polinomios asociados.



391

Definición 2.2. Si {Pn (x)} está dado por (2.1) e
i = 0, 1, 2, . . . , el sistema

{
P

(i)
n (x)

}
de los i-ésimos aso-

ciados de {Pn (x)} está dado por

xP
(i)
n (x) = P

(i)
n+1(x) +Bn+iP

(i)
n (x) + Cn+iP

(i)
n−1(x),

n ≥ 0, P (i)
−1(x) = 0.

(2.4)

Se supone, naturalmente, que P (i)
0 (x) = 1. Claramente{

P
(i)
n (x)

}
es un SMOP para el funcional de momentos

L(i) dado por

L(i)

(
m∑
n=0

anP
(i)
n (x)

)
= a0, m ≥ 0, (2.5)

donde an ∈ C, n ≥ 0. Obviamente
{
P

(i)
n (x)

}
está tam-

bién dado por (2.4) para n ≥ 1 y por las condiciones
iniciales

P
(i)
0 (x) = 1, P (i)

1 (x) = x−Bi. (2.6)

El sistema
{
P

(1)
n (x)

}
es el sistema de los primeros

asociados de {Pn (x)} . La relación (2.4) se escribe tam-
bién en la forma, a veces conveniente,

xP
(i)
n (x) = P

(i)
n+1(x) +B

(i)
n P

(i)
n (x) + C

(i)
n P

(i)
n−1(x),

n ≥ 0, P (i)
−1(x) = 0,

(2.7)

donde B(i)
n = Bn+i, C

(i)
n = Cn+i, n ≥ 0. Obviamente

Pn (x) = P
(0)
n (x) , n ≥ 0.

Evidentemente Qn (x) = Q(x)P (1)
n−1 (x), n ≥ 1, donde

Q(x) ∈ C [x] es arbitrario, es correcursivo con {Pn (x)} .
Es también claro que si {Qn (x)} es correcursivo con
{Pn (x)} , es el único sistema {qn (x)} correcursivo con
{Pn (x)} tal que q0 (x) = Q0 (x) , q1 (x) = Q1 (x) .
Es decir, Q0 (x) , Q1 (x) determinan uńıvocamente a
{Qn (x)}.
Teorema 2.1. Si {Qn (x)} es correcursivo con
{Pn (x)} entonces

Qn (x) = Q0 (x)Pn (x)
+ (Q1 (x) − (x−B0)Q0 (x))P (1)

n−1 (x) , n ≥ 0.
(2.8)

Demostración. Si qn (x) denota el término de la de-
recha en (2.8), es claro de lo dicho anteriormente que
{qn (x)} es correcursivo con {Pn (x)}. Como además
q0 (x) = Q0 (x) y q1 (x) = Q1 (x), necesariamente
qn (x) = Qn (x), n ≥ 0.

Corolario 2.1. Si {Pn (x)} está dado por (2.1) enton-
ces

Pn (x) = (x−B0)P
(1)
n−1 (x) − C1P

(2)
n−2 (x) , n ≥ 1. (2.9)

Demostración. Si Qn (x) = Pn+1 (x), n ≥ 0, es claro
que {Qn (x)} es correcursivo con

{
P

(1)
n (x)

}
y Q0 (x) =

P1 (x) = x − B0, Q1 (x) = P2 (x) = (x−B1)P1 (x) −
C1, aśı que Q1 (x) − (x−B1)Q0 (x) = −C1. Enton-
ces, según el teorema, Qn (x) = (x − B0)P

(1)
n (x) −

C1P
(2)
n−1 (x), n ≥ 0, de lo cual (2.9) resulta inmedia-

tamente.

Nota 2.1. Si {Qn (x)} es correcursivo con {Pn (x)} y
Q0 (x) = 0, no necesariamente Qn (x) = 0 para todo
n ≥ 0. Por ejemplo, Qn (x) = P

(1)
n−1 (x) , n ≥ 0, es corre-

cursivo con {Pn (x)} y Q0 (x) = 0. Nótese que (2.8) es
aún válida en este caso. El siguiente resultado, debido
a Abel, es frecuentemente útil, y será fundamental en lo
que sigue.

Teorema 2.2. [Abel] Si {Pn (x)} está dado por (2.1),
entonces

P (1)
n (x)Pn (x) − P

(1)
n−1 (x)Pn+1 (x) = λn, n ≥ 0,

(2.10)

donde, siendo L el FM de {Pn (x)} , λn = L(P 2
n (x)),

n ≥ 0.

Demostración. Obsérvese que λn = C1 . . . Cn para
n ≥ 1. La afirmación es clara si n = 0, pues λ0 = 1.
Supongámosla entonces válida para n− 1, n ≥ 1, y de-
mostrémosla para n. Se tiene, en efecto, que

P
(1)
n−1 (x)Pn+1 (x)

= P
(1)
n−1 (x) [(x−Bn)Pn (x) − CnPn−1 (x)]

= (x−Bn)P
(1)
n−1 (x)Pn (x) − CnP

(1)
n−1 (x)Pn−1 (x)

=
[
P (1)
n (x) + CnP

(1)
n−2 (x)

]
Pn (x)

− CnP
(1)
n−1 (x)Pn−1 (x)

= P (1)
n (x)Pn (x)

− Cn

[
P

(1)
n−1 (x)Pn−1 (x) − P

(1)
n−2 (x)Pn (x)

]
y la afirmación para n resulta inmediatamente de es-
to.

Si {Pn (x)} está dado por (2.1), la fracción continua

1 |
|x−B0

− C1 |
|x−B1

− C2 |
|x−B2

− · · ·, (2.11)
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es decir,

1

x−B0 − C1

x−B1 − C2

x−B2 − · · ·

,

se denomina la fracción continua de Stieltjes de
{Pn (x)} ;

Xn (x) :=
1 |

|x−B0
− C1 |

|x− B1
− · · · − Cn−1 |

|x−Bn−1
,

(2.12)

para n ≥ 2, se denomina el n-convergente de dicha frac-
ción (Chihara [19], Wall [30]). Es usual convenir en que

X1 (x) =
1

x−B0
. Si z ∈ C, Xn (z) está definido para

todo n ≥ 1 suficientemente grande y lim
n→∞Xn (z) existe

en C, se dice que la fracción continua (2.11) converge
en z. Si X (z) = lim

n→∞Xn (z) , es corriente escribir

X (z) =
1 |

|z −B0
− C1 |

|z −B1
− C2 |

|z −B2
− · · · .

(2.13)

La función X (z) , definida en todos los puntos donde
(2.11) converge, se denomina aún la fracción continua
de {Pn (x)}.
Teorema 2.3. Si Xn (x) es el n-convergente de la frac-
ción continua de {Pn (x)}, entonces

Xn (x) =
P

(1)
n−1 (x)
Pn (x)

, n ≥ 1. (2.14)

Demostración. La afirmación es clara para n = 1, pues
P

(1)
0 (x) = 1 y P1 (x) = x−B0. Supongámosla para n y

demostrémosla para n+ 1. Entonces, por hipótesis,

X
(1)
n (x)

:=
1 |

|x−B
(1)
0

− C
(1)
1 |

|x−B
(1)
1

− · · · − C
(1)
n−1 |

|x−B
(1)
n−1

=
P

(2)
n−1 (x)

P
(1)
n (x)

,

(2.15)

y como

Xn+1 (x)

=
1

x−B0 − C1

[
1 |

|x−B1
− C2 |

|x−B2
− · · · − Cn |

|x−Bn

]

=
P

(1)
n (x)

(x− B0)P
(1)
n (x) − C1P

(2)
n−1 (x)

,

la afirmación para n+ 1 resulta de (2.8).

Nota 2.2. Definiendo X
(i)
n (x), i = 0, 1, 2, . . . , de la

manera obvia, se tendrá que

X(i)
n (x) =

P
(i+1)
n−1 (x)

P
(i)
n (x)

, n ≥ 1. (2.16)

Nota 2.3. Se deduce que si z ∈ C y no es ráız de ningu-
no de los Pn (x) , Xn (z) está definido para todo n ≥ 1.
En particular, si el FM de {Pn (x)} es positivo o, lo que
es lo mismo, si Bn y Cn son reales para n ≥ 0 y Cn > 0
para n ≥ 1, Xn (z) está definido para todo n ≥ 0 si
z /∈ R.

Si para todo n ≥ 1, enk = (δ0k, δ1k, . . . , δn−1k),
0 ≤ k ≤ n − 1, es la base canónica de Cn (la cual es
un sistema ortonormal con respecto al producto interno〈
n−1∑
k=0

αke
n
k ,
n−1∑
k=0

βke
n
k

〉
=
n−1∑
k=0

αkβk), un FM, cuyo SMOP

{Pn (x)} satisface (2.1), define para i = 0, 1, 2, . . . un
operador lineal L(i)

n : Cn → C
n, n ≥ 1, por (recorda-

mos que B(i)
k = Bk+i, C

(i)
k = Ck+i):

L
(i)
n enk = enk+1 +B

(i)
k enk + C

(i)
k enk−1,

0 ≤ k < n,

L
(i)
n

(
enn−1

)
= B

(i)
n−1e

n
n−1 + C

(i)
n−1e

n
n−2,

(1.17)

donde suponemos que en−1 = (0, 0, . . . , 0) ∈ Cn. Nótese
que la matriz de L(i)

n con respecto a la base {enk}, la cual
denotamos aún con L(i)

n , es

L(i)
n =



B
(i)
0 C

(i)
1 0 . . . 0 0

1 B
(i)
1 C

(i)
2 . . . 0 0

0 1 B
(i)
2 . . . 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 . . . B
(i)
n−2 C

(i)
n−1

0 0 0 . . . 1 B
(i)
n−1


,

(2.18)

para n ≥ 1.
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Si In es la matriz idéntica de orden n, es evidente que

P
(i)
1 (x) = x−B

(i)
0 = Det

(
xI1 − L

(i)
1

)
(2.19)

y desarrollando el determinante Det
(
xIn+1 − L

(i)
n+1

)
con respecto a la última columna, se obtiene que

Det
(
xIn+1 − L

(i)
n+1

)
=

(
x−B(i)

n

)
Det

(
xIn − L(i)

n

)
−C(i)

n Det
(
xIn−1 − L

(i)
n−1

)
,

donde convenimos en que Det
(
xI0 − L

(i)
0

)
= 1. Enton-

ces,

P (i)
n (x) = Det

(
xIn − L(i)

n

)
, n ≥ 0. (2.20)

Por otra parte, la regla de Cramer muestra que(
xIn − L(i)

n

)−1

=
1

P
(i)
n (x)

A(i)
n , n ≥ 1, (2.21)

donde A(i)
n =

[
a
(i)
hk

]
n×n

es una matriz tal que

a
(i)
11 = Det

(
xIn−1 − L

(i+1)
n−1

)
, n ≥ 1, (2.22)

aśı que〈(
xIn − L(i)

n

)−1

en0 , e
n
0

〉
=
P

(i+1)
n−1 (x)

P
(i)
n (x)

, n ≥ 0. (2.23)

En particular, con Ln = L
(0)
n ,〈

(xIn − Ln)
−1 en0 , e

n
0

〉
= Xn(x) =

P
(1)
n−1 (x)
Pn (x)

, n ≥ 1.

(2.24)

Teorema 2.4. Si n ≥ 1,

Mn = sup {1 + |Bk| + |Ck| , 0 ≤ k ≤ n− 1}
y

‖Ln‖ = sup {|Ln(u)| ||u ∈ C
n, ‖u‖ ≤ 1} , (2.25)

entonces ‖Ln‖ ≤ 3Mn, y los valores propios de Ln son
las ráıces de Pn (x), las cuales quedan todas contenidas
en el disco D(0, 3Mn) = {z ∈ C| |z| ≤ 3Mn}.

Demostración. Supongamos que u =
n−1∑
k=0

αke
n
k , aśı que

‖u‖2 =
n−1∑
k=0

|αk|2 . Nótese que

Ln(u) =
n−2∑
k=0

αke
n
k+1 +

n−1∑
k=0

Bkαke
n
k +

n−1∑
k=0

Ckαke
n
k−1,

de lo cual se deduce sin más que si ‖u‖ ≤ 1 entonces

‖Ln(u)‖ ≤ (1 + 2Mn) ‖u‖ ≤ 3Mn, ‖Ln‖ ≤ 3Mn,

y si λ es un valor propio de Ln, es decir, una ráız de
Det (xIn − Ln) = Pn(x), y v es un vector propio de Ln
para λ, entonces

|λ| =
‖Ln(v)‖

‖v‖ ≤ ‖Ln‖ ≤ 3Mn.

Esto demuestra el teorema.

Definición 2.3. Si {Pn(x)} está dado por (2.1) y existe
M > 0 tal que

sup {1 + |Bk| + |Ck| , k ≥ 0} ≤ M

3
, (2.26)

se dice que {Pn(x)} está acotado por M.

Si Mn para {Pn(x)} es como en el Teorema 2.4 y

{Pn(x)} está acotado por M entonces Mn ≤ M

3
para

todo n ≥ 1, aśı que las ráıces de Pn(x) están contenidas
en D (0,M) para todo n ≥ 1, y en [−M,M ] si Bn, Cn
son reales y Cn > 0 para n ≥ 1. Es decir, si el funcional
de momentos de {Pn(x)} es positivo y acotado por M,
las ráıces de Pn(x) están en [−M,M ] para todo n ≥ 1.

Teorema 2.5. Si {Pn(x)} está acotado por M, la frac-
ción continua de {Pn(x)} converge en {z ∈ C | |z| > M}
hacia una función anaĺıtica X (z) en este dominio. De
hecho, la convergencia es uniforme en {z ∈ C | |z| ≥
M ′} para todo M

Demostración. Si para todo n ≥ 1, Ln = L
(0)
n está de-

finido por (2.17) (con i = 0), es claro que ‖Ln‖ ≤ M y∥∥Lkn∥∥ ≤Mk para todo k ≥ 0. En efecto,∥∥∥∥∥In − (zIn − Ln)
m∑
k=0

Lkn
zk+1

∥∥∥∥∥ =
∥∥∥∥Lm+1

n

zm+1

∥∥∥∥ ≤ Mm+1

|z|m+1 ,

lo cual implica que∥∥∥∥∥(zIn − Ln)
−1 −

m∑
k=0

Lkn
zk+1

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥(zIn − Ln)

−1
∥∥∥ Mm+1

|z|m+1 ,

aśı que si |z| > M, con lo cual
(
M

|z|
)m+1

→ 0 cuando

m→ ∞, entonces

lim
m→∞

∥∥∥∥∥(zIn − Ln)
−1 −

m∑
k=0

Lkn
zk+1

∥∥∥∥∥ = 0.

Como además∣∣∣∣∣〈(zIn − Ln)
−1
en0 , e

n
0

〉
−

m∑
k=0

〈
Lkne

n
0 , e

n
0

〉
zk+1

∣∣∣∣∣
≤

∥∥∥∥∥(zIn − Ln)−1 −
m∑
k=0

Lkn
zk+1

∥∥∥∥∥
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se concluye, con µnk =
〈
Lkne

n
0 , e

n
0

〉
, que

lim
m→∞

∣∣∣∣∣P
(1)
n−1 (z)
Pn (z)

−
m∑
k=0

µnk
zk+1

∣∣∣∣∣ = 0, |z| > M.

Esto implica, en particular, que
m∑
k=0

µnk
zk+1

es la serie de

Laurent de
P

(1)
n−1 (z)
Pn (z)

en |z| > M . Es importante obser-
var que

|µnk| ≤ ‖Ln‖k ≤Mk, n ≥ 1, k ≥ 0.

Obsérvese además que

P
(1)
n (z)

Pn+1 (z)
− P

(1)
n−1 (z)
Pn (z)

=
λn

Pn+1 (z)Pn (z)
,

n ≥ 1, |z| > M,

(2.27)

como resulta de (2.10). Esto implica, en vista de que
es obviamente aśı (por división larga, por ejemplo) para
el término de la derecha, que el desarrollo de Laurent
en |z| > M del término de la izquierda sólo contiene
potencias de z−k con k ≥ 2n + 1, y esto también será

cierto del desarrollo de Laurent de
P

(1)
m (z)

Pm+1 (z)
− P

(1)
n−1 (z)
Pn (z)

para m ≥ n, el cual es necesariamente
∞∑

k=2n

µmk − µnk
zk+1

.

Entonces, para |z| ≥M ′ > M ,∣∣∣∣∣ P (1)
m (z)

Pm+1 (z)
− P

(1)
n−1 (z)
Pn (z)

∣∣∣∣∣ ≤ 2
M ′

∞∑
k=2n

(
M

M ′

)k
, n ≥ 1,

lo cual asegura que

{
P

(1)
n−1 (z)
Pn (z)

}
es uniformemente de

Cauchy en |z| ≥M ′ para todo M ′ > M . Por lo tanto

X (z) = lim
n→∞Xn (z) = lim

n→∞
P

(1)
n−1 (z)
Pn (z)

existe para |z| > M y es uniforme en |z| ≥ M ′ para to-
do M ′ > M, de lo cual, en todo subconjunto compacto
de {z | |z| > M}. Como Xn (z) es anaĺıtica en |z| > M,
también lo será entonces X (z).

Nota 2.3. Es claro que si f es anaĺıtica en un subcon-
junto abierto Ω de C tal que Ω′ = Ω∩{z | |z| > M} �= φ
y f(z) = X (z) para todo z ∈ Ω′, entonces f(z)
y X (z) pueden prolongarse anaĺıticamente a Ω′′ =
{z | |z| > M} ∪Ω, y las prolongaciones coinciden en es-
te conjunto. Por ejemplo, si Ω ⊇ {z | |z| > M} , X (z)
puede automáticamente considerarse anaĺıtica en Ω.

El siguiente teorema, último de la presente sección,
tiene importantes implicaciones, como veremos. Su-

ponemos aún que 1 + |Bn| + |Cn| ≤ M

3
para todo

n = 0, 1, 2, . . . .

Teorema 2.6. El desarrollo de Laurent de X (z) en
|z| > M es de la forma

X (z) =
1
z

+
∞∑
k=2

b−k
zk

. (2.28)

En particular,

lim
z→∞ zX (z) = 1. (2.29)

Demostración. Supongamos

X (z) =
+∞∑

k=−∞
bkz

k, |z| > M,

y sea C un contorno positivamente orientado de |z| > M
que contiene a D(0,M) en su interior. Como

Xn (z) =
P

(1)
n−1 (z)
Pn (z)

=
+∞∑

k=−∞
bnkz

k, |z| > M,

donde bnk = 0, k ≥ 0, bn,−1 = 1, bn,−k = µn,k−1, k ≥ 2,
y Xn (z) converge uniformemente a X (z) sobre C cuan-
do n→ ∞, se tiene que

bnk =
1

2πi

∫
C

Xn (z) z−k−1dz → 1
2πi

∫
C

X (z) z−k−1dz

= bk

para todo k ∈ Z, aśı que bk = 0, k ≥ 0, y b−1 = 1. Esto
demuestra el teorema.

3. Representación de los funcionales de
momentos

Establecemos en esta sección dos teoremas de represen-
tación de funcionales de momentos. El primero, válido
para funcionales no necesariamente positivos pero cu-
yo SMOP está acotado, involucra la fracción continua
de éstos y se expresa mediante integrales de contorno
(véanse [6], [14], [15] y [21]). El segundo, válido para
funcionales positivos, acotados o no, recurre a funciones
de distribución de momentos sobre la recta y, por lo tan-
to, a medidas de Borel positivas. Sólo demostraremos
este último en el caso acotado, pues éste es el único que
usaremos, refiriendo al lector a Chihara [19] para la de-
mostración en el caso no acotado (y también para otra
demostración del caso acotado).
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Teorema 3.1. Sea L un funcional de momentos cu-
yo SMOP {Pn (x)} está acotado por M. Sean X (z) la
fracción continua de {Pn (x)} y C un contorno positiva-
mente orientado de |z| > M el cual contiene a D (0,M)
en su interior. Entonces, L admite la representación

L (P (x)) =
1

2πi

∫
C

X (z)P (z) dz, (3.1)

válida para todo polinomio P (x) ∈ C [x].

Demostración. Como

1
2πi

∫
C

X (z) dz = 1,
1

2πi

∫
C

P
(1)
n−1 (z) dz = 0, n ≥ 1,

(3.2)

y, recurriendo a (2.10),

1
2πi

∫
C

P
(1)
n+m−1 (z)
Pn+m (z)

Pn (z) dz =
1

2πi

m∑
k=1

∫
C

[
P

(1)
n+k−1 (z)
Pn+k (z)

− P
(1)
n+k−2 (z)
Pn+k−1 (z)

]
Pn (z) dz +

1
2πi

∫
C

P
(1)
n−1 (z) dz

=
1

2πi

m∑
k=1

∫
C

λn+k−1Pn (z)
Pn+k (z)Pn+k−1 (z)

dz = 0,m, n ≥ 1,

se deduce, haciendo m→ ∞, que
1

2πi

∫
C

X (z)Pn(z)dz = 0, n ≥ 1. (3.3)

Como L′ (P (x)) definido por el término de la derecha
en (3.1) es obviamente C-lineal, (3.2) y (3.3) garantizan,
en virtud de (1.9) o (1.11), que L′ = L.

El siguiente teorema simple (véanse [14], [15], [16])
tiene, sin embargo, consecuencias útiles.

Teorema 3.2. Supóngase que el funcional L de
{Pn (x)}, acotado por M, admite también la represen-
tación

L (P (x)) =
1

2πi

∫
C

F (z)P (z)dz (3.4)

donde C es como en el Teorema 3.1 y donde F (z) es
anaĺıtica en |z| > M con lim

z→∞F (z) = 0. Entonces,

F (z) = X(z), |z| > M.

Demostración. Supóngase que

X(z) − F (z) =
+∞∑

n=−∞
anz

n ,

|z| > M . Como en virtud de (3.1) y (3.4),

a−n =
1

2πi

∫
C

(X (z) − F (z)) zn−1dz = 0, n ≥ 1,

se deduce que X (z) − F (z) admite una prolongación
anaĺıtica a todo C. Como además lim

z→∞ (X (z) − F (z)) =

0 entonces an = 0 para todo n ≥ 0 (Apostol, Teorema

116.21), aśı que X (z) = F (z), |z| > M .

Nota 3.1. De hecho, si lim
z→∞F (z) existe, finito o in-

finito, X (z) − F (z) es un polinomio (obsérvese que si
P (x) es un polinómio y F (z) = X(z) + P (z), |z| > M,
(3.4) es aún válida).

El siguiente teorema puede ser útil para determinar
las fracciones continuas (Ejemplo 5.2 más adelante) y
para muchos otros propósitos

Teorema 3.3. [Markov] Si L está representado por
una distribución de momentos ϕ con G (ϕ) infinito y
G (ϕ) ⊆ (a, b) , -∞ < a < b < ∞, y si X(z) es la frac-
ción continua del SMOP de L, entonces

X (z) =

∞∫
−∞

dϕ (t)
z − t

=

b∫
a

dϕ (t)
z − t

(3.6)

y es anaĺıtica en C� [a, b].

Demostración. La segunda igualdad en (3.6) resulta del
hecho de que ϕ es constante en R� [a, b] y del hecho
de que a, b /∈ G (ϕ). Sea M > max {|a| , |b|} tal que si
{Pn (x)}, dado por (1.7), es el SMOP de L, entonces

1 + |Bn| + Cn ≤ M

3
para todo n ≥ 0. La existencia

de M resulta del Teorema 1.5. Demostraremos que si
F (z) está dada por los términos de la derecha en (3.6)
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entonces F es anaĺıtica en C� [a, b], lim
z→∞ zF (z) = 1 y

L (P (x)) =
1

2πi

∫
C

F (z)P (z)dz , P (x) ∈ C [x] ,

donde C es cualquier contorno positivamente orientado
de C�D(0,M) con D(0,M) en su interior. Obsérvese
que [a, b] ⊆ [−M,M ].

Ahora, si c /∈ [a, b] y ε > 0 es tal que D(c, ε)∩ [a, b] =
∅, entonces

1
z − t

=
1

[(z − c) − (t− c)]
= −

∞∑
n=0

(z − c)n

(t− c)n+1

en tanto que z ∈ D(c, ε) y t ∈ [a, b]. Como ε ≤
dist([a, b] , c), aśı que

|z − c|
|t− c| ≤ r < 1, r =

|z − c|
ε

,

para todo t ∈ [a, b], la convergencia de la serie es uni-
forme en [a, b] , y podemos integrarla término a término
con respecto a dϕ (t) sobre [a, b] , para obtener que

b∫
a

dϕ (t)
z − t

=
∞∑
n=0

− b∫
a

dϕ (t)
(t− c)n+1

 (z − c)n , z ∈ D(c, ε).

Esto demuestra la analiticidad de F en C� [a, b] . Por
otra parte,

zF (z) =

b∫
a

dϕ (t)
1 − t/z

→
b∫
a

dϕ (t) = 1

cuando z → ∞. Finalmente, [a, b] está contenido en el
interior de C y

1
2πi

∫
C

F (z)P (z)dz =
1

2πi

∫
C

 b∫
a

dϕ (t)
z − t

P (z)dz

=

b∫
a

 1
2πi

∫
C

P (z)
z − t

dz

 dϕ(t)

=

b∫
a

P (t)dϕ(t)

= L (P (x)) ,

como resulta de intercambiar el orden de integración y
de la fórmula de Cauchy. Esto demuestra, en virtud del
Teorema 3.2, que F (z) = X(z), |z| > M, o sea, queX(z)
puede prolongarse anaĺıticamente a C� [a, b] y está dada
por (3.6).

Nota 3.2. Bajo las hipótesis del teorema anterior, X(z)
es anaĺıtica en C� [a, b] . El teorema integral de Cauchy
asegura entonces que si C es un contorno ce- rrado y
positivamente orientado de C� [a, b] con [a, b] en su in-
terior, (3.1) es aún válida para C.

Nota 3.3. Si µ es la medida de Borel asociada con
la distribución de momentos ϕ del Teorema 3.3 (véase
Sección 1), entonces

X (z) =
∫

G(ϕ)

dµ (t)
z − t

, z /∈ G (ϕ) , (3.7)

y, teniendo en cuenta que G (ϕ) es, bajo las hipótesis de
tal teorema, un subconjunto compacto de R, se verifi-
ca, tal como en la demostración arriba, que X (z) es, de
hecho, anaĺıtica en C�G (ϕ).

Nota 3.4. Si µ es como en la Nota 3.3 y a es un
punto aislado de G (ϕ) = Suppµ, y si r > 0 es tal
que D(a, r) ∩ G (ϕ) = {a} , entonces lo dicho en la
Nota 3.3 asegura que X (z) es anaĺıtica en D∗(a, r) =
{ζ ∈ C |0< |ζ − a| < r} , y si Ga (ϕ) = G (ϕ) − {a} , en-
tonces

X (z) =
µ ({a})
z − a

+
∫

Ga(ϕ)

dµ (t)
z − t

, z ∈ D∗ (a, r) , (3.8)

aśı que

lim
z→a

(z − a)X (z) = µ ({a}) . (3.9)

Es decir,

Res (X (z) , a) = µ ({a}) . (3.10)

Nota 3.5. Obsérvese además que si G (ϕ) ⊆ [a.b],
−∞ < a < b < ∞, es decir, si G (ϕ) es compac-
to, entonces Cϕ (R,C) = C (R,C) el espacio de to-
das las funciones continuas de R en C. Mas aún, si
C ([a, b] ,C) es el espacio de las funciones continuas en
[a, b] y f ∈ C ([a, b] ,C) se identifica con la función

f̂ (x) =


f (a) , x < a
f (x) , a ≤ x ≤ b
f (b) , x > b

, (3.11)

entonces
b∫
a

f (t) dϕ (t) =

∞∫
−∞

f̂ (t) dϕ (t) =
∫
f̂dµ =

∫
fdµ

′

(3.12)

donde µ es como en la Nota 3.3 y µ
′
es la restricción de

µ a [a, b].
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Demostraremos ahora nuestro segundo teorema de re-
presentación, válido para funcionales positivos. Como
lo hemos mencionado, nos restringiremos al caso acota-
do, el único que usaremos. Esto nos permitirá recurrir
a un conocido teorema de F. Riesz, en lugar de a resul-
tados sobre selección por compacidad del tipo de Helly
tal como Chihara [19], lo cual, además, requiere menos
consideraciones sobre cuadraturas de Gauss. De todas
maneras la demostración en [19], Chap. II, que cubre
aún el caso no acotado, es fácil de asimilar y dif́ıcil de
mejorar.

El resultado de Riesz que necesitaremos es el siguien-
te:

Lema 3.1. [Teorema de Representación de Riesz] Sean
−∞ < a < b <∞ números reales y cosidérese el espacio
C ([a, b]) de las funciones reales continuas definidas en
[a, b]. Sea L : C ([a, b]) → R una aplicación R−lineal tal
que

|L (f)| ≤ ‖f‖ := supt∈[a,b] |f (t)| , (3.13)

Entonces, exite una medida de Borel µ sobre R tal que

L (f) =
∫
fdµ, f ∈ C ([a, b]) , (3.14)

la cual es positiva si L (P (x)) ≥ 0 para todo polinomio
P (x) ∈ R [x] tal que P (t) ≥ 0 para todo t ∈ [a, b]. En
este último caso

L (1) = µ (R) (3.15)

y µ tiene soporte compacto contenido en [a, b].

La demostración de la anterior forma del Lema 3.1
puede deducirse fácilmente a partir de Rudin [26], Teo-
rema 6.19, p. 139, si se tiene en cuenta lo observado en
la Nota 3.5, y no la daremos. Estableceremos, sin em-
bargo, la positividad de µ. Pero si f ∈ C ([a, b]) , f ≥ 0,
teniendo en cuenta que según el Teorema de Aproxi-
mación de Weierstrass ([27], p. 154) es posible escoger

una sucesión pn (x) ∈ R [x] tal que ‖pn − f‖ < 1
n

, y si

qn (x) = pn (x)+
1
n

entonces qn (t) ≥ f (t) ≥ 0 para todo

t ∈ [a, b] y ‖qn − f‖ < 2
n

, la afirmación resuelta de esto,

pues entonces L (f) = limn→∞ L (qn (x)) ≥ 0.

Necesitaremos además el siguiente lema.

Lema 3.2. Si L es positivo y acotado por M > 0, y si
P (x) �= 0 es un polinomio que no toma valores negativos
en [−M,M ], entonces

L (P (x)) > 0. (3.16)

Demostración. Sea {Pn (x)} el sistema mónico ortogo-
nal de L y sea n tal que el grado de P (x) sea menor que
n. Para cualquier polinomio Q (x) de grado menor que
2n se tiene que

Q (x)
Pn (x)

=
a1

x− x1
+

a2

x− x2
+ . . .+

an
x− xn

+Rn (x)

(3.17)

donde x1, . . . , xn son las ráıces de Pn (x), las cuales
están todas en [−M,M ] ,

ai =
Q (xi)
P ′
n (xi)

, i = 1, 2, . . . , n, (3.18)

y Rn (x) es un polinomio de grado menor que n. Como,
de (1.4), L (Rn (x)Pn (x)) = 0, se concluye, de (3.17) y
(3.18), que

L (Q (x)) =
∑

i = 1nQ (xi)Ai, (3.19)

donde

Ai = L
(

Pn (x)
(x− xi)P

′
n (xi)

)
, i = 1, 2, . . . , n. (3.20)

Como el grado de
(

Pn (x)
(x− xj)P ′

n (xj)

)2

es menor de 2n,

se tiene entonces que

L
((

Pn (x)
(x− xj)P ′

n (xj)

)2
)

=

∑n
i=1

(
Pn (xi)

(xi − xj)P ′
n (xj)

)2

Ai = Aj ,

(3.21)

de donde se deduce que Aj > 0, j = 1, 2, . . . , n. Ahora
bien, como P (xi) ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n, y P (xj) > 0 para
algún j = 1, 2, . . . , n (pues P (x) tiene grado menor que
n), de (3.19), con P (x) en vez de Q (x), se concluye que
L (P (x)) > 0. Esto demuestra el lema.

Corolario 3.1. Bajo las hipótesis del lema anterior, si
P (x) , Q (x) son polinomios reales y P (t) ≤ Q (t) para
todo t en [−M,M ], entonces L (P (x)) ≤ L (Q (x)).

Nota 3.6. Las propiedades (3.19) y (3.21) de los fun-
cionales positivos son frecuentemente útiles.

Corolario 3.2. Bajo la hipótesis del corolario anterior,
L es un funcional continuo sobre el espacio R [x] de los
polinomios reales para la topoloǵıa de la norma

‖P‖ = sup
t ∈ [−M,M ] |P (t)| . (3.22)
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Demostración En efecto, como −‖P‖ ≤ P (t) ≤ ‖P‖
para todo t ∈ [−M,M ], entonces, en virtud del Corola-
rio 3.1,

|L (P (x))| ≤ ‖P‖ . (3.23)

Ahora podemos demostrar que

Teorema 3.4. Si L es positivo y acotado por M > 0,
existe una medida de Borel positiva µ, con soporte com-
pacto contenido en [−M,M ] ,tal que

L (P (x)) =
∫ ∞

−∞
P (t) dµ (t) , P (x) ∈ C [x] . (3.24)

Demostración. En virtud del Teorema de Aproxima-
ción de Weierstrass [28], p. 154), R [x] es denso en
C ([−M,M ]), el espacio de las funciones reales continuas
en [−M,M ], cuando se da a este espacio la topoloǵıa de
la norma

‖f‖ = sup
t∈[−M,M ]

|f (t)| . (3.25)

Como L es lineal y continuo sobre R [x] para la topo-
loǵıa de esta norma, L admite una extensión continua
L̂ a C ([−M,M ]), y en virtud del Teorema de Repre-
sentación de Riesz, Lema 3.1, existe una medida µ con
soporte en [−M,M ] tal que

L̂ (f) =
∫ M

−M
f (t) dµ (t) , f ∈ C ([−M,M ]) . (3.26)

Como L(P (x) ≥ 0 si P (t) ≥ 0 para t ∈ [−M,M ], tam-
bién L̂ (f) ≥ 0 para f ≥ 0 en C ([−M,M ]). Entonces
µ es una medida positiva, y es claro que

L (P (x)) = L̂ (P (x)) =∫M
−M P (t) dµ (t) =

∫∞
−∞ P (t) dµ (t)

(3.27)

para cualquier polinomio P (x) ∈ R [x].

Nota 3.7. De lo dicho en la Nota 1.15 se deduce que
Supp µ en el teorema anterior es infinito.

Nota 3.8. Si L es positivo y acotado por µ y L está
representado por dos medidas positivas con soporte com-
pacto µ, υ, no hay pérdida de generalidad al suponer que
M es lo suficiente grande para que Suppµ ∪ Supp υ ⊆
[−M,M ], y el Teorema de Aproximación de Weierstrass,
la densidad uniforme de R [x] en C ([−M,M ]), asegura
entonces que µ = υ. Es decir, si L es positivo y acota-
do, L sólo puede ser representado por una única medida
positiva con soporte compacto. Más aún, si un funcio-
nal L está definido por una medida positiva con soporte
compacto infinito, ésta es la única medida que represen-
ta a L. Para ver esto, supóngase por el contrario que

L puede representarse en la forma (3.24) mediante dos
medidas positivas µ, υ, µ con soporte compacto. Sea
ϕ ≥ 0, continua y con soporte compacto, y sea ψ =

√
ϕ.

Sea {pn (x)} una sucesión de polinomios reales que apro-
ximen uniformemente a ψ en [−M,M ], donde M > 0
es tal que Suppµ ∪ Suppϕ ⊆ [−M,M ]. La existencia
de {pn (x)} está garantizada por el Teorema de Apro-
ximación de Weierstrass ([24], p.154). Evidentemente{
p2
n (x)

}
converge uniformemente a ϕ en [−M,M ], aśı

que∫ ∞

−∞
ϕdµ =

∫ M

−M
ϕdµ = lim

n→∞

∫ M

−M
p2
n (t) dµ

= lim
n→∞

∫ ∞

−∞
p2
n (t) dµ

= lim
n→∞

∫ ∞

−∞
p2
n (t) dυ

≥ lim
n→∞

∫ M

−M
p2
n (t) dυ

=
∫ ∞

−∞
ϕdυ.

(3.28)

Esto implica que si ϕ = 0 en Suppµ entonces
∞∫

−∞
ϕdυ =

0, aśı que Supp υ ⊆ Suppµ. Esto último implica a su
vez que, para ϕ ≥ 0, la desigualdad en (3.28) es real-
mente una igualdad. Entonces∫ ∞

−∞
fdµ =

∫ ∞

−∞
fdυ (3.29)

para toda función continua f con soporte compacto, aśı
que µ = υ, y la afirmación está demostrada.

Nota 3.9. Como lo hemos mencionado, es posible de-
mostrar (véase [10], [19], [27]) que si L es positivo aun-
que no acotado, L admite aún una representación de la
forma (3.28) con µ positiva. En tal caso µ no tendrá so-
porte compacto (Nota 3.8), y tal representación no será
necesariamente única: pueden existir infinitas medidas
distintas µ para las cuales (3.24) se verifique (véase [14],
p.73). Cuando este último es el caso, se dice que el pro-
blema de momentos para L es indeterminado. Cuando
el problema de momentos para L está determinado, es
decir, cuando aun si no tiene soporte compacto la medi-
da que representa a L es única, se dice que tal medida
es una medida espectral para L. Este es el caso si L es
positivo y acotado.

Si L es positivo, acotado por M > 0 y está repre-
sentado por la medida positiva µ con soporte compacto
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en [−M,M ], y si X (z) es la fracción continua de su
SMOP {Pn (x)}, entonces

X (z) =
∫ M

−M

dµ (s)
z − s

, z /∈ [−M,M ] (3.30)

como se deduce del Teorema de Markov (Teorema 3.3).
La integral con respecto a µ es sobre [−M,M ].

En vista de que {Pn (x)} y
{
P

(1)
n (x)

}
son polinomios

reales se tiene, para Im z �= 0, que

X (z) = X (z) (3.31)

Esto implica que, para 0 < ε < 1, t ∈ R,

Re (X (t− iε)) =
∫ M

−M

(t− s) dµ (s)
(t− s)2 + ε2

,

Im (X (t− iε)) =
εdµ (s)

(t− s)2 + ε2
.

(3.32)

Nótese que Im (X (t− iε)) ≥ 0 en tanto ε > 0. Se tiene
aśı el siguiente teorema adicional de representación para
los funcionales positivos acotados, el cual puede ser útil
en ciertas circunstancias.

Corolario 3.3. Si L es positivo y acotado por M > 0 y
si X (z) es la fracción continua de su SMOP, entonces

L (P (x)) = lim
ε→0

1
π

∫ a

−a
ImX (t− iε)P (t) dt (3.33)

para todo a ∈ R, a > M.

Demostración. Para demostrar (3.33) es suficiente esta-
blecer su validez para P (x) = xn, n ≥ 0. Obviamente
(t− iε) n = tn + εpn (t, ε) + iεqn (t, ε), donde pn (t, ε) y
qn (t, ε) son polinomios en t y ε con coeficientes reales.
Por lo tanto, siM < a <∞, existe una constante C > 0,
dependiente únicamente de a y n, tal que |pn (t, ε)| ≤ C,
|qn (t, ε)| ≤ C para |t| ≤ a y 0 ≤ ε ≤ 1. Se deduce que si
Γa, ε es el borde positivamente orientado del rectángulo
de vértices (−a,−ε), (a,−ε), (a, ε), (−a, ε) se tiene, a
partir de (3.1), que

L (xn) = lim
ε→0

1
2πi

∫
Γa,ε

znX (z) dz, (3.34)

y, puesto que las integrales sobre los segmentos verticales
de Γa, ε se anulan cuando ε → 0 (debido a la continui-
dad de X (z) sobre estos segmentos), entonces

L (xn) = lim
ε→0

1
π

{∫ a

−a
Im (X (t− iε) (t− iε)n) dt

}
= lim
ε→0

1
π

{∫ a

−a
ImX (t− iε) tndt

+ε
∫ a

−a
ReX (t− iε) qn (t, ε) dt

+ ε

∫ a

−a
ImX (t− iε) pn (t− e) dt

}
(3.35)

Pero como resultado de (3.32),∣∣∣∣∫ a

−a
ReX (t− iε) qn (t, ε) dt

∣∣∣∣
≤ C

∫ M

−M

{∫ a

−a

|t− s|
(t− s)2 + ε2

dt

}
dµ (s)

≤ C

2

∫ M

−M
log

[(
(a− s)2 + ε2

)(
(a+ s)2 + ε2

)]
dµ (s)

−2Cµ ([−M,M ]) log ε

≤ C ′ log
∫ M

−M

∣∣(a2 − s2
)∣∣ dµ (s) − 2C log ε

(3.36)

para todo ε > 0 suficientemente pequeño y C ′ >

C, pues log
[(

(a− s)2 + ε2
)(

(a+ s)2 + ε2
)]

tiende

a 2 log
(
a2 − s2

)
uniformemente en [−M,M ] cuando

ε→ 0. También,∣∣∣∣∫ a

−a
ImX (t− iε) pn (t, ε) dt

∣∣∣∣
≤ C

∫ M

−M

{∫ ∞

−∞

du

u2 + 1

}
dµ (s) ≤ Cπ.

(3.37)

Entonces, L (xn) es como se desea.

Nota 3.10. Obsérvese ahora que si ϕ : R →R es con-
tinua en [−a, a], {pn (x)} es una sucesión de polinomios
uniformemente convergente a ϕ en [−a, a], L = π

∫
ϕdµ

y ‖ ‖ denota la norma de la convergencia uniforme en
[−a, a], (3.33) implica que

lim sup
ε→0

∣∣∣∣∫ a

−a
ImX (t− iε)ϕ (t) dt− L

∣∣∣∣ ≤ 2π ‖ϕ− pn‖
(3.38)

para todo n ≥ 0 y, por lo tanto,

lim sup
ε→0

∣∣∣∣∫ a

−a
Im (X (t− iε))ϕ (t) dt− L

∣∣∣∣ = 0. (3.39)
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Entonces,

lim
ε→0

1
π

∫ a

−a
ImX (t− iε)ϕ (t) dt =

∫
ϕdµ. (3.40)

La fórmula (3.40) se conoce como la Fórmula de Inver-
sión de Stieltjes (véase Askey & Ismail [6]; Chihara [19],
Chap. III). Según tal fórmula, la medida µ está dada
para las funciones continuas sobre R por el lado izquier-
do de la identidad (3.40). De hecho, la identidad será
válida para cualquier función µ integrable.

Nota 3.11. Puesto que (3.33) y (3,40) son válidas en
tanto a > M , es usual escribir tales fórmulas con −∞,∞
en lugar de −a, a. En nuestra opinión, esto puede ser
causa de confusión. Al implicar un intercambio de ĺımite
e integral, las fórmulas (3.33) y (3.40) son dif́ıciles de
aplicar. Sin embargo, en la práctica es usual calcular la
función

ω (t) = lim
ε→0

1
π

ImX (t− iε) (3.41)

en los puntos donde exista y sea finita (obsérvese que
ω (t) = 0 para t /∈ [−M,M ]). Si esto ocurre excepto
tal vez en un número finito o enumerable de puntos ξj ,
j = 1, 2, . . . , y la función ω (t) resultante es no negativa
e integrable en R, es razonable suponer que ω (t) dt es la
parte absolutamente continua de la medida y luego in-
vestigar si los puntos ξj son puntos de masa de la misma.
Esto último se hace generalmente recurriendo al Teore-
ma 3.5 siguiente. Sin embargo, dar al procedimiento
una base sólida es en general dif́ıcil, salvo en circuns-
tancias muy especiales (como las que consideramos en
la Sección 4).

Teorema 3.5. Sean {Pn (x)} un SMOP positivo y
acotado por M , µ la medida espectral de {Pn (x)}. Sean
L2 (R,dµ) el espacio de las funciones complejas Lebesgue
medibles y de cuadrado integrable dotado de la norma

‖f‖L2(R,dµ) =
√∫ |f |2 dµ. y

L : L2 (R, dµ) → L2 (R, dµ)

el operador definido por

L (f) (t) = tf (t) , t ∈ R. (3.42)

Entonces {Pn (x)} es una base ortogonal de L2 (R, dµ)
y L es un operador autoadjunto acotado. Las afirmacio-
nes siguientes son además equivalentes para λ ∈ R.

1. λ es un valor propio de L.
2. La medida µ porta una masa en x = λ, aśı que

µ ({λ}) �= 0. (3.43)

3.
∞∑
n=0

P 2
n (λ) /λn < ∞, donde λn = L

(
P 2
n (x)

)
,

n ≥ 0. Además,

µ ({λ}) =
1∑∞
n=0

P 2
n (λ) /λn (3.44)

Demostración. Que L : L2 (R,dµ) → L2 (R,dµ) defini-
do por (3.42) es acotado, es claro, pues siendo {Pn (x)}
acotado por M entonces Suppµ ⊆ [−M,M ], aśı que

‖Lf‖2
L2(R,dµ) = ‖xf (x)‖2

L2(R,dµ) ≤M2 ‖f‖2
L2(R,dµ)

(3.45)

para toda f ∈ L2 (R,dµ). Como además∫
L (f) gdµ =

∫
f
(
Lg

)
dµ, f, g ∈ L2 (R,dµ) , (3.46)

L es un operador simétrico acotado y, por lo tanto, au-
toadjunto. Como es evidente, {Pn (x)} ⊆ L2 (R,dµ), y
de la densidad uniforme (Teorema de Aproximación de
Weierstrass) de los polinomios en C ([−M,M ]), el espa-
cio de las funciones continuas en [−M,M ], se deduce,
por medio de argumentos completamente est&ar (véase
Rainville, [25], p.155) que el sistema

{
Pn (x) /

√
λn

}
es

una base ortonormal de L2 (R,dµ) . Se deduce aśı que
{Pn (x)} es una base ortogonal de L2 (R,dµ) (en la men-
cionada demostración de Rainville, ω (x) dx debe susti-
tuirse por dµ (x)).

Demostraremos ahora que (1) =⇒ (2). Sea ϕ una
función propia de L para λ. Puesto que (λ− x)ϕ (x) =
0 para todo x �= λ, si µ ({λ}) = 0 entonces ϕ = 0
en L2 (R,dµ), lo cual es absurdo. Para demostrar que
(2) =⇒ (3), sea ϕ la función caracteŕıstica de {λ}. En-
tonces ϕ ∈ L2 (R,dµ) y ϕ �= 0. Por otra parte

ϕ (x) =
∞∑
n=0

αnPn (µ) ,

αn=
1
λn

∫
ϕ (t)Pn (t) dµ (t)=

1
λn
Pn (λ)µ ({λ}) , n ≥ 0.

(3.47)

Esto resulta del hecho de que {Pn (x)} es una base or-
togonal de L2 (R,dµ). Entonces

1 = ϕ (λ) =

{ ∞∑
n=0

P 2
n (λ) /λn

}
µ ({λ}) , (3.48)

de tal manera que
∞∑
n=0

P 2
n (λ) /λn < +∞. Para demos-

trar que (3) =⇒ (1), obsérvese que (3) asegura que
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ϕ (x) =
∞∑
n=0

λ−1
n Pn (λ)Pn (x), x ∈ R, está en L2 (R,dµ),

y que ϕ �= 0, pues P0 (λ) = P0 (x) = λ0 = 1. Puesto que
xϕ (x) = λϕ (x), como se deduce de la relación de recu-
rrencia de {Pn (x)}, entonces xϕ (x) está en L2 (R,dµ),
y λ es un valor propio de L. Como la relación (3.44) es
consecuencia de la (3.48), el teorema queda demostrado.

Nota 3.10. Para circunstancias más generales de au-
toadjunción del operador L en el caso no acotado, el
lector podrá consultar [Charris & Mora [16], Apéndices
[C] y [D]].

4. Un teorema útil

La fórmula (3.33) suministra la motivación para los in-
tentos de representar los funcionales de momentos de
SMOPS positivos y acotados en términos de medidas
derivadas a partir de la fracción continua del SMOP
y, por lo tanto, en términos, más o menos directos, a
partir de los coeficientes de la relación de recurrencia.
La única nota discordante radica en que (3.33) no es
una verdadera representación integral hasta que no se
intercambien ĺımite e integral, lo cual puede ser dif́ıcil
de justificar, además de que sólo da la parte singular
de la medida mediante un proceso adicional (basado en
el Teorema 3.5), también dif́ıcil de implementar (véase
Sec. 5, Ejemplo 5.1).

En lo que sigue estableceremos un resultado simple
(el Teorema 4.1, siguiente) que en cierta forma justifica
el proceso de intercambio de ĺımite e integral en circuns-
tancias especiales, las cuales parecen darse, sin embar-
go, de manera natural en ciertos contextos, y con mayor
frecuencia de lo que seŕıa normal esperar. El teorema
aparece por primera vez en Aldana et al. [2] y parece
ser, por otra parte, de fácil aplicación práctica, aún en
la determinación de la parte singular de la medida, al
menos si se dispone de los conocimientos básicos de la
teoŕıa de las funciones especiales que permitan efectuar
cómodamente los cálculos en situaciones concretas. Co-
mo prototipos de la aplicabilidad de tal teorema están
varios de los ejemplos en [2] y [16].

Consideraremos en la Sección 5 siguiente dos ejem-
plos mucho más sencillos que aquellos en [2] y [16] y cu-
yo propósito es ante todo poner en claro la esencia del
método que el Teorema 4.1 propone, y el cual compara-
remos (con aparente ventaja para éste) con la manera de
obtener los mismos resultados por aplicación directa del
Corolario 3.3 y del Teorema 3.5. Luego, en las Secciones

6 y 7, nos ocuparemos de aplicaciones más delicadas de
tal Teorema.

Sólo ofrecemos en estas notas una versión sencilla del
Teorema 4.1, quizá la más sencilla posible. Esta es, sin
embargo, aparentemente suceptible de mejoras conside-
rables en diversas circunstancias (véase, por ejemplo,
Charris & Mora [16]).

Teorema 4.1. Sean {Pn (x)} un SMOP positivo y aco-
tado por M , X (z), z /∈ [−M,M ], su fracción continua.
Supóngase que:

1. El ĺımite lim
Im z<0
z→x

X (z) existe para todo x ∈ R, ex-

cepto posiblemente para x en un subconjunto finito
S de R.

2. La función

X̃ (z) =


X (z), Im z < 0,

lim
Im ζ<0
ζ→z

X (ζ), z ∈ R, z /∈ S,
(4.1)

es continua sobre el conjunto {z | Im z ≥ 0} � S.
3. Para todo x ∈ R, el ĺımite lim

Im z<0
z→x

(z − x)X (z)

existe (en particular, existe para todo x ∈ S) y
la función

Xx (z) =


lim

Im ζ<0
ζ→z

(ζ − z)X (ζ), z = x,

(z − x)X (z), z �= x,

(4.2)

es continua en (R�S) ∪ {x}. Sean

ω (t) =
1
π

Im X̃ (t) , t ∈ R � S, (4.3)

y

Λξ = lim
Im z<0
z→ξ

Re
{

(z − ξ) X̃ (z)
}

, ξ ∈ S (4.4)

entonces ω (t) es integrable sobre R,

L (P (t)) =
∑
ξ∈S

ΛξP (ξ) +
∞∫

−∞
P (t)ω (t) dt,

P (x) ∈ C [x] ,
(4.5)

y si µ es la medida espectral de {Pn (x)} , entonces

Λξ = µ ({ξ}) , ξ ∈ S. (4.6)

Demostración. Supóngase, como es posible hacerlo,
que M es lo suficientemente grande como para que
−M,M sean puntos de continuidad de X (z), que
S = {ξ1, . . . , ξm} , donde ξ1 < . . . < ξm, y que s > 0
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es tal que si ak = ξk − s, bk = ξk + s entonces
−M < a1 < b1 < . . . < am < bm < M.

Sean δ > 0 y Γs,δ el contorno positivamente orientado
que se muestra en la Figura 4.1

Figura 4.1

Figura 4.2

En la figura 4.1 hemos tomado m = 3. Obsérvese
en primer lugar que si I = [a, b] es un subintervalo de
[−M,M ] en la cual X̃ (z) es continua, X̃ (z) es tam-
bién continua en I × [−1, 0], y por lo tanto, unifor-
memente continua en este conjunto. Se deduce que
Im X̃ (t− iδ) tiende uniformemente a πω (t) en I cuan-
do δ → 0 y, por lo tanto, teniendo en cuenta que las
integrales sobre los segmentos verticales [a− iδ, a+ iδ] ,
[b− iδ, b+ iδ] se anulan cuando δ → 0 (debido a la con-
tinuidad de Im X̃ (t− iδ) sobre estos segmentos cuando
t = a y t = b), se demuestra, tal como en el Corolario

3.3, que

lim
δ→0

1
π


b∫
a

X (t− iδ)P (t− iδ) dt

−
∫ b

a

X (t+ iδ)P (t+ iδ) dt

}

= lim
δ→0

1
π

b∫
a

ImX̃ (t− iδ)P (t) dt

=
∫ b

a

ω (t)P (t) dt, P (x) ∈ C [x] .

(4.7)

Supóngase ahora que ξ = ξk para algún k = 1, 2, . . . , n.
Si γk es el ćırculo positivamente orientado de centro en
ξk y radio s entonces∫
γk

X (z)P (z) dz

= 2i

0∫
−π

Re
(
seiθX̃

(
ξk + seiθ

)
P

(
ξk + seiθ

))
dθ

(4.8)

y, de (4.4) y la continuidad de Xξk
(z),

lim
s→0

1
2πi

∫
γk

X (z)P (z) dz = Λξk
P (ξk) (4.9)

Sustitúyase ahora la integral
∫
γk
X (z)P (z) dz sobre el

ćırculo de centro ξk y radio s por la integral sobre el
borde positivamente orientado del rectángulo Γk,s,ε en
la Figura 4.2, donde ε > 0. Se tiene nuevamente, como
en la demostración del Corolario 3.3,

lim
ε→0

1
2πi

∫
Γk,s,ε

X (z)P (z) dz

= lim
ε→0

1
2πi


bk∫
ak

X (t− iε)P (t− iε) dt

−
bk∫
ak

X (t+ iε)P (t+ iε) dt


(4.10)

donde ak = ξk − s, bk = ξk + s. Sean γ1k (ε) y γ2k (ε)
los arcos de ćırculo de centro ξk y radio Rε,s = √

ε2+s2
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en la Figura 4.2. Entonces

bk∫
ak

X (t− iε)P (t− iε) dt =
∫
γ1k

(ε)X (z)P (z) dz

bk∫
ak

X (t+ iε)P (t+ iε) dt =
∫
γ2k(ε)

X (z)P (z) dz

(4.11)

Se deduce que

lim
s,ε→0

1
2πi

∫
Γk,s,ε

X (z)P (z) dz∗

lim
s,ε→0


∫

γ1k(ε)

X (z)P (z) dz +
∫

γ2k(ε)

X (z)P (z) dz


= lim
s→0

1
π

0∫
−π

Re
(
seiθX̃

(
ξk + seiθ

)
P

(
ξk + seiθ

))
dθ

= Λξk
P (ξk)

(4.12)

y de (4.10) se obtiene, tal como en el Corolario 3.3, que

lim
ε→0

1
2πi

∫
Γk,s,ε

X (z)P (z) dz

= lim
ε→0

1
π

bk∫
ak

ImX (t− iε)P (t) dt

=
∫
λk (t)P (t) dµ (t)

(4.13)

donde λk es la función caracteŕıstica de [ak, bk], y el
ĺımite cuando s→ 0 del lado derecho es µ ({ξk})P (ξk),
lo cual muestra que Λξk

= µ ({ξk}) para todo ξ ∈ S.
Por otra parte, de (3.32) se deduce que ω (t) ≥ 0 pa-
ra t ∈ R � S. Sean λs la función caracteŕıstica de
[−M,M ] � ∪mk=1 [ak, bk], s > 0. El anterior argumento
muestra que

1 = L (1) = lim
δ→0

1
2πi

∫
Γs,δ

X (z) dz

=
m∑
k=1

µ ([ak, bk]) +

∞∫
−∞

ωs (t) dt
(4.14)

donde ωs = ωλs, la cual es obviamente integrable en R.
Entonces

1 = L (1) = lim
s,δ→0

1
2πi

∫
Γs,δ

X (z) dz

=
∑
ξ∈S

Λξ +

∞∫
−∞

ω (t) dt
(4.15)

y, por lo tanto ω, siendo ĺımite monótono de las ωs cuan-
do s → 0 (monótonamente), es también integrable en
R (recuérdese que ω (t) = 0 para |t| > M . Teniendo
en cuenta que ω es integrable, la validez de (4.5) pa-
ra P (x) ∈ R [x] arbitrario se verifica fácilmente. Esto
demuestra el teorema.

Nota 4.1. Se deduce que ω (t) es la parte absoluta-
mente continua de la medida espectral µ de {Pn (x)} y
que su parte singular se reduce a la medida de saltos∑
ξ∈S

Λξδξ, donde δξ es la medida de Dirac en ξ. En otros

términos

dµ (t) =
∑
ξ∈S

Λξδ (t− ξ) + ω (t) dt (4.16)

donde δ = δ0 es la medida de Dirac en ξ = 0.

Nota 4.2. La versión que hemos dado del Teorema 4.1
es quizá, como lo hemos mencionado, la más sencilla
posible. En realidad puede establecerse (bajo hipótesis
adicionales apropiadas) que (4.5) es aún válido si S es
infinito, siempre y cuando tenga sólo finitos puntos de
acumulación, un resultado que puede ser necesario para
manejar sistemas relacionados con polinomios del tipo
de Pollaczek (véase Bank & Ismail [7] , Charris & Is-
mail [11] , [12] , Charris & Mora [16]), u otros sistemas
con espectro puntual infinito (infinitos puntos de masa).

5. Dos ejemplos simples

Comenzaremos por dar dos ejemplos muy simples que
ilustran la aplicabilidad del Teorema 4.1. Recurriremos
a algunos resultados relacionados con los polinomios de
Chebyshev de primera y segunda clases. En Charris &
Preciado [17] se da un tratamiento completo de estos
últimos sistemas de polinomios según los resultados de
la Sección 4 del presente documento. Creemos que esto
es ilustrativo de la técnica propuesta en tal sección. El
primer ejemplo que daremos ha sido tomado también
de [17] , pero consideraremos con respecto a él algunos
aspectos que no se presentan en [17]. Posteriormente
consideraremos ejemplos menos triviales.
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El sistema de los polinomios mónicos de Chebyshev de
segunda clase

(
Ũn (x)

)
es el SMOP determinado por la

relación de recurrencia

xŨn (x) = Ũn+1 (x) +
1
4
Ũn−1 (x) , n ≥ 0, (5.1)

y las condiciones iniciales

Ũ−1 (x) = 0, Ũ0 (x) = 1. (5.2)

En este caso Bn = 0 y Cn =
1
4

para n ≥ 0. Claramente(
Ũn (x)

)
está acotado por M = 3, pues

0 ≤ |Bn| ≤ 3
3

y |Cn+1| =
1
4
≤ 1 =

3
3
. (5.3)

La fracción continua del sistema
(
Ũn (x)

)
es obviamente

X (x) =
1

x− 1
4

1

x− 1/4
x− · · ·

. (5.4)

Por lo tanto,

X (z) =
1

z − 1
4
X (z)

, |z| ≥ 3, (5.5)

o, lo que es equivalente,

X2 (z) − 4zX (z) + 4 = 0, |z| ≥ 3. (5.6)

Consideraciones descritas en detalle en [17] permiten es-
tablecer que

X (z) = 2
(
z − (

z2 − 1
)1/2

)
,

(
z2 − 1

)1/2 = ze

1
2

Log

(
1−

1
z2

)
, z /∈ [−1, 1] ,

(5.7)

donde Log es la rama del logaritmo en C�{0} con parte
imaginaria (argumento) en (−π, π], la cual es anaĺıtica
en C � (−∞, 0] (la rama principal).

La medida espectral µ de
(
Ũn (x)

)
, que es absoluta-

mente continua, está dada por

dµ (t) =
2
π

√
1 − t2χ (t) dt, t ∈ R, (5.8)

siendo χ la función caracteŕıstica de (−1, 1) .

Que µ dada por (5.8) es la medida espectral del
sistema

(
Ũn (x)

)
es bién conocido y puede estable-

cerse de muchas maneras, incluyendo argumentos tri-
gonométricos completamente elementales. Para mu-
chos propósitos es más conveniente considerar como el
sistema de Chebyshev de segunda clase, el dado por

Un (x) = 2nŨn (x), n ≥ 0, el cual queda determinado
por la relación de recurrencia

2xUn (x) = Un+1 (x) + Un−1 (x) , n ≥ 0, (5.9)

y las condiciones iniciales

U−1 (x) = 0, U0 (x) = 1. (5.10)

El sistema (Un (x)) no es mónico, pero es aún un sistema
ortogonal de polinomios para µ dada por (5.8).

El sistema de los polinomios mónicos de Chebyshev
de primera clase

(
T̃n (x)

)
es el SMOP positivo cuya

relación de recurrencia es

xT̃n (x) = T̃n+1 (x) + CnT̃n−1 (x) , n ≥ 0, (5.11)

con las condiciones iniciales

T̃−1 (x) = 0, T̃0 (x) = 1. (5.12)

En este caso Bn = 0, C0 es arbitrario, C1 =
1
2
, Cn =

1
4

para n ≥ 2. Claramente podemos tomar M = 3, pues
0 = |Bn| ≤ 1 y Cn+1 ≤ 1, n ≥ 0. La fracción continua
del sistema

(
T̃n (x)

)
es

X1 (z) =
1

z −
1
2

z −
1
4

z − 1
4
· · ·

, z /∈ [−3, 3] . (5.13)

Por lo tanto

X1 (z) =
1

z − 1
2
X (z)

=
1

(z2 − 1)
1
2

, z /∈ [−3, 3] ,

(5.14)

siendo X (z) = 2
(
z − (

z2 − 1
)1/2

)
la fracción continua

de
(
Ũn (x)

)
. En este caso

(
z2 − 1

)1/2 es como en (5.7).

La medida espectral µ de
{
T̃n (x)

}
es

dµ (t) =
1

π
√

1 − t2
χ (t) dt, t ∈ R, (5.15)

como es también conocido (véase [17]) y es también
una medida absolutamente continua. Más que el sis-
tema

(
T̃n (x)

)
se utiliza el (Tn (x)) dado por T0 (x) =

1, T1 (x) = x, Tn (x) = 2n−1T̃n (x) , n ≥ 2, o, lo que es
lo mismo por la relación de recurrencia

2xTn (x) = Tn+1 (x) + Tn−1 (x) , n ≥ 1, (5.16)
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y las condiciones iniciales

T0 (x) = 1, T1 (x) = x, (5.17)

el cual es un sistema ortogonal para µ dada por (5.15).

Los polinomios
{
T̃n (x)

}
juegan papeles fundamen-

tales en la teoŕıa de la aproximación. También, lo que
es más cercano a nuestros objetivos, en la teoŕıa de los
polinomios cribados y en la de bloques de relaciones de
recurrencia (véase [2] , [11] , [12] , [16] , [17] , etc.). Para
mayor información sobre los polinomios de Chebyshev,
el lector podrá consultar [19] y el apéndice al final del
art́ıculo. Por el momento, es importante observar que

T̃
(1)
n (x) = Ũ

(1)
n (x) = Ũn (x) ,

T
(1)
n (x) = U

(1)
n (x) = Un (x) , n ≥ 0,

(5.18)

Ejemplo 5.1. El siguiente ejemplo, ya mencionado an-
tes muestra la manera de aplicar el Teorema 4.1. Este
sistema, (pn (x)) , tomado, como lo hemos dicho de [17] ,
está dado por

xp2n (x) = p2n+1 (x) +
n+ 2

4 (n+ 1)
p2n−1 (x)

xp2n+1 (x) = p2n+2 (x) +
n+ 1

4 (n+ 2)
p2n (x) ,

n ≥ 0,

(5.19)

y las condiciones iniciales

p−1 (x) = 0, p0 (x) = 1, (5.20)

Evidentemente (pn (x)) está acotado por M = 3, y se
tiene que

x2p2n+1 (x) = xp2n+2 (x) +
n+ 1

4 (n+ 2)
xp2n (x)

= p2n+3 (x) +
(

n+ 3
4 (n+ 2)

+
n+ 1

4 (n+ 2)

)
p2n+1 (x)

+
1
16
p2n−1 (x) , n ≥ 0,

de lo cual(
x2 − 1

2

)
p2n+1 (x) = p2n+3 (x) +

1
16
p2n−1 (x) , n ≥ 0.

Haciendo entonces

p2n+1 (x) =
1
2n
Pn (x) , n ≥ 0, (5.21)

se obtiene que(
2x2 − 1

)
Pn (x) = Pn+1 (x) +

1
4
Pn−1 (x) , n ≥ 1,

(5.22)

con P0 (x) = x, P1 (x) = 2p3 (x) = 2x3 − x. Sea

w = w (x) = 2x2 − 1. (5.23)

De (5.22) se deduce entonces que

Pn (x) = xŨn (w) , n ≥ 0, (5.24)

(pues P0 (x) = x, P1 (x) = xw, de lo cual x−1Pn (x) =
Ũn (w) , n ≥ 0). Por otra parte, el sistema

(
p
(1)
n (x)

)
de los primeros asociados de (pn (x)) satisface

xp
(1)
2n (x) = p

(1)
2n+1 (x) +

n+ 1
4 (n+ 2)

p
(1)
2n−1 (x)

xp
(1)
2n+1 (x) = p

(1)
2n+2 (x) +

n+ 3
4 (n+ 2)

p
(1)
2n (x) ,

n ≥ 0,

(5.25)

y las condiciones iniciales

p
(1)
−1 (x) = 0, p(1)

0 (x) = 1. (5.26)

Entonces

x2p
(1)
2n (x)=p

(1)
2n+2 (x)+

(
n+ 3

4 (n+ 2)
+

n+ 1
4 (n+ 2)

)
p
(1)
2n (x)

+
(

n+ 1
4 (n+ 2)

n+ 2
4 (n+ 1)

)
p
(1)
2n−2 (x) , n ≥ 1,

de lo cual, haciendo

p
(1)
2n (x) =

1
2n
Qn (x) , n ≥ 0, (5.27)

se obtiene que(
2x2 − 1

)
Qn (x) = Qn+1 (x) +Qn−1 (x) , n ≥ 1.

(5.28)

Además

Q0 (x) = p
(1)
0 (x) = 1, Q1 (x) = 2p(1)

2 (x) = 2x2 − 3
4
.

Se deduce entonces, haciendo w = w (x) como en (5.23) ,

que Q0 (x) = 1, Q1 (x) = w +
1
4
, de lo cual se concluye

que

Qn (x) = Ũn (w) +
1
4
Ũn−1 (w) . (5.29)

Esto implica, de (5.21) , (5.22) , (5.28) y (5.29) que

p
(1)
2n (x)

p2n+1 (x)
=

1
x

[
1 +

1
4
Ũn−1 (w)

Ũn (w)

]
. (5.30)

Pero Ũ
(1)
n (w) = Ũn (w) para todo n ≥ 0. Por lo tan-

to, si X (z) denota la fracción continua de (pn (x)) , se
tendrá que

X (z) =
1
z

[
1 +

1
2

(
w − (

w2 − 1
)1/2

)]
, z /∈ [−1, 1] ,

(5.31)
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con w = 2z2−1. Esto resulta de (5.7) con w en el lugar
de z. Nótese que w ∈ [−1, 1] si y sólo si z ∈ [−1, 1] , lo
cual implica que

X (z) =
1
2z

+ z − (
z2 − 1

)1/2
, z /∈ [−1, 1] . (5.32)

Entonces,

X̃ (z) = lim ζ→z
Im ζ<0

X (ζ)

=



1
2z

+ z − (
z2 − 1

)1/2
, Im z < 0,

1
2z

+ z + i
√

1 − z2 , z ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1) ,

1
2z

+ z +
√
z2 − 1 , z ∈ R, z < −1,

1
2z

+ z −√
z2 − 1 , z ∈ R, z > 1,

(5.33)

donde, para z > 0,
√
z = e1/2Logz (siendo, como antes,

Log la rama principal de logaritmo) es la ráız cuadrada
usual de un número positivo. Debe observarse, como es
fácil hacerlo, que(

z2 − 1
)1/2 =

√
z2 − 1, z ≥ 1;(

z2 − 1
)1/2 = −√

z2 − 1, z ≤ −1,
(5.34)

mientras que

lim
Im z>0
z→x

(
z2 − 1

)1/2
= i

√
1 − x2;

lim
Im z<0
z→x

(
z2 − 1

)1/2
= −i

√
1 − x2, − 1 < x < 1.

(5.35)

Nótese que es natural haber escogido S = {−1, 0, 1} .
Como obviamente

lim
Im z<0
z→±1

(z ∓ 1) X̃ (z) = 0, (5.36)

mientras que

lim
Im z<0
z→0

zX̃ (z) =
1
2

(5.37)

y, por otra parte,

w (t) =
1
π

√
1 − t2χ (t) , t ∈ R, (5.38)

donde χ es la función caracteŕıstica de (−1, 0) ∪ (0, 1) ,
se deduce que el funcional de momentos L de (pn (x)) es

L (P (x)) =
1
π

∞∫
−∞

P (t)
√

1 − t2dt+
1
2
P (0) , (5.39)

o sea, que la medida espectral está dada por

dµ (t) =
1
π

√
1 − t2χ (t) dt+

1
2
δ (t) dt (5.40)

donde δ (t) es la medida de Dirac en ξ = 0. Nótese
que Suppµ = [−1, 1]. Obsérvese entonces que ξ = 0
es un punto de masa interior al soporte de la medida µ
(un valor propio de µ sumergido en el espectro continuo
[−1, 0) ∪ (0, 1]).

Nota 5.1. Como lo hemos mencionado en la Sección 3,
algunos problemas espectrales pueden manejarse razo-
nablemente mediante la fórmula de inversión de Stieltjes
(Fórmula 3.33) y el Teorema 3.5. Por ejemplo, para el
caso del Ejemplo 5.1 es fácil establecer la validez de

lim
ε→0+

1
π

ImX (t− iε) =
1
π

√
1 − t2χ (t) , t ∈ R, (5.41)

siendo χ (t) la función caracteŕıstica de (−1, 0) ∪ (0, 1) ,
con dudas acerca de lo que pueda suceder sobre el con-
junto S = {−1, 0, 1} . Si el comportamiento sobre S
es determinable (via el Teorema 3.5, por ejemplo), es
razonable suponer que la parte absolutamente continua

de la medida espectral dµ es
1
π

√
1 − t2χ (t) dt y que la

parte de saltos de dµ está soportada por S.

Ahora, de (5.19) se deduce fácilmente que

p2n (0) =
(−1)n n!
(2)n 4n

, p2n+1 (0) = 0. (5.42)

Aqúı (a)n , definido para a ∈ C por

(a)n =


1, n = 0
a, n = 1
a (a+ 1) · · · (a+ n− 1) , n > 1,

(5.43)

es el denominado śımbolo de Pochhammer (véase Rain-
ville [25], Chap. 4). Obsérvese que (1)n = n!, n =
0, 1, 2, . . . . De (5.19) y (1.8) se deduce también que

p2
2n (0)
λ2n

=
n!

(3)n
, n ≥ 0, (5.44)

de lo cual
∞∑
n=0

p2
n (0)
λ

=
∞∑
n=0

n!
(3)n

= F

(
1, 1

3

∣∣∣∣ 1) (5.45)
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donde

F

(
a, b

c

∣∣∣∣ z)
denota la función hipergeométrica (Rainville [25] , Chap.
4). Según la fórmula de Gauss (Rainville [25], Chap. 4,
Theorem 18.) se tiene entonces que

∞∑
n=0

p2
n (0)
λn

=
Γ (3) Γ (1)
Γ (2) Γ (2)

= 2, (5.46)

donde Γ (z) denota la función gamma. Por lo tanto

µ ({0}) =
1

∞∑
n=0

p2
n (0)
λn

=
1
2
, (5.47)

como lo establecimos en (5.37). Por otra parte, es fácil
verificar directamente, a partir de (5.19), que

p
(1)
2n (±1)√
λn

= 2

√
(3)n
n!

− 2n

√
n!

(3)n
. (5.48)

En el análisis de la convergencia de series relacionadas
con sistemas ortogonales, la fórmula asintótica (Askey
& Ismail [6])

Γ (a+ n)
Γ (b+ n)

∼ na−b, n→ ∞, (5.49)

es decir, la

lim
n→∞nb−a

Γ (a+ n)
Γ (b+ n)

= 1, (5.50)

es frecuentemente útil. Una consecuencia de la fórmula
de Stirling ([25], Chap. 2), (5.50) puede establecerse
también por métodos mucho más elementales. Nótese
que, como

(a)n =
Γ (a+ n)

Γ (a)
(5.51)

siempre y cuando a �= 0,−1,−2, . . . , se tendrá también
que

(a)n
(b)n

∼ Γ (b)
Γ (a)

na−b, a, b �= 0. (5.52)

Por lo tanto, (5.48) implica que(
p
(1)
2n (±1)

)2

λn
∼ 2n2, n→ ∞, (5.53)

lo cual asegura la divergencia de la serie

∞∑
n=0

(
p
(1)
2n (±1)

)2

λn
, (5.54)

aśı que µ ({−1}) = µ ({1}) = 0, como lo habiamos esta-
blecido en (5.36) . Aśı se recupera, de otra manera, la
fórmula (5.40).

Ejemplo 5.2. En este ejemplo denotaremos con
(qn (x)) el SMOP determinado por la relación de re-
currencia

xq2n (x) = q2n+1 (x) +
n+ 1

2 (2n+ 1)
q2n−1 (x) (5.55)

xq2n+1 (x) = q2n+2 (x) +
n+ 1

2 (2n+ 3)
q2n (x) , n ≥ 0,

y las condiciones iniciales

q−1 (x) = 0, q0 (x) = 1. (5.56)

Tal como en el Ejemplo 5.1 se obtiene que

x2q2n+1 (x)

= xq2n+3 (x) +
(

n+ 2
2 (2n+ 3)

+
n+ 1

2 (2n+ 3)

)
q2n+1 (x)

+
(n+ 1)2

4 (2n+ 1) (2n+ 3)
q2n−1 (x) , n ≥ 0,

(5.57)

de lo cual(
x2 − 1

2

)
q2n+1 (x) =

q2n+3 (x) +
1
4

(n+ 1)2

(2n+ 1) (2n+ 3)
q2n−1 (x) , n ≥ 0,

(5.58)

y haciendo entonces

q2n+1 (x) =
1
2n
Qn (x) , n ≥ 0, (5.59)

se llega a que(
2x2 − 1

)
Qn (x)

= Qn+1 (x) +
(n+ 1)2

(2n+ 1) (2n+ 3)
Qn−1 (x) , n ≥ 1,

(5.60)

con Q0 (x) = q1 (x) = x, Q1 (x) = 2q3 (x) = 2x3−x. Sea
w = w (x) como en (5.23) . El SMOP (Ln (x)) dado por

xLn (x)=Ln+1 (x)+
n2

(2n+ 1) (2n− 1)
Ln−1 (x) , n ≥ 0,

(5.61)

y las condiciones iniciales

L−1 (x) = 0, L0 (x) = 1, (5.62)

es clásico. Se conoce como el sistema mónico de los po-
linomios de Legendre (véase Rainville [25], Chap. 10.
También G. Szegö [29]) y de (5.60) se deduce que

Qn (x) = xL(1)
n (w) , n ≥ 0, (5.63)
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donde
(
L

(1)
n (x)

)
es el sistema de los primeros asociados

de (Ln (x)). La relación (5.63) se obtiene en efecto de
observar que Q0 (x) = x y Q1 (x) = xw = xL

(1)
1 (w),

y de lo establecido sobre correcursividad en la Sección
2. Por otra parte, el sistema

(
q
(1)
n (x)

)
de los primeros

asociados de (qn (x)) satisface

xq
(1)
2n (x) = q

(1)
2n+1 (x) +

n+ 1
2 (2n+ 3)

q
(1)
2n−1 (x) (5.64)

xq
(1)
2n+1 (x) = q

(1)
2n+2 (x) +

n+ 2
2 (2n+ 3)

q
(1)
2n (x) , n ≥ 0,

y las condiciones iniciales

q
(1)
−1 (x) = 0, q(1)0 (x) = 1. (5.65)

Entonces

x2q
(1)
2n (x)

= q
(1)
2n+2 (x) +

(
n+ 1

2 (2n+ 3)
+

n+ 2
2 (2n+ 3)

)
q
(1)
2n (x)

+
n+ 1

2 (2n+ 3)
n+ 1

2 (2n+ 1)
q
(1)
2n−2 (x) , n ≥ 0,

y haciendo

q
(1)
2n (x) =

1
2n
Rn (x) , n ≥ 0, (5.66)

se obtiene que(
2x2 − 1

)
Rn (x)

= Rn+1 (x) +
(n+ 1)2

(2n+ 1) (2n+ 3)
Rn−1 (x) , n ≥ 1.

(5.67)

que es la misma relación (5.60). Sin embargo, ahora

R0 (x) = q
(1)
0 (x) = 1, R1 (x) = 2q(1)2 (x) = 2x2 − 2

3
=

w +
1
3
, con w = 2x2 − 1 como en (5.23) , aśı que

Rn (x) = L(1)
n (w) +

1
3
L

(2)
n−1 (w) , (5.68)

lo cual implica, de (5.59), (5.63), (5.56) y (5.68) que la
FC de (qn (x)) está dada por los n convergentes

X2n (x) =
q
(1)
2n (x)

q2n+1 (x)
=

1
x

[
1 +

1
3
L

(2)
n−1 (w)

L
(1)
n (w)

]
, (5.69)

estando aśı relacionada con la fracción continua L(1) (w),
w = 2x2−1, de los primeros asociados de los polinomios
de Legendre. Nos queda por determinar esta última.

Ahora, el sistema {Ln (x)} de los polinomios de Le-
gendre es ortogonal (Rainville [25] , Chap. 10) con
respécto a la medida espectral

dµ (t) =
1
2
χ (t) dt (5.70)

donde χ (t) es la función caracteŕıstica del conjunto
(−1, 1) . Del Teorema de Markov (Teorema 3.3) se dedu-
ce entonces que la fracción continua L (z) de {Ln (x)}
es

L (z) =
1
2

1∫
−1

dz

z − t
=

1
2

Log
(
z − 1
z + 1

)
, z /∈ [−1, 1] ,

(5.71)

donde Log es la rama principal del logaritmo (argu-
mento en (−π, π]), aśı que L (z) es anaĺıtica fuera de
[−1, 1] . Por otra parte, de la relación de recurrencia de{
L

(1)
n (x)

}
se deduce que su fracción continua L(1) (z)

está relacionada con la L (z) por

L (z) =
1

z − 1
3
L(1) (z)

, (5.72)

aśı que

L(1) (z) = 3
(
z − 1

L (z)

)
, (5.73)

y de (5.69) se deduce entonces que

X (z) =
1
z

[
1 − w +

1
L (w)

]
(5.74)

donde w = 2z2−1 es como en (5.23). La relación (5.74)
se simplifica en

X (z) =
2
z

1 − z2 +
1

Log
(

1 − 1
z2

)
 , z /∈ [−1, 1] ,

que es anaĺıtica fuera de [−1, 1] (y no sólo fuera de un
intervalo [−M,M ] alrededor de [−1, 1]). Por lo tanto,
si

X̃ (z) = lim
Im ζ<0
ζ→z

X (ζ) , (5.75)
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entonces

X̃ (z)

=



2
z

1 − z2 +
1

Log
(

1 − 1
z2

)
 Im z < 0,

2
z

1 − z2 +
1

log
(

1
z2

− 1
)

+ iπ

 , z ∈ (−1, 0) ,

2
z

1 − z2 +
1

log
(

1
z2

− 1
)
− iπ

 , z ∈ (0, 1) ,

2
z

1 − z2 +
1

log
(

1 − 1
z2

)
 , |z| > 1, z ∈ R.

(5.76)

En este caso S = {−1, 0, 1} , y observamos que

lim
Im z<0
z→±1

(z ∓ 1) X̃ (z) = lim
Im z<0
z→0

zX̃ (z) = 0, (5.77)

lo cual da origen a la medida espectral absolutamente
continua

dµ (t) =
1
πi

Im X̃ (z)

=
2χ (t) dt

|t|
[

Log2

(
1
t2

− 1
)

+ π2

] (5.78)

donde χ (t) es la función caracteŕıstica del conjunto
(−1, 0) ∪ (0, 1) .

Para ejemplos menos triviales de la aplicación del
Teorema 4.1, véanse Aldana, Charris & Mora [2], aśı
como Charris & Mora [16]. De hecho, estos art́ıculos
consideran en detalle las aplicaciones de dicho teorema
a los sistemas cribados [4], [5], [11], [12], a los definidos
por aplicaciones polinomicas (Geronimo y Van Assche
[20]) y, aún, a la teoŕıa general de los sistemas definidos
por bloques de relaciones de recurrencia ([2], [16]).

En las siguientes secciones revisaremos la teoŕıa de
bloques de relaciones de recurrencia y aplicaremos el
Teorema 4.1 para la determinación de las medidas es-
pectrales de sistemas que son primeros asociados de sis-
temas definidos por bloques. Como esto no requiere
adaptaciones especiales del método, creemos que esto se
puede interpretar como una garant́ıa de su versatilidad.

6. Bloques de relaciones de recurrencia

Si k ≥ 2 es un entero, las relaciones de recurrencia dadas
para cada n ≥ 0 en la forma de bloques de k ecuaciones
cada uno,(
x− b(j)n

)
pnk+j (x) = pnk+j+1 (x) + a(j)

n pnk+j−1 (x) ,
(6.1)

donde 0 ≤ j ≤ k − 1, surgen en diversos contextos, al-
gunos de sumo interés (véanse [2], [16]).

La aplicabilidad del Teorema 4.1 a sistemas definidos
por tal tipo de relaciones, que incluyen una grán va-
riedad de clases distintas de polinomios ortogonales, ha
demostrado ser especialmente efectiva. Por esta razón
incluimos en esta sección, en forma más o menos es-
quemática, una descripción de tal teoŕıa de bloques.
Descripciones mas detalladas del mismo material pue-
den encontrarse en [2] , [11] , [12] , [16] y [17].

El sistema (6.1) puede escribirse matricialmente en la
forma

An



pnk+1 (x)
pnk+2 (x)
pnk+3 (x)

...
pnk+k−1 (x)
pnk−1 (x)


=



(
x− b

(0)
n

)
pnk (x)

a
(1)
n pnk (x)

0
...
0

pnk+k (x)


(6.2)

donde An = [an,i,j ] es la matriz k × k dada por

an,1,j = δ1,j + a
(0)
n δ1,j−k+1,

an,k,j = −a(k−1)
n δi,j+2 +

(
x− b

(k−1)
n

)
δk,j+1,

1 ≤ j ≤ k

y por

an,i,j = −a(i−1)
n δi,j+2 +

(
x− b

(i−1)
n

)
δi,j+1 − δi,j ,

1 ≤ j ≤ k

para i = 2, 3, . . . , k − 1.
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Si definimos

∆n(i, j) =



0 si j < i− 2
1 si j = i− 2

(6.3)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− b(i−1)

n −1 0 · · · 0 0
−a(i)

n x− b(i)n −1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · −a(j)
n x− b(j)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
si j ≥ i− 1

la regla de Cramer permite resolver (6.2) para pnk+j (x), 1 ≤ j ≤ k, en términos de pnk (x) y pnk+k (x). Puesto que
pnk−1 (x) = p(n−1)k+k−1 (x), se obtienen dos representaciones de pnk−1 (x) de manera natural. Eliminándolas por
igualación, haciendo Pn (x) := pnk (x) y suponiendo que

∆n (2, k − 1) = ∆0 (2, k − 1) , n ≥ 0, (6.4)

es decir, que ∆n (2, k − 1) es independiente de n, una hipótesis que será básica en todo lo que sigue, se obtiene la
relación de recurrencia:((

x− b(0)n

)
∆n (2, k − 1) − a(1)

n ∆n (3, k − 1)− a(0)
n ∆n−1 (2, k − 2)

)
Pn (x) =

Pn+1 (x) + a(0)
n a

(1)
n−1 · · · a(k−1)

n−1 Pn−1 (x) , n ≥ 0 (6.5)

donde P−1 (x) = ∆−1 (2, k − 2) = 0. La deducción completa de esta última relación puede encontrarse en [11] y [12].
Los polinomios Pn (x) se denominan los polinomios de encadenamiento de los bloques (6.2).

Para l ≥ 0 un entero, los polinomios l-asociados
{
P

(l)
n (x)

}
de {Pn (x)} se definen mediante((

x− b
(0)
n+l

)
∆n (2, k − 1) − a

(l)
n+l∆n+l (3, k − 1)− a

(0)
n+l∆n−1+l (2, k − 2)

)
P (l)
n (x) =

P
(l)
n+1 (x) + a

(0)
n+la

(1)
n−1+l · · · a(k−1)

n−1+lP
(l)
n−1 (x) , n ≥ 0 (6.6)

y las condiciones iniciales

P
(l)
−1 (x) = 0, P (l)

0 (x) = 1.

Observamos que si un sistema de polinomios {Qn (x)}n≥0 satisface la relación de recurrencia anterior para n ≥ 1,
entonces

Qn (x) = Q0 (x)P (l)
n (x) +

(
Q1 (x) −Q0 (x)P (l)

1 (x)
)
P

(l+1)
n−1 (x) , n ≥ 0.

Esto implica que

p
(1)
(n+1)k−1 (x) = ∆0 (2, k − 1)P (1)

n (x) (6.7)

y que

p
(2)
(n+1)k−2 (x) = ∆0 (3, k − 1)P (1)

n (x)

+a(0)
1 a

(2)
0 · · · a(k−1)

0 P
(2)
n−1 (x)

(6.8)

para todo n ≥ 0 (haciendo a(2)
0 · · · a(k−1)

0 = 1 si k = 2). Aśı, si {pn (x)} es acotado por M, entonces el ĺımite de su
fracción continua viene dado por

lim
n→∞

p
(1)
n−1 (z)
pn (z)

= lim
n→∞

p
(1)
nk−1 (z)
pnk (z)

= ∆0 (2, k − 1)Y (z) (6.9)
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para |z| > M, donde

Y (z) = lim
n→∞

P
(1)
n−1 (z)
Pn (z)

. (6.10)

Análogamente, para
{
P

(1)
n (x)

}
tenemos que

lim
n→∞

p
(2)
n−1 (z)

p
(1)
n (z)

=
1

∆0 (2, k − 1)
(∆0 (3, k − 1)

+a(0)
1 a

(2)
0 · · · a(k−1)

0 Y (1) (z)
) (6.11)

donde

Y (1) (z) = lim
n→∞

P
(2)
n−1 (z)

P
(1)
n (z)

, |z| > M. (6.12)

Nota 6.1. Si X(1) (z) es la fracción continua de los
primeros asociados de {pn (x)} entonces

X(1) (z) =
1
C1

{
z −B0 − 1

X (z)

}
, (6.13)

dondeX (z) es la fracción continua del sistema {pn (x)} .
Esto es obvio de (2.15)

Nota 6.2. Un sistema {pn (x)} de polinomios dado por
una relación de recurrencia en bloques como (6.1) se de-
nomina un sistema de polinomios cribados de primera
clase si b

(j)
n = 0 para j = 1, 2, . . . , k − 1, si k ≥ 2,

a
(j)
n =

1
4

para j = 2, 3, . . . , k − 1, si k > 2,

(6.14)

de tal manera que sólo b(0)n , a
(0)
n y a(1)

n pueden depender
de n. En tal caso

∆n (i, j) =
{

0 si j < i− 2
Ũj−i+2 si j ≥ i− 2, i ≥ 2,

(6.15)

donde Ũn (x) es el n-ésimo polinomio mónico de Chebys-
hev de segunda clase (véase el Apéndice). Suponiendo
que {pn (x)} está acotado por M , (6.9) se transforma en

lim
n→∞

p
(1)
n−1 (z)
pn (z)

= Ũk−1 (z)Y (z) , |z| > M, (6.16)

donde Y (z) es como en (6.10).

Nota 6.3. Si {pn (x)} es un sistema de polinomios cri-
bados de primera clase,

{
p
(1)
n (x)

}
se denomina un sis-

tema de polinomios cribados de segunda clase. Por
consiguiente, el sistema {qn (x)} (qn (x) := p

(1)
n (x)) de

los polinomios cribados de segunda clase está definido
por los bloques de relaciones de recurrencia(
x− d

(j)
n

)
qnk+j (x) = qnk+j+1 (x) + c

(j)
n qnk+j−i (x) ,

j = 0, . . . , k − 1, n ≥ 0,
(6.17)

donde k ≥ 2 y d
(j)
n = 0 para j = 0, 1, . . . , k − 2, si k ≥ 2,

c
(j)
n =

1
4

para j = 2, 3, . . . , k − 2, si k ≥ 2,

(6.18)

aśı que sólo d
(k−1)
n , c

(0)
n y c

(k−1)
n pueden depender de

n. Si {Pn (x)} es el sistema de polinomios de encadena-
miento de {pn (x)} , (6.7) y (6.8) se transforman en

q(n+1)k−1 (x) = Ũk−1 (x)P (1)
n (x) (6.19)

q
(1)
(n+1)k−2 (x) =

Ũk−2 (x)P (1)
n (x) +

1
4(k−2)

C
(k−1)
0 P

(2)
n−1 (x) (6.20)

para todo n ≥ 0. Por lo tanto, si {qn (x)} está acotado
por M,

lim
n→∞

q
(1)
n−1 (z)
qn−1 (z)

=

1

Ũk−1 (x)

(
Ũk−2 (x) +

1
4(k−2)

C
(k−1)
0 Y (1) (z)

)
, (6.21)

|z| > M , donde Y (1) (z) es como en (6.12).

Si {pn (x)} es un sistema de polinomios cribados de la
primera clase,

{
p
(i)
n (x)

}
, i ≥ 0, se denomina un sistema

de polinomios cribados de la i+ 1-ésima clase.

El lector podrá encontrar demostraciones detalladas
de los resultados de esta sección en [2] , [11] , [12] y [16].

7. Dos ejemplos de sistemas definidos por
bloques generales de relaciones de recurrencia

Los sistemas que usaremos ahora como ejemplos tie-
nen caracteŕısticas especiales, y son particularmente
complejos. Constituyeron el material de la tesis de
Maestŕıa de G. Preciado. Son además de cierta im-
portancia, al ser primeros asociados de otros sistemas,
un tipo de polinomios poco tratado en la literatura, y
usualmente considerado dif́ıcil de manejar. Esto mues-
tra posiblemente las cualidades de nuestro método.
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En esta sección, estudiaremos en primer lugar el sis-
tema

{
q
(1)
n (x)

}
de los primeros asociados del sistema

{qn (x)}, donde los qn (x) vienen dados para todo n ≥ 0
por las 2k-relaciones de recurrencia
xq2nk+j (x) =

q2nk+j+1 (x) + a(j)
n q2nk+j−1 (x) , n ≥ 0, (7.1)

donde 0 ≤ j ≤ 2k − 1, q−1 (x) = 0, q0 (x) = 1, y

a(0)
n =

n

2 (2n+ α+ β + 1)
, a(1)

n =
n+ α+ β + 1

2 (2n+ α+ β + 1)

a(k)
n =

n+ β + 1
2 (2n+ α+ β + 2)

, a(k+1)
n =

n+ α+ 1
2 (2n+ α+ β + 2)

.

(7.2)

Si k > 2, suponemos que

a(j)
n =

1
4
, 2 ≤ j ≤ 2k − 1, j �= k, k + 1. (7.3)

A lo largo de toda la sección supondremos que k ≥ 2
y que {qn (x)} satisface la condición de positividad
α > −1, β > −1, α+ β > −1, α �= 0. Como es claro, el
sistema

{
q
(1)
n (x)

}
es acotado y positivo, pues {qn (x)}

lo es.

Lema 6.1. La fracción continua del sistema
{
q
(1)
n (x)

}
es

X(1) (z) =
2

U2k−1 (z)

{
zU2k−1 (z) − 1

Xα,β (T2k (z))

}
,

(7.4)

para z ∈ C � [−1, 1] donde Xα,β (z) es la fracción con-
tinua de los polinomios de Jacobi (véase (8.23)).

Demostración. En efecto, los polinomios de encade-
namiento Qn (x) := q

(1)
2nk (x) , satisfacen la relación de

recurrencia, n ≥ 0,

[
x∆n+1 (2, 2k − 1)− a

(1)
n+1∆n+1 (3, 2k − 1) −a(0)

n+1 (2, 2k − 2)
]
Qn (x)=Qn+1 (x) + 42(2−k)a(0)

n+1a
(1)
n a(k−1)

n a(k)
n Qn−1 (x) ,

(7.5)

donde

∆n (2, 2k − 1) = Ũ2k−1 (x) , (7.6)

∆n (2, 2k − 2) = xŨk−1 (x) Ũk−2 (x) − a(k+1)
n Ũk−1 (x) Ũk−3 (x) − a(k)

n Ũ2
k−2 (x) , (7.7)

y

∆n+1 (3, 2k − 1) = xŨk−1 (x) Ũk−2 (x) − a
(k)
n+1Ũk−1 (x) Ũk−3 (x) − a

(k+1)
n+1 Ũ2

k−2 (x) (7.8)

para todo n ≥ 0, como resulta de cálculos directos, y de las condiciones iniciales

Q−1 (x) = 0, Q0 (x) = 1. (7.9)

Haciendo Q̃n (x) = 2(2k−1)nQn (x), usando (7.6) , (7.7) , (7.8) (7.9) y el hecho de que

a
(1)
n+1a

(k)
n + a

(0)
n+1a

(k+1)
n + a

(1)
n+1a

(k)
n+1 + a

(0)
n+1a

(k)
n =

1
4
, n ≥ 0, (7.10)

(7.5) se transforma en[
T2k (x) − β2 − α2

(2 (n+ 1) + α+ β) (2 (n+ 1) + α+ β + 2)

]
= Q̃n+1 (x) + CnQ̃n−1 (x) , (7.11)

para todo n ≥ 0 donde

Cn =
4 (n+ 1) (n+ α+ 1) (n+ β + 1) (n+ α+ β)

(2 (n+ 1) + α+ β − 1) (2 (n+ 1) + α+ β)2 (2 (n+ 1) + α+ β + 1)
.
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Ya que el sistema
{(

P
(α,β)
n

)(1)

(T2k (x))
}

satisface

esta última relación de recurrencia, y dado que(
P

(α,β)
0

)(1)

(T2k (x)) = Q̃0 (x) y(
P

(α,β)
1

)(1)

(T2k (x)) = Q̃1 (x) ,

se tiene entonces que

Qn (x) = 2(1−2k)n
(
P (α,β)
n

)(1)

(T2k (x)) (7.12)

para todo n ≥ 0, donde
{(

P
(α,β)
n

)(1)

(x)
}

es el sistema

de los primeros asociados de los polinomios
{
P

(α,β)
n (x)

}
de Jacobi (véase el Apéndice). Similarmente, pa-
ra el sistema

{
Q

(1)
n (x)

}
de los primeros asociados de

{Qn (x)} se obtiene que

Q(1)
n (x)=2(1−2k)n

(
P (α,β)
n

)(2)

(T2k (x)) , n ≥ 0. (7.13)

Por lo tanto

Y (1) (z) = lim
n→∞

Q
(1)
n−1 (x)

Q
(2)
n (x)

= 22k−1X
(1)
α,β (T2k (z))

= 22k−3 ∗ (α+ β + 2)2 (α+ β + 3)
(α+ 1) (β + 1)

[
(T2k (z)) − β − α

α+ β + 2
− 1
Xα,β (T2k (z))

]
, (7.14)

donde X(1)
α,β (T2k (z)) es la fracción continua de los primeros asociados de los polinomios de Jacobi calculada en T2k (z).

Aśı, de (6.11) , la fracción continua X(1) (z) de
{
q
(1)
n (x)

}
es

X(1) (z) =
1

U2k−1 (z)
{∆0 (3, 2k − 1) +

1
2

(
1
4

)2k−3 (α+ 1) (β + 1)
(α+ β + 2)2 (α+ β + 3)

22k−1X
(1)
α,β (T2k (z))} . (7.15)

Por otra parte de (7.7) , (7.8) y (A.5, Apéndice) se tiene que

∆0 (3, 2k − 1) = 4
[
Uk−1 (z)Tk−1 (z) − 2a(k−1)

0

]
= 4

[
Uk−1 (z)Tk−1 (z) − (α+ 1)

α+ β + 2

]
(7.16)

y sustituyendo en (7.15) obtenemos que

X(1) (z) =
1

U2k−1 (z)

{
4
(
Uk−1 (z)Tk−1 (z) − α+ 1

α+ β + 2

)
+

(
1
4

)k−2 (α+ 1) (β + 1)
(α+ β + 2)2 (α+ β + 3)

X
(1)
α,β (T2k (z))

}
= {2Uk−1 (z)Tk−1 (z) + T2k (z)} − 2

U2k−1 (z)

{
1 − 1

Xα,β (T2k (z))

}
=

2
U2k−1 (z)

{
zUk−1 (z) − 1

Xα,β (T2k (z))

}
(7.17)

como se queŕıa demostrar, pues como se verifica fácilmente,

zU2k−1 (z) = 2Uk−1 (z)Tk−1 (z) + T2k (z) − 1.

Ya que T2k (z) /∈ [−1, 1] y U2k−1 (z) /∈ [−1, 1] cuando z /∈ [−1, 1] y dado que

Xα,β (T2k (x)) =
1

1 + T2k (x)

∞∑
n=0

(β + 1)n
(α+ β + 1)n

(
2

1 + T2k (x)

)n
> 0 (7.18)

cuando x ∈ R − [−1, 1], (7.17) vale para C − [−1, 1].
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Estudiaremos ahora el comportamiento de X(1) (z) en [−1, 1]. Obsérvese que X(1) (z) puede extenderse continua-
mente a todo z, con Im z ≤ 0, excepto posiblemente a los puntos del conjunto

S = {x ∈ [−1, 1] | T2k (x) = ±1} ∪ {x ∈ [−1, 1] | U2k−1 (x)Xα,β (T2k (x)) = 0} (7.19)

Nótese además que ImXα,β (T2k (x)) �= 0, aśı que Xα,β (T2k (x)) �= 0, para x ∈ (−1, 1) �S. Esto resulta de ((A.24),
Apéndice). Por lo tanto

U2k−1 (x)Xα,β (T2k (x)) �= 0

en esos puntos.

Las identidades (A.5) y (A.6) en el Apéndice implican que

S = {1,−1, ξ1, . . . , ξ2k−1} , (7.20)

donde ξ1, . . . , ξk−1 son las ráıces de Uk−1 (x) y ξk, . . . , ξ2k−1 son las de Tk (x). Aśı debemos examinar 3 casos: 1) ξ es
una ráız de Uk−1 (x) ; 2) ξ es una ráız de Tk (x) ; 3) ξ = ±1. Examinaremos caso por caso:

1. ξ es una ráız de Uk−1 (x)

Si α > 0 y β > −1, de (A.23) se tiene que

lim
Im z<0
z→ξj

Xα,β (T2k (z)) = lim
Im z<0
z→ξj

1
T2k (z) + 1

F

(
1, β + 1

α+ β + 2

∣∣∣∣ 2
T2k (z) + 1

)
=

Γ (α+ β + 2) Γ (α)
2Γ (α+ β + 1)Γ (α+ 1)

= (7.21)

Por lo tanto,

lim
Im z<0
z→ξj

(z − ξj)X(1) (z) = lim
Im z<0
z→ξj

2 (z − ξj)
U2k−1 (z)

{
zU2k−1 (z) − 1

Xα,β (T2k (z))

}

= − α

U ′
2k−1 (ξj) (α+ β + 1)

=
2 (1 − ξj)α
k (α+ β + 1)

(7.22)

pues U ′
2k−1 (ξ) =

−2kT2k (ξ)
1 − ξ2

para ξ = ξ1, . . . , ξ2k−1. Se deduce que la medida de ortogonalidad de
{
q
(1)
n (x)

}
tiene

masas en estos puntos. Ahora, si −1 < α < 0 y β > −1, (1.57) , (1.58) , la fórmula binomial de Newton y la fórmula
((A.18) , Apéndice) implican que

Xα,β (T2k (z)) =
α+ β + 1

α

1
T2k (z) + 1

F

(
1, β + 1

1 − α

∣∣∣∣T2k (z) − 1
T2k (z) + 1

)
+

Γ (α+ β + 2) Γ (−α)
2Γ (β + 1)

(
T2k (z) − 1
T2k (z) + 1

)α(
2

T2k (z) + 1

)−α−β
(7.23)

Entonces

lim
Im z<0
z→ξj

Xα,β (T2k (z)) = ∞ y lim
Im z<0
z→ξj

(z − ξj)X(1) (z) = 0. (7.24)

y la medida de ortogonalidad de
{
q
(1)
n (x)

}
no porta masas en los puntos ξ = ξ1, . . . , ξ2k−1.

2. ξ es una ráız de Tk (x)

Observemos primero que en este caso ξ es una ráız de T2k (x)+1. Aplicando (A.18) y (A.23) del Apéndice obtenemos
que
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Xα,β (T2k (z)) =

α+ β + 1
β

1
T2k (z) − 1

F

(
1, β + 1

1 − β

∣∣∣∣T2k (z) + 1
T2k (z) − 1

)
+

Γ (α+ β + 2)Γ (−β)
2Γ (α+ 1)

(
T2k (z) + 1
T2k (z) − 1

)β ( 2
1 − T2k (z)

)−α−β
.

(7.25)

Entonces

lim
Im z<0
z→ξj

Xα,β (z) = ∞ y lim
Im z<0
z→ξj

(z − ξj)X(1) (z) = 0. (7.26)

siempre que −1 < β < 0 y α �= 0, aśı que, en este caso, la medida de ortogonalidad no porta masas en los puntos
ξ = ξk, . . . , ξ2k−1, las ráıces de Tk (x).

Ahora si α �= 0, β > 0 tenemos

lim
Im z<0
z→ξj

Xα,β (T2k (z)) =

lim
Im z<0
z→ξj

1
T2k (z) − 1

F

(
1, α+ 1

α+ β + 2

∣∣∣∣ 2
1 − T2k (z)

)
= − Γ (α+ β + 2)Γ (β)

2Γ (α+ β + 1) Γ (β + 1)
= −α+ β + 1

2β
(7.27)

Luego,

lim
Im z<0
z→ξj

(z − ξj)X(1) (z) =
2β

(
1 − ξ2j

)
k (α+ β + 1)

. (7.28)

lo que implica en este caso que la medida porta masas en las ráıces ξj de Tk (x) con el valor dado por (7.28).

Queda por considerar el caso β = 0. Aplicando la transformación de Kummer (A.18) al primer término de (7.25),
y haciendo β → 0 se obtiene, siempre y cuando |T2k (z) + 1| < |T2k (z) − 1|, que

Xα,0 (T2k (z)) =

− α+ 1
2

(
2

1 − T2k (z)

)α{ ∞∑
n=1

(−α)n

n · n!

(
T2k (z) + 1
T2k (z) − 1

)n
− log

(
T2k (z) + 1
T2k (z) − 1

)
+

∞∑
n=0

α

(n+ α+ 1) (n+ 1)

}
(7.29)

Luego

lim
Im z<0
z→ξj

Xα,0 (T2k (z)) = ∞ y lim
Im z<0
z→ξj

(z − ξj)X (z) = 0, (7.30)

y por lo tanto la medida de ortogonalidad no porta masas en las ráıces de T2k (x), en este caso.

3. ξ = ±1

Para −1 < α < 0 y β arbitrario, (7.25) implica que

lim
Im z<0
z→ξj

Xα,β (z) = ∞. (7.31)

Entonces

lim
Im z<0
z→ξj

(z − ξj)X (z) = 0. (7.32)

A su vez, si α > 0 entonces

lim
Im z<0
z→1

Xα,β (z) =
α+ β + 1

2α
. (7.33)
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Luego, en cualquier circunstancia,

lim
Im z<0
z→ξj

(z − ξj)X (z) = 0. (7.34)

Por lo tanto, la medida de ortogonalidad no porta masas en los puntos extremos z = ±1.

Calcularemos ahora expĺıcitamente la medida µ asociada al sistema
{
q
(1)
n (x)

}
. Obsérvese que la función de peso

ω (x) de la parte absolutamente continua de µ viene dada por:

ω (x) =
1
π

Im X̃ (x) =
1
π

Im

(
−2

U2k−1 (x) X̃α,β (T2k (x))

)
=

2
π

 Im
(
U2k−1 (x) X̃α,β (T2k (x))

)
∣∣∣U2k−1 (x) X̃α,β (T2k (x))

∣∣∣2


=
2Γ (α+ β + 2)

(
1 − x2

)α |Tk (x)|2β+1 |Uk−1 (x)|2α+1

Γ (α+ 1)Γ (β + 1)
∣∣∣U2k−1 (x) X̃α,β (T2k (x))

∣∣∣2 χ (x)

=
Γ (α+ β + 2)

(
1 − x2

)α |Tk (x)|2β−1 |Uk−1 (x)|2α−1

2Γ (α+ 1) Γ (β + 1)
∣∣∣X̃α,β (T2k (x))

∣∣∣2 χ (x)

(7.35)

donde χ (x) denota la función caracteŕısitca de (−1, 1) � S.

El análisis anterior se puede resumir en el siguiente teorema:

Teorema 7.1. Sean µ la medida de ortogonalidad del sistema
{
q
(1)
n (x)

}
, {ξ1, . . . , ξk−1} las ráıces de Uk−1 (x) ,

{ξk, . . . , ξ2k−1} las ráıces de Tk (x), y ω (x) como en (7.35) . Entonces:

1. Si α > 0 y −1 < β ≤ 0,

dµ (x) = ω (x) dx+
2α

α+ β + 1

k−1∑
j=1

1 − ξ2j
k

δ (x− ξj) dx (7.36)

2. Si α > 0 y β > 0,

dµ (x) = ω (x) dx+
2α

α+ β + 1

k−1∑
j=1

1 − ξ2j
k

δ (x− ξj) +
2β

α+ β + 1

2k−1∑
j=k

1 − ξ2j
k

δ (x− ξj) (7.37)

3. Si −1 < α < 0 y β > 0,

dµ (x) = ω (x) dx+
2β

α+ β + 1

2k−1∑
j=k

1 − ξ2j
k

δ (x− ξj) dx. (7.38)

4. Si −1 < α < 0 y −1 < β < 0,

dµ (x) = ω (x) dx (7.39)

Los polinomios anteriores fueron descubiertos por R.
Askey en [5] y denominados por él polinomio cribados
de Jacobi de la primera clase. Su medida de ortogonali-
dad, la cual es absolutamente continua, fué establecida
en [5] y, por otros procedimientos en [2] y [16]. El he-
cho de que los {qn (x)} puedan obtenerse por un proce-
so de cribación ([2] , [5]) no parece ayudar mucho en la
determinación de las medidas espectrales del sistema

{
q
(1)
n (x)

}
de sus cribados, el cual resulta ser mucho más

complejo. De más ayuda puede ser tal vez el que dichos
sistemas pueden obtenerse por medio de aplicaciones po-
linómicas (20), aunque ésto no parece del todo evidente.
Creemos, de todas maneras, que nuestro procedimiento
es más eficiente y fácil de aplicar.
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De hecho, el procedimiento es aplicable aún a siste-
mas que, estando definidos por bloques de relaciones de
recurrencia, no son sistemas cribados ni pueden obte-
nerse por medio de aplicaciones polinómicas. Tal es el
caso del sistema

{
p
(1)
n (x)

}
de los primeros asociados de

los polinomios {pn (x)} dados por los bloques

xp2nk+j (x) = p2nk+j+1 (x) + a
(j)
n p2nk+j−1 (x)

j = 0, . . . , 2k − 1, n ≥ 0
(7.40)

donde

a(0)
n =

n+ α

2 (2n+ α+ β + 1)

a(1)
n =

n+ β + 1
2 (2n+ α+ β + 1)

a(k)
n =

n+ α+ β + 1
2 (2n+ α+ β + 2)

a(k+1)
n =

n+ 1
2 (2n+ α+ β + 2)

. (7.41)

para n ≥ 0 y k ≥ 2. Si k > 2, suponemos que

a(j)
n =

1
4
, j = 2, 3, . . . , 2k − 1, j �= k, k + 1, n ≥ 0.

(7.42)

Este sistema está evidentemente relacionado con los
polinomios cribados de Jacobi-Askey de primera clase
mencionados anteriormente (veánse [2] y [16]). Supone-
mos que α > −1, β > −1, α + β > −1 y α �= 0, lo cual
determina las condiciones de positividad de {pn (x)} .
Obsérvese que, en estas circunstancias {pn (x)} es tam-
bién acotado. La fracción continua de este sistema fué
establecida en [16] y está dada por

X (z) =
U2k−1 (z)Xα,β (T2k (z))

1 +
2α

α+ β + 1
Tk (z)Uk−2 (z)Xα,β (T2k (z))

(7.43)

donde Xα,β (z) es la fracción continua de los polinomios
de Jacobi ((A.23), Apéndice) lo cual permite concluir
que {pn (x)} no puede obtenerse a partir de los polino-
mios de Jacobi mediante cribación directa o mediante
aplicaciones polinómicas. La relación (A.18) permite
concluir que la fracción continua Y (1) (z) del sistema{
p
(1)
n (x)

}
de los primeros asociados de {pn (x)} está

dada por

Y (1) (z) =
2 (α+ β + 3)

(1 + α)U2k−1 (z)

{
zU2k−1 (z) − 2α

α+ β + 1
Tk (z)Uk−2 (z)

}
− 2 (α+ β + 3)

(1 + α)U2k−1 (z)
1

Xα,β (T2k (z))

=
α+ β + 3
(1 + α)

{
X(1) (z) − 2αUk−2 (z)

(α+ β + 1)Uk−1 (z)

}
(7.44)

para z ∈ C − [−1, 1] , donde X(1) (z) es como en (7.4) .

Teorema 7.2. Sean υ la medida de ortogonalidad de
{
p
(1)
n (x)

}
, {ξ1, . . . , ξk−1} las ráıces de Uk−1 (x),

{ξk, . . . , ξ2k−1} las ráıces de Tk (x) y u (x) =
α+ β + 3

1 + α
ω (x) , dinde ω es como en (7.35). Entonces:

1. Si α > 1 y −1 < β ≤ 0,

dυ (x) = u (x) dx (7.45)

2. Si α > 0 y β > 0,

dυ (x) = u (x) dx+
2β (α+ β + 3)

(1 + α) (α+ β + 1)

2k−1∑
j=k

1 − ξ2j
k

δ (x− ξj) dx. (7.46)
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3. Si −1 < α < 0 y β > 0,

dυ (x) = u (x) dx− (α+ β + 3)
(1 + α)

2α
α+ β + 1

k−1∑
j=1

1 − ξ2j
k

δ (x− ξj) dx+
(α+ β + 3)

(1 + α)
2β

α+ β + 1

2k−1∑
j=k

1 − ξ2j
k

δ (x− ξj) dx,

(7.47)

4. Si −1 < α < 0 y −1 < β < 0

dυ (x) = u (x) dx− 2α (α+ β + 3)
(1 + α) (α+ β + 1)

k−1∑
j=1

1 − ξ2j
k

δ (x− ξj) dx. (7.48)

Demostración. La ecuación (7.44) permite establecer el comportamiento de la fracción continua Y (1) (z) en términos
del de X(1) (z) . El cálculo de la parte absolutamente continua de la medida y el análisis del comportamiento de
Y (1) (z) en los puntos ξk, . . . , ξ2k−1 (las ráıces de Tk (x)) y en ±1 es el mismo que el hecho para X(1) (z) en la sección
anterior. Resta por examinar el caso en que ξ es ráız de Uk−1 (x). Para ésto supongamos primero que α > 0 y β > −1
y aplicando (7.44) obtenemos

lim
Im z<0
z→ξj

(z − ξj)Y (1) (z) =
−2 (α+ β + 3)

(1 + α)U ′
2k−1 (ξj)

{
2α

α+ β + 1
Tk (ξj)Uk−2 (ξj) +

2α
α+ β + 1

}
.

Teniendo en cuenta que Tk (ξj)Uk−2 (ξj) = −1 para j = 1, . . . , k − 1, vemos que

lim
Im z<0
z→ξj

(z − ξj)Y (1) (z) = 0. (7.49)

Por lo tanto, υ no porta masas en estos puntos.

Ahora, si Si −1 < α < 0 y β > −1, utiliz&o (6.44) obtenemos que

lim
Im z<0
z→ξj

(z − ξj)Y (1) (z) =
−2α (α+ β + 3)

(
1 + ξ2j

)
(1 + α) (α+ β + 1) k

. (7.50)

Esto implica que υ si porta en tal caso masas en las ráıces de Uk−1 (x) con amplitudes dadas precisamente por (7.50).

Apéndice
Polinomios de Chebyshev y Jacobi.

Función Gamma y función hipergeométrica

1. Polinomios de Chebyshev

Los polinomios de Chebyshev de primera y segunda cla-
ses {Tn (x)} y {Un (x)} están definidos ([25] , [29]) por
la relación de recurrencia

2xyn (x) = yn+1 (x) + yn−1 (x) , n ≥ 1 (A.1)

y las condiciones iniciales

T0 (x) = 1, T1 (x) = x y U0 (x) = 1, U1 (x) = 2x.
(A.2)

Por razones prácticas, se harán evidentes posteriormen-
te, convendremos en que T−1 (x) = U−1 (x) = 0. Si
x = cos θ, entonces

Tn (x) = cosnθ, Un (x) =
sen (n+ 1) θ

sen θ
, n ≥ 0

(A.3)

para 0 < θ < π como resulta de las identidades trigo-
nométricas elementales.

Las relaciones

2Tn (x) = Un (x) − Un−2 (x) ,
U2
n−1 (x) − Un (x)Un−2 (x) = 1, n ≥ 1 (A.4)

1 − T 2
n (x) =

(
1 − x2

)
U2
n−2 (x) ,

1 − T2n (x) = 2
(
1 − x2

)
U2
n−1 (x) , n ≥ 0 (A.5)

U2n−1 (x) = 2Un−1 (x)Tn (x) ,
1 + T2n (x) = 2T 2

n (x) , n ≥ 0 (A.6)

Tn (Tm (x)) = Tnm (x) ,
Um−1 (x)Un (Tm (x)) = Um(n+1)−1 (x) , n,m ≥ 1

(A.7)
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son útiles en este documento y se obtienen también a
partir de identidades trigonométricas elementales basa-
das en (A.3) y prolongación anaĺıtica.

Los polinomios mónicos de Chebyshev están dados
por las relaciones

T̃n (x) = 2−n+1Tn (x) ,
Ũn (x) = 2−nUn (x) , n ≥ 1,

(A.8)

con

T̃−1 (x) = 0 = Ũ−1 (x) , T̃0 (x) , Ũ0 (x) = 1. (A.9)

Ambos sistemas satisfacen relaciones de recurrencia de
la forma

xyn (x) = yn+1 (x) + Cnyn−1 (x) , n ≥ 1 (A.10)

con Cn =
1
4

para n ≥ 2, C1 =
1
2

para
{
T̃n (x)

}
, C1 =

1
2

para
{
Ũn (x)

}
.

Nota A.1. Para la determinación de la fracción conti-
nua de los polinomios de Chebyshev, véase [17]. En ese
mismo documento, las medidas espectrales de tales po-
linomios se determinaron estrictamente por aplicación
del Teorema 4.1, según los procedimientos que estamos
trat&o de explicar y aplicar a sistemas más complejos.

2. La función Gamma.

La función Gamma ([25]) se define:

Γ (z) := lim
n→∞

(n− 1)!nz

(z)n
, z �= 0,−1,−2, . . . (A.11)

donde (z)n es el śımbolo de Pochhamer, el cual está dado
por (z)0 = 1; (z)1 = z; (z)n = z (z + 1) · · · (z + n− 1) ,
n ≥ 2. Nótese que (1)n = n!.

De (A.11) se deduce que

Γ (z) =
Γ (z + n)

(z)n
, n ≥ 0, z �= 0,−1,−2, . . .

(A.12)

Si Re (z) > 0, entonces

Γ (z) =

∞∫
0

tz−1e−tdt (A.13)

y Γ (z) es obviamente anaĺıtica para Re (z) > 0. Esto
y (A.12) aseguran que Γ es anaĺıtica sobre C excepto

por singularidades en z = 0,−1,−2, . . . , las cuales son
obviamente polos simples.

3. La función hipergeométrica.

La prolongación anaĺıtica a C � [1,∞) ([25]) de la
serie hipergeométrica

∞∑
n=0

(a)n (b)n
n! (c)n

zn, |z| < 1, c �= 0,−1,−2, . . .

(A.14)

se denota con F (a, b; c; z) y se conoce como la función
hipergeométrica. Es necesario suponer que c �= 0 y no
es un entero negativo. Si a ∈ C y (1 − t)a := ea log(1−t),
t �= 1, donde log (z) es la rama principal del logaritmo
en C � {0} (parte imaginaria o argumento en (−π, π]),
entonces, siempre y cuando Re (c) > Re (b) > 0, se
tiene que

F (a, b; c; z) =
Γ (c)

Γ (b) Γ (c− b)

1∫
0

tb−1 (1 − t)c−b−1 (1 − tz)−a dt,

(A.15)

para todo z /∈ [1,∞) (véase [25]). La fórmula (A.15)
se debe a Euler y representa la prolongación anaĺıtica
de (A.14) a C � [1,∞) más frecuentemente usada en las
aplicaciones. Suponiendo además que c− a no sea cero
o un entero negativo, y que Re (c− a− b) > 0, (A.15)
garantiza que F (a, b; c; z) es continua en z = 1 con

F (a, b; c; 1) = lim
z→1

F (a, b; c; z) =
Γ (c) Γ (c− a− b)
Γ (c− a) Γ (c− b)

,

(A.16)

fórmula debida a Gauss. La fórmula (1 − z)−a =
F (a, 1; 1; z) , z /∈ [1,∞) , que es también útil, se conoce
como la fórmula binomial de Newton. La transforma-
ción de Euler (véase [25])

F (a, b; c; z) = (1 − z)c−a−b F (c− a, c− b; c; z) ,
(A.17)

es fácilmente verificable para |z| < 1, y por prolonga-
ción anaĺıtica es válida para todo z ∈ C � [1,∞) . La

notación F
(

a, b
c

∣∣∣∣ z) es frecuentemente preferible a

la F (a, b; c; z) . La transformación de Kummer (véase
[25])
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F

(
a, b

c

∣∣∣z) =

Γ (c) Γ (c− a− b)
Γ (c− a) Γ (c− b)

F

(
a, b

a+ b+ 1 − c

∣∣∣1 − z

)
+

Γ (c) Γ (a+ b− c)
Γ (a) Γ (b)

(1 − z)c−a−b F
(

c− a, c− b
c− a− b+ 1

∣∣1 − z

)
(A.18)

es válida para z ∈ C � ((−∞, 0] ∪ [1,∞)) , siempre y cuando las expresiones donde estén involucrados a, b y c tengan
todas sentido.

4. Los polinomios de Jacobi.

Los polinomios de Jacobi ([25] , [29])
{
P

(α,β)
n (x)

}
están dados por la relación de recurrencia(

x− β2 − α2

(2n+ α+ β) (2n+ α+ β + 2)

)
P (α,β)
n (x)=P (α,β)

n+1 (x) +
4n (n+ α) (n+ β) (n+ α+ β)P (α,β)

n−1 (x)

(2n+ α+ β)2 (2n+ α+ β − 1) (2n+ α+ β + 1)
, n ≥ 0

(A.19)

y las condiciones iniciales

P
(α,β)
−1 (x) = 0, P

(α,β)
0 (x) = 1. (A.20)

Se supone que el coeficiente de P (α,β)
0 (x) es (x− β) si α = −β. Es necesario suponer que α > −1, β > −1 para que{

P
(α,β)
n (x)

}
sea un sistema positivo. En tal caso el funcional de momentos Lα,β (véase [25]) está representado por

la medida positiva, absolutamente continua

dµ
α,β

(x) = ω
α,β

(x) dx, (A.21)

donde

ω
α,β

(x) =
Γ (α+ β + 2)

2α+β+1Γ (α+ 1)Γ (β + 1)
(1 − x)α (1 + x)β χ (x) , (A.22)

siendo χ (x) la función caracteŕıstica de (−1, 1) . el soporte de µ
α,β

es [−1, 1].

Si α > −1, β > −1, la fracción continua de
{
P

(α,β)
n (x)

}
es

X
α,β

(z) =
1

z − 1
F

(
1, α+ 1

α+ β + 2

∣∣∣ 2
1 − z

)
=

1
z + 1

F

(
1, β + 1

α+ β + 2

∣∣∣ 2
1 + z

)
(A.23)

para z ∈ C � [−1, 1] . Esto se deduce inmediatamente del teorema de Markov con µ = µ
α,β
. En este caso se tiene

también el siguiente lema, que tiene importancia fundamental.

Lema A.1. Si α > −1, β > −1, la fracción continua X
α,β

(z) puede ser extendida continuamente desde Im (z) < 0
a Im (z) ≤ 0, z �= ±1. En este caso se tiene también que

ω
α,β

(x) =
1
π

ImX
α,β

(x) , z �= ±1. (A.24)

Para una demostración, véase [16] .

Eṕılogo

Aunque las ideas considerados en las notas de este se-
minario son simples y de carácter limitado, no dejan de
tener aspectos técnicos delicados. Esperamos, por una

parte, haberlas colocado en un contexto lo suficiente-
mente apropiado par hacerlas aparecer naturales o, al
menos, rápidamente comprensibles, y por otra, haber lo-
grado comunicar el hecho de que pueden ser de utilidad,
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tanto teórica como práctica, en la solución de ciertos
problemas. De ser aśı, nos damos por satisfechos.
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