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Resumen
Se realiza un análisis en detalle sobre un sistema constituido por cuatro osciladores acoplados con masas y constantes de acoplamiento diferente. A partir del análisis se obtiene la dinámica que rige el comportamiento del sistema desde un contexto clásico, el cual, también se analiza haciendo uso de conceptos del álgebra lineal y usando la notación bra y ket empleada en mecánica cuántica. Bajo este contexto, se obtiene la solución del sistema de osciladores haciendo uso de una base estándar generada a partir de la posición inicial para cada oscilador, la cual permite establecer un estado bien definido que es interpretado como el desplazamiento del oscilador respecto a su posición de equilibrio. En este orden de ideas, las ecuaciones de movimiento se desacoplan a través de una transformación de similaridad construida a partir de un conjunto de vectores propios obteniendo la solución. Esta estrategia permite además obtener la evolución temporal del  sistema de osciladores por medio de un operador que se identifica con el propagador del estado del sistema. Este análisis adquiere especial importancia ya que es novedoso y genera una forma alternativa, didáctica y robusta de abordar el tema, conectando el mismo con un tópico conocido de la mecánica clásica. Además, permite familiarizar a los estudiantes tempranamente con la notación bra y ket y los procedimientos empleados para resolver problemas en mecánica cuántica como es el problema de valores propios.
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Abstract
A detailed analysis is performed on a system consisting of four oscillators coupled with mass and constants of coupling different. From the analysis is obtain the dynamics that govern the behavior of the system from a classical context, which is also analyzed using concepts of linear algebra and using the notation of bra and ket used in quantum mechanics. In this context, the solution of the oscillator system is obtained by making use of a standard base generated from the initial position for each oscillator, which allows establish a well defined state that is interpreted as the displacement of the oscillator with respect to its position of equilibrium. In this order of ideas, the equations of motion are decoupled through a similarity transformation constructed from a set of eigenvectors obtaining the solution. This strategy gives the possibility of obtain the temporal evolution of the system of oscillators by means of an operator that is identified with the propagator of the state of the system. This analysis acquires special importance since it is novel and generates an alternative, didactic and robust way of approaching the theme, connecting it with a known topic of classical mechanics. In addition, it allows students to familiarize early with the bra and ket notation and the procedures used to solve problems in quantum mechanics such as the problem of eigenvalues.
Keywords: Teaching, Oscillators, Energy, Operator, Eigenvector, Propagator.
1. Introducción
Tradicionalmente la mecánica de corte newtoniano es considerada como la puerta de entrada a la física y a su enseñanza, lo cual se sustenta por la relación que se da entre ella y campos disciplinares tales como la termodinámica, el electromagnetismo, etc. Esta relación se debe a que dichos campos disciplinares utilizan modelos explicativos apoyados en las elaboraciones que están a la base de los sistemas mecánicos. Por lo cual se considera que un fenómeno es comprendido si este es explicado en términos mecánicos (Schmid, 1983).
Dirac por otra parte muestra en su tratado (Dirac, 1968) la necesidad de abandonar las ideas clásicas ya que, aunque el esquema clásico es elegante y logra dar explicación a un gran número de sistemas a escala macroscópica, sus predicciones teóricas a nivel atómico no concuerdan con los datos experimentales, sugiriendo así construir un nuevo esquema para la descripción de los fenómenos a escala atómica. Este nuevo esquema establece un límite sobre lo que se considera pequeño y grande con la necesidad de que el tamaño adquiere un carácter absoluto (Dirac, 1968). 
La idea de grande y pequeño toma un papel fundamental en física, ya que todo sistema considerado como grande está sujeto al principio de causalidad y su comportamiento queda descrito por ecuaciones diferenciales dependientes del tiempo. Por otra parte, si el sistema es considerado pequeño en relación con la perturbación producida, implica establecer una relación causal entre las condiciones de una situación inicial en un instante dado y las condiciones en otro instante posterior a través de la ecuación diferencial. En otras palabras, conociendo el vector de estado del sistema en un instante inicial, éste evolucionara en el tiempo de manera determinista mientras no se perturbe el sistema. En el caso de un proceso de medida, ésta representa una perturbación que altera la evolución temporal del vector de estado que tendría si no se efectuara.
No obstante, la diferencia entre pequeño y grande no provee elementos que permitan hacer una teorización de la naturaleza a nivel atómico, sin embargo, muestra una nueva forma de mirarla; forma que está caracterizada por el hecho de que la observación que se realice sobre el sistema tiene un grado de perturbación sobre éste.
Por otro lado, en la última década se ha tenido preocupación, a nivel nacional e internacional, por la enseñanza de la física moderna en los colegios y en los cursos introductorios de física a nivel universitario (Greca et al, 2002), (Otero et al, 2009) promoviendo la enseñanza de temas relacionados con mecánica cuántica, cuya finalidad es despertar la curiosidad e interés de los estudiantes por estos temas, además de motivarlos a reconocer a la física como una empresa humana (Ostermann et al, 2000). 
La enseñanza de la mecánica cuántica conduce a una visión de mundo caracterizada por el hecho de que la observación que se realice sobre el sistema tiene un grado de perturbación incontrolable sobre éste, es decir, el observador afecta y define la realidad que estudia. Esta visión rompe con el paradigma newtoniano que ha imperado e influido nuestro pensamiento y la manera de ver el mundo desde el siglo XVII hasta nuestros días. Esta es una de las razones por la que es importante enseñarla y a la vez permite profundizar sobre las dificultades que presentan los estudiantes en la apropiación de los conceptos en los que se fundamenta.
Bajo este contexto, se realiza un análisis detallado sobre un sistema de osciladores acoplados, el cual constituye por un lado, un tema de gran importancia ya que a partir de este se puede describir una extensa gama de fenómenos como: mecánicos, electromagnéticos, etc, permitiendo además, abrir la puerta al estudio de sistemas con un gran número de grados de libertad y la transición a una descripción en términos de grados de libertad continuos, y por otro, proporciona una estrategia metodológica para introducir conceptos del algebra lineal mostrando una solución alternativa con una discusión complementaria que tiene que ver más con la física involucrada que con el método a seguir (Rozo, 2016).
La motivación es la de familiarizar al estudiante con los conceptos utilizados y los procedimientos empleados para resolver problemas en mecánica cuántica como es el problema de valores propios, aspecto que constituye una dificultad para la mayoría de estudiantes. En este sentido, se muestra en detalle la descripción sobre la dinámica del comportamiento de cuatro osciladores acoplados utilizando el espacio vectorial generado por una base estándar. Este planteamiento permite obtener la dinámica del sistema de osciladores y a la vez ilustra el uso del método algebraico constituyendo un primer paso para mejorar el aprendizaje en relación a las nociones, fundamentos y formalismo de la mecánica cuántica.
1. Esquema clásico 
Se investiga en detalle la transmisión de energía en un sistema de osciladores acoplados sugerido por F. Herrmann and P. Schmalzle, en su artículo simple explanation of a well-known collision experiment (Herrmann, 1981). El sistema de osciladores se considera como una cadena lineal de esferas con movimiento unidimensional, la cual sirve como medio de propagación de una deformación. El sistema se encuentra constituido por un conjunto de cuatro osciladores acoplados con diferente masa (m) y diferente coeficiente de acoplamiento (k). Los resortes interactúan elásticamente con los osciladores y su estado de movimiento se muestra en el esquema de la figura 1, 

Figura 1. Estado de movimiento de un sistema de cuatro osciladores acoplados.
El sistema de osciladores obedece las siguientes ecuaciones de movimiento, (Marion, 1992),
	

	(1)



siendo,  los desplazamientos de las masas respecto a su posición de equilibrio. La dinámica del sistema de osciladores se describe mediante la solución de las ecuaciones de movimiento (1) dada por (Symon, 1968), (Sposito, 1976):
	

	(2)





siendo  el producto de dos coeficientes:  representa los modos normales de oscilación y las constantes  se obtienen a partir de las condiciones iniciales,
	

	(3)


Las frecuencias normales de oscilación del sistema están dadas por:
	

	(4)


obtenidas a partir de los valores dados para las masas y constantes de acoplamiento (Herrmann, 1981):
	

	(5)


Finalmente, la dinámica del sistema se rige por las siguientes ecuaciones de movimiento:
	

	(6)


La gráfica de la figura 2 muestra el comportamiento del sistema de osciladores a partir de las soluciones dadas en (6). Cuando el primer oscilador es sacado de su posición de equilibrio y se deja libre, se propaga una perturbación hacia el segundo oscilador mostrada por la curva roja (- - -). A través del segundo y tercer oscilador se propaga un pulso mostrado por las curvas, negra (***) y azul (ooo). Finalmente, la perturbación transfiere la energía al último oscilador del lado opuesto mostrado por la curva verde (xxx).
[image: ]
Figura 2. Comportamiento del sistema de osciladores cuando el primer oscilador es sacado de su posición de equilibrio.
Considerando el medio como el conjunto de osciladores acoplados, el comportamiento de la deformación es la oscilación de los osciladores alrededor de su posición de equilibrio. Debido a las fuerzas elásticas que actúan sobre los osciladores, el movimiento es transmitido de un oscilador a otro provocando una deformación que se propaga con cierta velocidad. La deformación representa un transporte de energía ya que el trabajo que realizan las fuerzas externas durante el momento de la perturbación inicial, se reparte en forma de energía elástica (cinética y potencial) por el sistema a medida que la deformación avanza por él realizando trabajo en su contorno para producir la deformación (French, 1974).
Finalmente, el impacto inicial del primer oscilador se propaga a través del sistema por medio de un pulso que pasa de un oscilador a otro transmitiendo la energía necesaria para que se ejecuten las deformaciones hasta el último oscilador. La transmisión de energía es debida al pulso que se propaga a través de un oscilador a otro sin cambiar su forma como se muestra en la gráfica de la figura 3.
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Figura 3. Propagación de un pulso entre el sistema de osciladores.
Por otro lado, el sistema de osciladores acoplados se puede analizar también haciendo uso de conceptos del álgebra lineal y utilizando procedimientos a los empleados para resolver problemas de valores propios, sólo que en este caso, se resalta la manera de cómo se procede desde el punto de vista de la mecánica cuántica. Aunque la formalización es similar existe una diferencia en relación a cómo se trata la energía en el sistema cuántico. 
2. Esquema del álgebra lineal 
La solución del problema anterior puede ser obtenida usando conceptos del álgebra lineal con el fin de familiarizar a los estudiantes con los procedimientos que se utilizan en la solución de problemas de valores propios, además de hacer uso de la notación que se utiliza en el esquema de la mecánica cuántica. Este planteamiento permite tender un puente entre los conceptos adquiridos por los estudiantes y los conceptos utilizados en mecánica cuántica.

Como en el caso anterior, el problema se reduce en hallar los valores de  conociendo las condiciones iniciales. El espacio vectorial se genera a través de la base estándar definida de la siguiente forma:
	


	


	


	




Los vectores  se toman como el conjunto de estados base bien definidos para el análisis del comportamiento del sistema de osciladores. Además, el concepto de estado juega un papel importante en el análisis ya que permite hacer una descripción de la evolución temporal del sistema (Gillespie, 1991). 
En este sentido, analizando la definición proporcionada por la Real Academia Española (2017) sobre la palabra estado, “Situación en que se encuentra alguien o algo, y en especial cada uno de sus sucesivos modos de ser o estar”, se rescatan dos elementos importantes de la definición. Primero, ese alguien o algo, se puede aludir al sistema, y segundo, los modos de ser o estar se pueden referir a los diferentes estados en los que se puede encontrar en el transcurso del tiempo. Por lo tanto, el estado del sistema se puede definir como las diferentes maneras de estar, caracterizado por las variables dinámicas de posición y momentum las cuales juegan el papel de observables del sistema. Finalmente, el concepto de estado es la estrategia que el sujeto elabora para referirse a las diferentes formas de estar el sistema en relación a una cualidad determinada.
La formalización sobre el estado del sistema se hace a través de un vector normalizado, es decir, a todo posible estado físico del sistema se le hace corresponder un ket normalizado, existiendo una relación biunívoca entre vectores normalizados y estados físicos (Gillespie, 1991). Por lo tanto, el estado del sistema en cualquier instante de tiempo puede expresarse como combinación lineal de los estados base:
	

	(7)



donde cada uno de los coeficientes varían en el tiempo, y los estados componentes de la superposición no pierden su identidad, lo cual significa que la superposición está dada en relación con el resto de elementos que se superponen. En otras palabras, el estado del sistema puede considerarse como el resultado de estar a la vez en cada uno de los estados base que se haya seleccionado  (Feynman, 1964). La superposición es entonces, una relación entre los estados constitutivos respecto a una cualidad dada, de forma que el estado resultante queda determinado por los pesos relativos de los estados que se superponen. 
Por otro lado, las ecuaciones de movimiento (1) se pueden reescribir en representación matricial como:
	

	(8)




Los elementos , de la matriz ,
	

	



son obtenidos explícitamente a partir de los valores dados en (3), con  la frecuencia natural de oscilación del sistema. Haciendo uso de la representación matricial, las ecuaciones de movimiento pueden ser escritas como:
	

	(9)






siendo la matriz la representación matricial del operador denominado , y los coeficientes  los elementos del vector de estado .






La base estándar () definida anteriormente es conveniente para interpretar los coeficientes () como los desplazamientos de cada uno de los osciladores de su posición de equilibrio, sin embargo, esta definición no permite obtener la solución directa de las ecuaciones de movimiento (9) ya que este es un sistema acoplado como lo muestran los elementos que se encuentran fuera de la diagonal de la matriz Por lo tanto, para desacoplar el sistema de ecuaciones es necesario encontrar un conjunto de vectores propios de la matriz . El problema, entonces, se reduce en hallar los vectores propios (Bronson, 1991) del operador  con el fin de construir una matriz que permita diagonalizar a la matriz  y así desacoplar las ecuaciones de movimiento. 

En este orden de ideas, los vectores propios del operador  son:
	

	





Los vectores  son un conjunto de estados base conveniente que cumplen con la condición de ortonormalización, . A partir de los vectores base  se construye la matriz,
	

	(11)



la cual diagonaliza la matriz  (Bronson, 1991), (Grossman, 2012),
	

	(12)





Los vectores propios de la matriz  son los vectores de la base estándar definidos anteriormente (). Usando la matriz similar , las ecuaciones de movimiento se desacoplan fácilmente para obtener:
	

	(13)


ó,
	

	(14)




Los valores propios de la matriz  que se encuentran en la diagonal se identifican con las frecuencias normales de oscilación del sistema, es decir, existe una relación biunívoca entre el valor propio y la frecuencia normal de oscilación del sistema. Finalmente, la obtención de los vectores propios , permite desacoplar de manera sencilla las ecuaciones de movimiento, cuya solución tiene una simple dependencia temporal en forma de exponencial como la dada en (2).
Aún cuando la evolución temporal del vector de estado del sistema queda especificada por (14), se puede establecer un operador que permite obtener también la evolución temporal realizando la siguiente definición:
	

	(15)











lo cual significa que el operador actúa sobre el vector de estado  inicial para producir un nuevo vector de estado  cuando transcurre un tiempo , es decir, el estado final  es lo que resulta cuando el operador  actúa sobre el estado inicial  (Feynman, 1964), (Gillespie, 1991). El operador  es independiente del estado inicial del sistema y debe satisfacer la condición  . Su representación se obtiene sustituyendo (15) en (14), 
	

	(16)



El operador  es denominado operador de evolución temporal o propagador del estado del sistema (Towmsend, 2000), (Gillespie, 1991) ya que conociendo el estado inicial se puede determinar el estado futuro del sistema. Por lo tanto, hallando la evolución temporal del sistema se determina la solución completa del problema.
El análisis anterior permite que problemas que son tratados usualmente desde el contexto newtoniano, puedan ser también abordados haciendo uso del algebra lineal, lo que conduce a introducir conceptos como: vector de estado, principio de superposición, operador, vectores propios, valores propios, transformación de similaridad, etc, que son la base para el estudio de la mecánica cuántica, además se muestra que la notación empleada no es exclusiva de ésta, permitiendo un acercamiento más rápido y una mayor familiarización por parte de los estudiantes sobre la manera de proceder cuando se abordan problemas desde el contexto de la mecánica cuántica. Finalmente, se muestra un cuadro comparativo entre el análisis que usualmente se realiza haciendo uso del esquema clásico y el que se propone haciendo uso del algebra lineal.
Cuadro comparativo entre el esquema clásico y el esquema del álgebra lineal
	Esquema clásico
	Esquema del álgebra lineal

	Ecuaciones de movimiento:


Solución:


	Ecuaciones de movimiento:


Solución:


Operador de evolución:




3. Conclusión
1. La representación matricial de las ecuaciones de movimiento y la definición de la base estándar tiene las siguientes ventajas: a. permite hacer uso de conceptos del algebra lineal para hallar la solución del sistema de ecuaciones y por lo tanto, conocer la evolución temporal del sistema, b. da la posibilidad de mostrar una forma diferente, novedosa y didáctica de proceder en la explicación en torno al comportamiento del sistema de osciladores acoplados, permitiendo además familiarizar a los estudiantes con el álgebra lineal y con la notación bra y ket ampliamente utilizada en mecánica cuántica.
2. Desde el esquema clásico, el intercambio de energía entre los osciladores se considera continua y depende del acoplamiento entre los osciladores. Desde el contexto cuántico, existe un nivel de energía bien definido y no continuo correspondiente a cada uno de los estados bien definidos del sistema, el cual es un efecto estrictamente cuántico. 
3. Esta estrategia de enseñanza adquiere especial importancia ya que permite, por un lado, tender un puente entre los conceptos adquiridos por los estudiantes y los conceptos utilizados en mecánica cuántica, y por otro, permite mostrar los  procedimientos empleados para resolver problemas de valores propios. 
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