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Resumen

Con el fin de restringir la teoria generalizada de Proca y de determinar su compatibilidad con las
futuras observaciones en el &mbito astrofisico, se estudiaron soluciones de agujeros negros en el marco
de esta teoria. Para ello, en primer lugar, se determinaron las ecuaciones de campo gravitacional y
de campo vectorial correspondientes a la accién generalizada de Proca para, posteriormente, obtener
sus versiones adaptadas a agujeros negros estaticos y esféricamente simétricos. Posteriormente se
encontraron soluciones de las ecuaciones de campo para diferentes tipos de acoplamientos dentro de
esta teorfa las cuales, debido a las condiciones establecidas para las funciones métricas, difieren de las
soluciones de Reissner-Nordstrom y de Schwarzschild tan sélo en las funciones que describen al campo
vectorial dependiendo del acomplamiento estudiado. A juzgar inicamente por este resultado, la teoria
de la Relatividad General luce mds atractiva que la teoria generalizada de Proca.

Palabras clave: Agujeros negros, gravedad modificada, teorfas vector-tensor.

Abstract

In order to constrain the generalized Proca theory and determine its compatibility with the future
astrophysical observations, we have studied black holes solutions in the framework of this theory.
To this end, in the first place, we have obtained the gravitational field and vector field equations
from the generalized Proca action to subsequently obtain its adapted versions to static and spherically
symmetric black holes. Later, exact solutions were found for different couplings in this theory. Due
to established conditions for the metric functions, these solutions differ from the Schwarzschild and
Reissner-Nordstrom solutions only in the functions that describe the vector field, depending on the
studied coupling. Judging only from this result, General Relativity looks more attractive than the
generalized Proca theory.

Keywords: Black holes, modified gravity, vector-tensor theories.

Introduccion

Pese a que el modelo estdndar cosmolégico ACDM es compatible con las observaciones
(Aghanim, N., ef al, 2020), éste no logra darle una explicacién fisica consistente a los
problemas de la cosmologia moderna como lo son la actual expansion acelerada del universo
(energia oscura) (Riess, A. G., et al, 1998; Perlmutter, S., ef al, 1999) y la existencia de
materia oscura (Bertone, G. & Hooper, D., 2018). Debido a esto y en un intento por explicar
fisicamente el problema del sector oscuro, se han construido gran cantidad de teorias que
modifican la gravedad. Una de las ramas mds importantes de estas teorfas es aquélla que
comprende todos los modelos en los cuales se asume la presencia de un campo acoplado de
forma no minima con la gravedad que puede ser escalar (Deffayet, C., et al, 2011; Nicolis,
A., et al, 2009; Deffayet, C., et al, 2009a, 2009b; Horndeski, H. W.,, 1974; Deffayet, C., &
Steer, D., 2013; Gleyzes, J. et al, 2015; Crisostomi, M., et al, 2017; Ben Achour, J., et al,
2016; Crisostomi, M., et al, 2016; Langlois, D., & Noui, K., 2016), vectorial (Heisenberg,
L., 2014; Tasinato, G., 2014a, 2014b; Allys, E., et al, 2016a, 2016¢; Beltran Jiménez,
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J., & Heisenberg, L., 2016; Rodriguez, Y., & Navarro, A., 2017; Heisenberg. L., et al,
2016; Gallego Cadavid, A., & Rodriguez, Y., 2019; Kimura, R., et al, 2017; Allys, E., et
al, 2016b; Beltran Jiménez, J., & Heisenberg, L., 2017) o tensorial (de Rham, C., et al,
2011; Hinterbichler, K., 2012; de Rham, C., 2014; Hassan, S. F., & Rosen, R. A., 2012;
Hinterbichler, K., & Rosen, R. A., 2012; de Rham, C. & Gabadadze, G., 2010). Este
gran nimero de teorias existentes ofrece una amplia variedad en cosmologia, brinddndonos
herramientas para poner a prueba y descartar aquellas teorias que no sean compatibles con
las observaciones.

Un candidato natural para atacar el problema del sector oscuro es un campo escalar
acoplado de forma no minima a la gravedad (Deffayet, C., et al, 2011; Nicolis, A., et al,
2009; Deffayet, C., et al, 2009a, 2009b; Horndeski, H. W.,, 1974, Deffayet, C., & Steer,
D., 2013; Gleyzes, J. et al, 2015; Crisostomi, M., et al, 2017; Ben Achour, J., et al, 2016;
Crisostomi, M., et al, 2016; Langlois, D., & Noui, K., 2016); sin embargo, las teorias
basadas en esta idea (teorias escalar-tensor) han sufrido fuertes restricciones a raiz de la
observacion de la onda gravitacional GW170817 y su contraparte electromagnética GRB
170817A (Abbott, B. P., et al, 2017b, 2017a, 2017c; Baker, T., et al, 2017; Creminelli, P.
& Vernizzi, F., 2017; Sakstein, J. & Jain, B., 2017; Ezquiaga, J. M. & Zumalacarregui,
M., 2017; Wang, H., et al, 2017; Kase, R. & Tsujikawa, S., 2019). Otra alternativa (teorias
vector-tensor) surge de acoplar de forma no minima un campo vectorial a la gravedad, lo
que es motivado, en particular, por la existencia de campos de gauge en el Modelo Estdndar
de la fisica de particulas como campos mediadores de las interacciones fundamentales. Un
aspecto que parece ser negativo concerniente al uso de campos vectoriales es el hecho de que
éstos generan anisotropia en la expansion del universo, lo cual no los erige como candidatos
naturales para dar cuenta del fendmeno de la energfa oscura; no obstante, esta caracteristica
podria, naturalmente, explicar aquellas anomalias relacionadas con una posible direccion
privilegiada en dicha expansién (Cai, R. G., et al, 2013; Rodrigues, D. C., 2008; Beltran
Jiménez, J. & Lépez Maroto, A., 2007; Campanelli, L., ef al, 2006). Un caso particular
de estas teorias vector-tensor es el de la teoria generalizada de Proca (o teoria de Galileones
vectoriales) (Heisenberg, L., 2014; Tasinato, G., 2014a, 2014b; Allys, E., et al, 2016a,
2016¢; Beltran Jiménez, J., & Heisenberg, L., 2016; Rodriguez, Y., & Navarro, A.,
2017) en la cual la accién se construye a partir del campo vectorial y su primera derivada de
tal manera que tanto las ecuaciones de campo de la teoria completa como las de la respectiva
teorfa en el limite de desacoplamiento contienen derivadas de orden no mayor a dos. Lo
anterior impide el desarrollo de la conocida inestabilidad de Ostrogradski (Ostrogradski,
M., 1850; Woodard, R. P., 2007; Woodard, R. P, 2015).

Asi como sucedi6 con las teorias escalar-tensor, es necesario hacer uso de las observa-
ciones de los fendmenos astrofisicos para determinar la factibilidad de las teorias vector-
tensor. Una de las alternativas empleadas dltimamente para este fin ha sido el estudio de
las soluciones de agujeros negros, en vista de las recientes observaciones de ondas gravita-
cionales (Abbott, B. P., et al, 2017b, 2017a, 2017¢c; Abbott, R., et al, 2020). Esto se debe
a que estas ultimas transportan informacién acerca de los objetos que las producen, lo que
permite conocer mds sobre la fisica de los agujeros negros y los alrededores de los mismos
asf como comparar las caracteristicas de estas ondas con aquéllas predichas por las diferentes
teorfas de gravedad para estos objetos astrofisicos. Dicho enfoque ya ha sido recientemente
explorado en las teorias escalar-tensor mediante el andlisis perturbativo de las soluciones de
agujeros negros (Kobayashi, T., ef al, 2012, 2014; Ganguly, A., et al, 2018) y el cédlculo de
los modos quasinormales de las ondas gravitacionales provenientes de este tipo de objetos
(Tattersall, O. J. & Ferreira, P. G., 2018; Dong, R., et al, 2017). También se ha explorado
la estabilidad de la respectivas soluciones en las teorias vector-tensor, en especial en la teoria
generalizada de Proca (Kase, R., ef al, 2018; Heisenberg, L., et al, 2018).

En este trabajo se han encontrado, como primera aproximacién y con base en el articulo
de la Ref. (Heisenberg, L., et al, 2017), soluciones exactas de agujeros negros estaticos y
esféricamente simétricos en la teorfa generalizada de Proca. Esto se llevé a cabo, en primer
lugar, determinando las ecuaciones de campo gravitacional y de campo vectorial de la teorfa.
Posteriormente se determind el perfil de la métrica y del campo vectorial acoplado a la
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gravedad para cada acoplamiento presente en la accién generalizada de Proca. Finalmente
se establecieron las condiciones necesarias para obtener soluciones exactas para cada tipo de
acoplamiento.

Teoria generalizada de Proca

Considérese, en primer lugar, un espaciotiempo plano. Es sabido que cualquier vector, debido
al teorema de Helmholtz, puede expresarse como la suma de una parte sin divergencia y una
sin rotacional de la siguiente manera:

u=Ay+0,nm, @8]

con A, siendo la parte sin divergencia y n, siendo un campo escalar que se identifica con
el grado de libertad longitudinal asociado a A,. Entonces, si se desea que las ecuaciones de
campo, tanto para A, como para su componente longitudinal 7 no sean de orden superior a
dos, con el fin de evitar la inestabilidad de Ostrogradski (Ostrogradski, M., 1850; Woodard,
R. P.,2007; Woodard, R. P, 2015), la accién del campo vectorial puede incluir, Gnicamente,
al campo mismo y a sus primeras derivadas espaciotemporales d,A, (Rodriguez, Y., &
Navarro, A., 2017).

Para construir la accién de la teorfa generalizada de Proca (o accion de Galileones
vectoriales) (Rodriguez, Y., & Navarro, A., 2017; Heisenberg, L., 2014; Beltran Jiménez,
J., & Heisenberg, L., 2016; Allys, E., et al, 2016a, 2016c; Tasinato, G., 2014a, 2014b)
se deben identificar, en primer lugar, todos los posibles invariantes de Lorentz construidos
a partir de la contraccién de campos vectoriales y derivadas espaciotemporales de primer
orden con los invariantes primitivos del grupo de Lorentz SO(3,1): el tensor métrico y
el tensor de Levi-Civita. Una vez se han identificado estos términos, se agrupan en una
combinacidn lineal general. A continuacidn, se establecen relaciones entre los coeficientes
de la combinacion lineal de tal manera que no se propaguen mds de tres grados de libertad, en
consonancia con la estructura del grupo de Poincaré, lo cual se establece mediante la ligadura
primaria proveniente de la condicién Hessiana %" = 0 (Heisenberg, L., 2014; Errasti, V.,
et al, 2020a, 2020b), en donde

2
FHHY = L )
a(aOA,u) (aOAv)
Como tltimo paso, se realiza el reemplazo A, — d,, 7y se remueven los términos cuya accién
resultante no corresponda a la de un Galile6n escalar (o accién de Horndeski (Deffayet, C.,
& Steer, D., 2013; Nicolis, A., et al, 2009; Horndeski, H. W.,, 1974; Deffayet, C., et al,
2009a, 2009b)).

De todo lo anterior resulta que la accién para el Galileén vectorial que generaliza la

accién Abeliana de Proca es

-

en donde (Beltran Jiménez, J., & Heisenberg, L., 2016; Allys, E., et al, 2016c)

1
~2Fur O 5m +ZLG‘” 3)

LS = fo(Aus Fuvs ), )
L5 = fs(A%)Sy, (5)
L34 = fu(A%) [(Sp)? - TS5 (6)
?j’ = f5(A?) [(85)? - 3848785 +287 8787
+85(AY)F P Sap, (7
LI = g6(A)FPFMS o, Spy. (8)

siendo Fyy = 0uAy = 0y Ay, Fuy = 58uvpa FP7,Y Syy = 0y Ay +8, Ay, en donde 4777 es
el tensor de Levi-Civita.
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La version para espacio tiempo curvo se obtiene promoviendo las derivadas parciales a
derivadas covariantes y afiadiendo los contratérminos requeridos para evitar la aparicién de
derivadas de orden mayor a dos en las ecuaciones de campo asociadas al modo longitudinal
(Deftayet, C., et al, 2009a). De esta forma se obtiene (Heisenberg, L., 2014; Tasinato, G.,
2014a, 2014b; Allys, E., et al, 2016a, 2016c; Beltran Jiménez, J., & Heisenberg, L., 2016,
Rodriguez, Y., & Navarro, A., 2017)

S = / d*xy—g

6
F+Z£i), ©)

=2
en donde g es el determinante de la métrica, F' = —F,, F*” /4,y
-L2 = GQ(X’ wa ﬁyv), (10)
L3 = G3(X)V, A", (11)
Ly = GuX)R+Gyx(X)[(V,A")? - V,A, V" AH],
(12)
1
Ly = G5(N)Gu VA" = 2G5 x(X) [(V,A")
—3V, APV, AV AP +2V,A, VY APV A, |
+85(X)F ™ FP Y, Ag, (13)
Ls = Ge(X)LF PV, A,V Ag
1 ~ ~
+§G6,X(X)F"BF“"V“A,,V5AV, (14)

siendo X = —A, A#/2, R el escalar de Ricci, G, el tensor de Einstein, G; x = dG;/0X,y
L,vpo €s el tensor doble dual de Riemann

1
LHvaB = Zsﬂw‘fsaﬁyéRpayé- (15

Soluciones exactas de agujeros negros estaticos y esférica-

mente simétricos

Se empleardn a continuacioén las ecuaciones de campo gravitacional y vectorial de la teorfa
generalizada de Proca presentadas en el apéndice. Se empleard, ademads, el siguiente ansatz
para la métrica y el campo vectorial de la teoria en coordenadas (pseudo)esféricas:

—f(r)dt@dr+h () dr @ dr+r? d6 ® d0
+r?sin? 0 d¢ ® de, (16)
Ag(r)dr+Aq(r) dr. (17)

g

A

Estos perfiles para los campos son compatibles con un espaciotiempo estético y esféri-
camente simétrico.

Solucion de Reissner-Nordstrom en Relatividad General
Como preparacion, en primer lugar, se usard el acomplamiento
mp
G4:7, G2=G3=G5=g5=Gg=0, (18)
en donde m, es la masa reducida de Planck, el cual conduce a las siguientes ecuaciones de
campo vectorial y gravitacional, respectivamente,

0 =V'3F”B, (19)
m? 1 1
7”G,W =5 | FuaF, " - Zg,uFaﬁF"ﬁ , (20)
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en donde la tinica componente diferente de cero para el tensor de esfuerzos, para el perfil
estatico esféricamente simétrico, es la siguiente:

Fo1 = 00A1 — 0149 = —A'o = —F1o. 21

En la expresion anterior y en las subsiguientes, una prima significa una derivada con respecto
ar.
Asf, las ecuaciones de campo no triviales obtenidas son

ho, hfAy, WA, hAY

Y 2
ot Ty Ty =0 (22)
m? 2fh 1 m2 fh'
L A SV R A 23)
2r2 2r2 4 2r
2 2 1 2 rr
p_Mp Ay 1S 24)

20 =0,
%2 2m2 T 4f | 2fr
m?,rh’ ~ hr? A} .\ m?,hf’r ~ m?,hf’Qr2
4 if Af YE
2 £rpr.2 2 7
_mpfhr +mphfr _
8f 4f

Si se multiplica la ecuacién (23) por (hf)~! y se suma a la ecuacién (24) se obtiene como
resultado

(25)

f =const * h, (26)

y, al considerarse un comportamiento asintéticamente plano es claro que f(r) = h(r) = 1
cuando r — oo, por lo tanto const. =1y

f=h (27)
Posteriormente, al reemplazar (27) en la expresion (22) se llega a la ecuacién diferencial
A/ A/l
040y, (28)
r 2
la cual tiene como solucién
Ag =P+ g, (29)
r

en donde P y Q son constantes de integracion. Luego, sustituyendo las ecuaciones (27) y
(29) en la ecuacion (23) se obtiene que la funcién métrica f es

oM 02
f =1- T - 2m%r2 (30)

en donde Q es la carga asociada al campo vectorial y —2M es la constante de integracion
que, una vez se lleva al limite Newtoniano, se identifica como la masa del agujero negro. La
solucién obtenida es, por lo tanto, la de Reissner-Nordstrom:

oM 0?
—h=1-"F" - = 3]
! r Qm%r2 (3D
av=p+2 (32)

Estas soluciones satisfacen también la ecuacién (25) ya que usando la condicién (27), y
posteriormente las soluciones (31) y (32), se obtiene la ecuacién

rA¢ =2m, (2f'r+ f") =0, (33)
la cual se satisface idénticamente.
Sumado a todo lo anterior, cabe resaltar que la componente longitudinal A; corresponde a

un modo de gauge no fisico ya que este valor estd indeterminado por las ecuaciones (22)-(25).
Asimismo, la constante P es una constante arbitraria sin significado fisico alguno.
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Campo masivo de Proca
También cabe revisar el campo masivo de Proca en Relatividad General, el cual estd dado
por las funciones

m2
G4=7”, Go =X, G3=Gs5=g5=Gg=0, (34)

en donde p es la masa del campo vectorial.
Las ecuaciones de campo gravitacional y vectorial para esta configuracion estdn dadas

por
IJZA(X — VﬁF“ﬁ, (35)
2
%GW = % ingaﬁF”ﬁ — FuoF,"| + %;BA#AV
+ 21 X8y, (36)

las cuales llevan al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales para los perfiles de la métrica
y el campo vectorial que se estdn teniendo en consideracion:

H h ., h ., , hf’
7AO - ﬁAO 2fAO - EA 7 Ay =0, 37)
- u?Ar1h =0, (38)
m%f_mifh_m%fh’_lhA,Q_l 242
22 22 2y 40 T gH o
1
- U fRAT =0, (39)
m2  mihf 1 1
_ pf r pf+—hA(')2——u2A(2)
2r2 fh 2 4 4
1
— SH fhAZ =0, (40)
m2h /r m h 72 2 1 m2 /h/r2
) A +-mih'r + L
4f 8f2 4P 8f
hr2 L, mahfrrt 22 1
—F 02+T—'u4f A3+Z—1ﬂ2hr2A%=0, (41)
1
- §p2A0A1 =0. (42)

A partir de la ecuacién (38), y observando que u # 0, se tiene que A; = 0, lo que implica que
la ecuacion (42) se satisface idénticamente. Reemplazando A; = 0 en las ecuaciones (39) y
(40) y sumdndolas se llega a la expresion

my (f'h— fh') = > Agr, (43)

que al multiplicar por h~2 se convierte en

o Th=fh) P AGr
p

% o (44
ie,
f ) HAGr
L) = . (45)
( h m? h?
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Considerando el comportamiento asintdtico del lado izquierdo de esta expresion se sabe
que, con el fin de que r, sea el horizonte de eventos, f — 0y &2 — 0 cuando r — rj. Es
necesario también que f(r) > 0y h(r) > 0 para r > rj con el objetivo de que la métrica
sea Lorentziana. Debido a esto, las funciones métricas se pueden expandir alrededor del
horizonte de la forma

F= fhlr=m),  h= ) k(=) (46)
i=1 i=1

por lo tanto, si ¥ — ry, el lado izquierdo de la ecuacion (45) tiende a un valor finito en
tal limite. Asimismo, al analizar el comportamiento del lado derecho, se requiere que Ag
tienda a cero con el fin de que la expresion sea consistente. De otra parte, considerando
el comportamiento asintdtico para r — oo, se sabe que en este limite f = & = 1. De esta
manera , el limite de la expresion (44) conduce a

’ ’ 242
lim (—f hh;fh ) = lim (—,u Ao(r)r) )

r—oo r—00 m%hz
ie,
242
A= (r)r
0= lim # 47
r—00 mp

y siendo u # 0 se concluye que Ag — 0 cuando r — oo.
Ahora bien, para determinar el comportamiento predicho por la ecuacién (37) para valores
de r > ry, se reescribe esta ecuacion empleando la expresion (45):

LA

2
04 T 00 4 24 = 0. (48)
2 Am3 f

P
Ya que Ag se hace muy pequefio para r > rp,, se descartan los términos cuadraticos de éste
obteniéndose asi la ecuacién diferencial

’” ’
Ay Ay

— T A =0, (49)
cuya solucién es
e*‘/iﬂr e\/§llr
Ao(r) =c1 +c2 , (50)
r r

siendo c¢; y ¢ constantes de integracion. De otra parte, teniendo en cuenta que la ecuacién
(47) predice que Ag(r — o0) = 0, la ecuacién (49) conduce a

et

Ay (51
Este comportamiento comienza a ser dominante cuando r > ,lz Ademis, debido a que
se debe tener que A9 — 0 cuando r — oo, se concluye que 4 = 0. Por lo tanto no hay
solucién de agujero negro estdtico y esféricamente simétrico para un campo vectorial de
Proca debido a que dicha solucién existe solamente si u = 0, reduciéndose asi a la solucién
de Reissner-Nordstrom.

Soluciones exactas para el acoplamiento cuartico G4
Para este caso se considera el acoplamiento

Gy=

o |3,

X
-, 52
+ (52)
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el cual reduce las ecuaciones de campo a las expresiones

G”v == Fyaroa_Tgyv 1

i
2 2

1
+ §gﬂvv(,AﬁVﬁA“ +Va(ALV7A,

+ AV AT = AV (,Ay) + 8 AgVPV A,

1

1
VpFP® = - §Gﬁ<’AB,

en donde la simetrizacion se define como M(qp) = 5 (Map + Mpa).

m? 1 F? 1[1
] [§gﬂv(VaAa)2

—24(,V,)VaAY =2V ,4A(, Y, A”

5 (AuAVR — A*G,, — g,y 0A” + V,,V,,AQ)] ,

(33)

(54)

La forma explicita de estas ecuaciones, para la configuracion del campo y métrica que se

estd estudiando, es la siguiente:

0==2A0f(-1+h+rh")

+r [A(’)(hrf' — f(dh+rh")) - 2fhrA6'] ,

0=Ah(f(h—1)+hrf’),
0==2hr? AP + A5(~=1+h+rh’)

- [ [A1R* (A1 + 4rAY) + 4m, (rh' = 1)

+h(dm? + AT(1+3rh’))],
0 =4AgA\fhr + A3 [f(h—1) = hrf’]

+ f [f(~4m? + (4m3, — AT)h + 3ATH?)

+hr(2rAY + (4m> +3ATh) f)] ,

0 =4Aof [-2hf'rAy + f(rAh +2h(A) +TAY)))]
+AJ [3hfPr+2f2h = f(rf'0 +2h(f" +rf"))]
+ f [4A1fRPAL2f +r f') +4m) (=hr 72 + 2 h
+f(rf'h +2h(f +rf")] + ATh [—hr % + 6 £2H

+f2rf'h" +2h(f +rf")],
0=AoA;1 [f(h—1)+hrf'].

(55)
(56)

(57)

(58)

(39)
(60)

En primer lugar, la ecuacién (60) admite una solucién en donde Ap =00 A; = 0. Por lo
tanto, considerando Ay = 0y A; # 0, la ecuacién (56) establece la siguiente relacion entre

las funciones métricas:

_
S EY T

Entonces, al reemplazar esta relacion en la ecuacion (58) se obtiene:

0= A%/

(61)

(62)

lo que inevitablemente lleva a la inconsistencia A; = 0. En segundo lugar, si se considera
Ag # 0y A; =0, el sistema de ecuaciones diferenciales tiene solucién inicamente si Ag = 0,
lo que resulta, de nuevo, en una inconsistencia. La conclusién es que tanto Ag como A; son

iguales a cero y, por lo tanto, la solucién es de tipo Schwarzschild.

Ahora bien, si se considera la rama en la cual Ay y A; son diferentes de cero, de la
ecuacion (60) se obtiene la relacién (61). Reemplazando esta relacion y su derivada en la

ecuacion (58) se obtiene

Al ==

P2 (AoALf = FrAZ + AZf")

f

(63)
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Al reemplazar esta expresion en las ecuaciones (55) y (57) y resolver el sistema, se obtiene
la solucién dada por

Aqg =P+g, (64)
f=c-22 65)

en donde P, 2M y Q son constantes de integraciéon. De otra parte, dado que en el limite
r — oo se debe tener espaciotiempo plano, se deduce que C = 1. Insertando estas expresiones
en (61) y (63) se obtiene la solucién

h=f=1- QTM (66)

Ar=P+2, ©67)
_2P(MP +Q)r + Q?

Ay = — . (68)

Por consiguiente, las soluciones para el presente acoplamiento cumplen las siguientes condi-
ciones:

f=h (69)

X=- =X, (70)

con X, constante, las cuales serdn usadas de aqui en adelante con el fin de encontrar soluciones
exactas. Esta dltima condicion se traduce en que

JAZ - 21X,

f

En contraste, para un acoplamiento general G4 = G4(X), las ecuaciones de campo
vectorial estdn dadas por

A=+ (71)

Ao {GuxxATR*f'r + f [Gax + h(-Gax
+GaxxA1h(Ar +2rA})) +(=Gax + GaxxATh)rh’|}

+ g [AZ(hf'r = f(4h+ri)) = 2fhrAl] =0, 72)

h .,
Ay {[f(G4,X —Gaxh+GyxxAIh?) + 2G4 xx Ao ?Aor]

- ; [GaxxAG+ f(Gax — GaxxATh)] rf’} =0. (73)
Para que la ultima expresion se satisfaga existen dos posibilidades, A; = 0y Ay # 0, que
serdn estudiadas a continuacion.
A #0

Al proponer que la segunda derivada del acoplamiento G4 evaluada en X, cumpla la
condicién

Gaxx(Xe) =0, 74
se observa que la ecuacién (73) establece la siguiente relacién entre las funciones métricas &
yf:
f

h= m, (75)
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de la cual, haciendo uso de la condicidn (69), se obtiene que la funcién métrica f viene dada
por

oM
f=1- — (76)

Dicha solucién lleva a que la ecuacion (72) se reduzca a la expresion
2A,+rAl =0, T

cuya solucion ya fue obtenida previamente. Esta solucion es
Ap=P+ g (78)
r

la cual, a causa de la condicién (70), lleva a que la componente longitudinal del campo tenga

la forma
2
\/—QXC (1-2M) (P+ %) r

A=+ 7 . (79)

Asi, insertando las expresiones de f, h, Ag y A; en la ecuacién de campo gravitacional de
componente (u,v) = (0,0),

0=hr?Al — 4G4 x (=1 +h+rh’)
+4f [GaxA1h* (A1 +2rA)) + Ga(rh’ = 1)
+ h(Gy+2GyxAlrh')|, (80)

se obtiene 1
Gyx(Xe) = T (81)

De manera andloga, realizando el mismo procedimiento anterior en la ecuacién de compo-
nente (¢, v) = (1,1),

0=4f%[-G4+(Gs— GaxADh+2GyxAh?]
— 4Gy x AShf'r + fhr [8GaxAoA)
+ Al +4(Gy +2Gax ATh) f] (82)

y reemplazando (81) en la misma, se logra determinar el valor de X. en términos de las
constantes de integracion. Este valor es

X, = —. (83)

Esto ultimo indica que la funcién que describe a la componente longitudinal del campo esta
dada por

VO2+2P(MP + Q)r
- r—2M '
De lo anterior se infiere que la funcién G4(X), que obedece a las condiciones (74) y (81),
estd dada por

Ay (84)

1
Ga(X) = Ga(Xe) + (X = Xe) + ) bu(X = Xo), (85)
n=3
en donde X, = P?/2 y todas las b, son constantes. El modelo G4(X) = mf,/2 + X /4 es
el caso especial de la tltima expresion (85), es decir, G4(X.) = mf,/ 2+ X./4 y todos los
b, = 0paran > 3. La solucién de arriba es una solucién de Schwarzschild con componente
vectorial longitudinal diferente de cero.
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Aunque la carga P en un espaciotiempo de Reisner-Nordstrom no tiene significado fisico,
en este caso es una carga que controla el perfil longitudinal A;(r), mas no su geometria.
Notese que se puede apagar la carga Q y dejar la carga P encendida en presencia de un
agujero negro masivo, caracterizando asi un perfil longitudinal no trivial. En este sentido, P
representa una carga adicional para la configuracién, ademds de la masa y la carga eléctrica.
Sin embargo, esta carga no es observable aplicando la ley de Gauss -ya que el campo no
contribuye a Fy,,- y por lo tanto, estrictamente hablando, esta configuracién no viola la
conjetura de no pelo (Carter, B., 1971; Robinson, D. C., 1975).

A1 = 0

Si se impone A; = 0y la condicién (70), se tiene que A(Q) = 2f X, apartir de (71). Bajo

la condicién (69), 1a ecuacion (73) se anula y la ecuacién (72) se reduce a

8Gux(X)(f = f2 = frf))

1
+ 5r2f’2 —frif" —2ff'r| =0. (86)
Sisetomal— f —rf’ =0, susolucién
2M
f=1-— 87)
r
no satisfaria la ecuacion (86). Entonces, se debe considerar
1
ST = =2 ff =0, (88)
con G4 x(X.) = 0. Escribiendo a la funcién métrica f como
f(r)=e'", (89)

la ecuacidn (88) se transforma en una nueva ecuacién diferencial para la funcién A(r), la cual
es

AV +r2? +2r2” = 0. (90)
Esta expresion se puede reescribir como
rPA? +2(2r%) =0, 91)
cuya solucién, VM < r, es
Cy-Cr\?
A=1In (Z—r) , (92)
r

en donde C2 y C son constantes. En consecuencia, la funcién f queda representada por la
siguiente expresion:

M\?
f= (C - —) : (93)
r
en donde M = Cy. Ademds, se deduce que C = 1 ya que la funcién métrica debe tender a 1
cuando r — oo. Asi,
M\2
f= (1 - —) . (94)
r

Con todo lo anterior, al usar la ecuacién de campo gravitacional de componente (u,v) =
(0,0), se tiene que
X
Gi(Xc) = 76 95)
Este resultado implica, adicionalmente, que las ecuaciones de campo resultantes se satisfagan
idénticamente. Asi, se tiene que un acoplamiento G4(X) que cumpla todo lo anterior debe
ser de la forma ¥
Ga(X) = 5+ ) bul(X = Xo)". (96)

n=2
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La solucién exacta resultante es, por lo tanto,

M2
r
MP
Ag=P-—,
r
A1 =0, 97

en donde P = +v2X,. Esto corresponde a una solucién de agujero de Reissner-Nordstrom
con una carga eléctrica igual a la masa del agujero negro.

Soluciones exactas de agujeros negros para acoplamientos generales

Se procede ahora con la deduccion de soluciones exactas de agujeros negros en la presencia
de los acoplamientos G3(X), G5(X), Gs(X), g5(X) y G2(X, F) = —2g4(X)F. Este dltimo
corresponde al modo vectorial intrinseco que fue originalmente introducido en £, en la
forma g4(X)(Vo,ArVPAY — V,A,V7AP), en donde g4(X) = const * G4 x . Para este
andlisis se toma en cuenta el término de Einstein-Hilbert, es decir, G4(X) = mf,/ 2. De
manera similar a lo realizado en las secciones anteriores, se imponen las condiciones (69) y
(70) en el desarrollo siguiente.

Acoplamiento ciibico G3(X)

Para este caso, la ecuacién de campo vectorial de componente @ = 1 es

Gsx (Aor(2fAy — Aof') + AT f2(Af +7f")) =0, (98)

la cual da paso a dos posibilidades: G35 x(X.) =0y G3 x(X.) # 0.

() Gsx(Xc) =0
Para este caso, las ecuaciones para el campo vectorial Ay y las de campo gravitacional de
componentes (i, v) = (0,0) y (u, v) = (2, 2) son, respectivamente,

Al AII
0=20, %0 (99)
r 2
0= —2m> +r2A2 +2m> (f +rf"), (100)
0= —r®AF +mp, (2rf" +1°f"), (101)

ya que la ecuacién de componente (i, v) = (1, 1) es igual a la de componente (u, v) = (0, 0),
siendo las demas triviales.

A partir de la solucién a la ecuacion (99), la cual fue obtenida en secciones anteriores, se
concluye que la componente en direccion temporal del campo estd dada por

Ay =P+ 9, (102)
r

en donde P y Q son constantes de integracién. Adicionalmente, si inserta este resultado en
la ecuacién (100), se obtiene la expresion

2
_ 2 Q 2 ’
0——2mp+r—2+2mp(f+rf), (103)
cuya solucién para f viene dada por
2M 2
f=1——+Q—. (104)
ro 2mipr?

Por lo tanto, para este caso se tiene una solucién de Reissner-Nordstrom con la componente
longitudinal del campo diferente de cero gracias a la condicién (70):

o2m2r
Al =+ P 2(p2 _2X,)r?
! 2m3(r2 — 2Mr) + Q2 [mp( o
+2m2 (PQ + 2M X )r + Q% (m? - X,)| /2. (105)
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Por consiguiente, una funcion que lleve a esta solucién debe estar dada por

Gs(X) = Ga(Xe) + ) ba(X = X)", (106)
n=2
en donde los b,, son constantes.
(i) G5 x(Xc) #0
Combinando las expresiones (69), (70) y (98) se obtiene

rAgAl +2A% - 4f X,

f = o . (107)

Sustituyendo esta expresion en la ecuacion de campo vectorial para @ = 0 se obtiene rA[ +
2A(’) = 0, lo cual lleva a la solucién Ag = P + Q/r con dos constantes P y Q. Entonces,
insertando esta solucién en la ecuacién (107) se obtiene

4f 0% 2P0 2P?

= = + + ,
! r X 3 X2 Xer
2P 2P?r3
Afrd 4 rtf = Q' 2P0 :
C XC XC
Q r 2PQr2 2P%r3
(r'f) = +—,
CXe X
2 2 2P 2 P2 4
r4f:Q L +C,
2X. | 3X. = 2X.
1 0\> C
=— |P+—=| +—, 108
! X, ( r) rd (108)

en donde C es una constante. Para satisfacer que la métrica sea asintéticamente plana, f
debe tender a 1 cuando r — oo, lo que conduce a que P? = 2X,.. Asi las ecuaciones de
campo gravitacional se satisfacen tinicamente si C = 0y P = V2m p- Ademas, de la ecuacién
de componente (u,v) = (0,1) se tiene que A; = 0. Entonces, para M = iQ/(\/§mP) se
obtiene la solucién (94) con el modo A; igual a cero.

Acoplamiento de quinto orden G5 (X)

Para este acoplamiento, las ecuaciones de campo vectorial de componentes @ = 0y a = 1
vienen dadas por

1
0=Aor + §A6’r2 +Gs.xxAcA2(fAL +ALf))

" %GS,XAO (—(=1+ F)fA, + AL(1—20)f"). (109)
! A/
0=Gsx (A2 - 1)}’; 240(f = 5+ AR -3/
+Gs xx A% (2A0ALf + (ATf2 - ADf). (110)

Aplicando la condicién (70) en ambas ecuaciones, multiplicando la ecuacién (109) por
2A; f yrestandola de la ecuacion (110) multiplicada por Ay, se obtiene la ecuacion diferencial

0= 24, +rAl. (111)

Adicionalmente, la ecuacién (110), bajo la condicién (70), adopta la forma

0==Gsx(X) [AoAG(f = 1) = f'(Xc + Af = 3Xc /)]
+Gs.xx (Xe) (AG = 2X ) (AoAj = X f). (112)

De la ecuacion (111) se obtiene, por supuesto, que Ag = P+ Q/r, con Py Q constantes. Si
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la ecuacién (112) se satisface para (i) AgA| = X f' o (ii) Ag =2fX..
Para la primera rama se tiene la expresion
,_AvAy _ (Pr+Q)Q

= = 114
== X3 (114)

cuya integracion da como resultado
(115)
con M = —PQ/(2Xc). En el limite asintotico cuando r — oo, se debe tener que f = h = 1,

lo cual indica que C = 1. De otra parte, se tiene que las ecuaciones de campo gravitacional
de componentes (u, v) = (0,0), (1, v) = (1,1) y (i, v) = (2, 2) son, respectivamente,

1 ’
0=373 {-m2(=1+rf"+f) - r?A7
1
+ pG&XXa% {2f [A0A1A) + (A] — AT F2)AT]

+ AL(AL - AT f ), (116)

0 =£ {m2(=1+rf"+f)+r*A¢}

1 ’ ’
+ 173G xx AL 24040 f + (-AT + AT f'] (117)
0=—2rAG +m>(2f" +rf"). (118)

Insertando la solucién para Ag y para f en la ecuacién de componente (u,v) = (2,2) se
obtiene que

X =m>. (119)

Lo anterior lleva a que se satisfagan idénticamente las ecuaciones de componentes (u, v) =
(0,0) y (1, v) = (1,1). Porlo tanto las soluciones para este tipo de acoplamiento estdn dadas
por

2M 2
f=h=1-—+ Q2 s (120)
r 2m3r?
2Mm?
Ayme L (121)
0 r
lo cual, usando la condicién (70), conlleva a
2m%1/2(2M2m?, - Q)r?
A== (122)

0 2m3r(2M —r) - Q2]

La existencia de esta soluci6n requiere que 2M>m? > Q.
A partir de la ecuacion (70), la segunda rama corresponde a A; = 0. El reemplazar esta
condicién en la ecuacién (109) conduce a

—r?f2+2f@rf + 17 f) =0, (123)

la cual es la misma ecuacion diferencial (88) cuya solucién es

M\?
f:h:(l——). (124)
r
Por otra parte, de la ecuacion (118) se tiene que
X, =m?, (125)

p
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lo que indica que la expresion para la componente temporal del campo vectorial, Ag, estd
dada por

Ay = @(—m,, .\ M:”p) ’ (126)

con la relacién particular Q? = 2M Qm%. De hecho esto puede ser visto como el caso de las
soluciones de la rama anterior con la componente radial del campo siendo nula.

Es de anotar que un modo concreto de obtener las soluciones ya presentadas es mediante
un acoplamiento G5(X) que esté descrito por la siguiente expresion:

Gs(X) = G5(Xe) + ) bu(X = X.)?, (127)
n=2
en donde X, = m?,.
Acoplamiento de sexto orden Gg(X)
En presencia del acoplamiento general Gg, la ecuacién de campo vectorial de componente
a = 1 se reduce a
A1AY [Gex (Bf —1) — Gexx A f?] =0, (128)
para la cual se requiere que A; =00 A = 0.
i A;=0
En este caso se tiene que
Ao = P = const., (129)

lo que implica que la componente @ = 0 de la ecuacion de campo vectorial y la componente
(u,v) = (0,1) de la ecuacion de campo gravitacional se safisfagan idénticamente. De esta
manera, las ecuaciones de campo gravitacional de componentes (u,v) = (0,0) y (u,v) =
(1,1) llevan a la ecuacién diferencial

1+ f+rf =0, (130)
cuya solucidn, obtenida previamente, es
f=h=1-", (131)
r
la cual también hace que la ecuacion de campo gravitacional de componente (u, v) = (2, 2)

se satisfaga idénticamente. Por lo tanto, usando la condicién (70), se obtiene que el modo
longitudinal del campo vectorial viene dado por

. \r(P2r +4MX,. - 2rX,)
T r—2M

Ay (132)

Ya que A; — ++/P2 —2X, cuando r — oo, se requiere que P> > 2X, para garantizar la
existencia de la solucion.

0.0.1 (ii)A; =0

Para este caso, en primer lugar, la ecuacién de campo gravitacional de componente (u, v) =
(0, 1) se satisface idénticamente. Ademas, debido a la condicién (70), A% =2fX.. Estolleva
a que las ecuaciones de campo gravitacional de componentes (u, v) = (0,0) y (¢, v) = (1,1)
se reduzcan, respectivamente, a

2
L f w2 = S = Xeff G =0, (133)
2 2
R PR TO P [
+2X.(f - 1)f?Gex =0. (134)
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Para obtener soluciones exactas se tomaran las condiciones
Go(Xc) =0, y Gex(Xc)=0. (135)

De la ecuacién (134) se obtiene la solucién de Reissner-Nordstrom cuya carga es igual a la
masa del agujero negro, es decir,

2
f:h:(l—M), (136)

r

que al reemplazar en la ecuacién (133) da como resultado que X, = mf,. Ademads, la
componente temporal del campo vectorial es Ag = P + Q/r, en donde P = +V2m Py

0 = \2Mm p- Esto es equivalente a la solucién obtenida para el acoplamiento de quinto
orden G5(X) de larama AZ = 2fX..
Un modelo concreto que lleve a la solucién obtenida para este caso debe ser de la forma

Go(X) = D ba(X - Xo), (137)
n=2

en donde X, = m?.

Acoplamiento cuartico g4(X)
Considérese el acoplamiento dado por

Gao(X,F) = -2g4(X)F, (138)

en donde g4(X) es una funcién de X. De esta manera, la ecuacién de campo vectorial de
componente & = 1, usando las condiciones (69) y (70), es

g1xA1AY =0. (139)
Considérese ahora, por lo tanto, el caso en el cual se satisface la relacién
gax(Xc) =0. (140)

En estas circunstancias, la ecuacién de campo vectorial de componente @ = 0 y la ecuacién
de campo gravitacional de componente (u, v) = (0, 0) son, respectivamente,

rAj +2A} =0, (141)
2my, (1= f—rf") + (1 -2g4)r*Ag = 0. (142)

A partir de la primera ecuacion, la componente temporal del campo vectorial es
Ag=P+ g, (143)
r

la cual, al reemplazar en la segunda ecuacidn, lleva a
—— [1—2g4(Xc)], (144)

con el modo longitudinal del campo dado por la expresion (71). Esto equivale a un solucién
de Reissner-Nordstrom con carga efectiva Q. r = Q+/1 — 2g4(X.) que es diferente de O a
menos que g4(X.) = 0.

Asi, un acoplamiento que lleve a estas soluciones viene dado por

g1(X) = ga(Xo) + ) ba(X = Xo). (145)

n=2
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Para el caso particular g4(X.) = 1/2 se obtiene la solucién de Schwarzschild f = h =
1—-2M/r con Ag indeterminado.

Por ofra parte, la ecuacién (139) también se satisface si (/)A; = 0 o (i1)A{, = 0. Para
la rama (7), la ecuacién de campo vectorial de componente @ = 0 y la ecuacién de campo
gravitacional de componente (u, v) = (0, 0) vienen dadas, respectivamente, por

240(f + ga.xAoAYr) + fAYr =0, (146)
2¢4 x ASAK?
- f2m(rf"+ f = 1)+ (1 - 2g4)AGr?] = 0. (147)

Existe una solucion exacta bajo las condiciones g4 x (X.) = 0y g4(X.) = 1/2 la cual estd
dada por

2M 2M
f:h:]_——, A():i 2(1__Xc)7
r r
A, =0. (148)

Esta solucién existe para la funcién (145) con g4(X.) = 1/2.

Para la rama (ii), se obtiene la solucién de Schwarzschild f = h = 1 — 2M/r con
Ao = const. y Ay dado por la ecuacién (71) para acoplamientos generales g4(X).
Acoplamiento vectorial de quinto orden g5(X)
Finalmente, se busca la solucién exacta para el acoplamiento de quinto orden g5(X). Para
este acomplamiento, la ecuacién de campo vectorial de componente a = 0 viene dada por

AF (g5 — g5, x(A§ —2fX.)) = 0. (149)

Para la rama A} = 0, se obtiene la solucién de Schwarzschild f = h = 1 - 2M/r
seguida del modo longitudinal del campo dado por la ecuacion (71), con Ay = const, para
acoplamientos g5 (X) generales.

Para la otra rama, fg5 = (A3 — 2fX.)gs,x, existe solucion exacta bajo la condicion

gs5x =0. (150)

Esto lleva a que la ecuacién de campo vectorial de componente @ = 0y la ecuacién de campo
gravitacional de componente (i, v) = (0, 0) sean las de la solucién de Reissner-Nordstrom
en Relatividad General. De esta manera se obtiene la solucién de Reissner-Nordstrom con
A; dado por la ecuacién (71).

Ya que g5(X.) = 0, un acoplamiento de quinto orden de la forma

g5(X) = D ba(X = X)", (151)
n=2

da como resultado, en este caso, la solucién de Reissner-Nordstrom con el modo longitudinal
diferente de cero.

Conclusiones
En este trabajo se hizo uso de la accion (9) y a partir del método variacional se obtuvieron
las ecuaciones de campo gravitacionales y vectoriales de la teorfa generalizada de Proca.
Posteriormente, se determinaron los perfiles del campo y del tensor métrico propios de un
espaciotiempo estdtico y con simetria esférica. Con ello se establecieron condiciones para
las funciones métricas y las funciones componentes del campo vectorial con el fin de obtener
soluciones exactas. También se calculé la forma que deben tener los acoplamientos para
llegar a dichas soluciones.

En primer lugar, al usar el acoplamiento G4 = m?, /2, se recuper? la Relatividad General
para un espaciotiempo de electrovacio. En éste se obtuvo la solucion de Reissner-Nordstrom.
Por otra parte, se corroboré la no existencia de soluciones en el caso de Proca masivo. La no
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existencia se da como consecuencia de que la solucion para el campo vectorial es incompatible
con el comportamiento asintético que deben tener las funciones métricas, tanto en el horizonte
de eventos (f(rn) = h(rp) = 0) como en el infinito (f(r — o) = h(r — o) =1). La
incompatibilidad desaparece cuando la masa del campo u es nula, lo cual corresponde a un
espaciotiempo de Reissner-Nordstrom.

Seguidamente se encontré la solucién para el acoplamiento G4 = mf, /2+ X /4. Paraesta
solucion se satisfacen las condiciones f = h'y X = X, = const., las cuales se usaron para en-
contrar soluciones exactas correspondientes a cada tipo de acoplamiento usado. En general,
las soluciones obtenidas para todos los acoplamientos considerados en este documento no
difieren de soluciones de Schwarzschild y Reissner-Nordstrom salvo en las funciones compo-
nentes del campo vectorial. Esto, en efecto, es consecuencia de las restricciones usadas con el
objetivo de encontrar soluciones exactas. Entonces, el aliviar las condiciones puede conducir
a soluciones mds generales mediante métodos iterativos. Adicionalmente, en varias de las
soluciones encontradas en este trabajo, el modo longitudinal del campo vectorial resulté ser
diferente de cero con lo cual aparece una nueva carga P que no rompe la conjetura de no pelo
dado que en las funciones métricas no se evidencia la presencia de esta carga. Sumado a esto,
la carga P aparece como un modo de gauge no fisico en la componente temporal del campo.
Por otra parte, aunque se obtienen diversas expresiones para la componente longitudinal del
campo vectorial, en los demds acoplamientos estudiados en este documento, las funciones
métricas siguen siendo soluciones de Schwarzschild o Reissner-Nordstrom.

Es claro que al usar una teoria y obtener resultados que ya son predichos por una teoria
mds simple, se tiene mayor preferencia por esta dltima. En este caso, al usar la teoria
generalizada de Proca, que es de mayor complejidad que la Relatividad General, se obtiene
soluciones exactas que ya son predichas por esta dltima. Por consiguiente, en el marco de
las soluciones exactas de agujeros negros estdticos y esféricamente simétricos, la teorfa de
Einstein luce mds atractiva que la teoria generalizada de Proca.
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Apéndice: Ecuaciones de campo en la teoria generalizada de

Proca
Como resultado de variar la accion (9) con respecto a la métrica, se obtuvieron las ecuaciones
de campo gravitacional en la teorfa generalizada de Proca, las cuales vienen dadas por:

1

1 1 1
0=- 5 (g,qu + F’ua/Fva) - §g,qu2 - §G2,XA/1AV - §G2,FFI“1FVQ

1
+Goy (2A7 AL, Foa - A“APFg,Fua) +Gax —5A”AVV(,A"

1 1
iy (A(,,VV)A(, - 5g,,v,qﬁv(,,axﬁ)] +G4Gpuy +Gax §gw(Vc,A")2

1

—§g,,VV(,ABVﬁA“ =24, V) VaA" + g, AgVPVT Ay +V, (A VA,
1

+A VAT = A"V (4A,)) =2V 4 AV, AY - 5 (RALA, +V,V,A?

—g”VDAZ)

1 1
+Gyxx [ZVﬂAQVVAQ - Zg,NV"AQVaAZ + AV, APV, AY

1 1
- 5g,”,AﬁVBA2V(,A“ —§V(,A2 (AuVeAy) + AV, A = A%V (,A,)
+ (terminos correspondientes a L5 y Lg). (152)

Debido a la gran extension en la variacion de los términos que conforman L5 y Lg, se optd

por usar el paquete xAct del software Mathematica (Martin-Garcia, J., 2019), con el fin

de obtener los términos restantes de la expresion de arriba. Las ecuaciones propias para cada
acoplamiento contenido en L5 y L fueron presentadas en la seccion de soluciones exactas
de agujeros negros estdticos y esféricamente simétricos.

De otra parte, las ecuaciones de campo vectorial, las cuales provienen de variar la accion
de la teorfa generalizada de Proca con respecto al campo vectorial, vienen dadas por

0 =V/3Faﬁ - Gg’an/ + VﬁGQ’FFBa + GQ’FVﬁF’Ba - 4VﬁG2,yAVA[BFV @]
~2Gay [A”F,, AF 4 2(VgA)ABF, ) 24"V AP, ™ —24Y APV4F, ]
1
+Gs.x (EV"AQ — AV, AR | + 2G4 xGP¥Ag — Guxx [A®(V,A*)?
1
—AV, AV AR — Vg A% (g PV A — VP AP)| + G5 x §VﬁA2Gﬁ"
1 1
—AYG VFA + ﬁv,,A”vvaAﬁ - Vg(V, AFVTAP) - §V“(VpAUV"A")]
1
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