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Resumen

El analisis de Clifford tiene muchas aplicaciones inesperadas en geometria diferencial y analisis
global. Es el caso del tratamiento efectivo de las rotaciones en espacios euclidianos de alta dimension
mediante los grupos espinoriales, uno de los cuales es el grupo de Lorentz de la relatividad especial.
En el presente estudio se aborda la reconstruccion de campos multivectoriales a partir del salto
que estos experimentan sobre una superficie de geometria suficientemente irregular en espacios
euclidianos. Ademas, se presentan algunos problemas de frontera para ecuaciones de Dirac de
segundo orden que no quedan bien planteados si se consideran bases ortonormales diferentes a la
base estandar.

Palabras clave: Analisis de Clifford; Campos multivectoriales; Operadores de Dirac; Problemas de
frontera.

Abstract

The Clifford analysis has many applications in differential geometry and global analysis, such
as the effective treatment of rotations in high-dimensional Euclidean spaces employing spinorial
groups, where a particular example is the Lorentz group of special relativity. Here we approach the
reconstruction of multivectorial fields from the jump occurring when they go through a surface of
sufficiently irregular geometry in Euclidean spaces. Additionally, we show some boundary value
problems for second-order Dirac equations that are not well posed if orthonormal bases different
from the standard base are considered.

Keywords: Clifford analysis; Multivectorial fields; Dirac operators; Boundary value problems.

Introduccion

El matematico y filésofo inglés William Kingdon Clifford (1845-1879) introdujo las dlgebras
que llevan su nombre, las cuales pueden ser entendidas como una generalizacion multidi-
mensional de los nimeros complejos y los cuaternios de Hamilton (Clifford, 1878). Estas
constituyen un tipo de dlgebras asociativas que se caracterizan por sus importantes apli-
caciones en una gran variedad de campos que incluyen la geometria y la fisica tedrica.
Las algebras de Clifford constituyen un caso especial de las dlgebras geométricas, que per-
miten la manipulacién algebraica de nociones geométricas usadas actualmente en la fisica-
matematica.
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El estudio de las propiedades locales de las funciones pertenecientes al niicleo del operador
de Dirac sobre un fibrado espinorial ha conducido a una teoria de funciones, cominmente
conocida como andlisis de Clifford. Dichas funciones que anulan a este operador son lla-
madas: funciones monogénicas. El andlisis de Clifford ha probado ser un medio eficaz para
abordar problemas de contorno en espacios euclidianos de altas dimensiones.

Algunos de los resultados pioneros sobre analisis de Clifford fueron reportados por Moisil
y Théodoresco (Moisil & Theodoresco, 1931), Fueter (Fueter, 1935), Iftimie (Iftimie,
1965), Hestenes (Hestenes, 1968) y Delanghe (Delanghe, 1970).

Las bases del andlisis de Clifford fueron desarrolladas por Richard Delanghe, académico de
la Universidad de Gante, Bélgica, quien es autor (junto con sus discipulos Fred Brackx y
Frank Sommen) del primer libro publicado sobre el tema en 1982 (Brackx, Delanghe, &
Sommen, 1982). Para el lector interesado en profundizar sobre los fundamentos y las apli-
caciones de esta teoria de funciones recomendamos las referencias (Delanghe, Sommen,
& Soucek, 1992; Gilbert & Murray, 1991; Gilbert & Buchanan, 1983; Giirlebeck, Ha-
betha, & Sprossig, 2007; Giirlebeck & Sprossig, 1990, 1997; Kravchenko & Shapiro,
1996; Mitrea, 1994; Obolashvili, 2002; Rocha-Chavez, Shapiro, & Sommen, 2001;
Wen, Sha, & Yu-Ying, 2005).

El desarrollo alcanzado por el andlisis de Clifford es evidenciado por los cientos de articulos
publicados cada afio en diversas revistas cientificas de alta calidad e indexadas en las princi-
pales base de datos de consulta mundial. Algunos articulos introductorios a los rudimentos
basicos del analisis de Clifford, los cuales incluyen notas histéricas, son (Cnops & Mal-
onek, 1997; Delanghe, 2001; Delanghe & Reyes, 2003; Reséndis & Shapiro, 2002; Ryan,
2000, 2004; Sommen & Sprossig, 2002; Sprossig, 2002; Sudbery, 1979).

La reconstruccién de una funcién monogénica a partir del salto que esta experimenta en
una superficie (Problema del Salto), es un problema estrechamente ligado a la geometria de
dicha superficie y clasicamente ha sido resuelto con ayuda de la transformada de Cauchy.
La presencia del vector normal a la superficie en esta integral ha obligado a considerar, a
priori, un conjunto de suposiciones de suavidad.

Estas restricciones pueden ser eliminadas, si el vector normal usual es reemplazado por el
llamado vector normal de Federer (Federer, 1969), 1o cual permite resolver varios problemas de
reconstruccion de soluciones de sistemas diferenciales parciales a partir de sus singularidades,
sin hacer suposiciones de suavidad. Esta posibilidad abre el camino hacia la investigacion
de las restricciones minimas sobre la superficie y las clases de funciones permitidas para dar
solucién a dichos problemas de reconstruccion.

En este sentido, se han logrado extender satisfactoriamente el formalismo de la transfor-
mada de Cauchy a ciertas clases de superficies no rectificables e incluso fractales. El caso
de superficies fractales ha sido obviado por muchos autores (debido a su complejidad) y la
propuesta de solucién emplea la transformada de Théodoresco en lugar de la de Cauchy,
lo cual constituye una extensiéon del método propuesto por Boris Kats en el caso del plano
complejo (Kats, 1983) al dmbito multidimensional.

El presente trabajo tiene como propdsito presentar un recorrido por algunos de los princi-
pales resultados que en el tema han sido obtenidos por los autores. La lista de referencias
contiene adicionalmente algunos de los trabajos relacionados y no pretende de ningtin modo
estar completa. Los métodos de investigacion utilizados en el desarrollo de este trabajo es-
tuvieron determinados por los objetivos y las tareas de investigacion. A nivel tedrico se
emplearon los métodos: histérico-16gico, andlisis y sintesis, induccién y deduccién, y a
nivel empirico: el experimental y la modelacién; todos de gran utilidad en el estudio de
fuentes de informacién y en el procesamiento de los fundamentos cientificos. Se hace nece-
sario el uso de un cuerpo teérico enfocado a la resolucidn de este tipo de problemas. Debido
a su extension se explicardn a grandes rasgos algunos conceptos pertinentes.
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1 Algebras de Clifford, de Pauli y de Dirac

Denotemos por IR”+4 al espacio IR™ junto con la forma cuadratica
2 22 2
O(X)=x1+...+x, =X,y —-.. =Xy g, PTG =m.

A los espacios IR se les llama espacios euclidianos, y a los IR antieuclidianos. En
particular, IR'* es el espacio-tiempo de Minkowski, el cual estd muy presente en la teoria
especial de la relatividad de Einstein.

El dlgebra de Clifford universal IR, , es el dlgebra asociativa con identidad ep = 1 tal que:

(1) IR, contiene copias de IR y IR” como subespacios.
(2) Paratodo x € R™, x> = Q(x).
(3) IR, , es generada como dlgebra real por las copias de IR y IR™.
(4) La dimensién de IR, ; es 2.
Algunos ejemplos elementales son:
* IR es el dlgebra de Clifford IR o y IR,
» Ces el dlgebra de Clifford IRq 1,
* H es el dlgebra de Clifford IR .

En particular, si {e1,...,ep, €pi1,...,en} es la base ortonormal para IRP4, entonces

62: 1 lzl,,p
! -1 i=p+1,....om

eiejt+eje;=0,i%j.

Una base para IR, ; se obtiene a través del sistema
{ea=eq - eq: A={ou,...;op}, 1 <oy <--- <oy <m}.

Sea IR’I‘W = Spanp (e4 : |A| = k). Entonces IRI;%q es un subespacio de IR, ;- el espacio de los
k-vectores- y

m
k
Rpg=) &R,
k=0
Note que cualquier a € IR, , puede escribirse de forma tinica como
a=lalo+ a1+ ...+ [a]m, (1

donde [.J; denota la proyeccién de IR, ;, en lRf,_q. Algunas observaciones necesarias son las
siguientes:

(1) ]R%q es el subespacio 1-dimensional de O-vectores, se identifica con IR y sus elemen-
tos son por eso llamados escalares.

2) lRIl,g es el subespacio m-dimensional de 1-vectores. Puede identificarse con IR”7 y
sus elementos son llamados vectores.

2 . m
(3) R}, es el subespacio ( )

)—dimensional de 2-vectores, los cuales son también
Ilamados bivectores.

(4) IR}, es el subespacio 1-dimensional de m-vectores, también llamados pseudoescalares.
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Asi mismo podemos descomponer IR, , en la suma directa
_ Rt -
Rpg =R, DR, ,

con
+ k
lRPaq - Z EBIRP-‘I
k par

- _ k
R, q= Z O, 4-
kimpar
El subespacio ]R;q es también un dlgebra conocida como la subdlgebra par de IR, , y es
isomorfa al dlgebra de Clifford universal IR,_; ;, 0 IR, 4—1.

Un hecho que pone de manifiesto la importancia del formalismo de las dlgebras de Clifford
es que muchas dlgebras que aparecieron por diferentes razones geométricas y fisicas son ca-
sos particulares de estas y, lo que es ain mds significativo, este formalismo permite esclare-
cer las relaciones entre estas dlgebras. Por ejemplo, el dlgebra de Dirac es precisamente el
dlgebra de Clifford universal IR; 3 construida sobre el espacio-tiempo de Minkowski R'3.
Asi mismo, el dlgebra de Pauli es el dlgebra de Clifford universal IR3 sobre el espacio
euclidiano 3-dimensional IR*°. Es conocido que estas dlgebras surgieron inspiradas en la
mecénica cudntica.

El élgebra de Pauli es realmente la subalgebra par del dlgebra de Dirac. Los cuaternios de
Hamilton son el dlgebra par del dlgebra de Pauli, mientras que los nimeros complejos son
la subdlgebra par de los cuaternios.

En lo que resta de este material nosotros prestaremos especial atencion a las dlgebras de
Clifford IRg .

2 Nociones basicas de analisis de Clifford

El andlisis de Clifford estudia las funciones u : IR" ~ IR ,, que pertenecen al nicleo del
operador de Dirac

2 d
9 = ;E[T)Ci.

Este operador es una extension natural al espacio IR” del operador complejo de Cauchy-

. ) . . .
Riemann 5 Las funciones u : IR” — IR, que en algtin abierto  C IR™ satisfacen la
Z
ecuacion

Pu=0 ©))

se dicen monogénicas a la izquierda en Q. Debido a la no conmutatividad, la ecuacién
u? =0 3

es esencialmente diferente a la ecuacién (2) y sus soluciones son llamadas: monogénicas
a la derecha. Es fécil ver que el operador & factoriza al operador de Laplace A en IR™
(2* = —A). Esto significa que las funciones monogénicas son también arménicas, es decir
soluciones de la ecuacion de Laplace. Por este hecho se concibe al andlisis de Clifford como
un refinamiento del cldsico andlisis arménico.

Una diferencia notable entre el andlisis complejo y el andlisis de Clifford radica en que, a
diferencia del caso complejo, el producto de funciones monogénicas no es necesariamente
una funcién monogénica. Esto es una consecuencia analitica de la no conmutatividad del
producto cliffordiano.
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Un ejemplo importante de funcién monogénica es el conocido nicleo de Cauchy hipercom-
plejo:
1 —x m
E(x) =T x e R™\ {0},

m?
m

donde A,, denota el drea superficial de la esfera unitaria en IR™. Esta funcién juega un papel
andlogo al nicleo de Cauchy complejo

11
27rz

Por otro lado, E(x) permite definir las transformadas de Cauchy y de Hilbert cliffordianas
que resultan ser herramientas imprescindibles en el estudio de los valores de frontera de las
funciones monogénicas.

Precisamente

(Cru)(x /Ey XAy u(y)dy, x¢ T,

(Fu) (x fz/ny ) (u(y) — u(x))dy+ u(x), x €T,

siendo 7(y) el vector normal exterior aI" en y.

La ecuacién (2) contiene una serie de casos particulares de gran importancia en las ciencias
fisicas.

Las funciones u definidas en IR? con valores en IRy son de la forma
u=ug+1u.
Para estas funciones, la ecuacién (2) toma la forma
D(up) + 2(id) =

Separando las partes escalares y vectoriales, es facil verificar que la ecuacion anterior equivale
al sistema

V.i=0
Vug+V xii=0.
En el caso de que u sea un campo vectorial, es decir ug = 0,entonces el sistema anterior

describe un fluido irrotacional sin fuentes ni sumideros, el cual es de importancia vital en la
dindmica de fluidos (Kravchenko, 2003; Kravchenko & Shapiro, 1996).

Pasemos ahora a considerar los campos vectoriales u = F en IR™. En este caso, la ecuacion
(2) se escribe como
DF =P eF+IPNF =0,

donde |
DeF := 5(9F+F.@)
DNF = %(@F—F.@).

En virtud de las propiedades del producto interior “e” y exterior “ A’ se obtiene el sistema
equivalente

PeF =0,
P NF =0,
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conocido como sistema de Riesz.
Para los campos k-vectoriales Fj, se obtiene andlogamente el sistema

@.Fk :0,
{@/\szo, S

y en este caso
1
P e F:= 5 (7F - (-1D)'FR2)

1
DN = E(@F—i—(—l)"Fk@).

Las soluciones del sistema (4) se denominan campos arménicos o de Stein-Weyl. Es intere-
sante sefialar que, identificando el campo k-vectorial

F = Z Feaea
IA|=k

con la forma diferencial

oy = Z Feadxa,
|A|=k

entonces el sistema (4) es equivalente al conocido sistema de Hodge-de Rham
doy =0,
d o = 0,

de gran importancia en la teoria de homologias.

El campo electromagnético puede ser escrito como un bivector simple F; en el dlgebra de
Dirac. De esta forma las ecuaciones de Maxwell libre de fuentes admiten la forma simple

PF =0.

Esta ecuacién de ondas electromagnéticas es la misma que la ecuacién de Dirac para el
neutrino.

3 Problema de reconstruccion desde condiciones de salto

En esta seccién nos proponemos estudiar los valores de frontera de campos multivectoriales
armonicos y funciones monogénicas para el caso en que la frontera sea fractal. En términos
fisicos, los problemas abordados responden a la siguiente problematica:

Dado el campo electromagnético sobre una superficie cerrada en una region del espacio
libre de fuentes, ;jes posible reconstruir dicho campo en la region encerrada por dicha
superficie?

Pasemos a la formulacién matematica de estos problemas:

Sea Q un dominio de Jordan de IR™ con frontera fractal I' y sea u una funciéon Holder
continua con exponente o € (0, 1], definida en I' y con valores en IR, ,, por brevedad es-
cribiremos u € C%*(T).

También la notacién temporal QT = Q, Q~ = R™\ QT serd necesaria. Asumiremos la
monogenicidad por el lado izquierdo. Resultados andlogos se obtienen para cuando se tiene
monogenicidad a la derecha.

676



Revista de la Academia Colombiana de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales. Reconstruccion de campos multivectoriales a
48(188):671-686, julio-septiembre de 2024. doi: https://doi.org/10.18257/raccefyn.2644 partir del analisis de Clifford

I) (Problema del Salto) ;Bajo qué condiciones u admite la descomposicién
u=U"+U", 5)

donde las funciones U™ y U~ son monogénicas en Q" y Q™ respectivamente?

II) ;Bajo qué condiciones u es la traza sobre I' de una funcién monogénica en Q*? El
mismo problema para Q™.
(k)

Sea F € C%%(T") un campo multivectorial con valores en Ry,

IIT) (Problema de Dynkin) ;Bajo qué condiciones Fj admite la descomposicion
Fe=F+F, (6)
donde F,j y F, son campos k-vectoriales arménicos en QF y Q™ respectivamente?

IV) (Bajo qué condiciones Fj es la traza sobre I" de un campo k-vectorial arménico en
Q™2 El mismo problema para Q™.

En (Kats, 1983) se presenta un método para resolver el problema del salto en el plano
complejo, el cual no usa la integracion sobre la frontera y puede ser utilizado sobre curvas
no rectificables y fractales. Un andlogo multidimensional de este método aparecié poco
después en el contexto del andlisis cuaternidnico (Blaya, 1999; Blaya & Reyes, 1999).
Siguiendo esta linea, también es posible una generalizacion del método para m > 2.

El problema del salto (5) en tales condiciones fue considerado en (Blaya, Reyes, & Peiia,
2007), donde se prueba que para u € C®%(T), cuando el exponente de Holder « y la di-
mensién de Minkowski m := dimy, (I") de la superficie I" satisfacen la relacién

m
o> —, (N
m

entonces una solucién de (5) estd dada por las férmulas
Ut (x) =u’(x) + To2u” (x),

U (x) = %02u"(x),

donde 7 es la transformada de Théodoresco

Tav() = [ B=0v()dy. ®
Q

En caso de que la condicién (7) se viole, entonces se puede construir un ejemplo de su-
perficie T' con dimy;(I") = m y una funcién u € C%*(I") tal que el problema del salto no
tenga solucidén. Por tanto, la condicidn (7) es inmejorable. Remitimos al lector a consultar:
(Blaya, Reyes, & Garcia, 2006, Seccién 5) y (Blaya, Garcia, & Reyes, 2012), donde se
construye el ejemplo antes mencionado. En lo que sigue asumiremos siempre que ¢ y m
estan vinculados por la relacién (7).

Si T' es una frontera suficientemente “regular”, entonces la condicién cldsica STu = u
(STu = —u) es necesaria y suficiente para que u sea la traza de una funcién monogénica en
Q" (respectivamente Q). Pero si I es fractal, entonces el operador .71 pierde su signifi-
cado usual y sin embargo el problema II sigue teniendo sentido. Denotaremos por . (Q)
al espacio de funciones monogénicas a la izquierda en Q.

El siguiente teorema da una alternativa de solucion para el problema II utilizando la herra-
mienta de la transformada de Théodoresco (8) (Blaya, Reyes, & Garcia, 20006).
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Teorema 3.1 Si u € CO*(T') es la traza de U € C%*(Q, UT) N.# (QF), entonces

T+ Duu” (x)|r = 0. ©)
Reciprocamente, si (9) se cumple, entonces u es la traza de una funcion U € CO*(Q, UT)N
A (Q7T), para algiin 1 < a.

Demostracién: Sea U" una extensién de Whitney de U € C%*(QUT). Es un simple
ejercicio comprobar que U" serd también una extensién de Whitney para u = U|r.

Entonces
o+ Dt (x) = T+ .U (x), x€ Q™. (10)

Teniendo en cuenta que U = U%|o+ es monogénica, se obtiene que
T+ D (x) =0 en Q7

lo que a su vez implica ahora (9).

La afirmacion reciproca se deduce tomando

U(x) =u"(x)+ To+ D" (x).

Para Q™ se obtiene el siguiente resultado andlogo.

Teorema 3.2 Si u € C**(T) es la traza de U € CO%*(Q~UT)N.#(Q7), y U(e) =0,
entonces

o+ Dt (x)|r = —u(x). (11)

Reciprocamente, si (11) se cumple, entonces u es la traza de una funcién U € CO* QU
DN Q) yU(e) =0, para algiin 1 < c.
Observacion 3.1 Bajo la condicion (9) ((11)) u” + T+ Dt (respectivamente T+ D)

es una extension monogénica de u a Q* (respectivamente a Q™) que pertenece a CO* (Q+ U
T) (respectivamente a CO*(Q~ UT)) para todo

moe—m
p<———

m—m

Es posible obtener resultados para el caso de funciones monogénicas a la derecha (i.e.,
uD=0). Para ello basta remplazar T+ D™ |r por u” D Io+|r en (9)y (11) donde para
una funcion v con valores en IR ,, se define

V70 i=— [v)E( - x)dy
Q

Teorema 3.3 Si U € CO*(QF UT)N.#(Q") tiene la traza u := U
siguientes afirmaciones son equivalentes:

I, entonces las

(i) U es monogénica a ambos lados en Q.
(ii) yg+ .@xuw‘r = uw.@xggyr |r.

Demostracién: La demostracion de que (i) implica (ii) se deduce directamente del teorema
3.1 y de su versién para la monogenicidad a la derecha.

Supongamos que (ii) se cumple. Como U es monogénica a la izquierda en Q7, entonces
por teorema 3.1 tenemos

<79+ ‘@xuwh" = I/lnggg-%— |F =0.
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La segunda igualdad implica la existencia de una funcién U* monogénica a la derecha en
Q" y tal que U*|r = u. Pongamos w = U — U*, entonces Aw = 0 en Q* y w|r = 0. Por la
solucién del problema clésico de Dirichlet concluimos que U = U* en Q, lo cual significa
que U es monogénica a ambos lados en Q. (]

Estamos en condiciones de considerar los problemas (III) y (IV).

Teorema 3.4 Sea Fi € CO%(T') un campo k-vectorial. Si T+ D:F"|r es k-vectorial, es
decir, si
[T+ D |rke2 =0, (12)

entonces el problema (111) es soluble.

Demostracién: A partir de la solucién del problema del salto tenemos que las funciones
FT:=FY+ 90+ ZFy F~ := I+ 2cF} son monogénicas en Q" y Q respectivamente,
y tales que sobre I

FT—F =F,.

Ademéds, de las condiciones (12) se deduce que

{A[Fi]kiz = 0, en .Qi,
[F=]j2|r = 0.

Entonces, por la solucién del problema clasico de Dirichlet tenemos
+ _
[F ]ki2 = 0, en Q:b
es decir, las funciones F* son campos k-vectoriales arménicos en Q.. O

Los teoremas 3.1 y 3.4 conducen a una respuesta para el problema (IV):

Teorema 3.5 Sea F; € C%%(T'). Si Fy es la traza de un campo k-vectorial en C%%*(QF UT)
y arménico en Q, entonces

o+ D F|Ir =0. (13)
Reciprocamente, si (13) se cumple, entonces Fj es la traza de un campo k-vectorial en

COM(QTUT), u < a, y arménico en Q.

En la siguiente seccion se abordaran algunos problemas de frontera que involucran operadores
de Dirac iterados para campos k-vectoriales.

4 Problemas de frontera para ecuaciones de Dirac de segundo
orden

Las funciones inframonogénicas surgen especificamente en las dlgebras de Clifford como
soluciones a la siguiente versién no conmutativa de la ecuacién de Laplace:

Pu2 =0. (14)

Tales funciones fueron originalmente definidas en (Malonek, Pefia, & Sommen, 2010),
donde se encontré una descomposicién de Fischer mediante polinomios inframonogénicos.
Varios matematicos se han interesado en su estudio por su estrecha conexién con temas
afines de la Elasticidad Lineal, como es el caso del sistema de Lamé-Navier. Remitimos al
lector a consultar los trabajos: (Dinh, 2021; Garcia, Santiesteban, & Blaya, 2023; Garcia
et al., 2018; Lavicka, 2011; Wang et al., 2022).

En el contexto del cdlculo vectorial, cuando nos restringimos a considerar soluciones vec-
toriales u = i en IR?, la ecuacién (14) puede ser reescrita en la forma

V(V-ii)+V x (V xii) =0. (15)
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Por otro lado, note que la ecuacién de Laplace también puede ser reescrita como
V(V-ii) =V x (Vxi)=0. (16)

Ese pequefio cambio de signo en (15) y (16) provoca que las ecuaciones sean bien diferentes
en muchos aspectos que nos interesan. El laplaciano es un operador fuertemente eliptico,
mientras que el operador vectorial V(V-) 4V x (Vx) y su andlogo cliffordiano 2(.)Z no lo
son. Esta sutileza implica que no podamos, en general, asegurar la unicidad de la solucién
del problema de Dirichlet asociado a estos operadores.

En 1992 Dzhuraev estudié dos problemas de frontera para la ecuacion

—

V(V-i)+V x (V xii) = f(x) (17)

en un dominio acotado G C IR?, donde f denota una funcion vectorial suave fija. Dichos
problemas, a diferencia del problema de Dirichlet, si se comportaban bien planteados en el
sentido de Hadamard (Dzhuraev, 1992). Las condiciones sobre la frontera para el primero
de estos problemas eran las siguientes:

(@ xii)[r =0, (V-#)|r=0, (18)
mientras que para el segundo se exigia que
(@-#A)|r=0, (Vxa)|r=0. (19)

Aqui 7i denota el vector normal unitario y exterior sobre I, siendo I' la frontera del do-
minio G. Dzhuraev obtuvo que las soluciones a ambos problemas estaban dadas mediante
operadores integrales compactos sobre el espacio LP(G), con p > 1.

En (Santiesteban, Blaya, & Reyes, 2023) estos problemas fueron generalizados a espacios
euclidianos de mayor dimension usando el lenguaje del andlisis de Clifford. Por lo que se
ha constatado entonces, una generalizacion de la ecuacién (17) para campos k-vectoriales
es de la siguiente forma:

DED = fi. (20)
Los problemas estudiados en (Santiesteban, Blaya, & Reyes, 2023) fueron:

* (Problema A) Encontrar todas las soluciones de (20) en C?(Q) NC'(Q) satisfaciendo
las condiciones de frontera

(HAF)|oa =0, (ZeF)|ya=0. (21)

» (Problema B) Encontrar todas las soluciones de (20) en C%(Q) NC'(Q) satisfaciendo
las condiciones de frontera

(e F)loa =0, (ZANF)loa=0. (22)

Una observacién importante es que el operador Z(.)% se comporta como el laplaciano
sobre campos escalares y pseudoescalares, y como consecuencia los problemas A y B se
convierten en problemas para la ecuacién de Poisson con una condicién de tipo Dirichlet o
Neumann. Es por ello que en (Santiesteban, Blaya, & Reyes, 2023) solo se trataron los
casoscuando 1 <k <m—1.

Para la obtencion de un resultado como el logrado por Dzhuraev (Dzhuraev, 1992), los autores
en (Santiesteban, Blaya, & Reyes, 2023) tuvieron que probar ciertos resultados auxiliares
como una foérmula de Borel-Pompeiu y una descomposicion de tipo Helmholtz-Hodge.
Ellos generalizaron el clasico resultado de que un campo vectorial suave es Unicamente
determinado cuando se conocen su divergencia y rotacional sobre el dominio, asi como la
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componente normal o tangencial sobre la frontera. Sugerimos al lector que consulte (Santi-
esteban, Blaya, & Reyes, 2023, Teorema 4, padg. 15790), el cual plantea que un campo
k-vectorial suave F, € C! (ﬁ) es inicamente determinado cuando Z e F;, y & A F; son dados
en Q, como también 7i @ F}, o 7i A\ Fj, sobre la frontera.

Una de las tantas bondades del andlisis de Clifford es que permite reescribir y factorizar
muchas ecuaciones diferenciales a formas realmente bellas. Haciendo uso de los productos
interior y exterior del operador de Dirac con el campo k-vectorial, la ecuacion (20) toma la
siguiente forma:

(-2 DNF—DNDeF) = fi. (23)

Gracias a esta reescritura podemos resolver los problemas anteriores analizando problemas
de frontera para sistemas de primer orden. Los siguientes lemas son fundamentales.

Lema 4.1 Si F(x) es la solucion del Problema A, entonces las funciones ¢(x) = 9 N F(x)
Yy Y(x) = Z e Fi(x) serdn la solucion en Q del sistema

DAY(x)—Dep(x)= (-1 fi(x), Zey(x)=0, ZAp(x)=0, (24
satisfaciendo las condiciones de frontera

Voo =0, ([AAQ)loo=0 (25)

y la condicion integral

/Q o (x)dx = 0. (26)

Inversamente, si @ y W son las soluciones en C'(Q) NC(Q) del sistema (24), satisfaciendo
(25) 0 (25)-(26) cuando k = m — 1, entonces el campo k-vectorial F;, € C'(Q)NC(Q),
satisfaciendo en Q el sistema

DeF(x)=vy(x), ZNF(x)=0(x), (7)
con
(HAF)|oq =0, (28)
serd la solucion del Problema A.

Lema 4.2 Si Fi(x) es la solucién del Problema B, entonces las funciones @(x) = 9 N Fy(x)
y ¥(x) = P o Fi.(x) serdn la solucion en Q del sistema (24) satisfaciendo las condiciones
de frontera

Ploa =0, (iey)[so=0 (29)
y la condicion integral

/Q y(x)dx =0. (30)

Inversamente, si @ y y son las soluciones en C'(Q) NC(Q) del sistema (24), satisfaciendo
(29) 0 (29)-(30) cuando k = 1, entonces el campo k-vectorial Fy € C'(Q)NC(Q), satisfa-
ciendo en Q el sistema (27) con

(i@ Fi)|oo =0, (3D

serd la solucion del Problema B.

Las demostraciones de los anteriores lemas se encuentran publicadas en (Santiesteban,
Blaya, & Reyes, 2023, Seccion 4).

La soluciones de ambos problemas admiten la representacion

Fi(x) = /Q K(x,y) fi(y)dy, (32)
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con un nucleo escalar y débilmente singular K(x, ). También se obtuvo que dichos operadores
integrales lineales, mediante los cuales se obtenian las soluciones, se comportaban como
operadores compactos sobre L(Q), p > 1. Cabe mencionar que debido a que

—AF,=9NDeF+Pe P NF, (33)

entonces todos los métodos se pueden adecuar para arribar también al buen planteamiento
de los problemas para la ecuacién de Poisson.

Mediante un calculo sencillo podemos obtener que si se tienen los campos k-vectoriales Fj
y G, ambos en C2(Q)NC!(Q) y satisfaciendo las condiciones (21) o (22), entonces

(9FD,Gy) = (Fy, 2Gy D), (34)

donde (-,-) denota el siguiente producto interior en el espacio de Hilbert L?(Q):

(f.8) = {/Qf(x)g(x)dxh.

La relacién (34) nos muestra que el operador sdndwich se comporta autoadjunto, sujeto a
las condiciones de frontera de los problemas. Las funciones propias de los problemas espec-
trales correspondientes serdn entonces soluciones de una ecuacion simétrica de Fredholm

Fe(x)—A /Q K(x,y)F(y)dy =0,

y debido a los teoremas de alternativa de Fredholm se justifica la existencia de los valores
propios y el sistema completo de funciones propias asociado.

En las dltimas décadas han ganado cierta relevancia los llamados conjuntos estructurales, los
cuales son bases ortonormales del espacio euclidiano que permiten definir generalizaciones
del operador de Dirac. La nocién de conjunto estructural se remonta a (Nono & Inenaga,
1987; Shapiro, 1997).

La flexibilidad introducida por estos conjuntos posibilita el descubrimiento de nuevas pers-
pectivas en lineas de investigacion concernientes a elasticidad, d-problemas, propiedades
de mapeo de transformadas de Ahlfors-Beurling, férmulas alternativas de Kolosov-Muskhe-
lishvili, descomposiciones aditivas de polinomios contragénicos y transformaciones con-
formes geométricas (Blaya et al., 2016; Giirlebeck & Nguyen, 2014, 2015; Krausshar &
Malonek, 2001; Santiesteban, 2024; Santiesteban, Blaya, & Alejandre, 2022b; Santi-
esteban, Blaya, & Reyes, 2023).

Si en lugar de la base canénica {eg, ez, ...,e, } consideramos una base ortonormal arbitraria
{¥1,,...,9,}, entonces el nuevo operador de Dirac construido con esta base tendrd la
forma

0 d

d
v _ -
9 —191(9x1 +1928x2+...+19maxm.

La consideracion de conjuntos estructurales arbitrarios provoca que surjan las ecuaciones
diferenciales parciales de segundo orden: 2% f2% =0y 9° 2% f = 0, cuyas soluciones
han sido nombradas como (¥, x)-inframonogénicas y (1, x)-armédnicas, respectivamente
(Ricardo, Reyes, & Blaya, 2021; Santiesteban, Blaya, & Alejandre, 2022a). En este
contexto, tomando en cuenta que

@19 OFk = %(.@ﬂFk - (71)ka.@ﬁ),

PP NF, = %(@ﬂFﬁ (-1 FR2?),
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se obtiene que

PPF9% = (—1)X(2° « DX NF,— PP ND* o F, — D° 0« DX 0 F+ D° N DX NF,),
DPDXE, = D° « DX NFo+ DO N DX o F+ D° 0 DX o F+ DO A DX \F,.

Las férmulas anteriores nos permiten considerar problemas andlogos A y B para estos sis-
temas mds generales. Sin embargo, por lo regular, estos problemas son mal planteados
porque el sistema de primer orden

(2° Ay)|a =0, (35)
(2% o y)|a =0, (36)
Voo =0, (37)

lo es para conjuntos estructurales no equivalentes.

Existen fundamentos para conjeturar que cuando la dimensioén m es impar y si consideramos
dominios particulares como la bola, el anterior sistema si se comporta bien planteado; pero
esta conjetura continda sin ser resuelta y constituye un problema de interés atin abierto.

Discusion

El alcance de los resultados se enmarca en la resolucion de problemas de frontera que
tienen una gran importancia en temas de la Fisica-Matemadtica, como son las ecuaciones
de Maxwell y el clédsico sistema de Lamé-Navier. Los temas y resultados obtenidos abren
el camino para el estudio de una amplia gama de sistemas de ecuaciones en derivadas par-
ciales que podrian tener no solo un interés matematico, sino también fisico. El estudio de la
reconstruccién de campos monogénicos y el reciente descubrimiento de nuevas propiedades
para las funciones inframonogénicas son de vital utilidad en dreas tan distantes como el
célculo fraccionario, teoria de las supersimetrias y descomposiciones de Almansi.

Conclusiones

El presente articulo ofrece un resumen de la contribucion realizada por los autores en el
estudio de la reconstruccién de campos multivectoriales a partir del salto que estos experi-
mentan sobre una superficie de geometria suficientemente irregular. También es abordado
el tratamiento a ciertos problemas de frontera para sistemas elipticos de segundo orden.
Este trabajo estd dirigido a facilitar, a los lectores interesados, una rdpida comprension del
alcance y belleza de las herramientas del andlisis de Clifford para la solucién de los mismos.
Los articulos (Blaya, 1999; Blaya & Reyes, 1999; Blaya, Reyes, & Garcia, 2006, 2007,
2008; Blaya, Reyes, & Pena, 2007; Blaya et al., 2008, 2016; Santiesteban, 2024; Santi-
esteban, Blaya, & Alejandre, 2022a, 2022b; Santiesteban, Blaya, & Reyes, 2023) junto
con sus referencias bibliograficas han servido de base para su redaccién. Los conceptos
y propiedades necesarias para la total comprensién del material pueden encontrarse en las
restantes referencias consideradas.
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