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Resumen

En este articulo, definimos y extendemos las nociones de dos tipos de convergencia en
medida, estos son interna y externa estadistica convergencia para sucesiones triples de fun-
ciones medibles con valores difusos. Ademads, mostramos que ambas sucesiones son equiv-
alentes en un espacio de medida finita. Adicionalmente, definimos y estudiamos la nocién
de estadistica convergencia en medida para sucesiones triples de funciones medibles con
valores difusos. En adicién, mostramos y probamos la version estadistica del teorema de
Egorov para sucesiones triples de funciones con valores difusos sobre un espacio de medida
finita.

Palabras clave: Sucesiones triples; espacio de medida; teorema de Egorov; interna y ex-
terna estadistica convergence; funciones con valores difusos.

Abstract

In this paper, we define and extend the notions of two kinds of convergence in measure,
these are inner and outer statistical convergence for triple sequences of fuzzy-valued mea-
surable functions. Besides, we show that both kinds of convergence are equivalent in a finite
measurable space. Additionally, we define and study the notion of statistical convergence
in measure for triple sequences of fuzzy-valued measurable functions. In addition, we show
and prove the statistical version of Egorov’s theorem for triple sequences of fuzzy-valued
functions on a finite measure space.

Keywords: Triple sequence; Measure space; Egorov’s theorem; Outer and inner statistical
convergence; Fuzzy-valued function.

Introduction

La convergencia estadistica, si bien se introdujo hace casi cincuenta aios como una gener-
alizacion de la convergencia habitual, la cual fue inicialmente introducida bajo el nombre
de casi-convergencia en la publicacién principal de la conocida monografia de (Zygmund,
1935) . Sin embargo, en un caso general, ni los limites ni los limites estadisticos pueden
calcularse o medirse con absoluta precision. Para reflejar esta imprecisién y modelarla me-
diante estructuras matematicas, se han desarrollado varios enfoques en mateméticos tales
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como la teoria de conjuntos difusos y la 16gica difusa. Adicionalmente, esta convergencia
fue estudiada por (Fast, 1951), después (Salat, 1980) y (Schoenberg, 1959) establecieron
algunas de sus propiedades. En adicién, en 1985 una nueva nocién relacionada con este con-
cepto fue presentada por (Fridy, 1985), esta nocién es conocida como sucesion estadistica
de Cauchy; ademds, mostré que ambos conceptos son equivalentes. En la dltima decada, la
convergencia estadistica se ha convertido en un drea de investigacion activa en donde difer-
entes matematicos han estudiado las propiedades de la convergencia estadistica y han apli-
cado este concepto en diversas dreas como en la teoria de la medida, series trigonométricas,
teoria de la aproximacion, espacios localmente convexos, espacios de Banach y entre otros.
(Ilkhan & Kara, 2018) introdujeron otras variantes de sucesiones estadistica de Cauchy
en la que presentaron su relacidon con la completitud de Bourbaki. Los autores (Sahiner,
Gurdal, & Duden, 2007) definieron y estudiaron las nociones mencionadas anteriormente
en triple sucesiones, mientras que la convergencia comun para sucesiones triples viene dada
por (Pringsheim, 1900). (Balcerzak, Dems, & Komisarski, 2007) examinaron diferentes
tipos de convergencia estadistica y convergencia sobre espacios de ideales para sucesiones
unicas de funciones con valores en un espacio métrico o en el conjunto IR (el conjunto de
nimeros reales), es decir, puntuales, uniformes y equi-estadisticos (o, ideal) convergen-
cia. (Esi & Necdet, 2014) discutieron sobre algunos conceptos de convergencia estadistica
puntual y uniforme de triple sucesiones de funciones en IR. Recientemente, utilizando la
nocién de triple sucesiones y convergencia estadistica, (Granados, 2021) defini6 la nocién
de sucesiones localizadas y sucesiones localizadas de Cauchy teniendo en cuenta la nocién
de ideal (Kostyrko, Salat, & Wilczynski, 2000/2001). Ademads, (Das, Tripathy, Deb-
nath, & Bhattacharya, 2021) definieron la nocién de secuencia triple incierta compleja,
en la cual estudian la convergencia estadistica de sucesiones complejas sobre espacios de
medidas finitas.

El término “conjuntos difusos” fue planteado por el matematico (Zadeh, 1965). Utilizé los
conceptos de interseccion, inclusion, relacién, unién, complemento, convexidad, y asi suce-
sivamente, para establecer la nocién de conjuntos difusos. La nocién de un conjunto difuso
proporciona una conveniente punto de partida para la construccién de un marco conceptual
paralelo en muchos aspectos al marco utilizado en el caso de conjuntos ordinarios, pero es
mads general que el ultimo y, potencialmente, puede llegar a tener un alcance mucho mas
amplio de aplicabilidad, particularmente en los campos de clasificacién e informacién de
patrones. Esencialmente, dicho marco proporciona una forma natural de abordar problemas
en los que la fuente de imprecision es la ausencia de criterios de pertenencia a una clase
en lugar de la presencia de variables aleatorias. A partir de lo mencionado anteriormente,
los conjuntos difusos y la logica difusa conectaron de manera efectiva a los cientificos de
las diferentes areas del saber, por ejemplo, la ingenieria de control y la teoria de la de-
cision, y ademads los investigadores en inteligencia artificial. La utilidad y la importancia de
los limites de sucesiones de conjuntos difusos, los limites (continuidad) y las derivadas de
funciones de valores difusos se han aplicado en muchas 4reas, por ejemplo, andlisis varia-
cional, optimizacién por conjuntos difusos, teoria de la estabilidad, analisis de sensibilidad,
entre otros. Durante los ultimos 50 afios, numerosas sucesiones de nimeros difusos y sus
propiedades de convergencia han sido estudiadas y han sido bien acogidas por la comunidad
cientifica. (Nuray & Savas, 1995) discutieron sobre la convergencia estadistica en la con-
figuracién de sucesiones (simples) de niimeros difusos, y recientemente, esta nocion a través
de operadores de diferencia junto con la media ponderada ha sido definida y estudiada por
(Mohiuddine, Asiri, & Hazarika, 2019). El autor (Savas, 1996) present? la idea del limite
de Pringsheim de sucesiones de nimeros difusos, y luego, en 2004, (Savas & Mursaleen,
2004) presentaron la generalizacién del limite de Pringsheim en sentido estadistico. La
convergencia estadistica ha sido estudiada en diferentes areas del saber matemaético, espa-
cios normativos difusos intuicionistas (Mursaleen & Mohiuddine, 2009), espacios Riesz
localmente s6lidos (Mohiuddine, Alotaibi, & Mursaleen, 2012) y entre otros. Para estu-
dios realizados sobre nimeros difusos, los teoremas de Tauberian con vistas a Cesaro y la
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sumabilidad estadisstica de Cesaro fueron obtenidos por (Canak, Totur, & Onder, 2017),
(Onder, Canak, & Totur, 2017) y para la convergencia estadistica de (Talo & Bayazit,
2017). (Gong, Zhang, & Zhu, 2015) discutieron sobre la convergencia estadistica y otras
nociones asociadas para sucesiones Unicas de funciones con valores difusos y también ob-
tuvieron algunas sus propiedades basicas. Recientemente, (Hazarika, Alotaibi, & Mo-
hiuddine, 2020) estudiaron la convergencia estadistica en medida sobre doble sucesiones
para funciones con valores difusos y obtuvieron algunas propiedades importantes las cuales
serdn de gran utilidad para el desarrollo de este articulo.

Nociones preliminares

En esta seccion mostramos algunas nociones que son de gran utilidad para el desarrollo de
este articulo.

Para cualquier conjunto A diferente de vacio, (Zadeh, 1965) definié la noci6én de un con-
junto difuso como: Un subconjunto no vacio de A se dice que es un conjunto difuso si
{(ou,¥(1)): ay € A} de A x B=0, 1] para alguna funcién y: A — B = [0, 1]. Una funcién
y:R — B =10, 1] se dice que es un nimero difuso si satisface las siguientes propiedades:

1. ¥ es convexa, es decir, () > j(0) A¥(as) = min{j(on),7(03)}, donde o < a1 <
3.

2. y es normal, es decir, existe un o € R tal que j(ap) = 1.

3. ¥ es semi-continua por arriba, es decir, para cada € > 0, 7~ !([0,5 + €)) es abierto en
la topologia usual de R para todo b € [0, 1].

4. 5]’ =cl({ay € R:§(0yy) > 0}) es compacto, (cl denota el operador clausura).

A través de este articulo, denotaremos el conjunto de todos los nimeros difusos por F(R).
El conjunto IR puede estar en F(R) si 7 € F(R) estd dado por 7(at;) = 1si oy =ry 7o) =0
siQp #r.

Para 0 < o < 1, a-cortado de y es un intervalo cerrado y acotado de R que esta dado por
Vo ={ou € R:5(a1) > ot} = [74,7]. Ahora, supongamos que y; y y2 son dos nimeros
difusos, entonces la Hausdorff distancia entre y; y y, (ver (Negoita & Ralescu, 1975)) esta
definida como:

D(31,52) = sup d([fi]a [Fla) = sup max{|y; —¥, |.[5] —57 [}
aco,1] ael0,1]

donde D : F(R) x F(IR) — [0,4<0) y d es la métrica de Hausdorff. Ademds, es bien sabido
que para cualquier y1,32,¥3, 4 € F(R):

1. (F(IR),D) es un espacio métrico completo.
2. D(031,0y2) = |@|D(y1,52); 0 € R.

3. D(31 +34,52 +34) = D(31,52)-

4. D(31 +733,52 +34) < D(51,52) +D(51,4)-

Lema 0.1 (Negoita & Ralescu, 1975). Sea y € F(R) y [§]o = [Jo,V4]. Entonces los sigu-
ientes enunciados se satisfacen:

1.3y <3
2. V5 ¥ V& son continuas por la derecha en o, = 0.

3. Vg ¥ V& son funciones continuas por la izquierda monotonas crecientes y continuas
por la derecha monotonas decrecientes, respectivalemte, en (0,1].
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Una sucesion triple x = (x,,4) tiene un Pringsheim limite L (abreviado, P-limx =L, o, Les el
P-limite de x) (Pringsheim, 1900) si para cada € > 0 existe un N € IN tal que |x,,, —L| < €
para cualquier u,v,q > N. ParaA CINxIN xINy k,I,p € N, 0, (A) es llamado el kipth

triple parcial densidad de A si,
AN{(1,1,1),(2,2,2),....(k,L,p

donde |.| representa la cardinalidad del conjunto enmarcado. Recordemos que, &, es un

operador de medida de probabilidad sobre P, = P(IN x IN x IN) con laayuda de {(1,1,1),(2,2,2),...

,(k,L,p)}. Si

6(A)= lim —|{u<nv<mq<] (u,v,q) € A}|

n,m, j—eo N |
en el sentido de Pringsheim, es decir,

63 (A) = P-k,lﬁ}jlﬁn%w 6klp (A)

existe, es llamada la triple natural densidad de A. Analogamente, esta nocién puede ser
definida de la siguiente manera: Sea K C N xIN x Ny K(m,n, p) = {(m,n,p) :k<m, j <
n,i < p}. Entonces, la triple natural densidad de K estd dada por

6(k)=P— lim — (k, J,
(k) mnpawmnplcz‘ljz’llz’m(m”’p 1)
si el limite existe. Ademds, A ={A CINxIN xIN: 83(A) = 0} se dice que es conjunto
de triple densidad cero. La sucesion triple x = (x,,4) es estadisticamente convergente (ver
(Sahiner et al., 2007)) a L si dado € > 0, el conjunto {(u,v,q),u <n,v <m,q < j: |Xug —
L| > €} tiene triple densidad cero.

Ahora, vamos a recordar algunos conceptos definidos por (Kumar, Kumar, & Bhatia,
2012).

Una sucesién triple de conjuntos difusos (J,.4) es estadisticamente convergente al niimero
difuso jo; esto lo denotaremos como S3-limy,,, = o, si para cualquier € > 0, la triple
natural densidad cero del el conjunto B = {(u,v,q) € N xIN x IN : D(J4,50) > €} es cero,
esto significa que 3(B) = 0, en otras palabas,

{(u,v,q) € N xIN XN : D(Jynq,50) > €} € A. (1)

De 1, podemos observar que S3-limy,,, = o si y solo si para cada € > 0, existe 7 C IN x
IN x IN que saisface 63(7) = 0 tal que D(Juvq,0) < €, paratodo (u,v,q) EINxINxIN-T.

Resultados

Esta seccidn esta dividida en dos partes, la primera, se discutird sobre el Teorema de Egorov
par sucesiones triples de funciones con valores difusos, y la segunda, se mostraran los resul-
tados obtenidos sobre convergencia estadistica en medida de sucesiones triples de funciones
con valores difusos.

La generalizacion del teorema de Egorov, un famosos y cldsico resultado de la teoria de
la medida, se ha presentado por varios autores en diferentes maneras. En esta seccidn,
probamos el teorema de Egorov para sucesiones triples de funciones con valores difusos
en un espacio de medida finita. Durante el desarrollo de esta seccién, asumiremos que
g:la,b] = F(R) Yy gup : [a,b] = F(IR) son la funcién de valor difuso y una sucesion triple
de funciones con valores difusos para todo &, I, p € IN, respectivamente.
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de funciones con valores difusos

Definicion 0.1 Sea (gii,) una sucesion triple de funciones con valores difusos. Se dice que
(8kip) converge puntual estadisticamente a una funcion con valor difuso g en [a,b] (en el

sentido de Pringsheim), denotado por pS3-limgy,(y) = &(¥) 0 §uvg AN g, si para todo
y € [a,b] y para todo € > 0, existe T, € A tal que para todo (u,v,q) € N xIN xIN —T,,
tenemos que D(Zuy(y),8(y)) < €. g se llama el limite estadistico de Pringsheim (o triple)
funcion de (gxp).
Definicion 0.2 Sea (gii,) una sucesion triple de funciones con valores difusos. Se dice que
(8k1p) converge uniformemente en estadistica a una funcion con valor difuso g en [a,b] ( en
. S .
el sentido de Pringsheim), denotado por uS3-limg,,,(y) = g(v) en [a,b] 0 §uvq B g si
para todo € > 0, existe T € A tal que para todo (u,v,q) € N xIN x N — T, tenemos que
D(Zuq(y),8(y)) < € para todo y € [a,b]. Podemos observar que si uvq 5, g para todo
€>0, &({(u,v,q) € NXINXIN:D(Zuy(y),y)) > €}) =0, para todo y € [a,b].

Definicion 0.3 Sea (gy;,) una sucesion triple de funciones con valores difusos. Se dice que
8kip D q
(8k1p) converge equi-estadisticamente a una funcion con valor difuso g en [a,b] ( en el sen-

tido de Pringsheim), denotado por g,.q EIN g sidado un € >0, Gyp e = Opp({(u,v,q) €
IN X IN X IN : D(§uq(y),8(y)) = €}) con respecto a'y € [a,b] es uniformemente conver-

.. P eSs  _ . . . .
gente a la funcion cero. Asi, §,q —— g si y solo si para todo €, > 0, existe m,n, j €
N, para todo k > n,l > m,p > j, para todo y € [a,b], &,({(u,v,q) € N xIN xIN:
D(8uvg(y),8(y)) > €}) < B. Podemos observar que por la monotonocidad de 8y, se puede
tomar 3 = €.

. _ S3 - . .
Observacion 0.1 Podemos observar que g, RAEIN g si 'y solo si para todo 'y €Y y para
todo €,3 > 0, existe m,n, j € N, paratodok>n,l >myp> j,, 8up({(u,v,q) €N xINx
S
IN: D(8uq(¥),8(y)) > €}) < B. En este caso, tomamos B = €, y tenemos que Zyq LRy
. N pS3 .. _ uSy  _ . A eSy  _
implica g,,g —— &. Adicionalmente, g,,, —— g implica g,y —— &.

El siguiente teorema, es una version estadistica del teorema de Erogov para sucesiones
triples de funciones con valores difusos.

Teorema 0.1 Sea (Q,.# 1) un espacio de medida finita, y consideremos que gy (&uvg)

. . . . . _ S3
son medibles y definidas en casi todas partes en Q. Ademds, consideremos que g, SLAERN g
en casi todas partes en Q. Entonces, para todo € > 0 existe un A C A tal que p(Q—A) < &

_ eSy  _
Y 8uvgla — 8a enA.
Demostracion: Supongamos que las funciones con valores difusos gy (g.vq) estdn definidas

en todas partes en Q y consideremos que Z,uq(y) AN g(y) para todo y € Q. Ahora, para
cualquier #,k,/, p € IN, observemos que el conjunto
_ _ 1
W={y€Q:duy ({(u,v,q) € NxNxIN:D(Zug(y),8(v)) = 7}) < }

es medible. Entonces, la funcion 6,,4(y) = D(guq(y),8(y)),y € Q es medlble Ahora, sea

1
Eug= O'M’VJI([t )). Paratodo y € Q, tenemos que y € W si y solo s1 — Z Z Z Xy ()
PyZih= lg=

1 1
—. Dado que g = F Z Z Z XE.,(y) s medible, tenemos que W = g (oo, ?)) Para
P21yl q=

ml’l]EN denotemosTl,,mj {yEQ Vk>n,l>m,p> j,0u, ({(u,v,q) ENXINxIN:

1
D(Zug(y),8(y)) > ;}) < ;}. Asf, teniendo en cuenta lo mencionado previamente, pode-

mos decir que Y; ,,; es medible. Ademds, tenemos que Y, C Y;511,m+1,j+1, para todo
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namajgNyQ:U U UTt,nmj~
n=1m=1 j=1
En consecuencia, u(Q) = lim p(Y;,m;). Para todo m,n,j € N y para todo € > 0, de-

uvg—
)

. 3 ..
finamos n(t),m(1), j(t) € N tal que u(Q =Y, ,0)m(n) i) < 3 Fijemos Ag = | J(Q -

t=1

s

Y, u(eym()j(r))- Entonces, tenemos que w(Ag) < ) p(Q— Y, ,1)m(n)ji)) < € Ahora, sea

t=1

A=Q—Ag= ﬂTw(,)m(,)j([). Asi, p(Q—A) = u(Ao) < €. Por lo tanto, tenemos que
=1
para todo 7 € IN, para todo k > n(t),l > m(t),p > j(t) y para todo y € A, &p ({(u,v,q) €

—_
—_—

_ _ _ S3 =
INXIN XN :D(guyg(y),8(y)) > ?}) < o Esto prueba que §,,4/a LI guenA.

Corolario 0.1 Sea (Q,.#, 1) un espacio de medida finita, y consideremos que g y (Zuvg)
S
son medibles y definidas en casi todas partes en Q. Entonces, g,y BLERN g en casi todas

. .o . . _ eS3  _
partes en Q si 'y solo si existe una sucesion (A,,) de conjuntos de # tal que 8uvg|An — 8lA,

en A, paratodony [L(Q— U A,)=0.
nelN

Demostraciéon: Supongamos que gy (g.vg) son medibles y definidas en casi todas partes en
. _ N _ .
Q. Ademds, consideremos que g,y RAEEN g en casi todas partes en Q. Entonces, la prueba

se sigue si consideramos € = — para todo n € IN en el Teorema 0.1 .
n

_ eSy  _
Ahora, supongamos que g,,qla, — §ja, €n A, para todo n. Entonces, tenemos que

_ Sy _ . _ Sy _ .
8uwvglAn SLAERN g|a, en A, para todo n. Por lo tanto, concluimos que guyg RLAEEN g en casi
todas partes en Q.

Teniendo en cuenta el Teorema 0.1 y el Corolario 0.1, se mostré que la cldsica versién
estadistica del teorema de Ergovod se puede extender a sucesiones triples de funciones con
valores difusos en un espacio de medida finita (Q,.#, it). Estos resultados también fueron
estudiados para sucesiones dobles por (Hazarika et al., 2020).

A continuacién, procedemos a definir, estudiar y extender las nociones de convergencia
estadistica externa e interna en la medida para sucesiones triples de funciones con valores
difusos. Ademds, se demuestra que estas dos nociones son equivalentes. Para conocer mas
detalles sobre la mensurabilidad de integrales de funciones con valores difusos, ver ((Kim
& Ghil, 1997) y (Zhang, 2001)).

Definicién 0.4 Sea (Q,.# 1) un espacio de medida. Supongamos que £° es el conjunto
de todas las las funciones medibles con valor difuso definidas en casi todas partes en Q.
Consideremos que (Zuvg),8 € L. La externa convergencia estadistica en medida de una
triple sucesion de funciones medibles con valores difusos (guvg) a una funcion medible con
valor de difuso g, se define como

Sip({(u,v,q) ENXINXIN: p({{y € Q: D(Zung(y),8(v)) 21} = 7}) = n}) = Osik, 1, p— oo
@

. - Gl - .
para cualquier q,7,n > 0. Esto lo denotaremos como g4 LN g. Si le cambiamos el

orden a 2, obtenemos la interna convergencia estadistica en medida de una triple sucesion
de funciones medibles con valores difusos (§uvq) a una funcion medible con valor de difuso
g, la cual se define como
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,LL({{y €eQ: 6k1p({(“v"a‘I) ENXINxN: D(guvq()’)ag(y)) > t} > T}) > 77}) —0si
k,l,p— oo

Esto lo denotaremos como gy, & g

Teorema 0.2 Sea (®,.#, 1) un espacio de medida y supongamos que g, (guvg) € -£°. En-
tonces, los siguientes enunciados se satisfacen:

.- 83, _ _ , _
1. Si gy ELCLIN 8, entonces g & g

; Su
2. Si Zuvg & g, entonces Zuyg LN g donde P(Q) < oo,

Demostracién: Dado que &y, : P — [0,1](k,/,p € IN) es una medida de probabilidad,
U X Oyp es una medida producto sobre la dlgebra producto .# @ Py de subconjuntos de
Q x (N xIN xIN). Ahora, para un g > 0, tenemos que S, = {(, (u,v,q)) € Q x (N x
IN X IN) : D(&uvg(y),¥)) > q}. Definamos una funcion ¢ : Q x (IN x N x IN) — R donde
O(((y, (u,v,9))) = D(8urg(¥),8(y)), (s (u,v,q)) € @ x (N x N xIN) es . & Pi-medible.
Por lo tanto, S, € .# @ Py. Ahora, para cualquier B C Q x (IN x IN x IN), definamos B(y) =
{(u,v,q) ENxINxIN: (y,(u,v,q)) € B{siy € Q,y B(u,v,q) ={y € Q: (y,(u,v,q)) € B}
si (u,v,q) € N xIN x N.

1. Para probar (1), debemos probar que

Ve, n > 0,3ko,lo, po € N,Vk > ko, > lo,p > po,u({y € Q: 6up(S4(y)) > n}) <&
3)

para 1 >0y &€ > 0. Dado que g, H—&> g, para un ko,lo, po € N y para todo
k> ko,l > 1loy p > po, tenemos que.

Outp({(u,v,q) € NXIN X IN: u(Sq(u,v,q)) > 1}) <

w3

“

Sy ({(,v,q) € NN x IN < 1(Sy(,v,9)) > 2 }) < % )

Ahora, consideremos que E = {(u,v,q) € N xIN xIN: u(S,(u,v,q)) < 1}. Entonces,
de (4) tenemos que &, (N xINxIN—-FE) < g, paratodo k > ko,l > Ilyy p > po. Por
lo tanto, para todo k > ko, > lop y p > po tenemos que

B({y € Q:8up(Sq(y)) > n})

SU{yeQ:&up(Sg(y)NE) > 1) +u({y € Q: &up(Sy(y) —E) >

}-

w3

})

<u({y € Q:8yp(Sq(y)NE) >

WS w3

Ahora, sea S; =S, N (Q x E). De esto obtenemos que, S, (y) = Sq(y) NE (paray € Q)
y S;(u,v,q) = Sq(u,v,q) (para (u,v,q) € E).

Para obtener la relacion de (3), es suficiente si probamos que para todo k > ko,l > Iy
y P = Dpo,

p{y € Q: 8u,(5;00) = 3} <. O

Para el conjunto §; C Q x E'y para todo k,/, p € IN, aplicando el teorema de Fubini
para la funcion caracteristica de S; de una medida finita [ x Op- En consecuencia,
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S, = U ({(u,v,q) } xSy (u,v,q)), donde u(S,(u,v,q)) < 1 paratodo (u,v,q) €E'y
(u,v,q)€E

Ouip({(u,v,q)}) =0paratodou>k,v>1lyqg>p. ASf,///H(SZ(”7V>CI))d”dqu:
E
(1 80p)(53) = [ 8555y

Asumiendo ko,lo y po tal que k > ko,l > Iy y p > po, tenemos que

2 2 S () € N X N XN p(Sy(19)) 2 )

/// ne M(S4(u,v,q))dudvdq
) B (S ()<~ )
+/ / / ne ldudvdg
() eEn(Syera) <~ =)

2 / / /E W (S (u,v,q))dudvdq

- / / /Eu(Si;(mv,q))dudvdq

= [ Sup(s;0))ay

> [ oo 1, B0
b,

n «
TH{Y € Q1 8u,(S5(v)) =
y esto muestra que la estricta desigualdad (6) es verdadera.

w3

2. Supongamos que U(Q) < oo. Para ¢ > 0. Para probar (2), necesitamos mostrar
que para todo &,m > 0, existe ko,lp,po € IN para todo k > ko,l > Iy y p > po,
6](1[)({(“7an) ENXINxN: .u(Sq<u7V7CI)) > 77}) <E&.

Dado que g,y & g, donde ko, ly, po € N paratodo k > ko,l > lpy p > po, tenemos
que u({yeQ: 5§lp(Sq(y)) > ﬂ}) < E, para todo € > 0y i > 0 dados.

~3u(Q) 3
Aplicando el teorema de Fubini para la funcién caracteristica de S, C Q x (IN x IN x
IN), tenemos que / Sp (S (1))dy = (1 X 8uap) (S, / / / (u,v,9))dudvdg.
Q NxN ><]N

Ahora, asumiendo ko, [y, po € IN para todo k > ko,/ > lp y p > po, obtenemos que.

ne > T (€ 22 8uy(5,00) 2 i)
> [ 6u(S,0))dy

S [ i i

Z/‘// ﬂ(Sq(M,V,q))dudvdq
{(u,v,) ENXINXIN:p1(Sy (u,v,g)) >1 }

> N6up({(u,v,q9) € N X IN <IN : u(S,(u,v,9)) >n}).

Esto completa la demostracion.
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El Teorema 0.2 muestra que las convergencias de la Definicion 0.4 son equivalentes si Q
es un espacio de medida finito. Por lo tanto, considerando el espacio de medida finito Q,
definimos la convergencia en medida como lo muestra la Definicion 0.5.

Definicién 0.5 Sea (Q,.# 1) un espacio de medida finita. Consideremos que Zuvq,8 €
LY. Una triple sucesion de funciones medibles con valores difusos (8uvg) es convergente
en medida a una funcion medible con valores difusos g si W({y € Q : D(guwq(y),8(y)) > q})

converge a 0 para todo q > 0. Esto lo denotaremos como g4 RN g

Definicion 0.6 Sea (Q,.# ,|1) un espacio de medida finita. Consideremos que g,,q,8 €

L0, Una triple sucesion de funciones medibles con valores difusos ( Zuvq) €s estadisticamente

convergente en medida a una funcion medible con valores difusos g si j({y € Q: D(Zug(y),8(y)) >

q}) es estadisticamente convergente a cero para todo q > 0. Esto lo denotaremos como

_ uS3

guvq —_— 8-

Proposicién 0.1 Sea (Q,.# ,11) un espacio de medida finita 'y consideremos que g, 8 €
N . - N

L. Entonces 8uvg I g implica gy #% g

Demostracion: Es consecuencia directa de las definciones 0.2 y 0.6.

Teorema 0.3 Sea (Q,.#, 1) un espacio de medida y sea (guvg),g € £°. Si la triple

sucesion de funciones con valores difusos (§uvq) converge puntualmente estadisticamente a

., . _ . _ uss - _
una funcion con valores difusos g casi en todas partes sobre Q, entonces g,,q —— &.

Demostracion: Supongamos que guq(y) N g(y) casi en todas partes sobre Q. Del
Teorema 0.2 podemos inferir que g,q(y) LI N g(y) es equivalente a g,q(y) N g(y).
Asi, para probar el resultado, vamos a probar que g,.4(y) LN g(y)-

Supongamos que para todo € > 0y g > 0. Por el Teorema 0.1 tenemos que A C .#Z

_ eSy  _ . . .
tal que Gypga — 8ja ¥ w(Q —A) < &. Ahora, para indexaciones m,n e i, tenemos
que Sp({(,v,9) € N XN x N : D(8ug(v),8(y))) > q}) < q para todo k > m,l > n'y
p>i,ey€A. Asi, paratodo k>m,l >ny p>i, tenemos que {y € Q: &, ({(u,v,q) €
IN XN xIN:D(guq(y),8(y)) > gq}) > q} C Q—A. Por lo tanto, para todo k > m,l > n'y
pzi u({y € Q: 8up({(u,v,9) € NXINXIN:D(2ing(y),8(y)) = q}) = 4}) <e&.

Teorema 0.4 Sea (Q,.# ,11) un espacio de medida finito y consideremos que §yvq,8 € £ 0,
S S
Si Guvg P23, 5 casi en todas partes sobre Q, entonces Zuvg(y) SkIN g(y).

. . _ S
Demostracién: Para g, & > 0 dados y por el Teorema 0.1, existe un A C Q tal que (&,,¢/4 BEEN

g|a sobre Ay p(Q—A) < €. Ahora, consideremos m,n,i € IN tal que &, ({(u,v,q) €
IN XN xXIN: D(guvg(y),8(y)) > q}) < g, paratodo k >m,l >nyp>iyy€cA. Encon-
secuencia, {y € Q : dp({(u,v,q) € N xIN XN : D(guvq(y),8(y)) > q}) > q} C Q—A,
para todo k > m,l > n'y p > i. Por lo tanto, concluimos que p({y € Q: 8y, ({(u,v,q) €
INXINXIN:D(&ing(v),8(v)) = q}) = q}) <e.

Corolario 0.2 Sea (Q,.#,u) un espacio de medida finito y consideremos que Zuvq,§ €
s
L0 Si Gung(y) £, g(y), entonces existe una sub-sucesion (8u,yv,q;) de (§uvq) tal que
S
Zumvngi (V) BLLEEN &(y) casi en todas partes sobre .
.z _ S3 . . o
Demostraciéon: Supongamos que g4 (y) Sk IN g(y), asi, cualquier sub-sucesion (Zu,,v,q;)

de (8uvq) converge estadisticamente en medida a g. Por lo tanto, (g,,) tiene una sub-
sucesion que converge estadisticamente en medida a g casi en todas partes sobre Q. Esto

L S .
significa que gu,,v,q; () 25 &(y) casi en todas partes sobre Q.
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Conclusion

En este articulo, probamos la version estadistica del teorema de Egorov para secuencias
triples de funciones con valores difusos definidas en un espacio de medida finita (Q, ., ).
Ademés, definimos las nociones de convergencia estadistica externa e interna para suce-
siones triples de funciones medibles con valores difusos y se demostr6 que estos dos tipos
de convergencia estadistica son equivalentes si la medida es finita. Por otra parte, intro-
dujimos una nueva nocioén de convergencia estadistica en medida para secesiones triples de
funciones medibles con valores difusos sobre espacios de medida finita y obtuvimos algunos
resultados interesantes.

Por otro lado, como continuacién del presente articulo, se puede definir la nocién de con-
vergencia uniformemente estadistica en medida y estudiar algunas relaciones entre las no-
ciones introducidas en este documento. Adicionalmente, se puede extender el estudio de
las convergencias definidas y estudiadas en este articulo sobre la convergencia lacunary
estadistica (Fridy & Orhan, 1993), espacios de ideales teniendo en cuenta los estudios
realizados sobre convergencia de ideales para sucesiones triples (ver (Kostyrko et al.,
2000/2001); (Sahiner & Tripathy, 2008)), espacios normados neutroséficos (Granados
& Dhital, 2021), sucesiones inciertas complejas (Das et al., 2021) y como aplicacién para
los investigadores que estudian la teoria de aproximacién y la teoria de sumabilidad es-
tadistica, pueden aplicar teoremas de aproximacién de tipo de Korovkin para funciones de
tres variables utilizando los métodos de convergencia definidos en este articulo.
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