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Resumen
En este trabajo se revisa el procedimiento de cuantización topológica basado en la cohomología 
de Cĕch. Se muestra cómo el método de cuantización se fundamenta en la libertad de escogencia 
del Lagrangiano apropiado para una teoría de campos, a partir de una familia de Lagrangianos que 
difieren entre sí por un término igual a una derivada total, de tal manera que la teoría de cohomología 
de Cĕch proporciona el lenguaje matemático correcto con el cual catalogar la información necesaria 
para obtener condiciones de cuantización de parámetros físicos. Posteriormente, se aplica este 
método a la cuantización topológica del monopolo magnético y de la constante GN de la gravitación 
universal de Newton.
Palabras clave: Topología Algebraica; Teorías de Campos; Teoría Cuántica.

Abstract
In this work, the topological quantization procedure based on the cohomology of Cĕch is reviewed. It 
is shown how the quantization method is based on the freedom of choice of the appropriate Lagrangian 
for a field theory, from a family of Lagrangians that differ from each other by a term equal to a total 
derivative, in such a way that that the cohomology theory of Cĕch provides the correct mathematical 
language with which to catalog the information needed to obtain quantization conditions for physical 
parameters. Subsequently, this method is applied to the topological quantization of the magnetic 
monopole and the constant GN of Newton universal gravitation.
Keywords: Algebraic Topology; Field Theories; Quantum Theory.

Introducción
Uno de los problemas más fundamentales e importantes de la física teórica es el de la 
determinación de condiciones de cuantización para ciertos parámetros tales como masas, 
cargas y constantes de acoplamiento. Este problema se remonta a los origenes de la teoría 
cuántica, a comienzos del siglo pasado, cuando Planck, Bohr, Wilson y Sommerfeld 
formularon sus condiciones de cuantización para sistemas períodicos. En el transcurso 
del desarrollo de la física moderna se han utilizado diferentes clases de formalismos para 
llegar a la determinación de tales condiciones, incluyendo argumentos basados en teoría de 
grupos y otras ramas de las matemáticas. En partícular, el desarrollo de la teoría cuántica 
de campos ha llevado a la aplicación, cada vez más extendida, de técnicas y conceptos de 
geometría y topología a la solución de esta clase de problemas.
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Una de las aplicaciones más interesantes de la topologı́a a la resolución de problemas fı́sicos 
se encuentra en la cuantización de constantes de acoplamiento, cuyo primer ejemplo fue la 
condición de Dirac para la cuantización de la carga magnética (Dirac, 1931). En años re-
cientes se han realizado numerosas investigaciones tendientes a dilucidar la relación entre la 
geometrı́a, la topologı́a y los problemas de cuantización. En partı́cular, se ha reconocido 
que los argumentos homotópicos son muy útiles en la comprensión de dichos problemas 
(Deser et al.,, 1982b; Jackiw, 1985, 2004; Deguchi & Kitsukawa, 2006; Nettel et al.,  
2009). Ahora bien, es igualmente posible emplear argumentos co-homológicos para obtener 
las mismas condiciones de cuantización. Es más, se puede argüir que la estructura correcta 
para analizar estos problemas es la teorı́a de cohomologı́a de Cĕch (Alvarez, 1985a, 1985b; 
Freed, 2000; Matsuyama, 2008; Rahimizadeh et al.,, 2012; Kouneiher, 2018). Además, 
este método es más general, pues existen casos en los cuales no es posible aplicar 
argumentos homotópicos mientras que los argumentos cohomológicos si son aplicables, 
obteniendose de una manera relativamente fácil condiciones topológicas de cuantización 
(Grady & Sati, 2021).

En este trabajo se revisa el procedimiento de cuantización topológica basado en la co-
homologı́a de Cĕch, de acuerdo con los trabajos de O. Alvarez (Alvarez, 1985a, 1985b; 
González, 2000; Matsuyama, 2008; Aguilar, 2018). Se muestra cómo el método de cuan-
tización se fundamenta en la libertad de escogencia del Lagrangiano apropiado para una 
teorı́a de campos, a partir de una familia de Lagrangianos que difieren entre śı por un término 
igual a una derivada total. Posteriormente, se aplica este método a la cuantización topológi-
ca del monopolo magnético y de la constante GN de la gravitación universal de Newton. 
Este trabajo se encuentra organizado de la siguiente manera. Inicialmente se presentan las 
ideas fundamentales del método de cuantización y su relación con la teorı́a de cohomologı́a 
de Cĕch. A continuación, se aplica dicho procedimiento para obtener la conocida condi-
ción de Dirac para la cuantización de la carga magnética (Dirac, 1931), considerando la 
interacción de una partı́cula cargada con el campo magnético de un monopolo. Luego se 
considera una posibilidad más general para la cuantización de la carga magnética, aplican-
do el método de cuantización a una teorı́a de campos en 4 dimensiones. Posteriormente se 
plantea la cuantización topológica de la constante de Newton GN considerando un modelo 
sigma supersimétrico acoplado a gravedad. Por último, se concluye este trabajo analizando 
los aspectos más importantes de los ejemplos tratados.

Cuantización Topológica y Cohomologı́a de Cĕch

Caracterı́sticas Topológicas de la Formulación Lagrangiana

Consideremos una teorı́a de campos en la cual el espacio-tiempo es una variedad M, sin 
frontera espacial, de dimensión d. Posibles ejemplos son R× Sd−1, Sd , R× T d−1, etc. Los 
campos clásicos se interpretan como aplicaciones φ : M → Σ, donde Σ es una variedad de 
dimensión n, la cual asumiremos compacta y sin frontera. Desde el punto de vista fı́sico, el 
objeto fundamental en una teorı́a dinámica es el Lagrangiano, el cual es una función de los 
campos y sus derivadas: L(φ ,∂aφ). Sin embargo, es de vital importancia recordar el hecho 
de que el Lagrangiano de una teorı́a no es único: una familia de Lagrangianos que difieren 
entre sı́ por una derivada total dan lugar a las mismas ecuaciones de campo y, por lo tanto, 
describen la misma realidad fı́sica (Landau & Lifshitz, 1976; Barut, 1980).

Ahora bien, consideraremos teorı́as en las cuales el Lagrangiano puede escribirse como la 
suma de dos términos:

L = L0 +LT . (1)
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En esta expresión el término L0 está pérfectamente definido en todo punto de la variedad Σ 
y puede consistir de términos de energı́a cinética más interacciones, cuyo comportamiento 
bajo transformaciones de coordenadas en el espacio-tiempo M es el de una densidad tenso-
rial o tensor relativo; esto es, la transformación de L0 incluye el determinante del Jacobiano 
de las transformaciones de coordenadas (Thomas, 1965; Weinberg, 1972; Carroll, 2004). 
El segundo término en (1), al cual denominaremos Lagrangiano Topológico, presenta algu-
nos rasgos caracterı́sticos que conducen a las condiciones de cuantización. En primer lugar, 
LT se comporta como una forma diferencial bajo transformaciones de coordenadas en el 
espacio-tiempo M y, por lo tanto, su transformación no incluye al determinante del Jaco-
biano sino solo al Jacobiano mismo. Es más, LT debe interpretarse como el pull-back a M de 
una forma diferencial T sobre Σ (Choquet-Bruhat, et al.,, 1982; Curtis & Miller, 1985).

Sin embargo, las propiedades más interesantes de LT surgen cuando se observa que T no está 
definida globalmente sobre la variedad Σ y se explota la no-unicidad del Lagrangiano 
considerando una familia de formas diferenciales {TA}, cada una definida sobre un conjunto 
abierto UA perteneciente a una cubierta U = {UA} para la variedad Σ. Con el fin de 
mantener invariables las ecuaciones de campo, las formas diferenciales locales TA deben 
coincidir en las intersecciones, excepto por una derivada total. Esto significa que sobre cada 
intersección no-vacia UAB = UA ∩UB debe definirse una función de transición JAB de tal 
manera que

TA −TB = dJAB (2)

en dicha intersección. En el lenguaje de la teorı́a de cohomologı́a de Cĕch (Bott y Tu, 1982; 
Singer & Thorpe, 1976; González, 2000; Matsuyama, 2008) la familia {TA} consti-tuye 
una 0-cocadena con valores en d-formas, {TA} ∈ C0(U ,Ωd ), donde d es la dimensión del 
espacio-tiempo M. La colección de funciones de transición {JAB} constituye una 1-
cocadena con valores en (d −1)-formas, {JAB} ∈ C1(U ,Ωd−1). Ası́ mismo, la condición de 
invariancia de las ecuaciones de campo (2) se expresa en términos del operador cofrontera 
δ de la cohomologı́a de Cĕch como

δ{TA}= {TA −TB}= {dJAB} . (3)

Sin embargo, la definición de estos objetos depende de la selección de una buena cubierta U
sobre Σ, en la cual cada conjunto abierto UA y cada intersección finita no-vacia de abiertos
UAB... sean difeomorfos a una bola abierta en Rn.

Construcción de la Acción

Integrando el Lagrangiano L sobre una región R del espacio-tiempo d-dimensional M se
obtiene la correspondiente integral de acción de la teorı́a clásica,

I =
∫

R
L =

∫

R
L0 +

∫

R
LT = I0 + IT , (4)

la cual se expresa también como la suma de dos términos. Ahora bien, la contribución del
término topológico IT podrı́a interpretarse como la integral de la d-forma T sobre la imagen
φ(R) de la región R en la variedad Σ

IT =
∫

R
LT =

∫

φ(R)
T . (5)

3

constituye
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0
Ωd+1 G {dTA} 0
Ωd {TA} δ{TA} 0
Ωd−1 {JAB} δ{JAB} 0

0
Ω1 δ{KAB..} 0
Ω0 {CABC..} δ{CABC..}
d ↑ {C}

δ → C0 C1 C2 Cd Cd+1

Figura 1. Caja del Tic-Tac-Toe

Sin embargo, esto no es posible a causa de la no-unicidad de la d-forma diferencial T . El 
problema en la integración del término topológico T surge cuando la región de integración 
φ(R) atraviesa una intersección de abiertos de la cubierta U y, por lo tanto, la acción debe 
definirse de tal modo que tenga en cuenta las diferentes formas diferenciales TA sobre cada 
abieto UA de la intersección; sin embargo, esto puede llevar a que el término IT dependa 
de la seleción de algún subconjunto de la intersección. No obstante es posible obviar esta 
dificultad generalizando un procedimiento desarrollado por Wu y Yang para el caso de un 
positrón en presencia del campo magnético de un monopolo (Wu & Yang, 1976; 
Alvarez, 1985a, 1985b).

Es posible generalizar el procedimiento de Wu y Yang al caso d-dimensional introduciendo 
en la acción términos apropiados que permitan definirla sin ambigüedades sobre toda la in-
tersección, excepto por una constante adicional. Los términos necesarios para modificar la 
acción pueden obtenerse empleando la caja del Tic-Tac-Toe de la cohomologı́a de Cĕch: se 
ubican inicialmente las cocadenas {TA} y {JAB} y se procede en zig-zag, a la derecha y ha-
cia abajo, empleando los operadores d y δ , hasta obtener todos los términos que sean de la 
forma Cp(U ,Ωd−p), en donde 0 ≤ p ≤ d y d es la dimensión del espacio-tiempo, como se 
muestra en la Figura 1. A partir de la caja del Tic-Tac-Toe se encuentra que existe una am-
bigüedad en la acción clásica cuando se consideran intersecciones de (d +2) abiertos en U . 
Dicha ambigüedad viene dada por un cociclo localmente constante {C} ∈ Cd+1(U ,Ω0), el 
cual define una clase de cohomologı́a en HC

d+1(Σ,R). Desde el punto de vista clásico, la am-
bigüedad en la acción no presenta problemas, puesto que las ecuaciones de campo permane-
cen invariables. Sin embargo, dicha ambigüedad en la acción conduce a una inconsistencia 
en la teorı́a cuántica.

Consistencia Cuántica y Condiciones de Cuantización

Formulando la cuantización de la teorı́a en términos de integrales de camino de Feynman 
se encuentra que la ambigüedad en la acción clásica introduce un factor de fase ambiguo 
exp(iCABC...) sobre cada intersección no vacia de (d + 2) abiertos de la cubierta. Ası́ enton-
ces, exigiendo que la teorı́a sea cuánticamente consistente se impone una condición sobre 
el cociclo {CABC...}: dicho cociclo debe ser un múltiplo entero de 2π para que la integral de 
camino de Feynman esté bien definida. Esto significa entonces que el grupo de cohomologı́a
Hd+1

C (Σ,Z) debe contener a los enteros para ası́ poder escoger apropiadamente a {CABC...}.

Ahora bien, procediendo hacia arriba y a la izquierda en la caja del Tic-Tac-Toe a partir
de la 0-cocadena {TA}, puede construirse una (d +1)-forma diferencial cerrada G definida
globalmente sobre Σ, la cual define un elemento de Hd+1

DR (Σ), como se indica en la Figura

4
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1. Además, debido a que las teorı́as de cohomologı́a de Cĕch y de De Rham son isomorfas,
la información topológica contenida en el cociclo {C} es equivalente a la contenida en la
forma diferencial G. Más especı́ficamente, el flujo de G a través de una sub-variedad sin
frontera de dimensión d + 1, es decir, la integral de G sobre un ciclo (d + 1)-dimensional
Sd+1, está dado por la suma de los CABC... que pertenecen a una cubierta de la variedad:

∫

Sd+1
G = ∑

ABC...

CABC... . (6)

La condición de consistencia cuántica de la teorı́a impone la restricción adicional de que
estos CABC... sean múltiplos enteros de 2π y, por lo tanto, concluimos que el flujo total de G
es igual a un múltiplo entero de 2π . Ası́ entonces, se obtiene una condición de cuantización
para el flujo de G, lo que implica una condición de cuantización para la “carga” asociada
con ese flujo.

La relación entre la teorı́a clásica y la teorı́a cuántica puede comprenderse mejor mediante
el teorema del coeficiente universal (Spanier, 1966; Patrascu, 2014): Hd+1

C (Σ,R), el gru-
po de cohomologı́a de Cĕch real, se puede construir si se conoce Hd+1

C (Σ,Z), el grupo de
cohomologı́a de Cĕch entero. Ahora bien, si este último es un grupo de torsión, entonces
el primero se anula y no hay ambigüedad en la acción clásica. Más precisamente, una am-
bigüedad en el nivel d +2 de intersecciones es la cofrontera de alguna d-cocadena y puede
ası́ ser absorbida en la redefinición de los términos al nivel d +1 de intersecciones. En este
caso, la teorı́a cuántica será igualmente trivial pues el flujo de G será igual a cero. Cuando el
grupo de cohomologı́a entero Hd+1

C (Σ,Z) contenga a los enteros, el grupo de cohomologı́a
real Hd+1

C (Σ,R) contendrá a los reales y, si hay una ambigüedad en la acción clásica, habrá
automaticamente una condición de cuantización del flujo en la teorı́a cuántica. Puede verse
entonces que la teorı́a de cohomologı́a de Cĕch proporciona una estructura muy general y
poderosa para describir la cuantización de constantes de acoplamiento fı́sicas.

Cuantización Topológica de la Carga de un Monopolo Magnético

Dinámica de una Partı́cula Cargada y un Monopolo Magnético

Consideremos el movimiento de una partı́cula cargada en presencia del campo magnético
de un monopolo. El espacio-tiempo relevante en esta teorı́a es de dimensión d = 1, M = R
(tiempo), y los campos clásicos son las coordenadas de la partı́cula sobre el espacio de
configuración xa : M → Σ, con Σ = S2. La densidad Lagrangiana correspondiente a este
sistema está dada por

L = L0 +LT , (7)

donde

L0 =
m
2

dxa

dt
dxa

dt
+

1
4e2 FabFab , (8)

LT =
e
c

Aa
dxa

dt
. (9)

El primer término corresponde a las energı́as cinéticas de la partı́cula y del campo elec-
tromagnético, mientras que el segundo término corresponde al acoplamiento del potencial
vectorial Aa con la densidad de corriente de la partı́cula, Ja = (e/c)(dxa/dt).

5
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La contribución del término LT a la integral de acción viene dada por

IT =
∫ t2

t1
LT =

∫ t2

t1
LT dt =

∫ t2

t1
AaJadt (10)

la cual puede escribirse en el espacio de configuración S2 como

IT =
e
c

∫

Γ
Aadxa =

e
c

∫

Γ
A , (11)

donde Γ es la trayectoria de la partı́cula en el espacio de configuración. Ahora bien, debido 
a que el potencial vectorial Aa describe el campo magnético de un monopolo puntual, la 1-
forma diferencial A = Aadxa no está definida globalmente sobre S2, puesto que el potencial 
vectorial alrededor de un monopolo magnético no puede escogerse globalmente sin singu-
laridades (Wu & Yang, 1976). Ası́ entonces, debe escogerse una buena cubierta U = {UA} 
para S2 y definir sobre cada abierto U A una 1-forma diferencial A A = AAadxa, de tal ma-
nera que en la intersección de dos abiertos, UAB = UA ∩UB, las correspondientes 1-formas 
satisfagan la condición

AA −AB = dψAB , (12)

donde los ψAB se denominan funciones de transición. Debido a la existencia de una 1-forma
AA para cada abierto UA, la integral de acción (11) no estará bien definida, presentandose
ambigüedades cuando la trayectoria Γ de la partı́cula atraviese varios abiertos de la cu-
bierta para S2. Esta ambigüedad no presenta problema en la teorı́a clásica, puesto que solo
se introduce una constante adicional en la acción y, por lo tanto, las ecuaciones de movi-
miento permanecen inalteradas. Sin embargo, al considerar la cuantización de la teorı́a, esta
ambigüedad produce una inconsistencia que debe ser eliminada con el fin de obtener una
teorı́a cuántica bien definida.

Cohomologı́a de Cĕch y Consistencia Cuántica de la Teorı́a

Desde el punto de vista de la cohomologı́a de Cĕch (Alvarez, 1985a, 1985b; González,
2000; Matsuyama, 2008), la familia de potenciales electromagnéticos {AA} define una 0-
cocadena con valores en 1-formas, mientras que las funciones de transición {ψAB} definen
una 1-cocadena con valores en 0-formas, las cuales están relacionadas mediante la transfor-
mación de calibración (12), que en términos del operador cofrontera δ toma la forma

δ{AA}= {AA −AB}= {dψAB} . (13)

De acuerdo con esta relación se puede construir la correspondiente caja del Tic-Tac-Toe
utilizando los operadores d y δ en zig-zag, obteniendose el resultado de la Figura 2.

Si se definen FA y CABC como

FA = dAA , (14)

{CABC} = δ{ψAB}= {ψAB +ψBC +ψCA} , (15)

6
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Ω3 0
Ω2 {dAA} 0
Ω1 {AA} δ{AA} 0
Ω0 {ψAB} δ{ψAB} 0
d ↑

δ → C0 C1 C2 C3

Figura 2. Caja del Tic-Tac-Toe

se puede ver que los FA son formas diferenciales cerradas y que {FA} es un 0-cociclo.
Por esto último, {FA} puede extenderse globalmente para definir una 2-forma diferencial
cerrada sobre S2, la intensidad de campo electromagnético F = Fabdxa ∧ dxb. Igualmente
se observa en la caja del Tic-Tac-Toe que {CABC} define un 2-cociclo con valores en 0-
formas cerradas y por lo tanto, puesto que las 0-formas localmente cerradas corresponden a
constantes reales, {CABC} define un 2-cociclo C ∈ C2(U ,R). Esta información se muestra
en la caja del Tic-Tac-Toe ampliada de la Figura 3.

Ω3 0 0
Ω2 F {FA} 0
Ω1 {AA} {dψAB} 0
Ω0 {ψAB} {CABC} 0
d ↑ C 0

δ → C0 C1 C2 C3

Figura 3. Caja del Tic-Tac-Toe ampliada

La principal conclusión que se extrae de la caja del Tic-Tac-Toe es la siguiente: a partir de
una colección de potenciales electromagnéticos {AA} y funciones de transición {ψAB}, la
ley de transformación de calibración δ{AA}= {dψAB} permite construir una cierta 2-forma
cerrada global F y un 2-cociclo localmente constante C, de modo que F es un representante
del segundo grupo de cohomologı́a de De Rham de S2, H2

DR(S
2), y C es un representante del

segundo grupo de cohomologı́a de Cĕch de dicha variedad, H2
C(S

2,R). Ahora bien, pueden
destacarse los siguientes aspectos:

1. Debido al isomorfismo entre las clases de cohomologı́a de Cĕch y de De Rham, el
flujo magnético total a través de una superficie bidimensional cerrada, esto es, la
integral de F sobre S2, está determinada por condiciones sobre las intersecciones
triples de S2.

2. La teorı́a cuántica impone una condición adicional sobre el cociclo C: para que la
integral de camino de Feynman,

∫
eI/h̄dxa(t) , (16)

esté bien definida, los CABC no pueden ser números reales arbitrarios, sino que deben
ser multiplos enteros de (2π h̄c/e).

Lo anterior impone severas restricciones sobre las clases de cohomologı́a: puesto que los
enteros Z son un subconjunto de los reales R, pueden definirse objetos {nABC} como coca-
cadenas con valores enteros en lugar de cocadenas con valores reales. Claramente, el con-
junto de p-cocadenas con valores enteros, Cp(U ,Z), es un subconjunto del conjunto de

7
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p-cocadenas con valores reales, Cp(U ,R). Sin embargo, puesto que el lema de Poincare
para el operador δ no se aplica a cocadenas con valores reales, tampoco se aplicará a co-
cadenas con valores enteros y, por lo tanto, las clases de cohomologı́a de Cp(U ,Z) serán
no-triviales. Estas clases de cohomologı́a se denominan clases de cohomologı́a de Cĕch con
coeficientes enteros, y se denotan como HC

p(S2,Z).

La teorı́a cuántica requiere que el cociclo {CABC} tome valores enteros, y la existencia de 
tal cociclo está determinada por el hecho de que la variedad S2 admita cociclos enteros en
su segundo grupo de cohomologı́a de Cĕch. Esto es, que Z ⊂ HC

2(S2,Z), lo cual está deter-
minado por la topologı́a de la variedad. Ası́ entonces, el flujo magnético estará cuantizado 
si la variedad S2 admite un segundo grupo de cohomologı́a con coeficientes e nteros que 
contenga a los enteros. Ahora bien, dado que el segundo grupo de cohomologı́a de la esfera 
es isomorfo a Z (Singer & Thorpe, 1976; Bott & Tu, 1982), entonces es posible escribir el 
cociclo {CABC} como

{CABC}= (2π h̄c/e){nABC} (17)

y el flujo total de F a través de S2 estará cuantizado en términos de (2π h̄c/e).

Condición de Cuantización de Dirac

Con el fin de calcular el flujo total de F a través de S2, seleccionemos una cubierta 
consti-tuida por los seis hemisferios (Choquet-Bruhat et al., 1982)

U1 = {x ∈ S2 : x1 < 0} , U2 = {x ∈ S2 : x1 > 0} ,

U3 = {x ∈ S2 : x2 < 0} , U4 = {x ∈ S2 : x2 > 0} ,

U5 = {x ∈ S2 : x3 < 0} , U6 = {x ∈ S2 : x3 > 0} ,

de modo que cada triple intersección no-vacia es difeomorfa a un disco abierto en R2. Ası́
entonces, el flujo total de F a través de S2 vendrá dado por

∫

S2
F =

6

∑
A=1

∫

UA

F . (18)

Sin embargo, la expresión anterior no es correcta, pues estamos contando varias veces las
contribuciones de las intersecciones. Para evitar este problema redefinimos los abiertos UA
y sub-dividimos la variedad en regiones VA, como muestra la Figura 4 (arriba), y ası́, puesto
que sobre cada VA la 1-forma diferencial AA está bien definida, podemos usar el teorema de
Stokes para obtener

∫

S2
F =

6

∑
A=1

∫

VA

F =
6

∑
A=1

∫

∂VA

AA, (19)

donde ∂VA es la frontera de la región VA, la curva que une los vertices de VA. Ası́, al calcular
las integrales sobre las fronteras de las seis regiones VA, después de agrupar términos, se
obtiene

8
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∫

S2
F = ∑

∫

EAB

(AA −AB) = ∑
∫ Pj

Pi

(AA −AB), (20)

donde la suma se extiende a las doce aristas o bordes EAB de la sub-división, y los lı́mites de
la integral (Pi,Pj) son los ocho vertices correspondientes: A,B,C,D,E,F,G y H, como se
muestra en la Figura 4 para el hemisferio frontal (centro) y el hemisferio posterior (abajo).
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Figura 4. Subdivisión de S2 mediante las regiones VA (arriba), y visión esquemática de la
subdivisión de S2: hemisferio frontal (centro) y hemisferio posterior (abajo).

Utilizando las transformaciones de calibración (13) y las definiciones (14) y (15) para eva-
luar las integrales en la expresión anterior, se obtiene que
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∫

S2
F = ∑

∫ Pj

Pi

dψAB = ∑[ψAB(Pi)−ψAB(Pj)], (21)

lo cual, después de reagrupar los términos de cada vertice, toma la forma

∫

S2
F = ∑[ψAB(Pi)+ψBC(Pi)+ψCA(Pi)] (22)

que, de acuerdo con (13), se expresa como

∫

S2
F = ∑

UABC

CABC, (23)

donde la sumatoria se extiende a los ocho intersecciones triples no-vacias UABC =UA∩UB∩
UC. Ası́ entonces, de acuerdo con la prescripción (17), tenemos que

∫

S2
F = (2π h̄c/e) ∑

UABC

nABC (24)

y, por lo tanto, que la carga magnética g debe satisfacer la relación

eg = (nh̄c)/2, (25)

donde n = ∑nABC, la cual es la conocida condición de Dirac para la cuantización de la carga 
magnética (Dirac, 1931).

Monopolos Magnéticos en Teorı́a Cuántica de Campos

Identificación del Lagrangiano topológico

Consideremos, como primera posibilidad, una partı́cula bosónica cargada en interacción 
con el campo electromagnético de un monopolo. Suponiendo que el espacio-tiempo es una 
variedad compacta M de dimensión d = 4, el campo de Klein-Gordon que describe dicha 
partı́cula es una aplicación φ : M → Σ, donde Σ es el espacio total de un haz lı́neal hermı́tico 
sobre M. Esto es, Σ es una variedad compacta de dimensión n = 6 localmente isomorfa al 
producto M ×C, y el potencial electromagnético está dado por la 1-forma de conexión del 
haz principal asociado (Daniel & Viallet, 1980; Choquet-Bruhat et al., 1982; Curtis & 
Miller, 1985; Wells, 2008).

La densidad lagrangiana clásica para este sistema está dada por (Roman, 1969; Barut, 
1980):

L =
1
2

∂aφ ∂ aφ ∗ − m2

2
φφ ∗ − 1

4
FabFab +

e2

2
AaAaφφ ∗ −AaJa, (26)

donde Ja es la densidad de corriente de la partı́cula, la cual viene dada por

Ja =
ie
2
[(∂ aφ)φ ∗ −φ(∂ aφ ∗)] (27)

10
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y satisface la ecuación de continuidad ∂aJa = 0. En el Lagrangiano (26), los cuatro primeros 
términos constituyen el término bien definido L0, el cual contiene términos cinéticos para 
la partı́cula y el campo, un término de masa para la partı́cula y un término de interacción. El 
término topológico LT del Lagrangiano (26) está constituido por el acoplamiento entre el 
potencial electromagnético y la densidad de corriente (Alvarez, 1985a, 1985b; González, 
2000).

Consideremos ahora el caso en el cual la partı́cula en interacción con el campo magnético 
del monopolo es un fermión. Supondremos de nuevo que el espacio-tiempo es una variedad 
compacta M de dimensión d = 4. El campo de Dirac correspondiente a la partı́cula es una 
aplicación ψ : M → Σ, donde Σ es el espacio total de un haz espinorial sobre M. Esto es, Σ 
es una variedad compacta de dimensió ́on n = 8 localmente isomorfa al producto M × C2. 
Al igual que en el caso bosónico, el potencial electromagnético está dado por la 1-forma de 
conexión de un haz principal sobre M con grupo estructural U(1) (Daniel & Viallet, 
1980; Choquet-Bruhat et al., 1982; Curtis & Miller, 1985; Wells, 2008).

La densidad lagrangiana clásica que describe la dinámica de este sistema está dada por 
(Roman, 1969; Barut, 1980)

L = iψ̄γa∂aψ +mψ̄ψ − 1
4

FabFab −AaJa, (28)

donde Ja es la densidad de corriente de la partı́cula, dada por

Ja = eψ̄γaψ, (29)

que, al igual que en el caso bosónico, satisface la ecuación de continuidad ∂aJa = 0. Las γa

son las matrices de Dirac. Nuevamente, el Lagrangiano bien definido L0 está dado por los
tres primeros términos de (28), los cuales son términos cinéticos para la partı́cula y el campo
y un término de masa para la partı́cula. El Lagrangiano topológico LT está constituido, al
igual que en el caso anterior, por el acoplamiento AaJa entre el potencial electromagnético
y la densidad de corriente de la partı́cula.

Ası́ entonces, en los dos casos considerados el término topológico del Lagrangiano, al igual
que en el sistema tratado en la sección anterior, está dado por el acoplamiento entre el po-
tencial electromagnético del campo del monopolo y la densidad de corriente de la partı́cula
cargada. Sin embargo, debido a que el potencial electromagnético describe un monopolo, no
es posible definir globalmente un potencial no-singular Aa sobre el espacio-tiempo M. Para
tener en cuenta el hecho de que el potencial electromagnético no está definido globalmente,
seleccionamos una buena cubierta, U = {UA}, sobre M y definimos sobre cada abierto UA
una 1-forma diferencial AA = AAadxa, de modo que en cada intersección no vacı́a UA ∩UB
las 1-formas correspondientes están relacionadas mediante funciones de transición ΛAB, a
través de una transformación de calibración de la forma

AA −AB = dΛAB. (30)

Definiendo la 3-forma diferencial densidad de corriente como

J = Jaεabcddxb ∧dxc ∧dxd , (31)

el término topológico del Lagrangiano está dado por

LA = AA ∧ J = AAaJadx0 ∧dx1 ∧dx2 ∧dx3, (32)

11
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el cual es el pull-back a M de una 4-forma diferencial TA sobre Σ, de modo que el cambio
de LA al pasar de un abierto UA a un abierto UB es

LA −LB = (AA −AB)∧ J = (dΛAB)∧ J. (33)

Ahora bien, debido a la ecuación de continuidad ∂aJa = 0, la forma diferencial densidad de
corriente es cerrada, esto es, dJ = 0. Ası́ entonces, la ecuación (33) puede escribirse como

LA −LB = d(ΛABJ), (34)

lo cual es el pull-back a M de la ecuación sobre Σ

TA −TB = dJAB, (35)

donde JAB es una 3-forma diferencial sobre la variedad Σ.

Condiciones de cuantización

Expresando los resultados anteriores mediante el lenguaje de la cohomologı́a de Cĕch (Al-
varez, 1985a, 1985b; González, 2000; Matsuyama, 2008), se pueden definir una 0-coca-
dena con valores en 4-formas y una 1-cocadena con valores en 3-formas, {TA} y {JAB}
respectivamente, las cuales están relacionadas mediante la tranformación de calibración

δ{TA}= {TA −TB}= {dJAB}, (36)

a partir de los cuales puede construirse la caja del Tic-Tac-Toe correspondiente mediante
los operadores d y δ , para encontrar los términos necesarios para definir apropiadamente la
integral de acción, como muestra la Figura 5.

0
Ω5 G {dTA} 0
Ω4 {TA} {dJAB} 0
Ω3 {JAB} δ{JAB} 0
Ω2 {KABC} δ{KABC} 0
Ω1 {LABCD} δ{LABCD} 0
Ω0 {MABCDE } δ{MABCDE } 0
d ↑ ∆
δ → C0 C1 C2 C3 C4 C5

Figura 5. Caja del Tic-Tac-Toe.

Observando la caja del Tic-Tac-Toe se puede apreciar que existe un 5-cociclo con valores en
0-formas cerradas, {∆ABCDEF} = δ{MABCDE}, el cual define un 5-cociclo ∆ ∈ C5(U ,R),
debido a que las 0-formas localmente cerradas están dadas por constantes reales. Esto sig-
nifica entonces que debe existir una ambigüedad en la acción clásica cuando se considere
lo que sucede en las intersecciones séxtuples de abiertos de la cubierta U , UABCDEF =
UA ∩UB ∩UC ∩UD ∩UE ∩UF . Ahora bien, dicha ambigüedad en la acción clásica produ-
cirá una inconsistencia cuántica en la teorı́a al considerar la correspondiente integral de
camino de Feynman. Con el fin de evitar esta inconsistencia, debe seleccionarse el cociclo
∆ ∈ C5(U ,R) de tal manera que las constantes ∆ABCDEF sean multiplos enteros de 2π , lo
cual exige que el grupo de cohomologa H5

C(Σ,R) contenga a los enteros.
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Se observa igualmente en la caja del Tic-Tac-Toe que existe un 0-cociclo con valores en
5-formas cerradas, {GA} = {dTA}, mediante el cual se define globalmente una 5-forma
diferencial cerrada G∈H5

DR(Σ). De acuerdo con esto, debido a que G∈H5
DR(Σ)≈H5

C(Σ,R),
el “flujo” total de G a través de una sub-variedad cerrada 5-dimensional S5 ⊂ Σ debe estar
dado en términos de las constantes ∆ABCDEF . Ası́ entonces, si la estructura topológica de
la variedad permite que el grupo de cohomologı́a H5

C(Σ,R) contenga a los enteros, puede
redefinirse el 5-cociclo {∆ABCDEF} como

{∆ABCDEF}= 2π{nABCDEF}, (37)

donde los nABCDEF son números enteros, de modo que la teorı́a sea cuánticamente consis-
tente y, además, se obtendrá el resultado de que el “flujo” total de G  e stará cuantizado: el 
flujo de G será igual a un múltiplo entero de 2π .

Teniendo en cuenta que la 4-forma diferencial TA es, esencialmente, el producto del poten-
cial electromagntico A y la densidad de corriente J y, además, que dJ = 0, puede conside-
rarse que la 5-forma diferencial cerrada G = dTA representa el producto de la intensidad de 
campo electromagntico F = dAA con la densidad de corriente J. De acuerdo con esto, el 
flujo total de G  s erá igual a  una expresión en términos de la carga magnética g  del mono-
polo y la carga eléctrica e de la partı́cula considerada, tal como en el caso de la condición 
de cuantización de Dirac (Dirac, 1931). De acuerdo con lo anterior, la condición de cuan-
tización para el flujo total de G implica automáticamente la existencia de una condición de 
cuantización para una expresión que incluye la carga magnética g y la carga eléctrica e, ob-
teniéndose de esta manera una generalización del tratamiento de Dirac para la cuantización 
de la carga de un monopolo magnético.

Cuantización Topológica de la Constante de Newton en Teorı́as de 
Supergravedad

Modelo sigma no-lineal supersimétrico acoplado a gravedad

Un modelo sigma no-lineal es una teorı́a de interacción de campos escalares en la cual di-
chos campos se interpretan como coordenadas de alguna variedad riemanniana. Este 
modelo tiene una generalización supersimétrica y puede acoplarse a supergravedad (Bagger 
& Witten, 1982; Witten & Bagger, 1982). Cuando se realiza el acoplamiento entre campos 
esca-lares y supergravedad, realmente se obtiene automaticamente el modelo sigma no-
lineal. Es decir, se encuentran interacciones no polinomiales complicadas las cuales tienen 
una inter-pretación natural en el lenguaje del modelo sigma. Sin embargo, existen ciertas 
sutilezas en el acoplamiento entre el modelo sigma no-lineal y supergravedad: cuando el 
modelo sigma no-lineal, con base en una variedad compacta Σ, se acopla a supergravedad, 
la constante de Newton deja de ser un parámetro libre y debe ser un múltiplo entero del 
autoacoplamiento escalar (Witten & Bagger, 1982).

El modelo sigma no-lineal supersimétrico en 4 dimensiones tiene una interpretación na-tural 
en el lenguaje de la geometrı́a de Kähler (Eguchi et al., 1980; Bott & Tu, 1982; Chern, 
1995; Wells, 2008). Los campos escalares complejos φ i(x) pueden considerarse como las 
coordenadas de una variedad de Kähler Σ, φ i : M → Σ, donde el espacio-tiempo M es una 
variedad compacta de dimensión d = 4. Una variedad compleja de dimensión n es una 
variedad riemanniana de dimensión 2n cuyas coordenadas reales se pueden ver como n 
coordenadas complejas φ i junto con sus n complejas conjugadas φ∗ j. Una variedad herm
ı́tica es una variedad compleja cuyo elemento de lı́nea toma la forma
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ds2 = gi j∗dφ idφ ∗ j, (38)

donde gi j∗ es una matriz hermı́tica, de modo que ds2 es real. Sobre cualquier variedad her- 
mı́tica puede definirse la 2-forma fundamental Ω como (Eguchi et al..,, 1980; Bagger & 
Witten, 1982; Chern, 1995; Wells, 2008)

Ω =
i
2

gi j∗dφ i ∧dφ ∗ j. (39)

Una variedad de Kähler es una variedad hermı́tica en la cual la 2-forma fundamental es
cerrada, dΩ = 0.

En términos de las coordenadas φ i y φ ∗ j la condición dΩ = 0 se expresa como

∂gi j∗

∂φ k −
∂gk j∗

∂φ i = 0, (40)

∂gi j∗

∂φ ∗k − ∂gik∗

∂φ ∗ j = 0. (41)

De acuerdo con esto, localmente la métrica de Kähler gi j∗ puede escribirse como la segunda
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gi j∗ =
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Sin embargo, esta ecuación no determina completamente al potencial K, puesto que la        
métrica gi j∗ es invariante bajo cambios del potencial de Kähler de la forma (Witten & 
Bagger, 1982; Bagger & Witten, 1982)

K(φ i,φ ∗ j)→ K(φ i,φ ∗ j)+F(φ i)+F∗(φ ∗ j), (43)

donde F(φ i) es una función analı́tica de las coordenadas. Aún mas, es esencial tener en
cuenta que, en general, K solo está definido localmente en abiertos de Σ.

Para construir un modelo supersimétrico se introducen supercampos quirales Φ(x,Θ), co-
rrespondientes a las coordenadas φ i, en términos de los cuales, cuando se realiza el acopla-
miento con supergravedad, la densidad lagrangiana toma la forma

L =−3
∫

exp
[
−1

3
K(Φ,Φ∗)

]
Ed2Θd2Θ̄, (44)

donde E es el superdeterminante del vielbein del superespacio (Witten & Bagger, 1982; 
West, 1990; Wess & Bagger, 1992). Expandiendo en componentes el supercampo Φ, 
puede encontrarse la expresión ordinaria en componentes de la densidad lagrangianan L , 
después de realizar las integrales en las variables Θ del superespacio, obteniéndose la 
expresión (Witten & Bagger, 1982; Bagger & Witten, 1982)
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L = −eλ 2
[

R
2
+gi j∗∂aφ i∂ aφ ∗ j

]
− 1

2
εabcdψ̄aγ5γbDcψd − χ̄ iĝi j∗γaDaχ j

+eχ̄ iĝi j∗∂aφ̂ ∗ jγaγbψb +
e
8

gi j∗ χ̄ i[1+ γ5]γd χ j[εabcdψ̄aγbψc − ψ̄cγ5γdψc]

− e
16

[gi j∗gkl∗ −2Ri j∗kl∗ ]χ̄ i[1+ γ5]γaχ j χ̄k[1+ γ5]γaχ i (45)

+
e
2

[
∂gi j∗

∂φ k ∂aφ k −
∂gi j∗

∂φ ∗k ∂aφ ∗k
]

χ̄ i(1+ γ5)γaχ i

−1
8

[
∂K
∂φ k ∂aφ k − ∂K

∂φ ∗k ∂aφ ∗k
][

εabcdψ̄bγcψd −2egi j∗ χ̄ i(1+ γ5)γaχ j
]
,

donde ψa es el campo de Rarita-Schwinger, χ i son los compañeros supersimétricos de los
campos escalares φ i, Ri j∗kl∗ es el tensor de curvatura sobre la variedad Σ, e es el determi-
nante del vierbein del espacio-tiempo M, λ es una constante de acoplamiento, Da son los
operadores de derivada covariante y las γa son las matrices de Dirac.

Cohomologı́a de Cĕch del Modelo

La densidad lagrangiana (45) puede considerarse como constituida por dos términos: un
término L0, que incluye los términos cinéticos en los campos φ i, χ i y ψa y términos de
interacción, el cual está definido globalmente sobre la variedad Σ, y un término topológico
LT correspondiente al último renglon de (45). El término topológico LT puede interpretar-
se como el producto de la 1-forma de conexión ω = ωadxa, con

ωa =
i
4

[
∂K
∂φ i ∂aφ i − ∂K

∂φ ∗i ∂aφ ∗i
]
, (46)

y la 3-forma densidad de corriente

J = Jaεabcddxb ∧dxc ∧dxd , (47)

donde

Ja =
i
2
[
εea f gψ̄eγ f ψg −2egi j∗ χ̄ i(1+ γ5)γaχ j] , (48)

la cual satisface la ecuación de continuidad ∂aJa = 0, de modo que dJ = 0.

Debido a que el potencial de Kähler K(φ ,φ ∗) no está definido globalmente, debe escogerse
una buena cubierta U = {UA} sobre Σ y definirse sobre cada abierto UA un potencial de
Kähler KA, y sobre cada intersección UAB una función analı́tica FAB, de tal manera que

KA −KB = FAB +F∗
AB, (49)

lo que significa que las 1-formas de conexión ωA y ωB están relacionadas a través de la
transformación de calibración
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ωA −ωB = d(FAB −F∗
AB) = dΛAB. (50)

Ası́ entonces, el término topológico del Lagrangiano puede escribirse como

LA = ωA ∧ J = ωAaJadx0 ∧dx1 ∧dx2 ∧dx3, (51)

el cual es el pull-back a M de una 4-forma diferencial TA sobre Σ, de modo que el cambio
de LA al pasar de un abierto UA a un abierto UB es

LA −LB = d(ΛABJ), (52)

que es el pull-back a M de la ecuación sobre Σ

TA −TB = dJAB, (53)

donde JAB es una 3-forma diferencial definida sobre las intersecciones UAB de la cubierta
para la variedad Σ.

En términos de la teorı́a de cohomologı́a de Cĕch (Alvarez, 1985a, 1985b; González, 2000;
Matsuyama, 2008), los resultados anteriores permiten definir una 0-cocadena con valores
en 4-formas, {TA}, y una 1-cocadena con valores en 3-formas, {JAB}, relacionadas mediante
una transformación de calibración de la forma

δ{TA}= {TA −TB}= {dJAB}, (54)

las cuales permiten construir la caja del Tic-Tac-Toe necesaria para encontrar los términos
apropiados para definir la integral de acción de manera consistente, tal como muestra la
Figura 6. Al obervar la caja del Tic-Tac-Toe de la Figura 6 se pueden extraer las siguientes
conclusiones: existen un 5-cociclo localmente constante {∆ABCDEF} y una 5-forma cerrada
G definida globalmente sobre Σ. Ası́ mismo, la integral de G a través de una sub-variedad
cerrada 5-dimensional S5 ∈ Σ está dada en términos de las constantes ∆ABCDEF .

0
Ω5 G {dTA} 0
Ω4 {TA} {dJAB} 0
Ω3 {JAB} δ{JAB} 0
Ω2 {KABC} δ{KABC} 0
Ω1 {LABCD} δ{LABCD} 0
Ω0 {MABCDE } δ{MABCDE } 0
d ↑ ∆
δ → C0 C1 C2 C3 C4 C5

Figura 6. Caja del Tic-Tac-Toe.

El cociclo ∆ conduce a una ambigüedad en la acción clásica cuando se consideran inter-
secciones séxtuples de la cubierta para Σ, lo cual conducirı́a a una inconsistencia en la
correspondiente integral de camino de Feynman en la teorı́a cuántica. Para poder eliminar
dicha inconsistencia las constantes ∆ABCDEF deben ser múltiplos enteros de 2π , lo cual tiene
como consecuencia que la integral de G a través de S5 resulta ser igual a un múltiplo entero
de 2π . Ahora bien, sobre una variedad de Kähler general no siempre es posible escoger
las constantes ∆ABCDEF como números enteros: esto solo puede hacerse si la variedad Σ es
una variedad de Kähler del tipo restringido o variedad de Hodge. Esto es, una variedad de
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Kähler sobre la cual es posible definir un haz lineal complejo cuya primera forma de Chern 
es proporcional a la forma de Kähler Ω de la variedad (Eguchi et al.,, 1980; Bott & Tu, 
1982; Witten & Bagger, 1982; Chern, 1995; Wells, 2008).

Condición de Cuantización para la Constante de Newton GN .

Es importante ahora anotar que, en supergravedad, la derivada covariante de los campos χ i 

está dada por

Daχ i = ∂aχ i +
1
2

Wabcσbcχ i +Γi
jk∂aφ jχk + iωaγ5χ i, (55)

donde Wabc es la conexión de spin, la cual es función del vierbein eab y del gravitino ψa, 
y ωa es la conexión (46). De acuerdo con esta forma de la derivada covariente, el Lagran-
giano (45) es invariante bajo las transformaciones de Kähler (49) solo si estas transforma-
ciones están acompañadas por rotaciones quirales de los campos fermionicos χ i de la forma 
(Witten & Bagger, 1982)

χ i
A = exp

{
ΛAB

4

}
χ i

B. (56)

De acuerdo con esta ecuación, los campos χ i son secciones de un haz lineal complejo E 
sobre Σ cuyas funciones de transición están dadas por los elementos exp{ΛAB/4} del grupo 
U(1). Además, la derivada covariante (55) implica que la 1-forma de conexión del haz E 
está dada por la conexión ω y que la correspondiente 2-forma de curvatura está dada por la 
forma de Kähler, Ω = dω .

Ahora bien, la primera forma de Chern de cualquier haz lineal es proporcional a la 
curvatura Ω (Choquet-Bruhat et al., 1982; Chern, 1995; Wells, 2008). Por lo tanto, la 
primera forma de Chern de nuestro haz lineal es realmente la forma de Kähler y ası́ la 
variedad Σ es una variedad de Hodge. Puesto que Σ es una variedad de Hodge, es posible 
escoger las constantes ∆ABCDEF como números enteros de modo que la integral de G através 
de S5 sea un múltiplo entero de 2π . Sin embargo, la ley de transformación (56) para los 
campos χ i impone la condición adicional de que las constantes ∆ABCDEF sean números 
enteros pares con el fin de que el Lagrangiano esté definido sobre toda la variedad de Kähler 
Σ. Ası́ entonces, llegamos a la conclusión de que, si Σ es una variedad de Hodge, la integral 
de G a través de S5 es un múltiplo entero par de 2π .

Con el fin de ver como el resultado anterior conduce a  la cuantización de la constante de 
Newton, consideremos la parte bosónica del Lagrangiano (45). Esto es,

LBOS =−eλ 2
[

R
2
+gi j∗∂aφ i∂ aφ ∗ j

]
. (57)

Ahora bien, la condición de cuantización para la integral de G conduce, después de integrar
por partes, a que la integral de la 2-forma de curvatura Ω sobre un ciclo 2-dimensional S2

es un múltiplo entero par de alguna expresión proporcional a la corriente Ja evaluada en S2

y, por lo tanto, que la métrica gi j∗ sobre Σ puede escribirse como

gi j∗ = ng̃i j∗ , (58)

donde n es un entero par y g̃i j∗ es la expresión para la métrica en un modelo sigma conven-
cional no supersimétrico.
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Ası́ entonces, la parte bosónica del Lagrangiano toma la forma

LBOS =−eλ 2
[

R
2
+ng̃i j∗∂aφ i∂ aφ ∗ j

]
, (59)

mientras que la forma convencional del Lagrangiano del modelo sigma acoplado a gravedad 
está dada por (Witten & Bagger, 1982)

LCON =−e
[

R
8πGN

+ f 2g̃i j∗∂aφ i∂ aφ ∗ j
]
, (60)

donde GN es la constante de Newton de la gravitación universal y f es la constante de auto-
acoplamiento de los campos escalares. Comparando (59) y (60) puede verse que GN y f
están relacionados por

GN f 2 =
n

4π
, (61)

donde n es un entero par, lo que implica que la constante de Newton debe estar cuantizada en 
términos del auto-acoplamiento escalar. Como podemos ver, la condición de cuantización 
para la constante de Newton es exactamente de la misma naturaleza que la condición de 
Dirac para la cuantización de la carga magnética de un monopolo (Dirac, 1931).

Conclusiones

Se ha presentado en este trabajo un método muy general, basado en la teorı́a de cohomolog
ı́a de Cĕch, mediante el cual pueden obtenerse condiciones topológicas de cuantización. De 
acuerdo con los trabajos de O. Alvarez (Alvarez, 1985a, 1985b; González, 2000; Matsu-
yama, 2008), se mostró que este método surge de considerar la relación que existe entre la 
formulación Lagrangiana para una teorı́a de campos y la teorı́a de cohomologı́a de Cĕch. 
Como una ilustración de este método se analizarón las condiciones de cuantización para la 
carga magnética y para la constante gravitacional de Newton.

Es importante destacar que los argumentos basados en teorı́as de cohomologı́a son más 
generales, pueden aplicarse en mayor número de situaciones, que los argumentos basados 
en teorı́as de homotopı́a (Grady & Sati, 2021). En general, los argumentos homotópicos se 
basan en considerar el grupo de homotopı́a Πd+1(Σ) de la variedad Σ (Witten, 1983; 
Jackiw, 1985): si Πd+1(Σ) contiene a los enteros, entonces es posible construir un 
argumento de cuantización. Sin embargo, para hacer esto es necesario asumir ciertas 
propiedades para la variedad Σ. Consideremos, por ejemplo, el caso del monopolo magn
ético. Si se supone que el espacio de configuración Σ es el toro 2-dimensional T 2 en lugar 
de la esfera S2, se tendrı́a que Π1(T 2) = Z⊕Z, mientras que Π2(T 2) = 0. Ası́ entonces, los 
argumentos homotópicos no podrı́an aplicarse en este caso y no se podrı́a concluir nada 
acerca de la cuantización de la carga magnética. Por otro lado, HC

2(T 2,Z) = Z y ası́ se 
puede entonces concluir que el flujo magnético debe estar cuantizado.

De acuerdo con lo anterior, se pueden destacar los siguientes hechos:

1. En una teorı́a de campos en un espacio-tiempo de dimensión d existirá una am-
bigüedad en la acción clásica cuando se considere lo que sucede en las intersecciones
de d +2 abiertos de una cubierta apropiada para la variedad Σ.

2. Si se exige que la teorı́a obtenida sea cuánticamente consistente, el término que pro-
duce la ambigüedad en la acción debe ser un múltiplo entero de 2π .
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ı́a de Cĕch, mediante el cual pueden obtenerse condiciones topológicas de cuantización. De 
acuerdo con los trabajos de O. Alvarez (Alvarez, 1985a, 1985b; González, 2000; Matsu-
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argumentos homotópicos no podrı́an aplicarse en este caso y no se podrı́a concluir nada 
acerca de la cuantización de la carga magnética. Por otro lado, HC
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De acuerdo con lo anterior, se pueden destacar los siguientes hechos:

1. En una teorı́a de campos en un espacio-tiempo de dimensión d existirá una am-
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3. Sólo es posible escoger constantes enteras para el término ambiguo en la acción cuan-
do el grupo de cohomologı́a Hd+1

C (Σ,Z) contiene a los enteros.

4. Cuando el grupo de cohomologı́a Hd+1
C (Σ,Z) contiene a los enteros, se obtiene una

condición de cuantización para el flujo de una (d +1)-forma diferencial, en términos
de las constantes enteras de dicho grupo.

5. La información contenida en el grupo de homotopı́a Πd+1(Σ) no siempre es útil para
obtener argumentos de cuantización, a diferencia de lo que sucede con la información
contenida en el grupo de cohomologı́a Hd+1

C (Σ,Z).

Los anteriores hechos permiten afirmar que el método más general para obtener condiciones 
de cuantización debe estar basado en argumentos originados en teorı́as de cohomologı́a.

Puede verse que el formalismo desarrollado constituye un método muy general para obte-
ner condiciones de cuantización, no solo para los ejemplos tratados, sino también para otros 
sistemas, entre los cuales podemos citar las condiciones de cuantización para la constante 
de acoplamiento para el lagrangiano de Wess y Zumino (Wess & Zumino, 1971; Witten, 
1983; Nappi & Witten, 1993; Gaiotto et al.,, 2021; Fiorenza et al.,, 2021), para el término 
de masa en teorı́as de Yang-Mills en tres dimensiones (Deser et al., 1982a; Deser et al., 
1982b), para el término topológico en modelos sigma sobre variedades de Calabi-Yau (Li & 
Li, 2016) y sobre espacios homogéneos (Davighi & Gripaios, 2018), la cuantización del 
flujo en campos diónicos (Flores-Alfonso & Quevedo, 2017, 2019) y en teorı́a F 
(Collinucci & Savelli, 2012a, 2012b), la cuantización de los coeficientes de anomalia en 
supergravedad 6-dimensional N = (1,0) (Monnier et al.,, 2018), ası́ como también en otras 
situaciones similares.
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