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Resumen

En este trabajo se revisa el procedimiento de cuantizacion topologica basado en la cohomologia
de Céch. Se muestra como el método de cuantizacion se fundamenta en la libertad de escogencia
del Lagrangiano apropiado para una teoria de campos, a partir de una familia de Lagrangianos que
difieren entre si por un término igual a una derivada total, de tal manera que la teoria de cohomologia
de Cé&ch proporciona el lenguaje matematico correcto con el cual catalogar la informacion necesaria
para obtener condiciones de cuantizacion de parametros fisicos. Posteriormente, se aplica este
método a la cuantizacion topoldgica del monopolo magnético y de la constante GN de la gravitacion
universal de Newton.
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Abstract

In this work, the topological quantization procedure based on the cohomology of Céch is reviewed. It
is shown how the quantization method is based on the freedom of choice of the appropriate Lagrangian
for a field theory, from a family of Lagrangians that differ from each other by a term equal to a total
derivative, in such a way that that the cohomology theory of Céch provides the correct mathematical
language with which to catalog the information needed to obtain quantization conditions for physical
parameters. Subsequently, this method is applied to the topological quantization of the magnetic
monopole and the constant GN of Newton universal gravitation.

Keywords: Algebraic Topology; Field Theories; Quantum Theory.

Introduccion

Uno de los problemas mas fundamentales e importantes de la fisica tedrica es el de la
determinacion de condiciones de cuantizacion para ciertos parametros tales como masas,
cargas y constantes de acoplamiento. Este problema se remonta a los origenes de la teoria
cuantica, a comienzos del siglo pasado, cuando Planck, Bohr, Wilson y Sommerfeld
formularon sus condiciones de cuantizacion para sistemas periodicos. En el transcurso
del desarrollo de la fisica moderna se han utilizado diferentes clases de formalismos para
llegar a la determinacion de tales condiciones, incluyendo argumentos basados en teoria de
grupos y otras ramas de las matematicas. En particular, el desarrollo de la teoria cuantica
de campos ha llevado a la aplicacion, cada vez mas extendida, de técnicas y conceptos de
geometria y topologia a la solucion de esta clase de problemas.
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Una de las aplicaciones mds interesantes de la topologia a la resolucion de problemas fisicos
se encuentra en la cuantizacién de constantes de acoplamiento, cuyo primer ejemplo fue la
condicién de Dirac para la cuantizacién de la carga magnética (Dirac, 1931). En afios re-
cientes se han realizado numerosas investigaciones tendientes a dilucidar la relacion entre la
geometria, la topologia y los problemas de cuantizaciéon. En particular, se ha reconocido
que los argumentos homotdpicos son muy utiles en la comprensién de dichos problemas
(Deser et al., 1982b; Jackiw, 1985, 2004; Deguchi & Kitsukawa, 2006; Nettel et al.,
2009). Ahora bien, es igualmente posible emplear argumentos co-homolégicos para obtener
las mismas condiciones de cuantizacién. Es mds, se puede argiiir que la estructura correcta
para analizar estos problemas es la teorfa de cohomologia de Céch (Alvarez, 1985a, 1985b;
Freed, 2000; Matsuyama, 2008; Rahimizadeh et al., 2012; Kouneiher, 2018). Ademds,
este método es mds general, pues existen casos en los cuales no es posible aplicar
argumentos homotdpicos mientras que los argumentos cohomoldgicos si son aplicables,
obteniendose de una manera relativamente ficil condiciones topolégicas de cuantizacién
(Grady & Sati, 2021).

En este trabajo se revisa el procedimiento de cuantizacion topoldgica basado en la co-
homologia de Céch, de acuerdo con los trabajos de O. Alvarez (Alvarez, 1985a, 1985b;
Gonzalez, 2000; Matsuyama, 2008; Aguilar, 2018). Se muestra como el método de cuan-
tizacién se fundamenta en la libertad de escogencia del Lagrangiano apropiado para una
teoria de campos, a partir de una familia de Lagrangianos que difieren entre si por un término
igual a una derivada total. Posteriormente, se aplica este método a la cuantizacion topoldgi-
ca del monopolo magnético y de la constante Gy de la gravitacién universal de Newton.
Este trabajo se encuentra organizado de la siguiente manera. Inicialmente se presentan las
ideas fundamentales del método de cuantizacion y su relacién con la teoria de cohomologia
de Cé&ch. A continuacién, se aplica dicho procedimiento para obtener la conocida condi-
cién de Dirac para la cuantizacién de la carga magnética (Dirac, 1931), considerando la
interaccién de una particula cargada con el campo magnético de un monopolo. Luego se
considera una posibilidad mas general para la cuantizacién de la carga magnética, aplican-
do el método de cuantizacidn a una teoria de campos en 4 dimensiones. Posteriormente se
plantea la cuantizacidn topoldgica de la constante de Newton Gy considerando un modelo
sigma supersimétrico acoplado a gravedad. Por dltimo, se concluye este trabajo analizando
los aspectos mds importantes de los ejemplos tratados.

Cuantizacion Topologica y Cohomologia de Céch

Caracteristicas Topologicas de la Formulacion Lagrangiana

Consideremos una teoria de campos en la cual el espacio-tiempo es una variedad M, sin
frontera espacial, de dimensién d. Posibles ejemplos son R x §4-1 g4 R x 7971 etc. Los
campos clésicos se interpretan como aplicaciones ¢ : M — X, donde X es una variedad de
dimensidn n, la cual asumiremos compacta y sin frontera. Desde el punto de vista fisico, el
objeto fundamental en una teoria dindmica es el Lagrangiano, el cual es una funcién de los
campos y sus derivadas: L(¢,d,¢). Sin embargo, es de vital importancia recordar el hecho
de que el Lagrangiano de una teoria no es tnico: una familia de Lagrangianos que difieren
entre si por una derivada total dan lugar a las mismas ecuaciones de campo y, por lo tanto,
describen la misma realidad fisica (Landau & Lifshitz, 1976; Barut, 1980).

Ahora bien, consideraremos teorias en las cuales el Lagrangiano puede escribirse como la

suma de dos términos:

L=Ly+Lr. (D
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En esta expresion el término L estd pérfectamente definido en todo punto de la variedad ¥
y puede consistir de términos de energia cinética mas interacciones, cuyo comportamiento
bajo transformaciones de coordenadas en el espacio-tiempo M es el de una densidad tenso-
rial o tensor relativo; esto es, la transformacion de L incluye el determinante del Jacobiano
de las transformaciones de coordenadas (Thomas, 1965; Weinberg, 1972; Carroll, 2004).
El segundo término en (1), al cual denominaremos Lagrangiano Topoldgico, presenta algu-
nos rasgos caracteristicos que conducen a las condiciones de cuantizacién. En primer lugar,
L7 se comporta como una forma diferencial bajo transformaciones de coordenadas en el
espacio-tiempo M y, por lo tanto, su transformacién no incluye al determinante del Jaco-
biano sino solo al Jacobiano mismo. Es mds, Ly debe interpretarse como el pull-back a M de
una forma diferencial 7 sobre X (Choquet-Bruhat, ef al., 1982; Curtis & Miller, 1985).

Sin embargo, las propiedades mas interesantes de Ly surgen cuando se observa que 7 no esta
definida globalmente sobre la variedad X y se explota la no-unicidad del Lagrangiano
considerando una familia de formas diferenciales {7}, cada una definida sobre un conjunto
abierto Uy perteneciente a una cubierta % = {U,} para la variedad X. Con el fin de
mantener invariables las ecuaciones de campo, las formas diferenciales locales T deben
coincidir en las intersecciones, excepto por una derivada total. Esto significa que sobre cada
interseccion no-vacia Uap = Uy NUp debe definirse una funcién de transicion J4p de tal
manera que

Ty —Tg =dJsp 2)

en dicha interseccién. En el lenguaje de la teoria de cohomologia de Céch (Bott y Tu, 1982;
Singer & Thorpe, 1976; Gonzalez, 2000; Matsuyama, 2008) la familia {7} constituye
una 0-cocadena con valores en d-formas, {Ty} € CO(% ,Q%), donde d es la dimensién del
espacio-tiempo M. La coleccién de funciones de transicién {J4p} constituye una 1-

cocadena con valores en (d — 1)-formas, {Jap} € C' (% ,Q~1). Asi mismo, la condicién de
invariancia de las ecuaciones de campo (2) se expresa en términos del operador cofrontera
0 de la cohomologia de Cé&ch como

O{Ty} ={Th —Tp} = {dJag} . 3)
Sin embargo, la definicion de estos objetos depende de la seleccion de una buena cubierta %

sobre ¥, en la cual cada conjunto abierto Uy y cada interseccién finita no-vacia de abiertos
Uyp... sean difeomorfos a una bola abierta en R”.

Construccion de la Accion

Integrando el Lagrangiano L sobre una regién R del espacio-tiempo d-dimensional M se
obtiene la correspondiente integral de accidn de la teoria clésica,

IZ/L:/LO+/LT:IO+ITa “
R R R

la cual se expresa también como la suma de dos términos. Ahora bien, la contribucién del
término topoldgico I podria interpretarse como la integral de la d-forma T sobre la imagen
@(R) de laregién R en la variedad X

IT:/RLT:/¢(R)T. (5)
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0
QFT G {dT,} 0
Qf {TA} 5{TA} 0
Q-1 {JAB} S{JAB} 0
0

Qf 0{Kap..} 0
Qo {Capc..} | 0{Capc.}
dt {c}

S — CO Cl CZ Cd Cd+1

Figura 1. Caja del Tic-Tac-Toe

Sin embargo, esto no es posible a causa de la no-unicidad de la d-forma diferencial 7. El
problema en la integracién del término topoldgico T surge cuando la regién de integracion
¢ (R) atraviesa una interseccién de abiertos de la cubierta % y, por lo tanto, la accion debe
definirse de tal modo que tenga en cuenta las diferentes formas diferenciales 74 sobre cada
abieto Uy de la interseccidn; sin embargo, esto puede llevar a que el término I dependa
de la selecién de algin subconjunto de la interseccién. No obstante es posible obviar esta
dificultad generalizando un procedimiento desarrollado por Wu y Yang para el caso de un
positrén en presencia del campo magnético de un monopolo (Wu & Yang, 1976;
Alvarez, 1985a, 1985b).

Es posible generalizar el procedimiento de Wu y Yang al caso d-dimensional introduciendo
en la accion términos apropiados que permitan definirla sin ambigiiedades sobre toda la in-
terseccion, excepto por una constante adicional. Los términos necesarios para modificar la
accion pueden obtenerse empleando la caja del Tic-Tac-Toe de la cohomologia de Céch: se
ubican inicialmente las cocadenas {Tp } y {Jap} y se procede en zig-zag, a la derecha y ha-
cia abajo, empleando los operadores d y 8, hasta obtener todos los términos que sean de la
forma CP (%, Qd-r ), en donde 0 < p < d y d es la dimensién del espacio-tiempo, como se
muestra en la Figura 1. A partir de la caja del Tic-Tac-Toe se encuentra que existe una am-
bigiiedad en la accién cldsica cuando se consideran intersecciones de (d +2) abiertos en % .
Dicha ambigiiedad viene dada por un cociclo localmente constante {C} € C*+!(%,Q0), el
cual define una clase de cohomologia en Hg*l (X,R). Desde el punto de vista cldsico, la am-
bigiiedad en la accién no presenta problemas, puesto que las ecuaciones de campo permane-
cen invariables. Sin embargo, dicha ambigiiedad en la accién conduce a una inconsistencia
en la teoria cudntica.

Consistencia Cudntica y Condiciones de Cuantizacion

Formulando la cuantizacién de la teoria en términos de integrales de camino de Feynman
se encuentra que la ambigiiedad en la accion cldsica introduce un factor de fase ambiguo
exp(iCapc...) sobre cada interseccién no vacia de (d +2) abiertos de la cubierta. Asi enton-
ces, exigiendo que la teorfa sea cudnticamente consistente se impone una condicién sobre
el cociclo {Capc... }: dicho cociclo debe ser un multiplo entero de 27 para que la integral de
camino de Feynman esté bien definida. Esto significa entonces que el grupo de cohomologia
Hg“ (X,Z) debe contener a los enteros para asi poder escoger apropiadamente a {Capc...}

Ahora bien, procediendo hacia arriba y a la izquierda en la caja del Tic-Tac-Toe a partir
de la O0-cocadena {7 }, puede construirse una (d + 1)-forma diferencial cerrada G definida
globalmente sobre X, la cual define un elemento de Hg;l (X), como se indica en la Figura
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1. Ademads, debido a que las teorias de cohomologia de Céch y de De Rham son isomorfas,
la informacién topoldgica contenida en el cociclo {C} es equivalente a la contenida en la
forma diferencial G. Mas especificamente, el flujo de G a través de una sub-variedad sin
frontera de dimensién d + 1, es decir, la integral de G sobre un ciclo (d + 1)-dimensional
§4+1 ests dado por la suma de los Capc... que pertenecen a una cubierta de la variedad:

[,.,6= X Cuc... ©)

ABC...

La condicion de consistencia cudntica de la teorfa impone la restriccién adicional de que
estos Capc... sean miltiplos enteros de 27 y, por lo tanto, concluimos que el flujo total de G
es igual a un multiplo entero de 27. Asi entonces, se obtiene una condicién de cuantizacién
para el flujo de G, lo que implica una condicién de cuantizacién para la “carga” asociada
con ese flujo.

La relacién entre la teoria cldsica y la teorfa cudntica puede comprenderse mejor mediante
el teorema del coeficiente universal (Spanier, 1966; Patrascu, 2014): Hg“ (X,R), el gru-
po de cohomologia de Céch real, se puede construir si se conoce Hgl+1 (X,Z), el grupo de
cohomologia de C&ch entero. Ahora bien, si este tltimo es un grupo de torsién, entonces
el primero se anula y no hay ambigiiedad en la accién cldsica. Mds precisamente, una am-
bigiiedad en el nivel d + 2 de intersecciones es la cofrontera de alguna d-cocadena y puede
asi ser absorbida en la redefinicion de los términos al nivel d + 1 de intersecciones. En este
caso, la teorfa cudntica serd igualmente trivial pues el flujo de G serd igual a cero. Cuando el
grupo de cohomologia entero Hg“ (X,Z) contenga a los enteros, el grupo de cohomologia
real Hg“ (X,R) contendrd a los reales y, si hay una ambigiiedad en la accién cldsica, habrd
automaticamente una condicién de cuantizacién del flujo en la teorfa cudntica. Puede verse
entonces que la teoria de cohomologia de Céch proporciona una estructura muy general y
poderosa para describir la cuantizacién de constantes de acoplamiento fisicas.

Cuantizacion Topologica de la Carga de un Monopolo Magnético

Dindmica de una Particula Cargada y un Monopolo Magnético

Consideremos el movimiento de una particula cargada en presencia del campo magnético
de un monopolo. El espacio-tiempo relevante en esta teoria es de dimensiond =1, M =R
(tiempo), y los campos cldsicos son las coordenadas de la particula sobre el espacio de
configuracién x* : M — X, con X = §%. La densidad Lagrangiana correspondiente a este
sistema estd dada por

L=+, )
donde
mdxg dx* 1 b
= — — + —F,, F*°
“b 2 dr a2t ®
e dx*

El primer término corresponde a las energias cinéticas de la particula y del campo elec-
tromagnético, mientras que el segundo término corresponde al acoplamiento del potencial
vectorial A, con la densidad de corriente de la particula, J¢ = (e/c)(dx?/dt).
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La contribucién del término Ly a la integral de accién viene dada por

15 %) %)
h:/LF: Frdt = | AJ%t (10)
131

I 3|

la cual puede escribirse en el espacio de configuracién S como

h:E/AMﬂ:f/A, (11)
CcJr cJr

donde I es la trayectoria de la particula en el espacio de configuracion. Ahora bien, debido

a que el potencial vectorial A, describe el campo magnético de un monopolo puntual, la 1-

forma diferencial A = A,dx“ no estd definida globalmente sobre S2, puesto que el potencial

vectorial alrededor de un monopolo magnético no puede escogerse globalmente sin singu-
laridades (Wu & Yang, 1976). Asi entonces, debe escogerse una buena cubierta % = {U, }
para s2 y definir sobre cada abierto U 4 una 1 -forma diferencial A 4 = A 4,dx“, de tal ma-

nera que en la interseccion de dos abiertos, Usp = Us N Up, las correspondientes 1-formas
satisfagan la condicién

Ay —Ap=dy,p, (12)

donde los Y45 se denominan funciones de transicién. Debido a la existencia de una 1-forma
Ay para cada abierto Uy, la integral de accion (11) no estard bien definida, presentandose
ambigiiedades cuando la trayectoria I" de la particula atraviese varios abiertos de la cu-
bierta para S2. Esta ambigiiedad no presenta problema en la teoria cldsica, puesto que solo
se introduce una constante adicional en la accidn y, por lo tanto, las ecuaciones de movi-
miento permanecen inalteradas. Sin embargo, al considerar la cuantizacién de la teoria, esta
ambigiiedad produce una inconsistencia que debe ser eliminada con el fin de obtener una
teorfa cudntica bien definida.

Cohomologia de Céch y Consistencia Cudntica de la Teoria

Desde el punto de vista de la cohomologia de Céch (Alvarez, 1985a, 1985b; Gonzalez,
2000; Matsuyama, 2008), la familia de potenciales electromagnéticos {A4} define una 0-
cocadena con valores en 1-formas, mientras que las funciones de transicién {ysp} definen

una 1-cocadena con valores en O-formas, las cuales estan relacionadas mediante la transfor-
macién de calibracién (12), que en términos del operador cofrontera § toma la forma

0{As} ={As—Ap} = {dyag} . (13)

De acuerdo con esta relacion se puede construir la correspondiente caja del Tic-Tac-Toe
utilizando los operadores d y § en zig-zag, obteniendose el resultado de la Figura 2.

Si se definen Fy y Cqpc como

Fy = dAa, (14)

{Cac} = o6{wap} ={vap+Vsc+Vca}, (15)
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Q° 0
Q? {dAs} 0
Qf {Aa} 0{A4} 0
QP {was} S{yus} 0
at
5— C? C! C? c?

Figura 2. Caja del Tic-Tac-Toe

se puede ver que los F4 son formas diferenciales cerradas y que {F4} es un O-cociclo.
Por esto dltimo, {F4 } puede extenderse globalmente para definir una 2-forma diferencial
cerrada sobre S2, la intensidad de campo electromagnético F = F,dx® A dx”. Igualmente
se observa en la caja del Tic-Tac-Toe que {Capc} define un 2-cociclo con valores en 0-
formas cerradas y por lo tanto, puesto que las 0-formas localmente cerradas corresponden a
constantes reales, {Capc} define un 2-cociclo C € C*(% ,R). Esta informacién se muestra
en la caja del Tic-Tac-Toe ampliada de la Figura 3.

Q3 0 0

Q? F {Fy} 0

Q! {Aa} {dviap} 0

Q° {wag} {Canc} 0

PES C 0
§— 0 C! ? c’

Figura 3. Caja del Tic-Tac-Toe ampliada

La principal conclusién que se extrae de la caja del Tic-Tac-Toe es la siguiente: a partir de
una coleccién de potenciales electromagnéticos {A4} y funciones de transicién {yup}, la
ley de transformacién de calibracién 0 {A4 } = {dyap} permite construir una cierta 2-forma
cerrada global F' y un 2-cociclo localmente constante C, de modo que F' es un representante
del segundo grupo de cohomologia de De Rham de 52, Hg R(SZ), y C es un representante del
segundo grupo de cohomologia de Céch de dicha variedad, Hé(SZ7 R). Ahora bien, pueden
destacarse los siguientes aspectos:

1. Debido al isomorfismo entre las clases de cohomologia de Céch y de De Rham, el
flujo magnético total a través de una superficie bidimensional cerrada, esto es, la
integral de F sobre S2, estd determinada por condiciones sobre las intersecciones
triples de S2.

2. La teoria cudntica impone una condicién adicional sobre el cociclo C: para que la
integral de camino de Feynman,

/el/hdx“(t) , (16)

esté bien definida, los C4pc no pueden ser niimeros reales arbitrarios, sino que deben
ser multiplos enteros de (27fic/e).

Lo anterior impone severas restricciones sobre las clases de cohomologia: puesto que los
enteros Z son un subconjunto de los reales R, pueden definirse objetos {nspc} como coca-
cadenas con valores enteros en lugar de cocadenas con valores reales. Claramente, el con-
junto de p-cocadenas con valores enteros, CP(%/,Z), es un subconjunto del conjunto de
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p-cocadenas con valores reales, C? (% ,R). Sin embargo, puesto que el lema de Poincare
para el operador J no se aplica a cocadenas con valores reales, tampoco se aplicard a co-
cadenas con valores enteros y, por lo tanto, las clases de cohomologia de CP(% ,Z) seran
no-triviales. Estas clases de cohomologia se denominan clases de cohomologia de Céch con
coeficientes enteros, y se denotan como HA(S%,Z).

La teorfa cudntica requiere que el cociclo {Capc} tome valores enteros, y la existencia de
tal cociclo estd determinada por el hecho de que la variedad S? admita cociclos enteros en
su segundo grupo de cohomologia de Céch. Esto es, que Z C Hg(Sz, Z), lo cual estd deter-

minado por la topologia de la variedad. Asf entonces, el flujo magnético estard cuantizado

si la variedad S? admite un segundo grupo de cohomologia con coeficientes e nteros que

contenga a los enteros. Ahora bien, dado que el segundo grupo de cohomologia de la esfera
es isomorfo a Z (Singer & Thorpe, 1976; Bott & Tu, 1982), entonces es posible escribir el
cociclo {Capc} como

{CAgc} = (27rhc/e){nABc} 17

y el flujo total de F a través de S estard cuantizado en términos de (27fic/e).

Condicion de Cuantizacion de Dirac

Con el fin de calcular el flujo total de F a través de S2, seleccionemos una cubierta
constituida por los seis hemisferios (Choquet-Bruhat et al., 1982)

Uy ={xes:x' <0} , Upy={xes:x' >0},
Us={xe§*:x* <0} , Up={xe8*:x* >0},
Us={xes*:x* <0} ) Us={xes?:x*>0},

de modo que cada triple interseccién no-vacia es difeomorfa a un disco abierto en R?. As{
entonces, el flujo total de F a través de S? vendré dado por

6
F= F . 18
- A; b, (18)

Sin embargo, la expresion anterior no es correcta, pues estamos contando varias veces las
contribuciones de las intersecciones. Para evitar este problema redefinimos los abiertos Uy
y sub-dividimos la variedad en regiones V4, como muestra la Figura 4 (arriba), y asi, puesto
que sobre cada Vy4 la 1-forma diferencial A4 estd bien definida, podemos usar el teorema de
Stokes para obtener

6 6

F= F— An, (19)
§? Agl Va Agl IVa

donde dV} es la frontera de la regién V4, la curva que une los vertices de V4. Asi, al calcular

las integrales sobre las fronteras de las seis regiones V4, después de agrupar términos, se
obtiene
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IR R

donde la suma se extiende a las doce aristas o bordes E4p de la sub-division, y los limites de
la integral (P;,P;) son los ocho vertices correspondientes: A,B,C,D,E,F,G y H, como se
muestra en la Figura 4 para el hemisferio frontal (centro) y el hemisferio posterior (abajo).

Vi

Ve

Vs

Eis
Eos
H E
En2 Va2 E26
A E2 D
En E
Vs
Vs
Ees
E s
F G
E 46 Va E4
c Ea4 B
E 36 E
Vs

Ve

Vi

Figura 4. Subdivisién de S mediante las regiones V4 (arriba), y visién esquemética de la
subdivisién de S?: hemisferio frontal (centro) y hemisferio posterior (abajo).

Utilizando las transformaciones de calibracion (13) y las definiciones (14) y (15) para eva-
luar las integrales en la expresion anterior, se obtiene que
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L F= Z/:d‘I’AB = Y [van(P) — was(P;)], @h

lo cual, después de reagrupar los términos de cada vertice, toma la forma
o F =Y [was(P) + Wsc(P) + wea(P,)] (22)
que, de acuerdo con (13), se expresa como
[,F= X Cue. (23)
§? Upsc

donde la sumatoria se extiende a los ocho intersecciones triples no-vacias Uspc = Us NUg N
Uc. Asi entonces, de acuerdo con la prescripcién (17), tenemos que

/ F = (2nhc/e) Z nABC (24)
/82 Uapc

y, por lo tanto, que la carga magnética g debe satisfacer la relacién

eg = (nhc) /2, (25)

donde n =Y napc, la cual es la conocida condicién de Dirac para la cuantizacidn de la carga
magnética (Dirac, 1931).

Monopolos Magnéticos en Teoria Cuantica de Campos

Identificacion del Lagrangiano topoldgico

Consideremos, como primera posibilidad, una particula bosénica cargada en interaccion
con el campo electromagnético de un monopolo. Suponiendo que el espacio-tiempo es una
variedad compacta M de dimensién d = 4, el campo de Klein-Gordon que describe dicha
particula es una aplicacién ¢ : M — X, donde ¥ es el espacio total de un haz lineal hermitico
sobre M. Esto es, ¥ es una variedad compacta de dimensién n = 6 localmente isomorfa al
producto M x C, y el potencial electromagnético esta dado por la 1-forma de conexién del
haz principal asociado (Daniel & Viallet, 1980; Choquet-Bruhat et al., 1982; Curtis &
Miller, 1985; Wells, 2008).

La densidad lagrangiana cldsica para este sistema estd dada por (Roman, 1969; Barut,
1980):

1 a % m2 * 1 ab 62 a * a
L = Eaa(P d ¢ _7¢¢ _ZFabF +EAaA ¢¢ —AyJ y (26)

donde J es la densidad de corriente de la particula, la cual viene dada por

1= 1(2°9)6° ~ 9(9°9°) @)
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y satisface la ecuacién de continuidad d,J* = 0. En el Lagrangiano (26), los cuatro primeros
términos constituyen el término bien definido %), el cual contiene términos cinéticos para
la particula y el campo, un término de masa para la particula y un término de interaccion. El
término topoldgico -Z7 del Lagrangiano (26) estd constituido por el acoplamiento entre el
potencial electromagnético y la densidad de corriente (Alvarez, 1985a, 1985b; Gonzalez,
2000).

Consideremos ahora el caso en el cual la particula en interaccidén con el campo magnético
del monopolo es un fermion. Supondremos de nuevo que el espacio-tiempo es una variedad
compacta M de dimensién d = 4. El campo de Dirac correspondiente a la particula es una
aplicacién y : M — X, donde X es el espacio total de un haz espinorial sobre M. Esto es, X
es una variedad compacta de dimensié6n n = 8 localmente isomorfa al producto M x C2.
Al igual que en el caso bosénico, el potencial electromagnético estd dado por la 1-forma de
conexi6én de un haz principal sobre M con grupo estructural U(1) (Daniel & Viallet,
1980; Choquet-Bruhat et al., 1982; Curtis & Miller, 1985; Wells, 2008).

La densidad lagrangiana cldsica que describe la dindmica de este sistema estd dada por
(Roman, 1969; Barut, 1980)

L= RAY I JEF AT (28)

donde J¢ es la densidad de corriente de la particula, dada por

JE=eprty, (29)

que, al igual que en el caso bosénico, satisface la ecuacién de continuidad d,J* = 0. Las y*
son las matrices de Dirac. Nuevamente, el Lagrangiano bien definido . esta dado por los
tres primeros términos de (28), los cuales son términos cinéticos para la particula y el campo
y un término de masa para la particula. El Lagrangiano topolégico -7 estd constituido, al
igual que en el caso anterior, por el acoplamiento A,J“ entre el potencial electromagnético
y la densidad de corriente de la particula.

Asfi entonces, en los dos casos considerados el término topoldgico del Lagrangiano, al igual
que en el sistema tratado en la seccién anterior, estd dado por el acoplamiento entre el po-
tencial electromagnético del campo del monopolo y la densidad de corriente de la particula
cargada. Sin embargo, debido a que el potencial electromagnético describe un monopolo, no
es posible definir globalmente un potencial no-singular A, sobre el espacio-tiempo M. Para
tener en cuenta el hecho de que el potencial electromagnético no estd definido globalmente,
seleccionamos una buena cubierta, Z = {Uy }, sobre M y definimos sobre cada abierto Uy
una 1-forma diferencial Ay = As,dx“, de modo que en cada interseccién no vacia Uy NUp
las 1-formas correspondientes estdn relacionadas mediante funciones de transicién Aap, a
través de una transformacién de calibracién de la forma

Ap—Ap = dAyp. (30)

Definiendo la 3-forma diferencial densidad de corriente como

J = JEapeqdx® A dx® Ndx?, (€1}

el término topoldgico del Lagrangiano estd dado por

Ly = Ag AJ = ApgJdx® Ndx! Ndx® Ndx, (32)
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el cual es el pull-back a M de una 4-forma diferencial Ty sobre X, de modo que el cambio
de L, al pasar de un abierto Uy a un abierto Up es

Ly —Lg = (Ap —Ap) NJ = (dAap) NJ. (33)

Ahora bien, debido a la ecuacién de continuidad d,J* = 0, 1a forma diferencial densidad de
corriente es cerrada, esto es, dJ = 0. Asi entonces, la ecuacidn (33) puede escribirse como

Ly —Lg =d(AagJ), (34)

lo cual es el pull-back a M de la ecuacién sobre ¥

Ty — T = dJss, (35)

donde J4p es una 3-forma diferencial sobre la variedad X.

Condiciones de cuantizacion

Expresando los resultados anteriores mediante el lenguaje de la cohomologia de Céch (Al-
varez, 1985a, 1985b; Gonzalez, 2000; Matsuyama, 2008), se pueden definir una O-coca-
dena con valores en 4-formas y una 1-cocadena con valores en 3-formas, {Ty} y {Jap}
respectivamente, las cuales estdn relacionadas mediante la tranformacién de calibraciéon

O{Ta} ={Th — Tp} = {dJas}, (36)

a partir de los cuales puede construirse la caja del Tic-Tac-Toe correspondiente mediante
los operadores d y &, para encontrar los términos necesarios para definir apropiadamente la
integral de accién, como muestra la Figura 5.

0

Q5 G {dT,} 0

o} {7} | {dJ)} 0

Q3 {‘]AB } 6 {JAB } 0

Qz {KABC} B{KABC} 0

Ql {LABCD } 5 {LABCD } 0

22;)\ {MABCI)E } S{MABCI)E } 0
5— co C! c? c ct o

Figura 5. Caja del Tic-Tac-Toe.

Observando la caja del Tic-Tac-Toe se puede apreciar que existe un 5-cociclo con valores en
0-formas cerradas, {Aapcper } = 8{Muapcpk}. el cual define un 5-cociclo A € C3(% ,R),
debido a que las O-formas localmente cerradas estin dadas por constantes reales. Esto sig-
nifica entonces que debe existir una ambigiiedad en la accién clésica cuando se considere
lo que sucede en las intersecciones séxtuples de abiertos de la cubierta %, Uppcper =
UsNUpNUcNUp NUE NUF. Ahora bien, dicha ambigiiedad en la accién cldsica produ-
cird una inconsistencia cudntica en la teoria al considerar la correspondiente integral de
camino de Feynman. Con el fin de evitar esta inconsistencia, debe seleccionarse el cociclo
Ae CS(% ,R) de tal manera que las constantes Aspcpgr sean multiplos enteros de 27, lo
cual exige que el grupo de cohomologa Hg (X,R) contenga a los enteros.
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Se observa igualmente en la caja del Tic-Tac-Toe que existe un 0-cociclo con valores en
5-formas cerradas, {Gs} = {dT,}, mediante el cual se define globalmente una 5-forma
diferencial cerrada G € Hj)p(X). De acuerdo con esto, debido a que G € Hjp(X) ~ H2(Z,R),
el “flujo” total de G a través de una sub-variedad cerrada 5-dimensional §°> C X debe estar
dado en términos de las constantes Aspcprr. Asi entonces, si la estructura topoldgica de
la variedad permite que el grupo de cohomologia Hg(Z,R) contenga a los enteros, puede
redefinirse el 5-cociclo {Aapcper } como

{AaBcper} = 27 {napcper}, 37

donde los ngpcper son niimeros enteros, de modo que la teoria sea cudnticamente consis-
tente y, ademas, se obtendra el resultado de que el “flujo” total de G e stard cuantizado: el
flujo de G serd igual a un multiplo entero de 27.

Teniendo en cuenta que la 4-forma diferencial 74 es, esencialmente, el producto del poten-
cial electromagntico A4 y la densidad de corriente J y, ademas, que dJ = 0, puede consi-
derarse que la 5-forma diferencial cerrada G = dT4 representa el producto de la intensidad
de campo electromagntico F' = dA4 con la densidad de corriente J. De acuerdo con esto,
el flujo total de G serd igual a una expresion en términos de la carga magnética g del
monopolo y la carga eléctrica e de la particula considerada, tal como en el caso de la
condicién de cuantizacidon de Dirac (Dirac, 1931). De acuerdo con lo anterior, la condicion
de cuantizacion para el flujo total de G implica automaticamente la existencia de una
condicion de cuantizacidon para una expresion que incluye la carga magnética g y la carga
eléctrica e, obteniéndose de esta manera una generalizacion del tratamiento de Dirac para
la cuantizacién de la carga de un monopolo magnético.

Cuantizacion Topolégica de la Constante de Newton en Teorias de
Supergravedad

Modelo sigma no-lineal supersimétrico acoplado a gravedad

Un modelo sigma no-lineal es una teorfa de interaccién de campos escalares en la cual di-
chos campos se interpretan como coordenadas de alguna variedad riemanniana. Este
modelo tiene una generalizacién supersimétrica y puede acoplarse a supergravedad (Bagger
& Witten, 1982; Witten & Bagger, 1982). Cuando se realiza el acoplamiento entre campos
escalares y supergravedad, realmente se obtiene automaticamente el modelo sigma no-
lineal. Es decir, se encuentran interacciones no polinomiales complicadas las cuales tienen
una interpretacion natural en el lenguaje del modelo sigma. Sin embargo, existen ciertas
sutilezas en el acoplamiento entre el modelo sigma no-lineal y supergravedad: cuando el
modelo sigma no-lineal, con base en una variedad compacta X, se acopla a supergravedad,
la constante de Newton deja de ser un parametro libre y debe ser un muiltiplo entero del
autoacoplamiento escalar (Witten & Bagger, 1982).

El modelo sigma no-lineal supersimétrico en 4 dimensiones tiene una interpreta-
cion natural en el lenguaje de la geometria de Kahler (Eguchi, et al, 1980; Bott &
Tu, 1982; Chern, 1995; Wells, 2008). Los campos escalares complejos ¢'(x) pueden
considerarse como las coordenadas de una variedad de Kihler X, ¢' : M — X, donde el
espacio-tiempo M es una variedad compacta de dimension d = 4. Una variedad compleja
de dimension n es una variedad riemanniana de dimension 2n cuyas coordenadas reales
se pueden ver como 7 coordenadas complejas ¢ junto con sus # complejas conjugadas ¢*.
Una variedad hermitica es una variedad compleja cuyo elemento de linea toma la forma
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ds* = gipd'de™, (38)
donde g; j« es una matriz hermitica, de modo que ds? es real. Sobre cualquier variedad her-

mitica puede definirse la 2-forma fundamental Q como (Eguchi et al., 1980; Bagger &
Witten, 1982; Chern, 1995; Wells, 2008)

i . i
Q= Eg,'j*d(])l/\d(]) I (39)

Una variedad de Kihler es una variedad hermitica en la cual la 2-forma fundamental es
cerrada, dQ = 0.

En términos de las coordenadas ¢’ y ¢*/ la condicién dQ = 0 se expresa como

agij* agkj* _
8(])/‘ - 8¢’ - 07 (40)
dgij gk
a(P*k - a¢*j =0. (41)

De acuerdo con esto, localmente la métrica de Kihler g;;« puede escribirse como la segunda
derivada de un potencial de Kihler K (¢, ¢*/),

I’K(¢',9*)
gl} a(Pla(P*] ( )
Sin embargo, esta ecuacién no determina completamente al potencial K, puesto que la
métrica g;;+ es invariante bajo cambios del potencial de Kéhler de la forma (Witten &
Bagger, 1982; Bagger & Witten, 1982)

K(9',0%) = K(¢', 0™ )+ F(¢") +F*(¢*), (43)

donde F(¢') es una funcién analitica de las coordenadas. Atin mas, es esencial tener en
cuenta que, en general, K solo estd definido localmente en abiertos de X.

Para construir un modelo supersimétrico se introducen supercampos quirales ®(x, ®), co-
rrespondientes a las coordenadas ¢’, en términos de los cuales, cuando se realiza el acopla-
miento con supergravedad, la densidad lagrangiana toma la forma

& = 73/exp {;K(CD,CD*)} Ed*0d*0, (44)

donde E es el superdeterminante del vielbein del superespacio (Witten & Bagger, 1982;
West, 1990; Wess & Bagger, 1992). Expandiendo en componentes el supercampo P,
puede encontrarse la expresion ordinaria en componentes de la densidad lagrangianan .,
después de realizar las integrales en las variables ® del superespacio, obteniéndose la
expresion (Witten & Bagger, 1982; Bagger & Witten, 1982)
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* 1 abc vis j
R L R R A AR A I

vis A ¢ v j [ oabc 7 :
+eX'8ij 0ud ]Yuyb‘l’b“"ggij*x [+ 95 )vax (€D Wy e — Weys Y ye]

e —i i = i
*E[gij*gkz* — 2Rijeia | X+ 1) Ya 2 2L+ %5172 (45)
9gi 98ij: k| 5i i
5| S a0t - SEka,0] 2+ )
1[0dK dK ok | [ gabe i j
~3 {Waw Fre 9 k] [ P Ye Wa — 2e8i X (1+}’5)9’0XJ] ;

donde , es el campo de Rarita-Schwinger, ¥’ son los compafieros supersimétricos de los
campos escalares ¢, R; k1= €s el tensor de curvatura sobre la variedad X, e es el determi-
nante del vierbein del espacio-tiempo M, A es una constante de acoplamiento, &, son los
operadores de derivada covariante y las ¥, son las matrices de Dirac.

Cohomologia de Céch del Modelo

La densidad lagrangiana (45) puede considerarse como constituida por dos términos: un
término %), que incluye los términos cinéticos en los campos @', x' y W, y términos de
interaccion, el cual estd definido globalmente sobre la variedad X, y un término topoldgico

r correspondiente al dltimo renglon de (45). El término topoldgico £ puede interpretar-
se como el producto de la 1-forma de conexién @ = w,dx*, con

o, = ¢, dud’ — ¢*, dut™ (46)
y la 3-forma densidad de corriente

J = JEapeqdx® Ndx® Ndx?, 47)

donde

i _ i /
I =3 (e ey, — 2egip X (1+5)7' 2] “48)

la cual satisface la ecuacién de continuidad d,J¢ = 0, de modo que dJ = 0.

Debido a que el potencial de Kéhler K(¢,¢*) no estd definido globalmente, debe escogerse
una buena cubierta % = {U, } sobre ¥ y definirse sobre cada abierto U, un potencial de
Kihler K4, y sobre cada interseccidon Uyp una funcién analitica Fyp, de tal manera que

Ky —Kp = Fap+Fj3, (49)

lo que significa que las 1-formas de conexién @y y @p estan relacionadas a través de la
transformacion de calibracion
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wA—wB:d(FAB—F:B) =dAyp. 50)

Asi entonces, el término topoldgico del Lagrangiano puede escribirse como

La = @A ANJ = 04 0°dx° Adx' Adx® Ndx3, 51

el cual es el pull-back a M de una 4-forma diferencial Ty sobre X, de modo que el cambio
de L4 al pasar de un abierto Uy a un abierto Up es

Ly —Lpg =d(AagJ), (52)

que es el pull-back a M de la ecuacion sobre X

Ty —Tp = dJsp, (53)

donde J4p es una 3-forma diferencial definida sobre las intersecciones Usp de la cubierta
para la variedad X.

En términos de la teoria de cohomologia de Céch (Alvarez, 1985a, 1985b; Gonzalez, 2000;
Matsuyama, 2008), los resultados anteriores permiten definir una O-cocadena con valores
en 4-formas, {T4 }, y una 1-cocadena con valores en 3-formas, {J4p}, relacionadas mediante
una transformacién de calibracién de la forma

O{Ta} ={Th — Tp} = {dJas}, (54)

las cuales permiten construir la caja del Tic-Tac-Toe necesaria para encontrar los términos
apropiados para definir la integral de accién de manera consistente, tal como muestra la
Figura 6. Al obervar la caja del Tic-Tac-Toe de la Figura 6 se pueden extraer las siguientes
conclusiones: existen un 5-cociclo localmente constante {Asgcper | y una 5-forma cerrada
G definida globalmente sobre ¥. Asi mismo, la integral de G a través de una sub-variedad
cerrada 5-dimensional S° € ¥ estd dada en términos de las constantes Aupcpier.

0

QG {dT,} 0

Q! {7} | {d)y} 0

93 {‘]AB} 6{JAB} 0

% {Kisct | 6{Kyc} 0

Ql {LABCD} S{LAB(‘D} 0

QO {MABCDE} 5{‘]WABCDE} 0
dt A

5— c c! c? c? ct c’

Figura 6. Caja del Tic-Tac-Toe.

El cociclo A conduce a una ambigiiedad en la accién cldsica cuando se consideran inter-
secciones séxtuples de la cubierta para X, lo cual conduciria a una inconsistencia en la
correspondiente integral de camino de Feynman en la teoria cudntica. Para poder eliminar
dicha inconsistencia las constantes Aypcpgr deben ser miltiplos enteros de 27, lo cual tiene
como consecuencia que la integral de G a través de S° resulta ser igual a un multiplo entero
de 27. Ahora bien, sobre una variedad de Kéhler general no siempre es posible escoger
las constantes Aqpcper como nimeros enteros: esto solo puede hacerse si la variedad X es
una variedad de Kéhler del tipo restringido o variedad de Hodge. Esto es, una variedad de
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Kéhler sobre la cual es posible definir un haz lineal complejo cuya primera forma de Chern
es proporcional a la forma de Kéhler Q de la variedad (Eguchi et al., 1980; Bott & Tu,
1982; Witten & Bagger, 1982; Chern, 1995; Wells, 2008).

Condicion de Cuantizacion para la Constante de Newton Gy.

Es importante ahora anotar que, en supergravedad, la derivada covariante de los campos x’
estd dada por

Dax' = 0’ + 5 Wane0" X' + 300’ 1" + a5, (55)

donde W, es la conexion de spin, la cual es funcion del vierbein e, y del gravitino y,,
y @, es la conexion (46). De acuerdo con esta forma de la derivada covariente, el Lagran-
giano (45) es invariante bajo las transformaciones de Kahler (49) solo si estas transforma-
ciones estin acompaiiadas por rotaciones quirales de los campos fermionicos ' de la forma
(Witten & Bagger, 1982)

. A )
X =exp { - } X (56)

De acuerdo con esta ecuacién, los campos ' son secciones de un haz lineal complejo &
sobre X cuyas funciones de transicién estdn dadas por los elementos exp{Aap/4} del grupo
U(1). Ademds, la derivada covariante (55) implica que la 1-forma de conexién del haz &
estd dada por la conexién @ y que la correspondiente 2-forma de curvatura estd dada por la
forma de Kihler, Q = dw.

Ahora bien, la primera forma de Chern de cualquier haz lineal es proporcional a la
curvatura Q (Choquet-Bruhat et al., 1982; Chern, 1995; Wells, 2008). Por lo tanto, la
primera forma de Chern de nuestro haz lineal es realmente la forma de Kihler y asi la
variedad X es una variedad de Hodge. Puesto que X es una variedad de Hodge, es posible
escoger las constantes A4pcper como nimeros enteros de modo que la integral de G através
de $° sea un muiltiplo entero de 27. Sin embargo, la ley de transformacién (56) para los
campos xi impone la condicién adicional de que las constantes Aspcpgr sean nimeros
enteros pares con el fin de que el Lagrangiano esté definido sobre toda la variedad de Kahler
Y. Asi entonces, llegamos a la conclusion de que, si X es una variedad de Hodge, la integral
de G a través de S° es un muiltiplo entero par de 27.

Con el fin de ver como el resultado anterior conduce a la cuantizacidon de la constante de
Newton, consideremos la parte bosénica del Lagrangiano (45). Esto es,

R ) )
Ppos = —eA? 5 +8ij0a9'0"9" | . (57)

Ahora bien, la condicién de cuantizacion para la integral de G conduce, después de integrar
por partes, a que la integral de la 2-forma de curvatura Q sobre un ciclo 2-dimensional S2
es un miiltiplo entero par de alguna expresién proporcional a la corriente J¢ evaluada en S?
y, por lo tanto, que la métrica g;;+ sobre X puede escribirse como

8ijx = ngij, (58)

donde 7 es un entero par y g;;+ es la expresién para la métrica en un modelo sigma conven-
cional no supersimétrico.
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Asi entonces, la parte bosénica del Lagrangiano toma la forma

R 4 )
Lpos = —eA? {2 +n§ij*9a¢laa¢*’} ; (59

mientras que la forma convencional del Lagrangiano del modelo sigma acoplado a gravedad
estd dada por (Witten & Bagger, 1982)

Zeon = — 2809 09" 60
CON e|:8nGN +f 8ij @' 0 :|7 (60)
donde Gy es la constante de Newton de la gravitacién universal y f es la constante de auto-
acoplamiento de los campos escalares. Comparando (59) y (60) puede verse que Gy y f

estdn relacionados por

n
Gnf? = i (61)

donde 7 es un entero par, lo que implica que la constante de Newton debe estar cuantizada en
términos del auto-acoplamiento escalar. Como podemos ver, la condicién de cuantizacién
para la constante de Newton es exactamente de la misma naturaleza que la condicién de
Dirac para la cuantizacién de la carga magnética de un monopolo (Dirac, 1931).

Conclusiones

Se ha presentado en este trabajo un método muy general, basado en la teoria de cohomologia
de Céch, mediante el cual pueden obtenerse condiciones topologicas de cuantizacion.
De acuerdo con los trabajos de O. Alvarez (Alvarez, 1985a, 1985b; Gonzalez, 2000;
Matsuyama, 2008), se mostré que este método surge de considerar la relacion que existe
entre la formulacion Lagrangiana para una teoria de campos y la teoria de cohomologia de
Céch. Como una ilustracion de este método se analizardn las condiciones de cuantizacion
para la carga magnética y para la constante gravitacional de Newton.

Es importante destacar que los argumentos basados en teorias de cohomologia son mas
generales, pueden aplicarse en mayor numero de situaciones, que los argumentos basados
en teorias de homotopia (Grady & Sati, 2021). En general, los argumentos homotoépicos se
basan en considerar el grupo de homotopia I, (X) de la variedad X (Witten, 1983; Jackiw,
1985): si Iz41(X) contiene a los enteros, entonces es posible construir un argumento de
cuantizacion. Sin embargo, para hacer esto es necesario asumir ciertas propiedades para la
variedad X. Consideremos, por ejemplo, el caso del monopolo magnético. Si se supone que
el espacio de configuracion X es el toro 2-dimensional 72 en lugar de la esfera $?, se tendria
que I1,(T?) = Z® Z., mientras que [15(T %) = 0. Asi entonces, los argumentos homotdpicos
no podrian aplicarse en este caso y no se podria concluir nada acerca de la cuantizacion de
la carga magnética. Por otro lado, Hg(T 2,Z) = 7 y asi se puede entonces concluir que el
flujo magnético debe estar cuantizado.

De acuerdo con lo anterior, se pueden destacar los siguientes hechos:

1. En una teoria de campos en un espacio-tiempo de dimensién d existird una am-
bigiiedad en la accién cldsica cuando se considere lo que sucede en las intersecciones
de d 42 abiertos de una cubierta apropiada para la variedad X.

2. Si se exige que la teoria obtenida sea cudnticamente consistente, el término que pro-
duce la ambigiiedad en la accién debe ser un multiplo entero de 27.
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3. Sélo es posible escoger constantes enteras para el término ambiguo en la accién cuan-
do el grupo de cohomologia Hg“ (X,Z) contiene a los enteros.

4. Cuando el grupo de cohomologia Hg“ (X,Z) contiene a los enteros, se obtiene una
condicién de cuantizacién para el flujo de una (d + 1)-forma diferencial, en términos
de las constantes enteras de dicho grupo.

5. La informacién contenida en el grupo de homotopia IT;;(X) no siempre es dtil para
obtener argumentos de cuantizacion, a diferencia de lo que sucede con la informacién
contenida en el grupo de cohomologia Hg“ (%,2).

Los anteriores hechos permiten afirmar que el método mds general para obtener condiciones
de cuantizacién debe estar basado en argumentos originados en teorias de cohomologia.

Puede verse que el formalismo desarrollado constituye un método muy general para obte-
ner condiciones de cuantizacién, no solo para los ejemplos tratados, sino también para otros
sistemas, entre los cuales podemos citar las condiciones de cuantizacién para la constante
de acoplamiento para el lagrangiano de Wess y Zumino (Wess & Zumino, 1971; Witten,
1983; Nappi & Witten, 1993; Gaiotto et al., 2021; Fiorenza et al., 2021), para el término
de masa en teorias de Yang-Mills en tres dimensiones (Deser et al., 1982a; Deser et al.,
1982b), para el término topoldgico en modelos sigma sobre variedades de Calabi-Yau (Li &
Li, 2016) y sobre espacios homogéneos (Davighi & Gripaios, 2018), la cuantizacién del
flujo en campos didnicos (Flores-Alfonso & Quevedo, 2017, 2019) y en teoria F
(Collinucci & Savelli, 2012a, 2012b), la cuantizacién de los coeficientes de anomalia en
supergravedad 6-dimensional .4#'= (1,0) (Monnier et al., 2018), asi como también en otras
situaciones similares.
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