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Material suplementario 1 
 

Número reproductivo básico 

Vector  IF 

dIh1[Ih1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2]:=q11 *Bh1*Sh1*Im1  *θ1 + q12*Bh2*Sh1*Im2*θ2; 

dIm1[Ih1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2]:=  Bm1*P11 *Ih1*(1-Im1) + Bm1*P21*Ih2*(1-Im1); 

dIh2[Ih1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2]:=q22 *Bh2*Sh2*Im2  *θ2 + q21*Bh1*Sh2*Im1*θ1; 

dIm2[Ih1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2]:=Bm2*P22 *Ih2*(1-Im2) + Bm2*P12*Ih1*(1-Im2); 

dSh1[Ih1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2]:= 0; 

dSh2[Ih1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2]:= 0; 

 

𝑓 =

(

 
 
 

dIh1[Ih1_, Im1_, Ih2_, Im2_]
dIm1[Ih1_, Im1_, Ih2_, Im2_]
dIh2[Ih1_, Im1_, Ih2_, Im2_]
dIm2[Ih1_,mI1_, Ih2_, Im2_]

dSh1[Ih1_, Im1_, Ih2_, Im2_, Sh1_, Sh2_]
dSh2[Ih1_, Im1_, Ih2_, Im2_, Sh1_, Sh2_])

 
 
 

 

 

Matriz jacobiana F 

F1={{D[dIh1[Ih1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2],Ih1], 

D[dIh1[Ih1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2],Im1], 

D[dIh1[Ih1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2],Ih2], 

D[dIh1[Ih1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2],Im2]}, 

{D[dIm1[Ih1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2],Ih1], 

D[dIm1[Ih1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2],Im1], 

D[dIm1[Ih1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2],Ih2], 

D[dIm1[Ih1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2],Im2]}, 

{D[dIh2[Ih1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2],Ih1], 
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D[dIh2[Ih1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2],Im1], 

D[dIh2[Ih1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2],Ih2], 

D[dIh2[Ih1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2],Im2]}, 

{D[dIm2[Ih1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2],Ih1], 

D[dIm2[Ih1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2],Im1], 

D[dIm2[Ih1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2],Ih2], 

D[dIm2[Ih1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2],Im2]}}; 

 

MatrixForm[F1] 

(

0 Bh1q11Sh1θ1 0 Bh2q12Sh1θ2

Bm1(1 − Im1)P11 −Bm1Ih1P11 − Bm1Ih2P21 Bm1(1 − Im1)P21 0
0 Bh1q21Sh2θ1 0 Bh2q22Sh2θ2

Bm2(1 − Im2)P12 0 Bm2(1 − Im2)P22 −Bm2Ih1P12 − Bm2Ih2P22

) 

 

F={{            0                   ,Bh1 *q11 *θ1,                   0                ,Bh2 *q12*θ2 }, 

      {    Bm1 * P11          ,             0              ,         Bm1 *P21        ,             0             }, 

     {             0                   ,Bh1 *q21 *θ1 ,                  0                ,Bh2 *q22 *θ2}, 

     {      Bm2*P12          ,             0               ,         Bm2 *P22        ,             0             }   }; 

 

MatrixForm[𝐹]  

(

0 Bh1q11θ1 0 Bh2q12θ2
Bm1P11 0 Bm1P21 0

0 Bh1q21θ1 0 Bh2q22θ2
Bm2P12 0 Bm2P22 0

) 

 

 

G={{            0                   ,k1 *q11 ,                   0                ,k2 *q12}, 

      {    Bm1 * P11          ,             0              ,         Bm1 *P21        ,             0             }, 

     {             0                   ,k1 *q21  ,                  0                ,k2 *q22 }, 



 

5 
 

     {      Bm2*P12          ,             0               ,         Bm2 *P22        ,             0             }   }; 

 

MatrixForm[G] 

(

0 k1q11 0 k2q12
Bm1P11 0 Bm1P21 0

0 k1q21 0 k2q22
Bm2P12 0 Bm2P22 0

) 

 

Vector V 

dih1[ih1,im1,ih2,im2,sh1,sh2]:= μ*ih1 + γ*ih1; 

dim1[ih1,im1,ih2,im2,sh1,sh2]:=  δ*im1; 

dih2[ih1,im1,ih2,im2,sh1,sh2]:= μ*ih2 + γ*ih2; 

dim2[ih1,im1,ih2,im2,sh1,sh2]:=  δ*im2; 

 

Matriz jacobiana V 

𝑆 = {{𝐷[dih1[ih1, im1, ih2, im2, sh1, sh2], ih1], 

𝐷[dih1[ih1, im1, ih2, im2, sh1, sh2], im1], 

𝐷[dih1[ih1, im1, ih2, im2, sh1, sh2], ih2], 

𝐷[dih1[ih1, im1, ih2, im2, sh1, sh2], im2]}, 

{𝐷[dim1[ih1, im1, ih2, im2, sh1, sh2], ih1], 

𝐷[dim1[ih1, im1, ih2, im2, sh1, sh2], im1], 

𝐷[dim1[ih1, im1, ih2, im2, sh1, sh2], ih2], 

𝐷[dim1[ih1, im1, ih2, im2, sh1, sh2], im2]}, 

{𝐷[dih2[ih1, im1, ih2, im2, sh1, sh2], ih1], 

𝐷[dih2[ih1, im1, ih2, im2, sh1, sh2], im1], 

𝐷[dih2[ih1, im1, ih2, im2, sh1, sh2], ih2], 

𝐷[dih2[ih1, im1, ih2, im2, sh1, sh2], im2]}, 



 

6 
 

{𝐷[dim2[ih1, im1, ih2, im2, sh1, sh2], ih1], 

𝐷[dim2[ih1, im1, ih2, im2, sh1, sh2], im1], 

𝐷[dim2[ih1, im1, ih2, im2, sh1, sh2], ih2], 

𝐷[dim2[ih1, im1, ih2, im2, sh1, sh2], im2]}}; 

MatrixForm[𝑆] 

(

𝛾 + 𝜇 0 0 0
0 𝛿 0 0
0 0 𝛾 + 𝜇 0
0 0 0 𝛿

) 

 

𝑉 = {{𝛼, 0,0,0}, {0, 𝑑, 0,0}, {0,0, 𝛼, 0}, {0,0,0, 𝑑}} 

 

Inversa de V 

𝐵 = Inverse[𝑉] 

 

Producto entre FV^-1 

H=G.B 

{{0,(k1 q11)/δ,0,(k2 q12)/δ},{(Bm1 P11)/α,0,(Bm1 P21)/α,0},{0,(k1 q21)/δ,0,(k2 q22)/δ},{(Bm2 

P12)/α,0,(Bm2 P22)/α,0}} 

MatrixForm[𝐻] 

(

 
 
 
 
 
 

0
k1q11

𝛿
0

k2q12

𝛿
Bm1P11

𝛼
0

Bm1P21

𝛼
0

0
k1q21

𝛿
0

k2q22

𝛿
Bm2P12

𝛼
0

Bm2P22

𝛼
0 )
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𝐽 = Eigenvalues[𝐻] 

 

{−
1

√2𝛼𝛿
(√(Bm1k1P11q11𝛼𝛿 + Bm2k2P12q12𝛼𝛿 + Bm1k1P21q21𝛼𝛿 + Bm2k2P22q22𝛼𝛿

− √((−Bm1k1P11q11𝛼𝛿 − Bm2k2P12q12𝛼𝛿 − Bm1k1P21q21𝛼𝛿

− Bm2k2P22q22𝛼𝛿)2 − 4(Bm1Bm2k1k2P12P21q12q21𝛼2𝛿2

− Bm1Bm2k1k2P11P22q12q21𝛼2𝛿2 − Bm1Bm2k1k2P12P21q11q22𝛼2𝛿2

+ Bm1Bm2k1k2P11P22q11q22𝛼2𝛿2)))),
1

√2𝛼𝛿
(√(Bm1k1P11q11𝛼𝛿

+ Bm2k2P12q12𝛼𝛿 + Bm1k1P21q21𝛼𝛿 + Bm2k2P22q22𝛼𝛿

− √((−Bm1k1P11q11𝛼𝛿 − Bm2k2P12q12𝛼𝛿 − Bm1k1P21q21𝛼𝛿

− Bm2k2P22q22𝛼𝛿)2 − 4(Bm1Bm2k1k2P12P21q12q21𝛼2𝛿2

− Bm1Bm2k1k2P11P22q12q21𝛼2𝛿2 − Bm1Bm2k1k2P12P21q11q22𝛼2𝛿2

+ Bm1Bm2k1k2P11P22q11q22𝛼2𝛿2)))),−
1

√2𝛼𝛿
(√(Bm1k1P11q11𝛼𝛿

+ Bm2k2P12q12𝛼𝛿 + Bm1k1P21q21𝛼𝛿 + Bm2k2P22q22𝛼𝛿

+ √((−Bm1k1P11q11𝛼𝛿 − Bm2k2P12q12𝛼𝛿 − Bm1k1P21q21𝛼𝛿

− Bm2k2P22q22𝛼𝛿)2 − 4(Bm1Bm2k1k2P12P21q12q21𝛼2𝛿2

− Bm1Bm2k1k2P11P22q12q21𝛼2𝛿2 − Bm1Bm2k1k2P12P21q11q22𝛼2𝛿2

+ Bm1Bm2k1k2P11P22q11q22𝛼2𝛿2)))),
1

√2𝛼𝛿
(√(Bm1k1P11q11𝛼𝛿

+ Bm2k2P12q12𝛼𝛿 + Bm1k1P21q21𝛼𝛿 + Bm2k2P22q22𝛼𝛿

+ √((−Bm1k1P11q11𝛼𝛿 − Bm2k2P12q12𝛼𝛿 − Bm1k1P21q21𝛼𝛿

− Bm2k2P22q22𝛼𝛿)2 − 4(Bm1Bm2k1k2P12P21q12q21𝛼2𝛿2

− Bm1Bm2k1k2P11P22q12q21𝛼2𝛿2 − Bm1Bm2k1k2P12P21q11q22𝛼2𝛿2

+ Bm1Bm2k1k2P11P22q11q22𝛼2𝛿2))))} 

 



 

8 
 

η1:= Bm1 ∗ k1 ∗ P11 ∗ q11 ∗ 𝛼 ∗ 𝛿; 

η2:= Bm2 ∗ k2 ∗ P12 ∗ q12 ∗ 𝛼 ∗ 𝛿; 

η3:= Bm1 ∗ k1 ∗ P21 ∗ q21 ∗ 𝛼 ∗ 𝛿; 

η4:= Bm2 ∗ k2 ∗ P22 ∗ q22 ∗ 𝛼 ∗ 𝛿; 

η5:=
1

√2 ∗ 𝛼 ∗ 𝛿
; 

 

𝜆1:= −η5(√(η1 + η2 + η3 + η4 − √((−η1 − η2 − η3 − η4)
2 − 4((q12 ∗ q21 − q11

∗ q22)(
η2 ∗ η3

q12 ∗ q21
−

η1 ∗ η4

q11 ∗ q22
))))); 

 

𝜆2:= η5(√(η1 + η2 + η3 + η4 − √((−η1 − η2 − η3 − η4)
2 − 4((q12 ∗ q21 − q11

∗ q22)(
η2 ∗ η3

q12 ∗ q21
−

η1 ∗ η4

q11 ∗ q22
))))); 

 

𝜆3:= −η5(√(η1 + η2 + η3 + η4 + √((−η1 − η2 − η3 − η4)
2 − 4((q12 ∗ q21 − q11

∗ q22)(
η2 ∗ η3

q12 ∗ q21
−

η1 ∗ η4

q11 ∗ q22
))))); 

 

𝜆4:= η5(√(η1 + η2 + η3 + η4 + √((−η1 − η2 − η3 − η4)
2 − 4((q12 ∗ q21 − q11

∗ q22)(
η2 ∗ η3

q12 ∗ q21
−

η1 ∗ η4

q11 ∗ q22
))))); 
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Análisis de sensibilidad a los parámetros 

 

ℛ0[Bh1_, Bh2_, Bm1_, Bm2_, γ_, μ_, δ_, q11_, q12_, q22_, q21_]:

=
1

√2 ∗ (𝜇 + 𝛾) ∗ 𝛿
√(Bh1 ∗ Bm1 ∗

Nm1

q11 ∗ Nh1 + q21 ∗ Nh2
∗ (

q11 ∗ Nh1 ∗ q11

q11 ∗ Nh1 + q21 ∗ Nh2

+
q21 ∗ Nh2 ∗ q21

q11 ∗ Nh1 + q21 ∗ Nh2
) + Bh2 ∗ Bm2 ∗

Nm2

q12 ∗ Nh1 + q22 ∗ Nh2

∗ (
q12 ∗ Nh1 ∗ q12

q22 ∗ Nh2 + q12 ∗ Nh1
+

q22 ∗ Nh2 ∗ q22

q22 ∗ Nh2 + q12 ∗ Nh1
)

+ √((Bh1 ∗ Bm1 ∗
Nm1

q11 ∗ Nh1 + q21 ∗ Nh2
∗ (

q11 ∗ Nh1 ∗ q11

q11 ∗ Nh1 + q21 ∗ Nh2

+
q21 ∗ Nh2 ∗ q21

q11 ∗ Nh1 + q21 ∗ Nh2
) + Bh2 ∗ Bm2 ∗

Nm2

q12 ∗ Nh1 + q22 ∗ Nh2

∗ (
q12 ∗ Nh1 ∗ q12

q22 ∗ Nh2 + q12 ∗ Nh1
+

q22 ∗ Nh2 ∗ q22

q22 ∗ Nh2 + q12 ∗ Nh1
))2 − 4(Bh1 ∗ Bm1

∗
Nm1

q11 ∗ Nh1 + q21 ∗ Nh2
∗ Bh2 ∗ Bm2 ∗

Nm2

q12 ∗ Nh1 + q22 ∗ Nh2
)(q11 ∗ q22 + q12

∗ q21) ∗ (
q11 ∗ Nh1

q11 ∗ Nh1 + q21 ∗ Nh2
∗

q22 ∗ Nh2

q22 ∗ Nh2 + q12 ∗ Nh1

−
q12 ∗ Nh1

q22 ∗ Nh2 + q12 ∗ Nh1
∗

q21 ∗ Nh2

q11 ∗ Nh1 + q21 ∗ Nh2q
))); 

 

Derivada respecto a Bh1 

 

D[ℛ0[Bh1,Bh2,Bm1,Bm2,γ,μ,δ,q11,q12,q22,q21],Bh1] 

((Bm1 Nm1 ((Nh1 q112)/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Nh2 q212)/(Nh1 q11+Nh2 q21)))/(Nh1 q11+Nh2 

q21)+(-((4 Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 q21+q11 q22) (-((Nh1 Nh2 q12 q21)/((Nh1 q11+Nh2q 

q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+(Nh1 Nh2 q11 q22)/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 

q22))))/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+(1/(Nh1 q11+Nh2 q21))2 Bm1 Nm1 ((Nh1 
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q112)/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Nh2 q212)/(Nh1 q11+Nh2 q21)) ((Bh1 Bm1 Nm1 ((Nh1 q112)/(Nh1 

q11+Nh2 q21)+(Nh2 q212)/(Nh1 q11+Nh2 q21)))/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 

q122)/(Nh1 q12+Nh2 q22)+(Nh2 q222)/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(2 \[Sqrt](-((4 

Bh1 Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 q21+q11 q22) (-((Nh1 Nh2 q12 q21)/((Nh1 q11+Nh2q q21) 

(Nh1 q12+Nh2 q22)))+(Nh1 Nh2 q11 q22)/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 q22))))/((Nh1 

q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+((Bh1 Bm1 Nm1 ((Nh1 q11^2)/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Nh2 

q21^2)/(Nh1 q11+Nh2 q21)))/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q12^2)/(Nh1 q12+Nh2 

q22)+(Nh2 q22^2)/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 q12+Nh2 q22))2)))/(2  \[Sqrt]((Bh1 Bm1 Nm1 

((Nh1 q112)/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Nh2 q212)/(Nh1 q11+Nh2 q21)))/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Bh2 

Bm2 Nm2 ((Nh1 q122)/(Nh1 q12+Nh2 q22)+(Nh2 q222)/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 q12+Nh2 

q22)+\[Sqrt](-((4 Bh1 Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 q21+q11 q22) (-((Nh1 Nh2 q12 q21)/((Nh1 

q11+Nh2q q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+(Nh1 Nh2 q11 q22)/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 

q22))))/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+((Bh1 Bm1 Nm1 ((Nh1 q11^2)/(Nh1 

q11+Nh2 q21)+(Nh2 q21^2)/(Nh1 q11+Nh2 q21)))/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 

q12^2)/(Nh1 q12+Nh2 q22)+(Nh2 q22^2)/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 q12+Nh2 q22))2)) 

) 

 

 

Derivada respecto a Bh2 

 

D[ℛ0[Bh1,Bh2,Bm1,Bm2,γ,μ,δ,q11,q12,q22,q21],Bh2] 

((Bm2 Nm2 ((Nh1 q122)/(Nh1 q12+Nh2 q22)+(Nh2 q222)/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 q12+Nh2 

q22)+(-((4 Bh1 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 q21+q11 q22) (-((Nh1 Nh2 q12 q21)/((Nh1 q11+Nh2q 

q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+(Nh1 Nh2 q11 q22)/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 

q22))))/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+(2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q122)/(Nh1 q12+Nh2 
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q22)+(Nh2 q222)/(Nh1 q12+Nh2 q22)) ((Bh1 Bm1 Nm1 ((Nh1 q112)/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Nh2 

q212)/(Nh1 q11+Nh2 q21)))/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q122)/(Nh1 q12+Nh2 

q22)+(Nh2 q222)/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 q12+Nh2 q22))/(2 \[Sqrt](-((4 

Bh1 Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 q21+q11 q22) (-((Nh1 Nh2 q12 q21)/((Nh1 q11+Nh2q q21) 

(Nh1 q12+Nh2 q22)))+(Nh1 Nh2 q11 q22)/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 q22))))/((Nh1 

q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+((Bh1 Bm1 Nm1 ((Nh1 q11^2)/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Nh2 

q21^2)/(Nh1 q11+Nh2 q21)))/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q12^2)/(Nh1 q12+Nh2 

q22)+(Nh2 q22^2)/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 q12+Nh2 q22))2)))/(2  \[Sqrt]((Bh1 Bm1 Nm1 

((Nh1 q112)/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Nh2 q212)/(Nh1 q11+Nh2 q21)))/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Bh2 

Bm2 Nm2 ((Nh1 q122)/(Nh1 q12+Nh2 q22)+(Nh2 q222)/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 q12+Nh2 

q22)+\[Sqrt](-((4 Bh1 Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 q21+q11 q22) (-((Nh1 Nh2 q12 q21)/((Nh1 

q11+Nh2q q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+(Nh1 Nh2 q11 q22)/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 

q22))))/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+((Bh1 Bm1 Nm1 ((Nh1 q11^2)/(Nh1 

q11+Nh2 q21)+(Nh2 q21^2)/(Nh1 q11+Nh2 q21)))/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 

q12^2)/(Nh1 q12+Nh2 q22)+(Nh2 q22^2)/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 q12+Nh2 q22))2)) 

) 

 

 

Derivada respecto a Bm1 

 

D[ℛ0[Bh1,Bh2,Bm1,Bm2,γ,μ,δ,q11,q12,q22,q21],Bm1] 

((Bh1 Nm1 ((Nh1 q112)/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Nh2 q212)/(Nh1 q11+Nh2q q21)))/(Nh1 q11+Nh2 

q21)+(-((4 Bh1 Bh2 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 q21+q11 q22) (-((Nh1 Nh2 q12 q21)/((Nh1 q11+Nh2q 

q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+(Nh1 Nh2 q11 q22)/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 

q22))))/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+(2 Bh1 Nm1 ((Nh1 q112)/(Nh1 q11+Nh2 
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q21)+(Nh2 q212)/(Nh1 q11+Nh2q q21)) ((Bh1 Bm1 Nm1 ((Nh1 q112)/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Nh2 

q212)/(Nh1 q11+Nh2q q21)))/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q122)/(Nh1 q12+Nh2 

q22)+(Nh2 q222)/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 q11+Nh2 q21))/(2 \[Sqrt](-((4 

Bh1 Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 q21+q11 q22) (-((Nh1 Nh2 q12 q21)/((Nh1 q11+Nh2q q21) 

(Nh1 q12+Nh2 q22)))+(Nh1 Nh2 q11 q22)/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 q22))))/((Nh1 

q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+((Bh1 Bm1 Nm1 ((Nh1 q11^2)/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Nh2 

q21^2)/(Nh1 q11+Nh2q q21)))/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q12^2)/(Nh1 

q12+Nh2 q22)+(Nh2 q22^2)/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 q12+Nh2 q22))2)))/(2  \[Sqrt]((Bh1 

Bm1 Nm1 ((Nh1 q112)/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Nh2 q212)/(Nh1 q11+Nh2q q21)))/(Nh1 q11+Nh2 

q21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q122)/(Nh1 q12+Nh2 q22)+(Nh2 q222)/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 

q12+Nh2 q22)+\[Sqrt](-((4 Bh1 Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 q21+q11 q22) (-((Nh1 Nh2 q12 

q21)/((Nh1 q11+Nh2q q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+(Nh1 Nh2 q11 q22)/((Nh1 q11+Nh2 q21) 

(Nh1 q12+Nh2 q22))))/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+((Bh1 Bm1 Nm1 ((Nh1 

q11^2)/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Nh2 q21^2)/(Nh1 q11+Nh2q q21)))/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Bh2 

Bm2 Nm2 ((Nh1 q12^2)/(Nh1 q12+Nh2 q22)+(Nh2 q22^2)/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 q12+Nh2 

q22))2)) ) 

 

 

Derivada respecto a Bm2 

 

D[ℛ0[Bh1,Bh2,Bm1,Bm2,γ,μ,δ,q11,q12,q22,q21],Bm2] 

((Bh2 Nm2 ((Nh1 q122)/(Nh1 q12+Nh2 q22)+(Nh2 q222)/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 q12+Nh2 

q22)+(-((4 Bh1 Bh2 Bm1 Nm1 Nm2 (q12 q21+q11 q22) (-((Nh1 Nh2 q12 q21)/((Nh1 q11+Nh2q 

q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+(Nh1 Nh2 q11 q22)/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 

q22))))/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+(2 Bh2 Nm2 ((Nh1 q122)/(Nh1 q12+Nh2 
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q22)+(Nh2 q222)/(Nh1 q12+Nh2 q22)) ((Bh1 Bm1 Nm1 ((Nh1 q112)/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Nh2 

q212)/(Nh1 q11+Nh2q q21)))/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q122)/(Nh1 q12+Nh2 

q22)+(Nh2 q222)/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 q12+Nh2 q22))/(2 \[Sqrt](-((4 

Bh1 Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 q21+q11 q22) (-((Nh1 Nh2 q12 q21)/((Nh1 q11+Nh2q q21) 

(Nh1 q12+Nh2 q22)))+(Nh1 Nh2 q11 q22)/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 q22))))/((Nh1 

q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+((Bh1 Bm1 Nm1 ((Nh1 q11^2)/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Nh2 

q21^2)/(Nh1 q11+Nh2q q21)))/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q12^2)/(Nh1 

q12+Nh2 q22)+(Nh2 q22^2)/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 q12+Nh2 q22))2)))/(2  \[Sqrt]((Bh1 

Bm1 Nm1 ((Nh1 q112)/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Nh2 q212)/(Nh1 q11+Nh2q q21)))/(Nh1 q11+Nh2 

q21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q122)/(Nh1 q12+Nh2 q22)+(Nh2 q222)/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 

q12+Nh2 q22)+\[Sqrt](-((4 Bh1 Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 q21+q11 q22) (-((Nh1 Nh2 q12 

q21)/((Nh1 q11+Nh2q q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+(Nh1 Nh2 q11 q22)/((Nh1 q11+Nh2 q21) 

(Nh1 q12+Nh2 q22))))/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+((Bh1 Bm1 Nm1 ((Nh1 

q11^2)/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Nh2 q21^2)/(Nh1 q11+Nh2q q21)))/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Bh2 

Bm2 Nm2 ((Nh1 q12^2)/(Nh1 q12+Nh2 q22)+(Nh2 q22^2)/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 q12+Nh2 

q22))2)) ) 

 

 

Derivada respecto a γ 

 

D[ℛ0[Bh1,Bh2,Bm1,Bm2,γ,μ,δ,q11,q12,q22,q21],γ] 

-1/(2  (δ (γ+μ))3/2) \[Sqrt]((Bh1 Bm1 Nm1 ((Nh1 q112)/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Nh2 q212)/(Nh1 

q11+Nh2q q21)))/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q122)/(Nh1 q12+Nh2 q22)+(Nh2 

q222)/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 q12+Nh2 q22)+\[Sqrt](-((4 Bh1 Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 

q21+q11 q22) (-((Nh1 Nh2 q12 q21)/((Nh1 q11+Nh2q q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+(Nh1 Nh2 q11 
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q22)/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 q22))))/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 

q22)))+((Bh1 Bm1 Nm1 ((Nh1 q11^2)/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Nh2 q21^2)/(Nh1 q11+Nh2q 

q21)))/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q12^2)/(Nh1 q12+Nh2 q22)+(Nh2 

q22^2)/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 q12+Nh2 q22))2)) δ 

 

 

Derivada respecto a μ 

 

D[ℛ0[Bh1,Bh2,Bm1,Bm2,γ,μ,δ,q11,q12,q22,q21],μ] 

-1/(2  (δ (γ+μ))3/2) \[Sqrt]((Bh1 Bm1 Nm1 ((Nh1 q112)/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Nh2 q212)/(Nh1 

q11+Nh2q q21)))/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q122)/(Nh1 q12+Nh2 q22)+(Nh2 

q222)/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 q12+Nh2 q22)+\[Sqrt](-((4 Bh1 Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 

q21+q11 q22) (-((Nh1 Nh2 q12 q21)/((Nh1 q11+Nh2q q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+(Nh1 Nh2 q11 

q22)/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 q22))))/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 

q22)))+((Bh1 Bm1 Nm1 ((Nh1 q11^2)/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Nh2 q21^2)/(Nh1 q11+Nh2q 

q21)))/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q12^2)/(Nh1 q12+Nh2 q22)+(Nh2 

q22^2)/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 q12+Nh2 q22))2)) δ 

 

 

Derivada respecto a δ 

 

D[ℛ0 [Bh1,Bh2,Bm1,Bm2,γ,μ,δ,q11,q12,q22,q21],δ] 

-1/(2  (δ (γ+μ))3/2) \[Sqrt]((Bh1 Bm1 Nm1 ((Nh1 q112)/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Nh2 q212)/(Nh1 

q11+Nh2q q21)))/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q122)/(Nh1 q12+Nh2 q22)+(Nh2 

q222)/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 q12+Nh2 q22)+\[Sqrt](-((4 Bh1 Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 
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q21+q11 q22) (-((Nh1 Nh2 q12 q21)/((Nh1 q11+Nh2q q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+(Nh1 Nh2 q11 

q22)/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 q22))))/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 

q22)))+((Bh1 Bm1 Nm1 ((Nh1 q11^2)/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Nh2 q21^2)/(Nh1 q11+Nh2q 

q21)))/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q12^2)/(Nh1 q12+Nh2 q22)+(Nh2 

q22^2)/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 q12+Nh2 q22))2)) (γ+μ) 

 

 

Derivada respecto a q11 

 

D[ℛ0 [Bh1,Bh2,Bm1,Bm2,γ,μ,δ,q11,q12,q22,q21],q11] 

((Bh1 Bm1 Nm1 (-((Nh12 q112)/(Nh1 q11+Nh2 q21)2)-(Nh1 Nh2 q212)/(Nh1 q11+Nh2 

q21)2+(2 Nh1 q11)/(Nh1 q11+Nh2 q21)))/(Nh1 q11+Nh2 q21)-(Bh1 Bm1 Nh1 Nm1 ((Nh1 

q112)/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Nh2 q212)/(Nh1 q11+Nh2 q21)))/(Nh1 q11+Nh2 q21)2+(-((4 

Bh1 Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 q21+q11 q22) ((Nh12 Nh2 q12 q21)/((Nh1 

q11+Nh2q q21)2 (Nh1 q12+Nh2 q22))-(Nh12 Nh2 q11 q22)/((Nh1 q11+Nh2 q21)2 (Nh1 

q12+Nh2 q22))+(Nh1 Nh2 q22)/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 q22))))/((Nh1 

q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))-(4 Bh1 Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 q22 (-((Nh1 Nh2 

q12 q21)/((Nh1 q11+Nh2q q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+(Nh1 Nh2 q11 q22)/((Nh1 

q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 q22))))/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 q22))+(4 Bh1 

Bh2 Bm1 Bm2 Nh1 Nm1 Nm2 (q12 q21+q11 q22) (-((Nh1 Nh2 q12 q21)/((Nh1 

q11+Nh2q q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+(Nh1 Nh2 q11 q22)/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 

q12+Nh2 q22))))/((Nh1 q11+Nh2 q21)2 (Nh1 q12+Nh2 q22))+2 ((Bh1 Bm1 Nm1 (-((Nh12 

q112)/(Nh1 q11+Nh2 q21)2)-(Nh1 Nh2 q212)/(Nh1 q11+Nh2 q21)2+(2 Nh1 q11)/(Nh1 

q11+Nh2 q21)))/(Nh1 q11+Nh2 q21)-(Bh1 Bm1 Nh1 Nm1 ((Nh1 q112)/(Nh1 q11+Nh2 

q21)+(Nh2 q212)/(Nh1 q11+Nh2 q21)))/(Nh1 q11+Nh2 q21)2) ((Bh1 Bm1 Nm1 ((Nh1 

q112)/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Nh2 q212)/(Nh1 q11+Nh2 q21)))/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Bh2 



 

16 
 

Bm2 Nm2 ((Nh1 q122)/(Nh1 q12+Nh2 q22)+(Nh2 q222)/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 

q12+Nh2 q22)))/(2 \[Sqrt](-((4 Bh1 Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 q21+q11 q22) (-((Nh1 

Nh2 q12 q21)/((Nh1 q11+Nh2q q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+(Nh1 Nh2 q11 q22)/((Nh1 

q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 q22))))/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+((Bh1 

Bm1 Nm1 ((Nh1 q11^2)/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Nh2 q21^2)/(Nh1 q11+Nh2 q21)))/(Nh1 

q11+Nh2 q21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q12^2)/(Nh1 q12+Nh2 q22)+(Nh2 q22^2)/(Nh1 

q12+Nh2 q22)))/(Nh1 q12+Nh2 q22))2)))/(2  \[Sqrt]((Bh1 Bm1 Nm1 ((Nh1 q112)/(Nh1 

q11+Nh2 q21)+(Nh2 q212)/(Nh1 q11+Nh2 q21)))/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Bh2 Bm2 Nm2 

((Nh1 q122)/(Nh1 q12+Nh2 q22)+(Nh2 q222)/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 q12+Nh2 

q22)+\[Sqrt](-((4 Bh1 Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 q21+q11 q22) (-((Nh1 Nh2 q12 

q21)/((Nh1 q11+Nh2q q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+(Nh1 Nh2 q11 q22)/((Nh1 q11+Nh2 

q21) (Nh1 q12+Nh2 q22))))/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+((Bh1 Bm1 Nm1 

((Nh1 q11^2)/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Nh2 q21^2)/(Nh1 q11+Nh2 q21)))/(Nh1 q11+Nh2 

q21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q12^2)/(Nh1 q12+Nh2 q22)+(Nh2 q22^2)/(Nh1 q12+Nh2 

q22)))/(Nh1 q12+Nh2 q22))2)) ) 
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Material suplementario 2 

 

Demostración del Teorema 3 

Sean M y L matrices tales que guardan la información de infección cruzada entre las 

dos zonas del modelo (3). Esto es, 

𝑀 =  (
𝛽𝑚1𝑝11 𝛽𝑚1𝑝21
𝛽𝑚2𝑝12 𝛽𝑚2𝑝22

)       ,    𝐿 =  (
𝑞11𝛽ℎ1𝜃1 𝑞12𝛽ℎ2𝜃2
𝑞21𝛽ℎ1𝜃1 𝑞22𝛽ℎ2𝜃2

) .     

Sea la matriz Φ =  (
0 𝐿
𝑀 0

) tal que la red de contacto1 del modelo (3) está fuertemente 

conectada. Entonces Φ es no negativa, pues las componentes de M y L son no negativas, e 

irreducible, ya que qué una matriz cuadrada es irreducible, si la red de contactos 

está fuertemente conectada. 

 

Teorema 3.  Suponga que la red de contacto está fuertemente conectada entonces el sistema 

(3) tiene un equilibrio endémico único si 1 <  ℛ0.  Además, este equilibrio es localmente 

asintóticamente estable. 

Demostración.  Sea 𝑒∗ = (𝑆 ∗ℎ1 , 𝐼 ∗ℎ1 , 𝐼 ∗𝑚1 , 𝑆 ∗ℎ2 , 𝐼 ∗ℎ2 , 𝐼 ∗𝑚2) un equilibrio endémico del 

sistema (3), entonces: 

                               𝜇 = (𝜇 + 𝑞11𝛽ℎ1𝐼 ∗𝑚1 𝜃1 + 𝑞12𝛽ℎ2𝐼 ∗𝑚2 𝜃2)𝑆 ∗ℎ1 ,                     (A1) 

                               𝜇 = (𝜇 + 𝑞22𝛽ℎ2𝐼 ∗𝑚2 𝜃2 + 𝑞21𝛽ℎ1𝐼 ∗𝑚1 𝜃1)𝑆 ∗ℎ2 ,                     (A2) 

                                                           
1 Por red de contacto se entenderá como la red de movilidad entre las zonas. 
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               (𝜇 + 𝛾)𝐼 ∗ℎ1= 𝑆 ∗ℎ1 (𝜇 + 𝑞11𝛽ℎ1𝐼 ∗𝑚1 𝜃1 + 𝑞12𝛽ℎ2𝐼 ∗𝑚2 𝜃2),                     (A3) 

              (𝜇 + 𝛾)𝐼 ∗ℎ2= 𝑆 ∗ℎ2 (𝜇 + 𝑞22𝛽ℎ2𝐼 ∗𝑚2 𝜃2 + 𝑞21𝛽ℎ1𝐼 ∗𝑚1 𝜃1),                      (A4) 

                             𝛿𝐼 ∗𝑚1= (1 − 𝐼 ∗𝑚1)(𝛽𝑚1𝑝11𝐼 ∗ℎ1+ 𝛽𝑚1𝑝21𝐼 ∗ℎ2),                      (A5) 

                             𝛿𝐼 ∗𝑚2= (1 − 𝐼 ∗𝑚2)(𝛽𝑚2𝑝12𝐼 ∗ℎ1+ 𝛽𝑚2𝑝22𝐼 ∗ℎ2),                      (A6) 

de (A1) y (A2) obtenemos 

𝑆 ∗ℎ1  =  (𝜇 + 𝑞11𝛽ℎ1𝐼 ∗𝑚1 𝜃1  + 𝑞12𝛽ℎ2𝐼 ∗𝑚2 𝜃2 )
−1 𝜇  

𝑆 ∗ℎ2  =  (𝜇 + 𝑞22𝛽ℎ2𝐼 ∗𝑚2 𝜃2  + 𝑞21𝛽ℎ1𝐼 ∗𝑚1 𝜃1 )
−1 𝜇  

reemplazando 𝑆 ∗ℎ1 y 𝑆 ∗ℎ2 en (A3) y (A4) respectivamente, tenemos 

𝐼 ∗ℎ1= (𝜇 + 𝛾)
−1(𝜇 + 𝑞11𝛽ℎ1𝐼 ∗𝑚1 𝜃1 + 𝑞12𝛽ℎ2𝐼 ∗𝑚2 𝜃2)

−1
(𝑞11𝛽ℎ1𝐼 ∗𝑚1 𝜃1 + 𝑞12𝛽ℎ2𝐼 ∗𝑚2 𝜃2)𝜇 

𝐼 ∗ℎ2= (𝜇 + 𝛾)
−1(𝜇 + 𝑞22𝛽ℎ2𝐼 ∗𝑚2 𝜃2 + 𝑞21𝛽ℎ1𝐼 ∗𝑚1 𝜃1)

−1
(𝑞22𝛽ℎ2𝐼 ∗𝑚2 𝜃2 + 𝑞21𝛽ℎ1𝐼 ∗𝑚1 𝜃1)𝜇 

de (A5) y (A6) obtenemos  

𝐼 ∗𝑚1= (𝛿 + 𝛽𝑚1𝑝11𝐼 ∗ℎ1+ 𝛽𝑚1𝑝21𝐼 ∗ℎ2)
−1
(𝛽𝑚1𝑝11𝐼 ∗ℎ1+ 𝛽𝑚1𝑝21𝐼 ∗ℎ2) 

𝐼 ∗𝑚2= (𝛿 + 𝛽𝑚2𝑝12𝐼 ∗ℎ1+ 𝛽𝑚2𝑝21𝐼 ∗ℎ2)
−1
(𝛽𝑚2𝑝12𝐼 ∗ℎ1+ 𝛽𝑚2𝑝22𝐼 ∗ℎ2) 

así, (𝐼 ∗ℎ1 , 𝐼 ∗ℎ2 , 𝐼 ∗𝑚1 , 𝐼 ∗𝑚2 ) es un punto fijo de la aplicación ζ dada por 
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𝜁(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2) =

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 (𝜇 + 𝛾)

−1  (𝜇 + ∑ 𝑞1𝑗𝛽ℎ𝑗𝑦𝑗

2

𝑗 = 1

𝜃𝑗)

−1

(∑ 𝑞1𝑗𝛽ℎ𝑗𝑦𝑗

2

𝑗 = 1

𝜃𝑗)  𝜇

 

(𝜇 + 𝛾)−1  (𝜇 + ∑ 𝑞2𝑗𝛽ℎ𝑗𝑦𝑗

2

𝑗 = 1

𝜃𝑗)

−1

(∑ 𝑞2𝑗𝛽ℎ𝑗𝑦𝑗

2

𝑗 = 1

𝜃𝑗)  𝜇

(𝛿 + ∑ 𝛽𝑚1𝑝𝑗1

2

𝑗 = 1

𝑥𝑗)

−1

(∑ 𝛽𝑚1𝑝𝑗1

2

𝑗 = 1

𝑥𝑗) 

(𝛿 + ∑ 𝛽𝑚2𝑝𝑗2

2

𝑗 = 1

𝑥𝑗)

−1

(∑ 𝛽𝑚2𝑝𝑗2

2

𝑗 = 1

𝑥𝑗)

 

 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

=   (
𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜇𝟏 + 𝛾𝟏)−1 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜇𝟏 + 𝐿𝑦)−1 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐿𝑦)𝜇𝟏

𝑑𝑖𝑎𝑔(𝛿𝟏 +𝑀𝑥)−1 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑀𝑥)𝟏
)  

donde 𝑥 =  (
𝑥1
𝑥2
) , 𝑦  =  (

𝑥1
𝑥2
)  𝑦 𝟏  ∈ ℝ2    

Afirmación 1. Sea F (ω) una función continua, monótona no decreciente, estrictamente 

sublineal, cerrada la cual mapea el ortante no negativo ℝ+
𝑛  =  [0, ∞)𝑛 en sí mismo. Si 𝐹 (0)  =

 0 𝑦 𝐹’ (0) existe y es irreducible, entonces 𝐹 (𝜔) no tiene un punto trivial en la frontera de ℝ+
𝑛 . 

Además, 𝐹 (𝜔) tiene un punto fijo positivo si 𝜌 (𝐹’(0))  >  1. Si lo hay es único. 

Verifiquemos las hipótesis de la afirmación 1. 

 ζ es continua pues cada componente es continuo. 

 ζ es cerrada, pues se mapea en el octante no negativo de ℝ2 𝑥 ℝ2 en sí mismo, 

Se garantiza por el teorema 1. 

 Para probar la monotonía de ζ, mostraremos que el jacobiano de ζ es una matriz 

de Metzler (Jacquez J., Simon C., 1993). Efectivamente, 

𝐽 (𝜁 (𝑥1 , 𝑥2 , 𝑦1 , 𝑦2))  =  (
0 𝐴
𝐵 0

) 

donde 
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𝐴 =  [α𝑖𝑘] 

= (𝜇 + 𝛾)−1(𝜇 + ∑ 𝑞𝑖𝑗𝛽ℎ𝑗𝑦𝑗

2

𝑗 = 1

𝜃𝑗)

−1

𝜇 [1 − 
∑ 𝑞𝑖𝑗𝛽ℎ𝑗𝑦𝑗
2
𝑗 = 1 𝜃𝑗

𝜇 + ∑ 𝑞𝑖𝑗𝛽ℎ𝑗𝑦𝑗
2
𝑗 = 1 𝜃𝑗

] (𝑞𝑖𝑘𝛽ℎ𝑘𝜃𝑘) 

𝐵 =  [𝑏𝑖𝑘] 

= (𝛿 + ∑ 𝛽𝑚𝑖𝑝𝑗𝑖𝑥𝑗

2

𝑗 = 1

)

−1

[1 − 
∑ 𝛽𝑚𝑖𝑝𝑗𝑖𝑥𝑗
2
𝑗 = 1

𝛿 + ∑ 𝛽𝑚𝑖𝑝𝑗𝑖𝑥𝑗
2
𝑗 = 1

] (𝛽𝑖𝑝𝑘𝑖) 

y cada componente tanto de A como de B es mayor o igual a cero, así 𝐽(𝜁(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2)), es una 

matriz de Metzler. 

 Para mostrar que ζ es estrictamente sublineal, debe pasar que para 0 <  𝜆 <

 1 𝑦 𝜔 ≫  0, entonces 𝜆𝜁(𝜔)  ≪  𝜁(𝜆𝜔) (Smith H., 1995). Como 𝑥 ≫  0 y 𝑦 ≫  0, ya 

que Φ es irreducible, entonces Φ (𝑥
𝑦
)  ≫  0 en consecuencia 𝐿𝑦 ≫ 0 y 𝑀𝑥 ≫ 0. 

Sea   0 <  𝜆 <  1 entonces se tiene que 

𝐿𝑦 ≫  𝜆𝐿𝑦 

𝜇1 +  𝐿𝑦 ≫  𝜇1 +  𝜆𝐿𝑦 

𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜇1 +  𝐿𝑦)  ≫  𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜇1 +  𝜆𝐿𝑦) 

𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜇1 +  𝐿𝑦)−1  ≪  𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜇1 +  𝜆𝐿𝑦)−1 

𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜇1 +  𝐿𝑦)−1 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆 𝐿𝑦)   ≪  𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜇1 +  𝜆𝐿𝑦)−1 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆 𝐿𝑦) 

𝜆 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜇1 +  𝛾1)−1 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜇1 +  𝐿𝑦)−1 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐿𝑦)𝜇  ≪  𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜇1 +  𝜆𝐿𝑦)−1𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜇1 +  𝐿𝑦)−1 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆 𝐿𝑦)𝜇 

Procediendo análogamente para 𝑀𝑥 se obtiene que 

𝜆 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝛿1 +  𝑀𝑥)−1 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑀𝑥) ≪  𝑑𝑖𝑎𝑔(𝛿1 +  𝜆𝑀𝑥)−1𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆 𝑀𝑥) 
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llevándonos a concluir que λζ (ω)  ≪ ζ (λω).  

Observe que ζ(0)  =  0 y  𝐽 (ζ(0) )  =  (
0 (𝜇 +  𝛾)−1 𝐿

𝛿−1𝑀 0
)  =  (

0 𝐿1
𝑀1 0

)  es irreducible debido a 

que Φ lo es (Iggidr A., Sallet G., Souza M., 2016), ya que 

𝐿1𝑀1 = (𝜇 +  𝛾)
−1𝐿𝛿−1𝑀1 = (𝜇 +  𝛾)

−1𝛿−1𝐿𝑀, 

𝑀1𝐿1 = 𝛿
−1𝑀1(𝜇 +  𝛾)

−1𝐿 =  𝛿−1(𝜇 +  𝛾)−1𝑀𝐿, 

y LM, ML son irreducibles. Por otro lado, la condición dos se tiene, ya que para algún 𝑣 ≫ 0 se 

tiene que 𝐿𝑣 ≫ 0 y 𝑀𝑣 ≫ 0, como 𝛿−1, (𝜇 +  𝛾)−1  >  0, entonces 

𝐿1𝑣 = (𝜇 +  𝛾)
−1 𝐿𝑣  ≫ 0 , 

𝑀1𝑣 = 𝛿
−1𝑀𝑣  ≫ 0 . 

Así, ζ (ω) no tiene un punto fijo no trivial en la frontera. Además, 𝜁(𝜔) tiene un punto fijo positivo 

si 𝜌 (𝐽 (𝜁 (0)))  >  1 y es único, como, 𝜌 (𝐽 (𝜁 (0)))  =  ℛ0, luego el sistema (3.3) tiene un punto 

de equilibrio endémico único. 

Para mostrar que el punto de equilibrio endémico es asintóticamente estable, bastará verificar 

que la solución del sistema (3) linealizado no tiene solución de la forma 𝑋(𝑡)  =  𝑋0𝑒
𝑧𝑡 con ℛ(𝑧) ≥

 0, parte real de 𝑧, donde 𝑋0  ∈  ℂ
3 el vector propio y 𝑧 ∈ ℂ el valor propio correspondiente del 

jacobiano en el equilibrio endémico. 

Sean 𝑈 = (
𝑆ℎ1
𝑆ℎ2
) , 𝑉 =  (𝐼ℎ1

𝐼ℎ2
)   𝑦  𝑊 = (𝐼𝑚1

𝐼𝑚2
) ,  considerando  𝑋0 = (𝑈, 𝑉,𝑊) un vector propio 

correspondiente al valor propio z entonces, linealizando el sistema (3.3) se obtiene: 

                            𝑧𝑈 =  −𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜇1)𝑈 − 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐿𝐼𝑚
∗ )𝑈 − 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑆ℎ

∗)𝐿𝑊                     (A7) 

                            𝑧𝑉 =  −𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐿𝐼𝑚
∗ )𝑈 − (𝜇1 +  𝛾1)𝑉 + 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑆ℎ

∗)𝐿𝑊                    (A8) 
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                            𝑧𝑊 = −𝑑𝑖𝑎𝑔(1 − 𝐼𝑚
∗ )𝑀𝑉 − 𝛿𝑊 − 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑀𝐼ℎ

∗)𝑊                        (A9) 

 

Donde 𝑆ℎ 
∗ = (

𝑆ℎ1
∗

𝑆ℎ2
∗ ) ,   𝐼ℎ 

∗ = (
𝐼ℎ1
∗

𝐼ℎ2
∗ )    𝑦   𝑆ℎ 

∗ = (
𝐼𝑚1
∗

𝐼𝑚2
∗ )      

Sumando las ecuaciones (A7) y (A8), se obtiene la igualdad 

𝑈 = −𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜇1 + 𝑧1)−1𝑈 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜇1 + 𝛾1 + 𝑧1) 𝑉  

reemplazando 𝑈 en (A8) y (A9) y escribiendo en forma matricial, se tiene 

𝜓 =  Φ ∗ 𝑣 

donde 

𝜓 =  (
𝑑𝑖𝑎𝑔(1+𝑧𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝜇1+𝛾1)−11+ 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜇1+𝛾1+𝑧1) 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜇1+𝑧1)𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝜇1+𝛾1)−1𝐿𝐼𝑚

∗ )𝑉

𝑑𝑖𝑎𝑔(1+𝑧𝑑𝑖𝑎𝑔(𝛿1)−11+𝑑𝑖𝑎𝑔(𝛿1)−1𝑀𝐼ℎ
∗)𝑊

)  

       Φ∗ = (
0 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝜇1 + 𝛾1)−1𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑆ℎ 

∗ )𝐿

𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝛿1)−1𝑑𝑖𝑎𝑔(1 − 𝐼𝑚 
∗ )𝑀 0

)   ,   𝑣 = (𝑉
𝑊
)  

Claramente Φ∗ es una matriz no negativa e irreducible y además 

Φ∗ (
𝐼ℎ
∗

𝐼𝑚
∗ ) =  (

𝐼ℎ
∗

𝐼𝑚
∗ ) 

Supongamos que 𝑅(𝑧)  ≥  0  y α la mínima parte real de 

𝑧𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜇1 + 𝛾1)−11 + 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜇1 + 𝛾1 + 𝑧1)𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜇1 + 𝑧1)𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜇1 + 𝑧1)−1𝐿𝐼𝑚
∗  

y 

𝑧𝑑𝑖𝑎𝑔(𝛿1)−11 + 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝛿1)−1𝑀𝐼ℎ
∗ 

como 𝑅(𝑧)  ≥  0, Φ   es  irreducible  y  los  vectores 𝐼𝑚
∗  ≫  0  𝑒  𝐼ℎ

∗ ≫  0, entonces α  debe ser 

mayor a cero, así 
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[1 + 𝛼] (
|𝑉|

|𝑊|
) ≤ Φ∗ (

|𝑉|

|𝑊|
) 

Sea  𝜏 el mínimo número tal que 

(
|𝑉|

|𝑊|
) ≤ 𝜏 (

𝐼ℎ
∗

𝐼𝑚
∗ ) 

luego, 

[1 + 𝛼] (
|𝑉|

|𝑊|
) ≤ Φ∗ (

|𝑉|

|𝑊|
) ≤ 𝜏Φ∗ (

𝐼ℎ
∗

𝐼𝑚
∗ ) =  𝜏 (

𝐼ℎ
∗

𝐼𝑚
∗ ) 

(
|𝑉|

|𝑊|
) ≤

𝜏

1 + 𝛼
(
𝐼ℎ
∗

𝐼𝑚
∗ ) 

lo cual contradice la minimalidad de 𝜏. Por lo tanto, ℜ(𝑧)  <  0 y el equilibrio endémico es 

asintóticamente estable. 


