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Material suplementario 1

Numero reproductivo basico

Vector IF

dihi[lhl,Im1,1h2,Im2,Sh1,Sh2]:=q11 *Bh1*Sh1*Im1 *61 + q12*Bh2*Sh1*Im2*62;
dim1[lh1,Im1,1h2,Im2,Sh1,Sh2]:= Bm1*P11 *Ih1*(1-Im1) + Bm1*P21*Ih2*(1-Im1);
dlih2[lh1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2]:=q22 *Bh2*Sh2*Im2 *62 + q21*Bh1*Sh2*Im1*01;

dim2[lh1,Im1,1h2,Im2,Sh1,Sh2]:=Bm2*P22 *Ih2*(1-Im2) + Bm2*P12*Ih1*(1-Im2);

dSh1[lhl,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2]:= 0;

dSh2[lh1,Im1,Ih2,im2,Sh1,Sh2]:= 0;

dIm1[th1_ Im1_Th2_ Im2._]
B dh2[Ih1_ Im1_ 1h2_ Im2_]
f= dIm2[Th1_ mI1_ Th2_ Im2_]
\dShl [Th1_Im1_1h2_Im2_ Sh1_Sh2_] /
dSh2[h1_,Im1_Th2_Im2_Sh1_Sh2_]

dlh1[Ihl_Im1_1h2_Im2_] \’

Matriz jacobiana F
F1={{D[dIh1[Ih1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2],Ih1],
D[dIh1[Ih1,Im1,lh2,Im2,Sh1,Sh2],Im1],
D[dIh1[Ih1,Im1,lh2,im2,Sh1,Sh2],1h2],
D[dIh1[lh1,Im1,lh2,Im2,Sh1,Sh2],Im2]},
{D[dIm1[lh1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2],Ih1],
D[dIm1[Ih1,Im1,1h2,Im2,Sh1,Sh2],Im1],
D[dIm1[lth1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2],1h2],
D[dIm1[Ih1,Im1,1h2,Im2,Sh1,Sh2],Im2]},

{D[dIh2[Ih1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2],Ih1],



D[dIh2[lh1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2],Im1],
D[dIh2[lh1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2],1h2],
D[dIh2[lh1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2],Im2]},
{D[dIm2[Ih1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2],Ih1],
D[dIm2[lh1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2],Im1],
D[dIm2[lh1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2],1h2],

D[dIm2[Ih1,Im1,Ih2,Im2,Sh1,Sh2],Im2]}};

MatrixForm[F1]
0 Bh1q11Sh161 0 Bh2q12Sh162
Bm1(1 —Im1)P11 —-Bm1lh1P11 — Bm1lh2P21 Bm1(1 —Im1)P21 0
0 Bh1q21Sh261 0 Bh2q22Sh262
Bm2(1 — Im2)P12 0 Bm2(1 —Im2)P22 —Bm2lh1P12 — Bm2Ih2P22
F={{ 0 ,Bh1 *q11 *61, 0 ,Bh2 *q12*62 },
{ Bml1*P11 : 0 , Bm1l *P21 : 0 5
{ 0 ,Bh1*q21 *61, 0 ,Bh2 *q22 *62},
{ Bm2*P12 , 0 : Bm2 *P22 , 0 } ok
MatrixForm[F]
0 Bh1q1161 0 Bh2q1262
Bm1P11 0 Bm1P21 0
0 Bh1q2161 0 Bh2q2262
Bm2P12 0 Bm2P22 0
G={{ 0 k1 *q11, k2 *q12},
{ Bml1*P11 , 0 , Bm1l *P21 : 0 h
{ 0 k1*921 , K2 *q22 },



{ Bm2*P12 , 0 ,

MatrixForm[G]

0 kiqll 0 k2q12
BmiP11 0 BmlP21 0

0 k1q21 0 k2q22
Bm2P12 0  Bm2P22 0

Vector V

dih1[ih1,im1,ih2,im2,sh1,sh2]:= p*ih1 + y*ih1;
dim1[ih1,im1,ih2,im2,sh1,sh2]:= &*im1;
dih2[ih1,im1,ih2,im2,sh1,sh2]:= p*ih2 + y*ih2;

dim2[ih1,im1,ih2,im2,sh1,sh2]:= &*im2;

Matriz jacobiana V

S = {{D[dih1[ih1,im1,ih2,im2, sh1, sh2],ih1],
D[dih1[ih1,im1,ih2,im2, sh1,sh2],im1],
D[dih1[ih1,im1,ih2,im2, sh1,sh2],ih2],
D[dih1[ih1,im1,ih2,im2, sh1,sh2],im2]},
{D[dim1[ih1,im1,ih2,im2, sh1, sh2],ih1],
D[dim1[ih1,im1,ih2,im2,sh1, sh2],im1],
D[dim1[ih1,im1,ih2,im2,sh1, sh2],ih2],
D[dim1[ih1,im1,ih2,im2, sh1, sh2],im2]},
{D[dih2[ih1,im1,ih2,im2, sh1,sh2],ih1],
D[dih2[ih1,im1,ih2,im2, sh1,sh2],im1],
D[dih2[ih1,im1,ih2,im2,sh1,sh2],ih2],

D[dih2[ih1,im1,ih2,im2, sh1,sh2],im2]},

Bm2 *P22

’

} ok



(D[dim2[ih1,im1,{h2,im2, sh1,sh2],ih1],
D[dim2[ih1,im1,ih2,im2, sh1,sh2],im1],
D[dim2[ih1,im1,ih2,im2, sh1,sh2],ih2],

D[dim2[ih1,im1,ih2,im2, sh1,sh2],im2]}};

MatrixForm[S]
y+u O 0 0
0 é 0 0
0 0 y+u O
0 0 0 6

V = {{a,0,0,0},{0,d,0,0},{0,0,, 0},{0,0,0,d}}

Inversa de V

B = Inverse[V]

Producto entre FV/~-1
H=G.B
{{0,(k1 911)/5,0,(k2 g12)/5},{(Bm1 P11)/a,0,(Bm1 P21)/a,0},{0,(k1 q21)/5,0,(k2 g22)/5},{(Bm2

P12)/a,0,(Bm2 P22)/a,0}}

MatrixForm[H]
klqll k2q12
0 —_— 0 —_—
) )
Bm1P11 Bm1P21
_— 0 _— 0
a a
k1q21 k2q22
0 - — 0 - —
) é

Bm2P12 0 Bm2P22
a a



J = Eigenvalues[H]

{_

V2aé

(V(Bm1k1P11qllas + Bm2k2P12q12as + Bm1k1P21q21ad + Bm2k2P22q22ad

—V((-Bm1k1P11q11as — Bm2k2P12q12a8 — Bm1k1P21q21as
— Bm2k2P22q22a8)? — 4(Bm1Bm2k1k2P12P21q12q21a252

— Bm1Bm2k1k2P11P22q12q21a?8§? — Bm1Bm2k1k2P12P21q11q22a?62

1
+ BmleZklkZP11P22q11q22a262)))),m(\/(BmlklPllqllaS
a

+ Bm2k2P12q12a8 + Bm1k1P21q21ad + Bm2k2P22q22as
—V((-Bm1k1P11q11as — Bm2k2P12q12a8 — Bm1k1P21q21as
— Bm2k2P22q22a8)? — 4(Bm1Bm2k1k2P12P21q12q21a252

— Bm1Bm2k1k2P11P22q12q21a?6% — Bm1Bm2k1k2P12P21q11q22a?52

1
+ Bm1Bm2k1k2P11P22q11q22a252)))), —m(\/(Bmlklpllqllcw
a

+ Bm2k2P12q12aé + Bm1k1P21q21aé + Bm2k2P22q22ad
+V((-Bm1k1P11qllas — Bm2k2P12q12a8 — Bm1k1P21q21as
— Bm2k2P22q22a6)? — 4(Bm1Bm2k1k2P12P21q12q21a?§2

— Bm1Bm2k1k2P11P22q12q21a?8? — Bm1Bm2k1k2P12P21q11q22a?652

1
+ Bmle2k1k2P11P22q11q22a262)))),m(\/(BmlklPllqllaS
a

+ Bm2k2P12q12aé + Bm1k1P21q21ad + Bm2k2P22q22a6
+V((-Bm1k1P11qllad — Bm2k2P12q12a8 — Bm1k1P21q21as

— Bm2k2P22q22a6)? — 4(Bm1Bm2k1k2P12P21q12q21a?5§?

— Bm1Bm2k1k2P11P22q12q21a?6? — Bm1Bm2k1k2P12P21q11q22a?262

+ Bm1Bm2k1k2P11P22q11q22a?52))))}



nl:=Bml x k1l * P11 x ql1 * a * §;
N2:=Bm2 x k2 * P12 x q12 * a * §;
n3:=Bm1l x k1 * P21 x q21 * a * §;
N4:=Bm2 x k2 x P22 x q22 * a * §;

1 .
\/E*a*5'

n5:=
A= -1n5(VM1+12 +n3 +n4 —V((—n1 -2 —n3 —n4)? — 4((q12 * 21 — q11

n2*n3 nl*n4
ql2*q21 qll=xq22

*q22)( )

Ay=n5(0M1+n2+n3+n4—V((—m1—n2—13 —14)? — 4((q12 * q21 — q11

N2 *n3 nl *n4
ql2xq21 ql1=xq22

*q22)( D))

Azi=—n5(WM1+n2 + 3+ 14+ V(-1 =12 =13 —1n4)? — 4((q12 * q21 — q11

n2*n3 nl *n4

022~ e11r g2

Ay=n5(0M1+n2 +n3+n4+V((—n1—n2—13 —14)? — 4((q12 * q21 — q11

N2 *n3 nl*n4

P2 gz qui gz




Andlisis de sensibilidad a los pardmetros

Ro[Bh1_Bh2_Bml_Bm2_vy_,p,6_,qll_,ql2_q22_q21_]:

1 V(Bh1 * Bm1 Nm1 ( g1l x Nh1 xql11
= * * *
[2% (u+y)*6 ( o ql1l * Nh1 + q21 x Nh2 “q11 * Nh1 + q21 x Nh2

g21 * Nh2 * 21 + Bh2 * Bm2 Nm2
* *
ql1l = Nhl +q21*Nh2) m ql2 * Nh1 4+ 22 * Nh2

ql2 * Nh1*ql12 N q22 * Nh2 % q22
*
(q22 * Nh2 + q12 * Nh1 22 * Nh2 + q12 * Nh1l
Nm1 11 * Nh1 % ql11
+V((Bh1 * Bm1 * (—2 i

ql1l * Nh1l + g21 * Nh2 i ql1l * Nh1 + q21 * Nh2

4 q21 * Nh2 * 21 + Bh2 * Bm?2 Nm2
* *
Q11+ Nhi + q21 = Nh2) e 412« Nh1 + q22 * Nh2

ql2 * Nh1 *ql2 N q22 * Nh2 * q22
*
(q22 * Nh2 + q12 * Nh1 q22 * Nh2 + q12 * Nh1l

))? — 4(Bh1 * Bm1

i Bh2 * Bm2 N> 11 % q22 + q12
i1+ Nhi+qZl+Nhz o2 *Bm2 = T + q22 « Nn (411 *a22 +4

ql1 * Nh1 g22 * Nh2
*
qll * Nh1 4+ q21 * Nh2 q22 * Nh2 + q12 * Nh1l

*q21) * (

ql2 * Nh1 q21 * Nh2
—_ *
q22 * Nh2 +q12 « Nh1 ql11 *Nh1 + g21 = Nh2q

)));

Derivada respecto a Bhl

D[R,[Bh1,Bh2,Bm1,Bm2,y,4,0,011,912,022,921],Bh1]

((Bm1 Nm1 ((Nh1 g112)/(Nh1 q11+Nh2 g21)+(Nh2 g212)/(Nh1 q11+Nh2 g21)))/(Nh1 q11+Nh2
g21)+(-((4 Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (g12 g21+q11 g22) (-((Nh1 Nh2 g12 g21)/((Nh1 q11+Nh2q
g21) (Nh1 g12+Nh2 g22)))+(Nh1 Nh2 q11 g22)/((Nh1 g11+Nh2 g21) (Nh1 g12+Nh2

0g22))))/((Nh1 g11+Nh2 g21) (Nh1 q12+Nh2 g22)))+(1/(Nh1 q11+Nh2 g21))2 Bm1 Nm1 ((Nh1



g112)/(Nh1 q11+Nh2 g21)+(Nh2 gq212)/(Nh1 q11+Nh2 g21)) (Bh1 Bm1 Nm1 ((Nh1 q112)/(Nh1
q11+Nh2 g21)+(Nh2 g212)/(Nh1 q11+Nh2 g21)))/(Nh1 q11+Nh2 g21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1
g12%)/(Nh1 q12+Nh2 g22)+(Nh2 g222)/(Nh1 g12+Nh2 g22)))/(Nh1 q12+Nh2 g22)))/(2 \[Sqrt](-((4
Bhl Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 g21+qgl1l g22) (-((Nh1 Nh2 q12 g21)/((Nh1 q11+Nh2q g21)
(Nh1 q12+Nh2 g22)))+(Nh1 Nh2 q11 g22)/((Nh1 q11+Nh2 g21) (Nh1 q12+Nh2 g22))))/(Nh1
g11+Nh2 g21) (Nh1 g12+Nh2 g22)))+((Bhl1 Bm1 Nm1 ((Nh1 q1172)/(Nh1 q11+Nh2 gq21)+(Nh2

92172)/(Nh1 q11+Nh2 g21)))/(Nh1 q11+Nh2 g21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q1272)/(Nh1 q12+Nh2

g22)+(Nh2 q2272)/(Nh1 q12+Nh2 g22)))/(Nh1 g12+Nh2 q22))?)))/(2 V2 \[Sqgrt]((Bh1 Bm1 Nm1
((Nh1 g112)/(Nh1 g11+Nh2 g21)+(Nh2 g21%)/(Nh1 g11+Nh2 g21)))/(Nh1 q11+Nh2 g21)+(Bh2
Bm2 Nm2 ((Nh1 g122)/(Nh1 q12+Nh2 g22)+(Nh2 g222)/(Nh1 g12+Nh2 g22)))/(Nh1 q12+Nh2
q22)+\[Sqrt](-((4 Bhl Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 q21+q11 q22) (-(Nh1 Nh2 g12 g21)/((Nh1
g11+Nh2qg g21) (Nh1 g12+Nh2 g22)))+(Nh1 Nh2 q11 gq22)/((Nh1 q11+Nh2 g21) (Nh1 g12+Nh2
q22))))/((Nh1 gq11+Nh2 g21) (Nh1 gq12+Nh2 g22)))+((Bh1 Bm1 Nm1 ((Nh1 q1172)/(Nh1
g11+Nh2 g21)+(Nh2 q2172)/(Nh1 q11+Nh2 g21)))/(Nh1 g11+Nh2 g21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1

q1272)/(Nh1 q12+Nh2 g22)+(Nh2 gq2272)/(Nh1 q12+Nh2 g22)))/(Nh1 g12+Nh2 q22))?))

& v+ u) )

Derivada respecto a Bh2

D[R,[Bh1,Bh2,Bm1,Bm2,y,u,5,q11,q12,q22,921],Bh2]

((Bm2 Nm2 ((Nh1 g122)/(Nh1 q12+Nh2 g22)+(Nh2 q222)/(Nh1 q12+Nh2 g22)))/(Nh1 q12+Nh2
g22)+(-((4 Bhl1 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (g12 g21+q11 g22) (-((Nh1 Nh2 g12 g21)/((Nh1 q11+Nh2q
g21) (Nh1 g12+Nh2 g22)))+(Nh1 Nh2 q11 g22)/((Nh1 g11+Nh2 g21) (Nh1 gq12+Nh2

022))))/((Nh1 q11+Nh2 g21) (Nh1 g12+Nh2 g22)))+(2 Bm2 Nm2 ((Nh1 g122)/(Nh1 g12+Nh2

10



022)+(Nh2 g222)/(Nh1 g12+Nh2 g22)) ((Bhl1 Bm1 Nm1 ((Nh1 g112)/(Nh1 g11+Nh2 g21)+(Nh2
0212)/(Nh1 q11+Nh2 g21)))/(Nh1 g11+Nh2 g21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q122)/(Nh1 q12+Nh2
g22)+(Nh2 g222)/(Nh1 g12+Nh2 g22)))/(Nh1 g12+Nh2 g22)))/(Nh1 q12+Nh2 q22))/(2 \[Sqrt](-((4
Bhl Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 g21+qg11l g22) (-((Nh1 Nh2 q12 g21)/((Nh1 q11+Nh2q g21)
(Nh1 q12+Nh2 g22)))+(Nh1 Nh2 q11 g22)/((Nh1 q11+Nh2 g21) (Nh1 q12+Nh2 g22))))/(Nh1
g11+Nh2 g21) (Nh1 g12+Nh2 g22)))+((Bhl1 Bm1 Nm1 ((Nh1 q1172)/(Nh1 q11+Nh2 gq21)+(Nh2

92172)/(Nh1 q11+Nh2 g21)))/(Nh1 q11+Nh2 g21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q1272)/(Nh1 q12+Nh2

g22)+(Nh2 q2272)/(Nh1 q12+Nh2 g22)))/(Nh1 g12+Nh2 q22))?)))/(2 V2 \[Sqgrt]((Bh1 Bm1 Nm1
((Nh1 g112)/(Nh1 g11+Nh2 g21)+(Nh2 g21%)/(Nh1 g11+Nh2 g21)))/(Nh1 q11+Nh2 g21)+(Bh2
Bm2 Nm2 ((Nh1 g122)/(Nh1 q12+Nh2 g22)+(Nh2 g222)/(Nh1 g12+Nh2 g22)))/(Nh1 q12+Nh2
q22)+\[Sqrt](-((4 Bhl Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 q21+q11 q22) (-(Nh1 Nh2 g12 g21)/((Nh1
g11+Nh2qg g21) (Nh1 g12+Nh2 g22)))+(Nh1 Nh2 q11 gq22)/((Nh1 q11+Nh2 g21) (Nh1 g12+Nh2
q22))))/((Nh1 gq11+Nh2 g21) (Nh1 q12+Nh2 g22)))+((Bh1 Bm1 Nm1 ((Nh1 q11/2)/(Nh1
g11+Nh2 g21)+(Nh2 q2172)/(Nh1 q11+Nh2 g21)))/(Nh1 q11+Nh2 g21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1

q1272)/(Nh1 q12+Nh2 g22)+(Nh2 gq2272)/(Nh1 q12+Nh2 g22)))/(Nh1 g12+Nh2 q22))?))

& v+ u) )

Derivada respecto a Bm1

D[R,[Bh1,Bh2,Bm1,Bm2,y,u,0,q11,q12,q22,921],Bm1]

((Bh1 Nm1 ((Nh1 g112)/(Nh1 g11+Nh2 g21)+(Nh2 q212)/(Nh1 q11+Nh2qg g21)))/(Nh1 q11+Nh2
g21)+(-((4 Bhl Bh2 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 q21+g11 g22) (-((Nh1 Nh2 q12 g21)/((Nh1 q11+Nh2q
g21) (Nh1 g12+Nh2 g22)))+(Nh1 Nh2 q11 g22)/((Nh1 g11+Nh2 g21) (Nh1 g12+Nh2

922)))/((Nh1 q11+Nh2 g21) (Nh1 q12+Nh2 g22)))+(2 Bhl Nm1 ((Nh1 q112)/(Nh1 q11+Nh2

11



021)+(Nh2 g212)/(Nh1 g11+Nh2q g21)) ((Bhl Bm1 Nm1 ((Nh1 q11?)/(Nh1 q11+Nh2 g21)+(Nh2
g212)/(Nh1 q11+Nh2q g21)))/(Nh1 q11+Nh2 g21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 gq122)/(Nh1 g12+Nh2
g22)+(Nh2 g222)/(Nh1 g12+Nh2 g22)))/(Nh1 g12+Nh2 g22)))/(Nh1 q11+Nh2 gq21))/(2 \[Sqrt](-((4
Bhl Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 g21+qgl1l g22) (-((Nh1 Nh2 q12 g21)/((Nh1 q11+Nh2q g21)
(Nh1 q12+Nh2 g22)))+(Nh1 Nh2 q11 g22)/((Nh1 q11+Nh2 g21) (Nh1 q12+Nh2 g22))))/(Nh1
g11+Nh2 g21) (Nh1 g12+Nh2 g22)))+((Bhl1 Bm1 Nm1 ((Nh1 q1172)/(Nh1 q11+Nh2 gq21)+(Nh2

92172)/(Nh1 q11+Nh2q g21)))/(Nh1 q11+Nh2 g21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q122)/(Nh1

g12+Nh2 q22)+(Nh2 q2272)/(Nh1 g12+Nh2 g22)))/(Nh1 q12+Nh2 q22))?)))/(2 V2 \[Sqrt]((Bh1
Bm1 Nm1 ((Nh1 g112)/(Nh1 q11+Nh2 g21)+(Nh2 g212)/(Nh1 q11+Nh2g g21)))/(Nh1 q11+Nh2
g21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 g122)/(Nh1 q12+Nh2 g22)+(Nh2 g222)/(Nh1 g12+Nh2 g22)))/(Nh1
q12+Nh2 g22)+\[Sqrt](-((4 Bhl Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 q21+q11 q22) (-(Nh1 Nh2 q12
g21)/((Nh1 g11+Nh2g g21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+(Nh1l Nh2 q11 g22)/(Nh1 q11+Nh2 g21)
(Nh1 q12+Nh2 g22))))/((Nh1 q11+Nh2 q21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+((Bh1 Bm1 Nm1 ((Nh1
g1172)/(Nh1 g11+Nh2 g21)+(Nh2 g2172)/(Nh1 q11+Nh2qg g21)))/(Nh1 q11+Nh2 g21)+(Bh2

Bm2 Nm2 ((Nh1 q12”2)/(Nh1 q12+Nh2 q22)+(Nh2 q2272)/(Nh1 q12+Nh2 g22)))/(Nh1 g12+Nh2

q22))2) V& (v + 1))

Derivada respecto a Bm2

D[R,[Bh1,Bh2,Bm1,Bm2,y,u,5,q11,q12,q22,921],Bm2]

((Bh2 Nm2 ((Nh1 g122)/(Nh1 q12+Nh2 g22)+(Nh2 q222)/(Nh1 q12+Nh2 g22)))/(Nh1 q12+Nh2
g22)+(-((4 Bhl Bh2 Bm1 Nm1 Nm2 (q12 q21+g11 g22) (-((Nh1 Nh2 q12 g21)/((Nh1 q11+Nh2q
g21) (Nh1 g12+Nh2 g22)))+(Nh1 Nh2 q11 g22)/((Nh1 g11+Nh2 g21) (Nh1 gq12+Nh2

922)))/((Nh1 q11+Nh2 g21) (Nh1 q12+Nh2 g22)))+(2 Bh2 Nm2 ((Nh1 q122)/(Nh1 q12+Nh2

12



022)+(Nh2 g222)/(Nh1 g12+Nh2 g22)) ((Bhl1 Bm1 Nm1 ((Nh1 g112)/(Nh1 g11+Nh2 g21)+(Nh2
g212)/(Nh1 q11+Nh2q g21)))/(Nh1 q11+Nh2 g21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 g122)/(Nh1 g12+Nh2
g22)+(Nh2 g222)/(Nh1 g12+Nh2 g22)))/(Nh1 g12+Nh2 g22)))/(Nh1 q12+Nh2 q22))/(2 \[Sqrt](-((4
Bhl Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 g21+qg11l g22) (-((Nh1 Nh2 q12 g21)/((Nh1 q11+Nh2q g21)
(Nh1 q12+Nh2 g22)))+(Nh1 Nh2 q11 g22)/((Nh1 q11+Nh2 g21) (Nh1 q12+Nh2 g22))))/(Nh1
g11+Nh2 g21) (Nh1 g12+Nh2 g22)))+((Bhl1 Bm1 Nm1 ((Nh1 q1172)/(Nh1 q11+Nh2 gq21)+(Nh2

92172)/(Nh1 q11+Nh2q g21)))/(Nh1 q11+Nh2 g21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q12°2)/(Nh1

g12+Nh2 q22)+(Nh2 q2272)/(Nh1 g12+Nh2 g22)))/(Nh1 q12+Nh2 q22))?)))/(2 V2 \[Sqrt]((Bh1
Bm1 Nm1 ((Nh1 g112)/(Nh1 q11+Nh2 g21)+(Nh2 g212)/(Nh1 q11+Nh2g g21)))/(Nh1 q11+Nh2
g21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 g122)/(Nh1 q12+Nh2 g22)+(Nh2 g222)/(Nh1 g12+Nh2 g22)))/(Nh1
q12+Nh2 g22)+\[Sqrt](-((4 Bhl Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 q21+q11 q22) (-(Nh1 Nh2 q12
g21)/((Nh1 g11+Nh2g g21) (Nh1 q12+Nh2 q22)))+(Nh1l Nh2 q11 g22)/(Nh1 q11+Nh2 g21)
(Nh1 gq12+Nh2 g22))))/((Nh1 q11+Nh2 g21) (Nh1 q12+Nh2 g22)))+((Bhl Bm1 Nm1 ((Nh1
g1172)/(Nh1 g11+Nh2 g21)+(Nh2 g2172)/(Nh1 q11+Nh2qg g21)))/(Nh1 q11+Nh2 g21)+(Bh2

Bm2 Nm2 ((Nh1 q12”2)/(Nh1 q12+Nh2 q22)+(Nh2 q2272)/(Nh1 q12+Nh2 g22)))/(Nh1 g12+Nh2

q22))2) V& (v + 1))

Derivada respecto a 'y

D[R,[Bh1,Bh2,Bm1,Bm2,y,u,5,q11,12,g22,621],v]

-1/(2 V2 (d (y+1))*?) \[Sqrt](Bh1 Bm1 Nm1 ((Nh1 g112)/(Nh1 q11+Nh2 g21)+(Nh2 q212)/(Nh1
g11+Nh2q g21)))/(Nh1 g11+Nh2 g21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q122)/(Nh1 q12+Nh2 q22)+(Nh2
g222)/(Nh1 q12+Nh2 g22)))/(Nh1 g12+Nh2 q22)+\[Sqrt](-((4 Bhl Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12

g21+g11 q22) (-(Nh1 Nh2 g12 g21)/((Nh1 q11+Nh2g q21) (Nh1 q12+Nh2 g22)))+(Nh1 Nh2 g11

13



g22)/((Nh1 g1l1+Nh2 g21) (Nh1 gq12+Nh2 g22))))/(Nh1 q11+Nh2 g21) (Nh1l q12+Nh2
g22)))+((Bhl1 Bm1 Nm1 ((Nh1l q1172)/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Nh2 q21"2)/(Nh1l q11+Nh2q
g21)))/(Nh1 g11+Nh2 g21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q12”2)/(Nh1 g12+Nh2 q22)+(Nh2

g2272)/(Nh1 q12+Nh2 g22)))/(Nh1 g12+Nh2 g22))?)) &

Derivada respecto a p

D[R,[Bh1,Bh2,Bm1,Bm2,y,u,5,q11,q12,22,g21],4]

-1(2 V2 (S (y+1))*2) \[Sqrt]((Bh1 Bm1 Nm1 ((Nh1 q112)/(Nh1 q11+Nh2 gq21)+(Nh2 q212)/(Nh1
g11+Nh2q g21)))/(Nh1 g11+Nh2 gq21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q122)/(Nh1 g12+Nh2 g22)+(Nh2
0222)/(Nh1 q12+Nh2 g22)))/(Nh1 g12+Nh2 q22)+\[Sqrt](-((4 Bh1l Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12
g21+g11 g22) (-(Nh1 Nh2 g12 q21)/(Nh1 q11+Nh2qg g21) (Nh1 q12+Nh2 g22)))+(Nh1 Nh2 q11
g22)/((Nh1 g11+Nh2 g21) (Nh1 g12+Nh2 g22))))/(Nh1 g11+Nh2 g21) (Nh1l g12+Nh2
g22)))+((Bhl1 Bm1 Nm1 ((Nh1 q1172)/(Nh1 g11+Nh2 g21)+(Nh2 q2172)/(Nh1 q11+Nh2q
g21)))/(Nh1 q11+Nh2 g21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q1272)/(Nh1 g12+Nh2 g22)+(Nh2

g2272)/(Nh1 q12+Nh2 g22)))/(Nh1 g12+Nh2 g22))?)) &

Derivada respecto a

D[R, [Bh1,Bh2,Bm1,Bm2,y,u,5,q11,q12,22,G21],5]

-1/(2 V2 (d (y+1))*?) \[Sqrt]((Bh1 Bm1 Nm1 ((Nh1 g112)/(Nh1 q11+Nh2 g21)+(Nh2 q212)/(Nh1
g11+Nh2q g21)))/(Nh1 g11+Nh2 g21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q122)/(Nh1 q12+Nh2 q22)+(Nh2

0222)/(Nh1 q12+Nh2 g22)))/(Nh1 g12+Nh2 q22)+\[Sqrt](-((4 Bhl Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12
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g21+g11 q22) (-((Nh1 Nh2 g12 g21)/((Nh1 q11+Nh2g q21) (Nh1 q12+Nh2 g22)))+(Nh1 Nh2 g11

g22)/((Nh1 q11+Nh2 g21) (Nh1 q12+Nh2 g22))))/((Nh1 q11+Nh2 gq21) (Nh1 q12+Nh2
g22)))+((Bhl Bm1 Nm1 (Nh1 q1172)/(Nh1 q11+Nh2 q21)+(Nh2 q2172)/(Nh1 g11+Nh2q
g21)))/(Nh1 g11+Nh2 g21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 q12”2)/(Nh1 gq12+Nh2 g22)+(Nh2

q22°2)/(Nh1 q12+Nh2 q22)))/(Nh1 q12+Nh2 g22))?)) (y+u)

Derivada respecto a gq11

D[R, [Bh1,Bh2,Bm1,Bm2,y,u,5,q11,q12,G22,q21],q11]
((Bh1 Bm1 Nm1 (-((Nh12 q112)/(Nh1 q11+Nh2 g21)?)-(Nh1 Nh2 g212)/(Nh1 q11+Nh2
g21)%+(2 Nh1 q11)/(Nh1 q11+Nh2 g21)))/(Nh1 q11+Nh2 g21)-(Bh1 Bm1 Nh1 Nm1 ((Nh1
g112)/(Nh1 q11+Nh2 g21)+(Nh2 q212)/(Nh1 q11+Nh2 q21)))/(Nh1 q11+Nh2 q21)%+(-((4
Bh1 Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 q21+q11 g22) ((Nh12 Nh2 q12 g21)/((Nh1
gq11+Nh2q q21)? (Nh1 g12+Nh2 g22))-(Nh1%? Nh2 q11 q22)/((Nh1 q11+Nh2 g21)? (Nh1
g12+Nh2 g22))+(Nh1 Nh2 g22)/((Nh1 gq11+Nh2 g21) (Nh1 g12+Nh2 g22))))/((Nh1
g11+Nh2 g21) (Nh1 g12+Nh2 g22)))-(4 Bh1 Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 g22 (-((Nh1 Nh2
912 q21)/((Nh1 g11+Nh2q g21) (Nh1 q12+Nh2 g22)))+(Nh1 Nh2 g11 q22)/((Nh1
g11+Nh2 g21) (Nh1 g12+Nh2 g22))))/((Nh1 g11+Nh2 g21) (Nh1 q12+Nh2 q22))+(4 Bhl
Bh2 Bm1 Bm2 Nh1 Nm1 Nm2 (q12 q21+q11 g22) (-((Nh1 Nh2 q12 q21)/((Nh1
g11+Nh2qg g21) (Nh1 g12+Nh2 g22)))+(Nh1 Nh2 11 g22)/((Nh1 g11+Nh2 g21) (Nhl
g12+Nh2 g22))))/(Nh1 g11+Nh2 gq21)? (Nh1 q12+Nh2 g22))+2 ((Bhl Bm1 Nm1 (-((Nh1?
q112)/(Nh1 q11+Nh2 g21)3)-(Nh1 Nh2 q212)/(Nh1 q11+Nh2 q21)2+(2 Nh1 q11)/(Nh1
g11+Nh2 g21)))/(Nh1 g11+Nh2 g21)-(Bhl1 Bm1 Nh1 Nm1 ((Nh1 q112)/(Nh1 q11+Nh2
g21)+(Nh2 g21?)/(Nh1 gq11+Nh2 g21)))/(Nh1 q11+Nh2 g21)?) ((Bhl Bm1 Nm1 ((Nh1l

g112)/(Nh1 q11+Nh2 g21)+(Nh2 q212)/(Nh1 q11+Nh2 g21)))/(Nh1 g11+Nh2 q21)+(Bh2
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Bm2 Nm2 ((Nh1 g122)/(Nh1 q12+Nh2 g22)+(Nh2 g222)/(Nh1 g12+Nh2 g22)))/(Nh1
g12+Nh2 g22)))/(2 \[Sqart](-((4 Bh1l Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 q21+qg11 q22) (-((Nh1
Nh2 q12 g21)/((Nh1 g11+Nh2g g21) (Nh1 gq12+Nh2 g22)))+(Nh1 Nh2 11 g22)/((Nhl
g11+Nh2 g21) (Nh1 g12+Nh2 g22))))/((Nh1 q11+Nh2 g21) (Nh1 q12+Nh2 gq22)))+((Bh1
Bm1 Nm1 ((Nh1 q1172)/(Nh1 q11+Nh2 gq21)+(Nh2 q21°2)/(Nh1 q11+Nh2 g21)))/(Nh1

g11+Nh2 g21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 g12”72)/(Nh1l g12+Nh2 q22)+(Nh2 g2272)/(Nh1

q12+Nh2 g22)))/(Nh1 q12+Nh2 q22))3)))/(2 V2 \[Sqrt]((Bhl Bm1 Nm1 ((Nh1 q112)/(Nh1
gq11+Nh2 g21)+(Nh2 g212)/(Nh1 g11+Nh2 g21)))/(Nh1 q11+Nh2 g21)+(Bh2 Bm2 Nm2
((Nh1 g12?)/(Nh1 q12+Nh2 g22)+(Nh2 q222)/(Nh1 g12+Nh2 g22)))/(Nh1 q12+Nh2
g22)+\[Sart](-((4 Bhl Bh2 Bm1 Bm2 Nm1 Nm2 (q12 q21+g11 g22) (-(Nh1l Nh2 q12
q21)/((Nh1 q11+Nh2q g21) (Nh1 q12+Nh2 g22)))+(Nh1 Nh2 q11 q22)/((Nh1 q11+Nh2
g21) (Nh1 g12+Nh2 g22))))/((Nh1 q11+Nh2 gq21) (Nh1 q12+Nh2 gq22)))+((Bhl Bm1 Nml
((Nh1 q1172)/(Nh1 gq11+Nh2 g21)+(Nh2 q2172)/(Nh1 q11+Nh2 g21)))/(Nh1 q11+Nh2

g21)+(Bh2 Bm2 Nm2 ((Nh1 g12”2)/(Nh1l q12+Nh2 q22)+(Nh2 g22”2)/(Nh1 q12+Nh2

22)))/(Nh1 q12+Nh2 q22))2)) +/6 (¥ + 1) )
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Material suplementario 2

Demostraciéon del Teorema 3

Sean My L matrices tales que guardan la informacion de infecciéon cruzada entre las

dos zonas del modelo (3). Esto es,

M= .Bmlpll ﬁm1p21 L = Q113h191 Q12.3h292
ﬂmzpu ﬁmZPZZ QZlﬁh191 ‘hzﬁhzgz '

0 L

Sea la matriz ® = (M 0

) tal que la red de contacto! del modelo (3) esta fuertemente

conectada. Entonces @ es no negativa, pues las componentes de M y L son no negativas, e

irreducible, ya que qué una matriz cuadrada es irreducible, si la red de contactos

esta fuertemente conectada.

Teorema 3. Suponga que la red de contacto esta fuertemente conectada entonces el sistema
(3) tiene un equilibrio endémico Unico si 1 < R,. Ademas, este equilibrio es localmente

asintéticamente estable.

Demostracion.  Sea e* = (S*p, I *y, %y, S*n, I, I+y,) un equilibrio endémico del

sistema (3), entonces:
u= (H + q11Bn, 1 *m, 01 + q12Bn, ] *m, 92)5 *Ryo (A1)

H= (H + q22Bn,1 *m, 02 + 421Bn, ! *m, 91)5 *hy (A2)

1 Por red de contacto se entenderd como la red de movilidad entre las zonas.
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M+, =S *p, (1t + G118, *m, 61+ Q12Bn,1 *m, 62), (A3)

U+ *p, =S *p, (.U + 422Bn,1 *m, 02 + 421Bn,1 *m, 91): (A4)
81 *m, = (1 -1 *ml)(ﬁmlplll *p, T Bm1p211 *hz)’ (A5)

de (Al) y (A2) obtenemos
Skp, = (U + quaPr, ] *m, 01 + Q12Bn,] *m, 62) 7' 1t
S#p, = (W + q22Bn,1 *m, 02 + q218n, I *m, 01 ) tu
reemplazando S *,, ¥ S *,, en (A3) y (A4) respectivamente, tenemos
Ip,=(u+ " u+ q11Bn, 1 *m, 61 + q12Bn,1 *m, 92)_1(Q1lﬁh11 *my 01+ q12Bn, 1 *m, 6;)u
Ip,=(u+ V)_l(.u + q22B8n,1 *m, 02 + 42180, 1 *m, 91)_1((122ﬁh21 *m, 02 + q21Bn, 1 *m, 91)#
de (A5) y (A6) obtenemos
Iy, = (6 + Bm, P11l *n,+ Bm, P21l *hz)_l(ﬁmlpnl *ny T Bm, P21l *hz)

-1
[ ¥y, = (6 + Bm, P12l *n,+ Bm, 0211 *hz) (.Bmzplzl *n,+ Bm, D221 *hz)

asi, (I *n D ng, T Hmy T *m, ) es un punto fijo de la aplicacion ¢ dada por



2
z q1jBn;¥; 0; | 1

j=1

2
w+nt| w4+ z q1jBn;¥; 0;

=1

~.

~.
||MN
=

{(x1,%2,¥1,¥2) =

o + m1P]1 Xj

z Bmlpjl Xj

j=1

MN\

, _
W+ u+ Zqz,ﬁh,y] > Q2Bn;y; 0; | 1

-
1l

6 +

e

Bm,Dj2 X; z Bm,Pj2 X

1 j=1

J

_ (diag(u1l + y1)~t diag(u1 + Ly)~* diag(Ly)ul
B diag(61 + Mx)~! diag(Mx)1

donde x = (2) , Yy = (2) y1l € R?

Afirmacion 1. Sea F (w) una funcidon continua, monétona no decreciente, estrictamente
sublineal, cerrada la cual mapea el ortante no negativo R} = [0, o)™ en si mismo. Si F (0) =
0 y F’ (0) existe y es irreducible, entonces F (w) no tiene un punto trivial en la frontera de R%.

Ademas, F (w) tiene un punto fijo positivo si p (F’(0)) > 1. Silo hay es unico.
Verifiguemos las hipétesis de la afirmacion 1.

= ( es continua pues cada componente es continuo.

= ( es cerrada, pues se mapea en el octante no negativo de R? x R? en si mismo,
Se garantiza por el teorema 1.

= Para probar la monotonia de {, mostraremos que el jacobiano de { es una matriz

de Metzler (Jacquez J., Simon C., 1993). Efectivamente,

J (€ (x1,%2,y1,¥2)) = (g g)

donde
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A = [oy]

-1
2
X7 = 1iiBn,; 6
= (l,l+y)_1 u + Z qungh]y] 9] ,Ll|:1 — Jj=111) h} J
j=1

B+ X310

9]'] (qixBn, Ox)

B = [byl

-1
2
22'=1ﬁm-29j-xj
=6+ > Buppy | |1 - ek D,
ﬁmlp]lx] [ 5 + Z§=1ﬁmipjixj (ﬁlpkl)

j=1

y cada componente tanto de A como de B es mayor o igual a cero, asi J({(x1,X2,V1,¥2)), €S una

matriz de Metzler.

= Para mostrar que { es estrictamente sublineal, debe pasar que para 0 < 1 <

1yw >» 0,entonces A{(w) K {(Aw) (Smith H., 1995). Comox >» 0yy > 0,ya
que @ es irreducible, entonces @ (;) > 0 en consecuencia Ly > 0y Mx > 0.
Sea 0 < 1 < 1 entonces se tiene que
Ly » ALy
ul + Ly > ul + ALy
diag(ul + Ly) >» diag(ul + ALy)
diag(ul + Ly)™! « diag(ul + ALy)™?!
diag(ul + Ly) ' diag(ALy) <« diag(ul + ALy)~!diag(A Ly)
Adiag(ul + y1) ' diag(ul + Ly) ' diag(Ly)u < diag(ul + ALy) ‘diag(ul + Ly) ' diag(A Ly)u
Procediendo andlogamente para Mx se obtiene que
Adiag(61 + Mx)~!diag(Mx) < diag(51 + AMx) 1diag(1 Mx)
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llevdndonos a concluir que AT (w) < T (Aw).

_ (0 (u+yYTLy _ (0 Ly : . .
Observe que (0) = 0y J (¢(0)) = <8‘1M 0 ) = <M1 0) es irreducible debido a

gue @ lo es (Iggidr A., Sallet G., Souza M., 2016), ya que
LiMy= (u+ y)"'LET My = (u+ y)"'67ILM,

MLy = §7'My(u+ y) 'L = 8§ (u+ y) ML,

y LM, ML son irreducibles. Por otro lado, la condicién dos se tiene, ya que para algin v > 0 se

tiene que Lv >»> 0y Mv >» 0,como 6%, (u + y)! > 0, entonces
Li,= (u+y)""L, »0,
My, = 8§'M, »0.

Asi, T (w) no tiene un punto fijo no trivial en la frontera. Ademas, {(w) tiene un punto fijo positivo
sip (J (¢ (0))) > 1y es unico, como, p (J (¢ (0))) = Ry, luego el sistema (3.3) tiene un punto

de equilibrio endémico Unico.

Para mostrar que el punto de equilibrio endémico es asintéticamente estable, bastara verificar
que la solucién del sistema (3) linealizado no tiene solucion de la forma X(t) = X,e?t con R(z) =
0, parte real de z, donde X, € C3 el vector propio y z € C el valor propio correspondiente del

jacobiano en el equilibrio endémico.

—_ (Sn _ (In _ (Im H _ .
Sean U = (Sh;) , V= (Ih;) y W= (Im;) , considerando X, = (U,V,W) un vector propio
correspondiente al valor propio z entonces, linealizando el sistema (3.3) se obtiene:

zU = —diag(u1)U — diag(LIy,)U — diag(S,)LW (A7)

zV = —diag(LI;,)U — (u1 + y1)V + diag(Sp)LW (A8)
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zW = —diag(1 — I, )MV — §W — diag(MI;,)W (A9)

Donde S;, = (ihl) I = (1,}1> y Sp = (11*nl>

ha
Sumando las ecuaciones (A7) y (A8), se obtiene la igualdad
U= —diag(ul + z1) U diag(ul +y1 +z1) V
reemplazando U en (A8) y (A9) y escribiendo en forma matricial, se tiene
Y= dxv
donde

W= (diag(1+zdiag (u1+y1) 1+ diag(u1+y1+z1) diag(ul+z1)diag (/,11+y1)‘1LI,’;1)V)
diag(1+zdiag(61)~11+diag(61)~IMI;,)W

. 0 diag (u1 +y1) tdiag(S;)L v=(")
~ \diag (61)"'diag(1 — I};,)M 0 S 4

Claramente ®* es una matriz no negativa e irreducible y ademas

Iy Iy
Im I

Supongamos que R(z) = 0 y a la minima parte real de

zdiag(ul + y1)"'1 + diag(ul + y1 + zdiag(ul + z1)diag(ul + z1)"LLI};,

zdiag(61)™1 + diag(61)~*MI};

como R(z) = 0, & es irreducible y los vectores I, » 0 e I » 0, entonces a debe ser
mayor a cero, asi
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4 (VI

Sea t el minimo namero tal que

()= (i)

luego,

Vi (VI (I (In
v+ (gg) < () = () -+ ()
()< ()

W|) = 1+ a\l};,

lo cual contradice la minimalidad de 7. Por lo tanto, R(z) < 0y el equilibrio endémico es

asintéticamente estable.

23



