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Francisco Vera Fernandez de Cérdoba (1888-1967)

Vera, fue un matematico espaifiol, prolifico escritor, recono-
cido especialmente por sus trabajos en historia de la ciencia
y de la matematica. Exilado de la guerra civil espafiola, llegd
a Colombia por invitacion del entonces presidente Eduardo
Santos en abril de 1941. Fue profesor en la Escuela Normal
Superior y en la Universidad Nacional, donde, entre 1941y
1942, tuvo a su cargo cursos de aritmética analitica (esen-
cialmente, teoria elemental de los nimeros) en la Facultad
de Ingenieria y posiblemente también de calculo diferencial
(Matematicas I1) en la Facultad de Quimica. Con el apoyo de
la Sociedad Colombiana de Ingenieros llevé a cabo cursillos
y conferencias de divulgacion de las matematicas, en la
sede de la Sociedad, en la UN y en el Teatro Colén. Con
sus cursos y conferencias abri6 el camino para que nuestra
comunidad académica y cultural se diera cuenta del grave
atraso en que nos encontrabamos de lo cual dejé testimonio
en algunas de sus obras.
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El articulo de la Revista de la Academia es la publi-
cacion de los dos primeros capitulos de Vera en su
libro Introduccién a la Teoria de Conjuntos, el cual
comienza con una ‘Advertencia al lector’ donde afirma:

Esta obrita es la reconstruccion aproximada del
curso que sobre teoria de conjuntos dicté durante
los meses de septiembre y octubre de 1942 en Bogota
por honroso encargo de la Sociedad Colombiana de
Ingenieros, la que realizaba el enorme esfuerzo de
organizar conferencias de matematica pura puesto
que la que se explicaba en la Universidad Nacional
tenia caracter mas concreto que abstracto, ya que
no existia en Colombia la Facultad de Ciencias
creada recientemente.

En seis capitulos que constituyen el libro, \era hace
una presentacion historico-filosofica de la teoria
de conjuntos, deteniéndose en los puntos mas rele-
vantes, como son la existencia de diferentes tipos de
infinito para mostrar que los racionales y los naturales
tienen la misma cardinalidad, pero que los reales
tienen una cardinalidad diferente a la de los naturales.
No se detiene en la parte operativa de la teoria, ni
ofrece ejercicios. Aunque contiene algunos errores en
sus demostraciones, el articulo fue seleccionado por
ser el primero realizado en Colombia sobre la teoria
de conjuntos.

\era también publico en la Revista de la Academia
el articulo EI “Tertium non datur” en la matemética
actual, (4 (14), 1941) sobre las escuelas filosoficas
de la matematica que surgieron a comienzos del siglo
XX como propuestas de solucion de las paradojas de
la teoria de conjuntos de Cantor. Se trata, entonces,
de dos articulos pioneros en Colombia sobre temas de
matematica y logica, de ahi su enorme importancia.
Sobre el paso de Vera por Colombia, Cobos y Vaquero,
sus biografos, afirman: “Nos encontramos a un Vera
que explica lo que de sobra era ya conocido en Europa
pero que no habia llegado aun a algunos paises de
Latinoamérica”, Latinoamérica.

Clara Helena Sanchez, Ph.D.
Miembro Correspondiente



TEORIA DE CONJUNTOS

PROF. FRANCISCO VERA

NOCIONES FUNDAMENTALES

1. Conyunro.—Corresponde a Cantor (Georg, 1845-
1918, alemédn) la gloria de haber creado una teo-
ria sin antecedentes historicos y de tal trascenden-
cia, que con razén ha dicho Denjoy (Arnaud, 1884-
...., francés) que es la mayor revolucién que ha
conocido la Matemética después de la que produjo
el Céleculo infinitesimal.

Parece natural que iniciemos este cursillo esta-
bleciendo el concepto de conjunto, cuestién no exen-
ta de dificultades. Cantor lo defini6 diciendo que es
“una conexion determinada de diversos objetos de
nuestra intuicion o de nuestra mente, llamados ele-
mentos del conjunto, en una totalidad”, definicién
que contiene una palabra peligrosa: tofalidad, por-
que es inconstituible excepto cuando nombramos los
elementos que se consideran en la fotalidad, en cuyo
case gblo tiene el valor de una abreviatura, de modo
que si en una habitaciéon estin Pedro, Juan, Anto-
nio y Enrique, por ejemplo, y nadie mis, podemos
hablar de la totalided o de todas las personas que
hay en la habitacion; pero jcémo establecer me-
diante la observacion directa que todos los cuerpos
se dilatan por la accioén del calor? Incluso en la hi-
pbtesis de que en un cierto momento hubieran sido
observados todos los cuerpos del mundo desde el
punto de vista de su dilatabilidad no podriamos
afirmar sin imprudencia que los cuerpos observa-
dos eran todos los cuerpos.

Claro es que tampoco podemos establecer por ob-
servacion directa algunos conceptos fisicos —mo-
lécula, atomo, protén, ete.— y, de acuerdo con Mach
(Ernst, 1838-1916, austriaco), tendriamos que bo-
rrar del diecionario cientifico los enunciados en
que intervienen tales conceptos, so pena de invadir
el terreno de la Metafisica; pero si reflexionamos
un poco comprenderemos que no hay en ello ningin
inconveniente porque la Fisica da indicaciones so-
bre el empleo de las palabras inconstituibles, tales
que, partiendo de enunciados en que figuran, se lle-
ga a enunciados en que no figuran, pero cuya cer-
teza se puede comprobar experimentalmente.

No ocurre lo propio con la palabra todos, referi-
da a los elementos de un conjunto, porque las leyes
logicas nos dicen que lo que es vilido para todos lo
es también para cada objeto particular, y, sin em-
bargo, mis adelante demostraremos la existencia
de conjuntos que no cumplen esta ley, lo que nos
obliga a fijar la significacién de la palabra eonjunto
para evitar equivocos.

Admitiendo sin diseusion que sabemos distinguir
entre une cosa y varids cosas y que al prescindir de

la naturaleza de cada cosa y de la posicién de unas
respecto de otras, si son varias, nacen en nuestro
espiritn las ideas de unided y pluralidad, asignare-
mos a la palabra coniunto el valor de pluralidad
definida o determinada, y diremos que un conjunto
estd definido o delerminado cuando cualesquiera
que sean los elementos que consideremos, no exista
para cada uno de ellos mis que el dilema de perte-
necer o no pertenecer al conjunto y para cada par
de elementos no exista mas que el dilema de estar
formado o mno estar formado por elementos dis-
tintos. ot

Aceptadas estas condiciones, consideraremos pro-
visionalmente la definicion cantoriana como un ob-
jeto matemitico que podemos manejar sin peligro,
¥ no sblo serd ya legitimo hablar del “conjunto de
personas que estin en una habitacion”, o del “con-
junto de Atomos de hidrogeno y oxigeno que hay en
un centimetro etibico de agua”, o del “conjunto de
los pecados capitales”, por ejemplo, sino también,
abusando del lenguaje en aras de la comodidad, 1la-
mar conjunto a un sbélo elemento: conjunto unidad,
pero sin confundirlo con el elemento, e incluso con-
cebir que no tenga ninguno: conjunto nulo o vacio.

Designaremos los conjuntos por letras maytscu-
las aisladas y sus elementos por maytsculas cursi-
vas. Asi, para expresar que el conjunto M esta
formado por los elementos A, B, (', D, escri-
hiremos

M=4, B, 0, D.

Diremos que un conjunto M
otro N si todos los elementos de M pertenecen
a N y hay en N elementos que no pertenecen
a M. La parte de un conjunto se llama también
subconjunto o conjunio parcial. Indicaremos la re-
lacion entre un conjunto N ¥ una parte de él M
escribiendo M < N.

es parte (1) de

2. CorrespoNDENCIA.—Otro concepto del que he-
mos de hacer uso frecuente es el de corresponden-
cia: convenio o ley tal que fijado un elemento de un
conjunto dado, queden fijados uno o varios elemen-
tos de otro conjunto también dado, diciéndose co-
rrespondencia univoea en aquel caso y plurivoca en
éste. De los elementos de uno de los conjuntos dire-
mos que son correspondicntes u homdlogos de los del
otro, y si los elementos se corresponden uno a uno,
es decir: si cada elemento de un conjunto tiene un
homoélogo y sbélo uno en el otro, y reciprocamente, la
correspondencia se llama Dbiunivoca.

1} Cautor lo llama parte integrante: Bestandtheil.
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3. Orpex.—Dado un elemento 4 y otro elemen-
to distinto B, diremos que uno de ellos, A4, por
ejemplo, precede al otro B o que éste sigue a
aquél, o bien que A es enterior a B o B es
posterior a A, y escribiremos A<B o B>A.
En esta definicion los verbos preceder y seguir y los
adverbios anterior y posterior s6lo tienen el valor de
simbolos.

Si un elemento . de un conjunto es anterior
a otro B, que no tiene ninguno anterior distinto

de A, se dice que { }/31} es el inmediatamente

recibe el nom-

anterior a B
{ : v el elemento B

posterior a A
bre de siguiente o consecutivo o A.

Diremos que un conjnnto estd orderedo si pode-
mos fijar un eriterio cualquiera que permita decir
sin ambigiiedad si un elemento A del conjunto es
anterior a otro B ¥, ademds, que si es

A<B y B<C, sea A<LC.

Ordenado un conjunto, si contiene un elemento al
cual no precede ninguno y otro elemento al cnal no
sigue ninguno, diremos que aquél es el primero y
éste el wltimo elemento del conjunto, y si toda parte
de un conjunto tiene primer elemento el conjunto
se dice bien ordenado, sin preocuparnos, por ahora,
de si todo conjunto ordenado puede ser o no ser bien
ordenado.

4. Br xuMmero orpixaL—Consideremos el conjun-
to ordenado de varios hombres: Pedro, Juan, Luis,
Trancisco, Ruperto y Gabriel, por ejemplo, y el con-
junto, también ordenado, de varias mujeres: Petra,
Juana, Luisa, Francisca, Ruperta y Gabriela, y re-
presentemos sus nombres por sus iniciales maytuscu-
las y mintisculas, respectivamente, y por H y M
sus conjuntos, escribiendo:

H=PFPJ,L,F,R,G,
M=p i Lf"g

Entre estos conjuntos podemos establecer una co-
rrespondencia tal que al primer elemento P de H
le corresponda el primero p de M y que si a
un elemento cualquiera I de H le corresponde
el elemento ! de M, también se correspondan
los siguientes respectivos F y f. Recordando la
definiciébn 2 esta correspondencia es biunivoca si
el tltimo elemento de H tiene como homodlogo el
tltimo de M y reciprocamente, y es univoca o
plurivoea en el caso contrario.

Considerando ahora el conjunto A de los ani-
males perro, jaguar, leén, faisin, raton y gato, que
representaremos por sus iniciales mayisculas acen-
tuadas, asi:

A— P L T R G

entre los elementos de este conjunto A y los de
H y M podemos establecer una corresponden-
cia, biunivoca o no, tal que a cada elemento F de
H le corresponda un elemento F¥ de A y al
f de M también el F de A, en cuyo caso

diremos que los elementos F, f y F’ ocupan el
mismo lugar en sus conjuntos respectivos.

De esta definicion resulta que, dados varios con-
juntos, se pueden agrupar todos sus elementos po-
niendo en cada grupo los elementos que ocupan el
mismo lugar en cada conjunto.

Colocando, pues, en columna los elementos de los
conjuntos que ocupan el mismo lugar, tenemos el si-
guiente cuadro:

Bl B e e |2

E 3 £ 2 3 5

= o h 5] & o
H=| P J | L F R s
M=| p bl 1 i r g |easls
e | 9 2 ! JEEEA e SR e s
o=| p | gl b | g s

donde O es el conjunto de los objetos pluma-jarro-

lima-flor-remo-grifo, representados por sus iniciales
minnsculas acentuadas, y los puntos suspensivos in-
dican que el cuadro se puede prolongar vertical y
horizontalmente cuanto queramos.

Agrupados asi los elementos de los conjuntos da-
dos, se llama nimero ordinal el ente abstracto que
representa el conjunto de elementos que ocupan el
mismo lugar en cada conjunto: primero, segundo,
tercero, cuarto, ete.

5. EL NUMERO CARDINAL—Supongamos que los
hombres y mujeres que forman los conjuntos H y M
antes considerados estin en un salén y desean bai-
lar. Es evidente que si cada hombre tiene una foca-
va y sblo una y cada mujer tiene un tocayo y solo
uno y bailan por parejas homoénimas, nadie se que-
da sin bailar; pero jocurrird lo propio si bailan dos
personas de nombres distintos? En otros términos:
;podran bailar todos los hombres y todas las muje-
res cualquiera que sea el modo de formarse las pa-
rejas? El sentido comin nos contesta afirmativa-
mente porque de una manera implicita estamos ad-
mitiendo que hay el mismo nitmero de hombres que
de mujeres.

Pero este ntimero no es ignal al estudiado antes.
Los diferencia algo que conviene examinar. Si del
salén en que suponemos reunidos los hombres y mu-
jeres, se ausenta una de éstas: Luisa, por ejemplo,
las personas restantes pueden bailar por parejas
homo6nimas, excepto Luis, y si se aparean de ofro
modo, siempre se quedari un hombre sin bailar. En
cambio, si se ausentan un hombre y una mujer sélo
pueden ocurrir, en virtud del principio de contra-
diceién, dos casos: que sean tocayos o que no lo
sean. Si lo son, pueden bailar los tocayos restantes
y nadie se quedard sin bailar, y si no lo son, porque
se han marchado Petra y Francisco, por ejemplo,
puede bailar Pedro con Francisca y los demis por
parejas homénimas.

Pues bien, cuando entre un conjunto como el H
y otro conjunto como el M existe una correspon-
dencia buinivoeca, se dice que ambos conjuntos son
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coordinables y es ficil demostrar no sélo el hecho
antes observado de conservarse la coordinabilidad
81 se suprime un elemento de uno y otro del otro si-
no también esta propiedad fundamental: Si un con-
junto es coordinable con otro de un cierto modo,
también lo es de cualquier otro modo que se ensaye
la coordinncion.

8i consideramos ahora un elemento A y pone-
mos a continuacién el conjunto formado por este
elemento 4 y otro B; luego el ARC que con-
tiene el conjunto anterior y un nuevo elemento €;
después el ABCD constituido porel ABC yun
cierto elemento D, ete., tendremos la sucesion
fundamental de conjuntos

Uno Dos Tres Cuatro Cinco Seis .....
1 2 3 4 5 6
A AB ABC ABCD ABCDE ABCDEF .....

y entonces todos los conjuntos de la Naturaleza se
pueden clasificar colocando cada uno en el grupo
encabezado por el de la sucesién fundamental con
el ecnal es coordinable.

Por ejemplo, dado el conjunto de cosas silla-hilo-
mesa-tintero —s-h-m-t— lo pondremos en el que es-
ta encabezado por el ABCD; los conjuntos de hom-
bres, mujeres, animales y objetos que hemos consi-
derado antes, los colocaremos en el que lleva como
guiéon el ABCDEF; ete.

Clasificados asi los elementos de los conjuntos,
se llama nimero cardinal el ente abstracto que re-
presenta fodos los conjuntos que son coordinables
entre si y los distingue de los no coordinables: uno,
dos, tres, cuatro, ete. Decir, por tanto, que dos con-
juntos son coordinables equivale a decir que tienen
el mismo nimero cardinal o igual nimero de ele-
mentos, cualquiera que sea la naturaleza de éstos y
el orden en que estén colocados.

6. CORRESPONDENCIA ENTRE LOS NUMEROS ORDINALES
Y CARDINALES.—Vemos, pues, que hay una diferencia
esencial entre los nfimeros ordinales y cardinales.
Bl ntimero ordinal 6 designa a Gabriel en el conjun-
to de hombres, a Gabriela en el de mujeres, al gato
en el de animales y al grifo en el de objetos, es de-
cir: Gabriel es el sexto hombre del conjunto H, el
gato el sexfo animal del conjunto A, ete., mien-
tras que el nfimero cardinal 6 representa el conjun-
to de fodos los hombres, de todas las mujeres, de to-
dos los animales y de todos los objetos, prescindien-
do del orden en que estén colocados y de su natura-
leza.

Ahora bien, a todo ntmero ordinal, cuarto, por
ejemplo, del conjunto O de objetos, o sea la flor,
le corresponde el niimero cardinal cuatro que de-
signa el nimero de elementos del conjunto pluma-
jarro-lima-flor, y de todos los que, como él, son coor-
dinables con el ABCD de la sucesién fundamen-
tal y reciprocamente: disponiendo ésta y los con-
juntos coordinables con cada uno de los de ella
—conservando las siglas anteriores—en la siguien-
te forma:

1 20 3o 4° 59 e
A AB ABC ABCD ABCDE ABCDEF .....
shmit ....... PJLFRG: -
Djlfrge..-

PTLFRG -

Pl’ }'f l? fl r} g! .....

resulta que al niimero cardinal seis, por ejemplo,
que representa el ntimero de objetos del conjunto
perro-jaguar-leén-faisin-ratén-gato y de todos los
que, como €, son coordinables con el ABCDEF de
la sucesiéon fundamental, le corresponde el ntimero
ordinal sezfo del conjunto primero-segundo-tercero-
cuarto-quinto-sexto.

Por consiguiente, asociando a todo ntimero ordi-
nal n, su correspondiente cardinal n, y for-
mando el conjunto de parejas

(Lo1e)s (2020); (3:3:), (4oe),...

PO [y [

se obtiene, por abstraccién, el concepto de mimero
natural como simbolo comin de un niimero ordinal
¥ su correspondiente cardinal, concepto que es ya
un producto irreductible de la facultad creadora
del espiritu humano que se ha dado en llamar “el
demonio matemético”, de tal modo que, como ad-
vierte Brunschvicg (Leon, 1869-...., francés) “la
nocion de niitmero correspende a otra cosa que a un
simple imperativo metodoldgico y tiene el valor de
un indicative metafisico. El1 principio del niimero
significa no sélo que es preciso contar para com-
prender las cosas, sino que éstas tienen efectiva-
mente una cuenta, estin constituidas por partes
més alla de las cuales no hay ya division y forman
un todo pasado el cual no hay suma” (1).

Esta conquista, que hoy nos parece tan facil, ha
necesitado el transeurso de muchos siglos. Antes de
ser nociones puras, los niimeros fueron gestos en un
orden ritual corpéreo, con un sentido antropomértfico
¥y un valor conereto y cualitativo anterior a la idea
cuantitativa que supone una suma, es decir: el ni-
mero cardinal; y es preciso que avance la civiliza-
cion para que la cualidad y la cantidad se yuxta-
pongan en una sintesis mental y el fltimo término
de una sucesién ordenada coinecida con la unidad
en bloque de un conjunto de objetos.

7. Prixcirio pE ScHRODER—La sintesis mental
aludida se comprueba experimentalmente cuando es
pequeiio el ntimero de elementos de un conjunto;
pero por poco crecido que sea dicho niimero es irrea-
lizable la operacién, lo que justifica la admisién del
siguiente postulado fundamental de la Aritmética:
Bl nitmero de objetos de un conjunto es indepen-
diente del orden en que se cuenten, debido a Schro-
der (F. W. K., Ernst, 1841-1902, alemé4n) que lo
enunci6é en su Lehrbuch der Aritmetik und Algebra,
Leipzig, 1877.

En virtud de este postulado —llamado principio
de invariacion del niimero— podemos contar, es de-
cir: numerar los elementos de un conjunto arbitra-

(1) Les étapes de la Philosophie wathénatigue, Paris, 1912, pig. 348.
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riamente y sicmpre llegaremos al mismo resultado.
En otras palabras: los conjuntos tienen un carée-
ter invariante respecto de todas las ordenaciones
posibles, y ese carfcter es su nfimero cardinal. De-
cir, pues, que el ntiimero de objetos de un conjunto
es seis, por ejemplo, es lo mismo que decir que sus
elementos se pueden numerar de uno « seis de cual-
quier manera y, por tanto, parece que el concepto
de nfimero cardinal es reductible légicamente al
de ntimevo ordinal, pero como aquél resulta de ex-
perienciag realizadas con conjuntos coordinables,
independientes del niimero ordinal, no existe nin-
gin lazo l16gico de unidn entre uno y otro, y por eso
hemos dicho antes que dos conjuntos tienen el mis-
mo ntmero cardinal cuando se puede establecer una
correspondencia biunivoca entre sus elementos, de-
finicion por abstraccion que equivale a esta otra:
Nitmero eardinel es el cardcter convin a todos los
conjuntos que se pueden numerar de la misma ma-
nerd.

Iiste concepto, nacido de un hecho de experiencia
generalizado, desborda el cuadro de las definiciones
logicas y para incluirlo en él Russell (Bertrand, A.
W. 1872-. ..., inglés) ha dicho: El nidmero de un
conjunto es el conjunto de todos los conjuntos que
son coordinables con €l, Ginica definicién explicita
de conjunto que se ha dado y que, como la de Can-
tor, tiene el inconveniente de emplear la palabra
todos; pero considerada como dato del pensamien-
to, la definicion de Russell nos dice que el concepto
de ntimero cardinal no se puede reducir, con exclu-
sivos recursos logicos, al concepto de ntimero ordi-
nal.

8. CoNJUNTOS FINITOS Y CONJUNTOS INFINITOS.—
Los conjuntos que nos han servido para construir
el ntimero natural son finitos, es decir: se pueden
ordenar en el espacio o en el tiempo y tienen un pri-
mere y un fltimo elemento. Su propiedad caracte-
ristica —demostrada por Dirichlet (Gustav P. Le-
jeune, 1805-1859, alemin)— es la de no ser coordi-
nable con ninguna de sus partes, propiedad que no
es valida para los conjuntos infinifos o sea para
aquellos que carecen de 1ltimo elemento.

Por ejemplo: el conjunto de los nfimeros natura-
les es coordinable con el de los ntimeros pares, que
es una parte de aquél, pues que contiene, ademés,
los ntimeros impares. La correspondencia puede es-
tablecerse asignando como homélogo de cada nf-
mero del primer conjunto su doble en el segundo y
a cada uno de los de éste su mitad en aquél.

En esta propiedad fundé Dedekind (J. W. Ri-
chard, 1831-1916, alemin) la distincién entre con-
juntos finitos e infinitos en su famoso ophsculo
Was sind und was sollen die Zahlen?, Braunsweig,
1872,

El conjunto infinito mAs sencillo es la sucesiéon
de nfimeros naturales de la que no hay que hacer
ningin misterio. Con palabras de Tannery (Jules,
1848-1910, francés) : “Decir que la sucesiéon natural
es infinita equivale a este hecho: después de cada
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nfimero hay otre”, bien entendido que la idea que im-
plica esta frase no corresponde a una intnicién sen-
sible, sino a la oposicién entre lo individual y lo
universal, de tal modo que el ntimero, en cunanto
pluralidad, exige la distineiéon entre la existencia
de cada objeto singular —componente individual
—y la invariacion— componente universal— que
constitnye la esencia numérica para cuya realiza-
¢idn por los individuos existentes es necesario el
acto creador de éstos.

Il infinito cuyos elementos se dan sucesivamente
es el infinito potencial que cae bajo el dominio de
la Aritmética y aquel enyos elementos se conside-
ran simultineamente es el infinito actual que estu-
dia el Andlisis y cuyo conocimiento no es un proble-
ma matematico sino filosdfico.

Pero a la Matemitica no le preocupa concebir el
infinito actual porque, gracias a la ereacién canto-
riana, sabe manejarlo, estableciendo un convenio
enalquiera —siempre que no sea contradictorio—
tal que, dado un objeto lo incluimos en el conjunto
si satisface el convenio o lo excluimos de él si no lo
satisface.

Esto no quiere decir, sin embargo, que podamos
saber si un objeto dado pertenece o no pertenece al
conjunto. El conjunto de los nfimeros algebraicos,
por ejemplo, estd definido sin ambigiiedad y toda-

via no sabemos si el ntimero 27 es algebraico o
trascendente.

9. CONSTRUCCION DE LA ARITMETrICA.—IEn posesion
del niimero natural, con dos de ellos se construye
el racional, con infinitos niimeros racionales se crea
el ntmero real, con dos ntimeros reales se forma el
complejo y con todos ellos la Avitmética: regine
Mathematicae, con palabras de Gauss (J. 17 Karl,
1777-1855, alemén), como ésta es la regina scientia-
rum.

Las sucesivas ampliaciones del concepto de ni-
mero son de todos hien conocidas: una pareja de
niimeros naturales en un orden define el ntimero
racional como ente abstracto que permite represen-
tar los conjuntos de igual valor, es decir, los inter-
ambiables desde un cierto punto de vista; una cla-
gificacion de los ntimeros racionales en dos grupos
tales que todo nfimero pertenezca a uno de los gru-
pos y s6lo a uno y que todo niimero de uno de los
grupos sea menor que todo nfimero del otro es una
cortadura —creacion de Dedekind— que nos da el
nfimero real, y, finalmente, de acnerdo con Hamil-
ton (William Rowan, 1805-1865, inglés), todo par
ordenado de niimeros reales cualesquiera es un ni-
mero complejo ordinario, filtimo escalén de la Arit-
mética.

Iistas distintas generalizaciones estidn impuestas
por la necesidad de resolver problemas cada vez mas
complicados. La sustracciéon cuando el minuendo es
menor que el sustraendo obliga a la creacion del
nimero negativo, la divigion si el dividendo no es
miultiplo del divisor da origen al fraccionario que,
con el negativo, compeonen el racional ; la extraceiom



de raices de ntiimeros no potencias perfectas hace
preciso el ntimero irracional que, con el racional,
constituyen el real que amplia poderosamente el ra-
dio de accién de la Aritmética; pero como todavia
quedan sin sentido algunas operaciones tales como
las potencias de base racional y exponente irracio-
nal, los logaritmos de los ntmeros negativos, ete.,
se crea el nimero complejo en cuyo campo son ya
posibles dichas operaciones.

A esta necesidad de tipo arvitmético se uine otra
de caricter geométrico: la representacién de los
puntos a la derecha y a la izquierda de un punto to-
mado como origen de distancias y la de todos los
puntos de la recta y del plano.

Ahora bien, a fin de que la Aritmética sea una
ciencia no-contradictoria es preciso extender a cada
nuevo sistema de ntmeros las operaciones funda-
mentales con sujecion al principio de permanencia
de las leyes formales de Hankel (Hermann, 1839-
IRT3, alemén): uniforme, ascciativa, conmutativa,
transitiva y distributiva, y como no existe ningtn
sistema de nimeros complejos de més de dos com-
ponentes en que el producto satisfaga todas las le-
ves formales —propiedad que demostrdé Weierstrass
(Karl, 1815-1897, alemin) en 1863 y constituye el
llamado iltimo teorema de la Aritmética— el des-
arrollo normal de esta ciencia termina con la crea-
cion de los complejos ordinarios.

10. Suma ¥ provpucto.—DLas dos operaciones fun-
damentales de la Naturaleza son la yuxtaposicion y
la reproduccién que se traducen en Aritmética por
suma y producto, respectivamente.

Llamamos suma de dos conjuntos M y N que
no tienen ningiin elemento comiin, al conjunto for-
mado por los elementos de M y de N, defini-
cion valida para la suma de conjuntos de conjuntos
sin ningan elemento comiin considerados de dos en
dos, y sumae de dos niimeros m ¥y n  es el nime-
ro cardinal del conjunto-suma de dos conjuntos
M y N cunyos ntimeros cardinalesson m y =»n
respectivamente.

Producto de dos conjuntos M y N es el con-
junto formado por los pares de elementos obtenidos
asociando cada elemento de M con cada elemen-
to de N de todas lag maneras posibles, y produc-
to de dos niimeros m y #n es el namero cardi-
nal del conjunto-producto de dos conjuntos M y N
cuyos ntimercs cardinales son m y n respecti-

vamente.
Si, para fijar las ideas, suponemos que es
M=4, B, C,
N=E; P,
(4]

M X N = (4E), (AF), (BE), (BF), (CE), (CF),

donde AFE, AF,...., COF, no son dos elementos
sino el elemento obtenido asociando el A4 con el
F, el A conel F, ete., como el hijo del Sr. Al-
varez ¥ de la Sra. Fernindez es el Sr. Alvarez-Fer-
nindez: un ser y no dos.

Obsérvese que los productos M XN y NXM
son distintos porque el Sr. Alvarez-Fernindez es un
ser distinto del Br. Fernindez-Alvarez, pero los pro-
duetos mn y nm son iguales como se demues-
tra sin mas que establecer una correspondencia biu-
nivoca entre los conjuntos M X N y NX M ha-
ciendo corresponder a cada Sr. Alvarez-Fernandez
del primero el Sr. Fernindez-Alvarez del segundo,
y rveciprocamente,

Como en la definicion de producto de dos conjun-
tos no hemos hecho la restriceién de que sean dis-
tintes todos sus elementos, podemos hacer, en par-
ticular, el producto de un conjunto M por él mis-
mo —que se nota M°— y obtendremos el conjunto
de las parejas enyo primero y segundo elemento per-
tenecen a My, por tanto. si M es ¢l conjunto
de los numeros reales, M?® es el de las parejas de
niimeros reales, o sen: el conjunto de los puntos de
un plano.

11. Funcron.—Si en el conjunto de pares (m,n),
es decir: en el producto M X N, consideramos un
conjunto de pares (m,n) tales que todo elemento de
M entre en un par y sblo en uno, pero pudiendo
ciertos elementos de N figurar en varios pares y
otros no figurar en ninguno, e imaginamos con Pos-
sel (René, 1905-...., francés) los dos elementos de
cada par unidos por un hilo, resulta que de cada
elemento de M sale un hilo, y sélo uno, que ter-
mina en un elemento de N ¥, por tanto, a un ele-
mento cualquiera m de M se encuentra aso-
ciado un elemento n de N que se representa
por i (m).

Hemos definido, pues, una funcion generalizada
o aplicacidn en la que m es el valor de la varia-
ble y =» el valor correspondiente de la funecibn,
Hamado también imagen de m. Por consiguiente,
dado un subconjunto M’ de M, el conjunfo de
las imégenes de los elementos de M’ se llama ima-
gen de M’ y encontramos el concepto general de
funcién cuande My N son conjuntos de ni-
meros: Se dice que el mimero y es funcién del nii-
mero X que varia en un campo dado C  cuando
o todo nimero x dado en C  corresponde por
wna ley determinada pero de naturaleza y expresion
completemente arbitrarias, un nimero y 1y sdlo
uno, concepto debido a Riemann (Bernhard, 1826-
1866, aleman) que comprende como caso particular
el de Euler (Leonard, 1707-1783, suizo), ya derogado.

8i todo elemento de N figura también en un
par, ¥ 86lo en uno, queda definida una fraensforma-
cién o correspondencia biunivoca entre M y N,
de modo que los papeles de la variable y de la fun-
cion son intercambiables y podemos decir que tam-
bién hemos definido una transformacién de N en M.

12. PropucTo DE VARIOS FACTORES.—La definicién
anterior de producto de dos factores equivale a aso-
ciar a dos signos distintos w y v dos entes abs-
tractos m y n, distintos o no, para construir
¢l par (m,n). Este concepto fundamental puede ge-
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neralizarse ficilmente sustituyendo los signos
W ¥ v porun conjunto C= (a,b,¢,...0h...) ¥
asociando a todo elemento de € wun ente aj
siendo los o; distintos o no. 8i a todo elemento
! de C le asociamos un conjunto A; siendo
los A; distintos o no y con elementos comunes o
no, llamaremos producto de los conjuntos

;\", A\b. A.... cwey Jk{,. s

segin el conjunto (),
agrupaciones

el conjunto de todas las

(any Clpy Cleys v v vy Opyens )

siendo o; un elemento de A;, de donde resulta
quesi C y A; son finitos, el nimero de elemen-
tos del conjunto-producto es el producto de los ele-
mentos de los A

13. ExroNexciacioNn.—Un caso particular notable
es aquel en que todos los  A; son ignales a un con-
junto A. Las agrupaciones se obtienen entonces
asociando a todo elemento de (€ un cierto elemen-
tode A ¥ el conjunto de todas ellas, es decir: el
producto de los conjuntos A segin el conjunto
C  se llama exponencial de base Ay exponen-
te € y se representa por AS Es claro que si
A y C son finitos y sus nfimeros cardinales son
@ y ¢, vrespectivamente, el niimero de elementos
de A° es a.

De aqui se deduce nna consecuencia muy impor-
tante. 8i C es el conjunto de los niimeros natura-
les, todo elemento de A°® es la funcién que se ob-
tiene asociando a cada ntmero natural = un ele-
mento «a, de A, es decir: una sucesion de ele-
mentos de A. Por ejemplo: si A se compone

de los diez elementos 0,1,2,3,4,5,6,7, 8,9, toda su-
cesion

0=0,1,2,3,4,56.78,9,10,11,12,. ...
A% =27,4,0,2,4,9,1,5,6,7,28....

se puede considerar como la parte decimal del des-
arrpllo ilimitado en el sistema de numeracion de
base 10, de un nimero real x —en este caso es
@ = 0,2740249156728. . .— talquees 0= =1, ¥
A°® es el conjunto de los nlimeros reales, que se re-
presenta por (@, algunos de los cuales estin re-
petidos, como por ejemplo: 037 = 0,369999....,
porque siendo, por definicion 0,999...=1, toda frac-
cion decimal de un ntimero limitado de cifras se
puede sustituir por la que resulta de disminuir la
nltima cifra en una unidad y agregarle infinitos
nueves, lo gque nos da un medio de counstruir el con-
junto de los niimeros reales partiendo del conjunto
de los niimeros naturales.

Si A y C son ambos el conjunto de los ni-
meros reales, todo elemento de A® es una funcién
definida por la asociacion de todo niimero real a un
numero real, es decir: una funecibéir de variable real,

¥y A° serd el conjunto de todas las funciones de
variable real.
S8i A sdlo tiene dos elementos « y b, toda

agrupacion del conjunto 2¢ se consigne asocian-
do a unos elementos de C el elemento a ¥ a
otros el b y tenemos una funcién definida en el
conjunto € que s6lo toma dos valores, y, por tan-
to, toda agrupacién es una separacion de C en
dos partes: la que tiene sus elementos asociados a
a y la que los tiene asociados a b y el conjunto
2¢ es entonces el conjunto de todos los subconjuntos
de €, incluyendo el propio conjunto C y el
conjunto nulo.

EL CONTINUO

14. Consuntos NUMERABLES.—Un concepto funda-
mental de la teoria de conjuntos es el de numerabi-
lidad o posibilidad de establecer una corresponden-
cia biunivoca entre la sucesion natural y los ele-
mentos de un conjunto, lo que equivale a poder enu-
meirar éstos en un cierto orden, o, lo que es lo mis-
mo: dar los elementos de un conjunto sucesivamen-
te, 1o que no quiere decir que el conjunto estd dado
cnando, establecida una ley, se pueden determinar
todos los elementos de un conjunto porque ello equi-
valdria a reducir el infinito potencial al infinito
actual.

viee — 4 — 3 — 2 — 1
coee — o =% —3 —1/
. T e £ B
veen — g =Py =8 14

Escribamos los nimeros racionales en nn cnadro
formado del siguiente modo: En la primera fila po-
nemos los enteros, que equivalen a fracciones de de-
nominador 1, ordenados de menor a mayor; en la
segunda fila las fracciones de denominador 2 orde-
nadas de igual manera, en la tercera las de denomi-
nador 3, etc., y luego de tachar las fracciones redu-
cibles que aparecen escritas dos veces —por ejem-
plo: la */¢ que estd en la octava fila y equivale a /s
que figura en la segunda— resulta:

1 +2 4+ 3 4+ 4 4+ 5 ....
+4h e s B .
+2s Y +s A+ ...

li % 8% Y %0 ...
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Empezando por

+ 1 y siguiendo el orden indicado en el esquema

e & L

SRR ) © &
————— -~ @ ©
------ - ® ® .

se obtiene la sucesién ordenada

1 2 3 4 5 6
e T U= e P R B

lo que nos dice que el conjunto de los ntimeros ra-
cionales es coordinable con el de los niimeros natu-
rales.

Estos conjuntos infinitos se laman numerables
Y su propiedad fundamental es: Todo conjunto de
conjuntos numerables es un conjunto numerable.

Consideremos, en primer lugar, dos conjuntos nu-
merables

A=y 0,05 .-

B:b;,hg,b,q, win e

Se ve inmediatamente que si ordenamos los ele-
mentos de los conjuntos A y B asi:

1 2 +

S Rl el S S e

Wy By a by @y by
el conjunto formado por todos los elementos de A
¥y DB es numerable.

De anéloga manera se demuestra que la propie-
dad subsiste cuando los conjuntos son dos, tres, cna-
tro, ete., y, en general, cuando es finito el nimero
de conjuntos.

Si son
A=, 0,00, ...,
B=104bsbs, 05 -...,
€ = ¢y,.05, 05, C,
= dn ds: ds; di:

]

ey

vy

infinitos conjuntos numerables, colocindolos uno
debajo de otro, se pueden numerar ordenfndolos a
partir del elemento @, y siguiendo la direccién
indicada por las flechas de la figura de enfrente,
se tiene:

i 2 3 4 5 6 @ 8 9 10 H ...
Tt S R e T e R S St
tty s by @y by €; @, by e dy a5 ....

dsta propiedad pone de manifiesto la importancia
de los conjuntos numerables y podria servir para es-

—
— s

A
Pl
[ @ L
- 8 PR
4 ® b it
[ ] o ® e
7 8 9 10 B

p— S S el
"1/3 s ]/:t '*‘2/3 +3/2
tablecer la llllPd divigoria de la Aritmética y la Geo-
metria, estudiando la primera los conjuntos finitos
¥ el infinito potencial y la segunda el continuo y el
ultracontinno; pero, como veremos, existen eon]un-
tos infinitos que no son numerables y caen bajo el
dominio de la Aritmética.

Del teorema fundamental que acabamos de de-
mostrar se deduce inmediatamente:

1. Toda parte de un conjunto numerable es nume-
rable.

I1. Si los elementos de un conjunto se pueden
poner en correspondencia biunivoca con los de un
conjunto numerable, es numerable.

I11. Todo conjunto cada uno de cuyos elementos
se puede determinar por wn nidmero finito de subin-
dices que toman valores naturales, es numerable.

15. PorENcia pE UN coNJUNTO—DPara comparar
dos conjuntos finitos desde el punto de vista nu-
mérico, asociamos un elemento de uno a un ele-
mento del otro hasta agotar los elementos de uno
de los conjuntos, formando agi un conjunto de pa-
rejas que definen una transformacién de un conjun-
to A en ofro B.

r <
/ / /
Yo' /

dg_------—-—--

L

Parece natural emplear un proceso anfilogo enan-
(o se trata de dos conjuntos infinitos, y esto se lo-
gra estableciendo entre ellos una transformacion.
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Si ésta existe, decimos que amhos conjuntos son
equivalentes, o que tienen lo misma potencia.

El interés de este concepto, introducido por Can-
tor (1), radica en la existencia de conjuntos que
tienen distintas potencias, y desempefia, por tanto,
en los conjuntos infinitos, el mismo papel que el ni-
mero en los finitos; pero hay que advertir que la
potencia toma del nimero el aspecto cardinal y no
del ordinal.

De los conjuntos numerables, es decir: de los con-
juntos cuyos elementos se pueden poner en corres-
pondencia biunivoea con los ntimeros naturales, se
dice que tienen la potencia del numerable que Can-
tor representé por la primera lefra M, del ale-
fato inicial de la palabra alemana abzéhlbar: nu-
merable, afectada del subindice 0.

16. CoNTINUO FISICO Y CONTINUO MATEMATICO.—
Todo conjunto numerable se puede representar gri:
ficamente por puntos alineados y separados por in-
tervalos de eualquier magnitnd finita; pero como
en un intervalo finito hay infinitos puntos indivi-
duales, para llenar el intervalo es preciso admitir
un punfo dotado de la propiedad de desplazamien-
to que le permifa hacer desaparecer las individua-
lidades puntuales, que es lo que constituye la esen-
cia de la continuwidad.

¢ Puede conseguirse lo continno por medio de lo
numerable? Desde el punto de vista fisico el proble-
ma estd resuelto puesto que dos valores que caigan
en el nmbral de la sensacién son iguales. Como es
bien sabido, s6lo cuando una luz, un sonido, un peso
llega a una cierta cantidad percibimos algo, y la
Psicologia experimental dispone hoy de instrumen-
tos adecnados para determinar qué aumento debe
tener un excitante ya percibido para que se advier-
ta una diferencia al percibirlo de nuevo. IZn el soni-
do, enando oimos, por ejemplo, un acorde de quin-
ta: do-sol, percibimos algo que tiene una cualidad
perfectamente determinada y no los dos conjuntos
de vibraciones que producen el do y el sol, y que dan
origen a la quinta, porque la razéon de ambas fre-
cuencias 3/2 se verifica en un tiempo que correspon-
de al minimo andible y durante el cnal se produce
un nifimero de trenes de ondas tal que las frecuen-
cias vibratorias son muy pequeiias respecto de di-
cho niimero; en el tacto, el umbral es muy variable,
pues mientras en la punta de la lengua es de 1 mm.
en la yema de los dedos es de 2 mm. y en las extre-
midades llega hasta 6 em., y en cuanto a la medi-
cion de segmentos, los fisicos han logrado una pre-
cigion sorprendente en la longitud de onda de 1a ra-
diacion roja del cadmio que es del orden 10-%u.

Claro es gque el umbral de la sensacién varia de
unas personas a otras; pero existe un promedio fijo

(1) Uber einen Sars aus der Theorie stetigen Mannigfaltigheiten,
Gatting. Nachrichten, 1879, pig. 119. Mis tarde dice el mismo Can-
tor: “He tomado la palabra poremcia de ]. Steiner, que la emplea en
un sentido especial para decir que dos figuras estin relacionadas pro-
yectivamente cuando a todo elemento de una le corresponde uno y sélo
uno en la otra. En mi concepto de potencia se conserva la correspon-
dencia biunivoca, pero, en cambio, no se impone ninguna restriccién a
la ley de coordinacion®. Uber unendliche lineare Punkemannigfaltighei-
ten, Math. Anni, vol. XX, 1882, pig. 183,

que nos permite dar por resuelto ¢l preblema de la
continuidad fisica, y, asi por ejemplo, un peso «
de 10 gr. y un peso b de 11 gr. producen sensa-
ciones idénticas, como también el peso b de 11 gr.
yuno ¢ de 12 gr.; pero las sensaciones que pro-
ducen los pesos de 10 y de 12 gr. son distintas, re-
sultados experimentales que nos permiten esceribir
a="0, b=c,0a <ec que constituye segtin Poincaré
(Henri, 18541912, franeds) la formula del continuo
fisico.

Y eomo esta férmula denuncia un desacuerdo in-
telerable con el principio de contradiecién, ha ha-
bido necesidad de inventar el continno mateméitico
inalcanzable por medio de la numerabilidad, como
reconocié el propio Canter al invoear un nueve
principio para pasar de lo numerable a lo continuo.
Lo numerable es disyuntive, lo continuo copulativo,
y tienden a la separacién y a la reunién respectiva-’
mente; lo numerable es un intervalo espacial o tem-
poral, lo continuo es un devenirv que pasa de lo vir-
tnal a lo efectivo.

17—P0oSTULADO DE CONTINUIDAD DE LA RECTA.
La existencia en una recta de puntos de abseisa irra-
cional exige la recipraca para la construcecién légi-
ca de la Geometria, lo que se consigue con el postu-
lado de continwidad de la recte que tiene varias for-
mas, la mis sencilla de las cuales es Ia de Dedekind :

1 1 I ke L i L
v

Ay As A Al Ay A’y

Si los segmentos Ay Ay, A A%y, ... A4 for-
man une sucesiin decreciente y eada uno estd con-
tenido en el anterior, cxiste un punto X situado en
todos ellos, y no puede haber otro punto X’ F X
porque entonces serian todos los segmentos A;A4%
mayores que X X', contra la hipotesis.

Iste punto tinico X se toma como correspon-
diente al ntmero real x, y procediendo asi con
todos los ntmeros reales queda establecida una co-
rrespondencia biunivoca entre el conjunto de los
nimeros reales y el conjunto de los puntos de la
recta.

Este postulado es el fundamento de la Geometria
Analitica que, al hacer corresponder a cada punto
de la recta una abscisa y a cada nihmero real un
punto en la recta, considera sinénimas las palabras
punto y nitmero y al sustitnir los puntos por sus ni-
meros correspondientes, opera con éstos y traduce

después los resultados al lenguaje geométrico.

Las magnitudes enyas cantidades se pueden po-
ner en correspondencia biunivoca con los niimeros
reales, se llaman continuas.

18. Porencia peL coNTINUo.—Antes de abordar el
problema de la numerabilidad del conjunto de los
nimeros reales, demostremos este hecho sorpren-
dente: Fl conjunto de todos los ninieros reales tie-
ne la misma potencia que el de los comprendidos
entre 0 y 1.

Para ello imaginemos representado el conjunto
de todos los nimeros reales sobre una reeta XV
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dividida en dos semirrectas por el origen O de

ahscisas y el conjunto de los ntimeros reales
0=z=1

en el segmento-unidad AB perpendicular a XY tal

que sea 04 = OB =14, 8ipor los puntos 4 ¥

donde a,b,c,.... son las cifras 0,1,2,....,9 en
un orden y disposicién cualquiera, y para evitar to-
do equivoco convendremos en emplear exclusiva-
mente fracciones decimales de un niimero ilimitado
de cifras (13) suponiendo por tanto, que las frac-

A (h
__________________________ L R
- L
=t ’
o 7
a"/;”'l ’
- 4
e i ,
Sae P
X—w P 10 s Ypou
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J’ ”‘-
_______ . e et e 2o e o e e o e e
0. B

B trazamos sendas paraiciaa a
en ellas dos puntos O,y Os

XY ¥ tomamos
simétricos respecto

de 0, resulta que a cada punto {{;’] de 1a semi-

rrecta { g"?; } le corresponde el { ;::} del segmento
y rOP

{8; } en que lo corta Ia recta iO:tP;} ¥, reciproca-

3% roA
mente, a cada plnltl’){fy;}del segmento io B}le co-
0X
OY}

en que la corta la recta {3;1}:”;} ¥, en particular, al

rresponde el punto { ;;} de la semirrecta

_ del segmento AB
punto O { de la recta XY

de la recta XY 1
del segmento AB

} le corresponde el

A
mismo punto { y al {B } el

X
{ )}{L:} de la recta y reciprocamente. Siendo, pues,

la correspondencia punto a punto, o ntimero a ni-
mere, en virtud del postulado de continuidad de la
recta, es decir: biunivoca sin excepecién, queda de-
mostrado el teorema que creeriamos falso si, dejan-
donos llevar de la intuicion, afirmésemos que una
recta tiene mds puntos que un segmento porque es
mayor que éste, lo que nos advierfe los peligros de
creer validos para los conjuntos infinitos conceptos
¥ propiedades s6lo demostradas para los conjuntos
finitos. .

Vemos, pues, que el conjunto de los niimeros rea-
les lo podemos sustituir por los niimeros reales del
segmento-unidad.

El problema de la numerabilidad del conjunto real
lo abordd Cantor por el método de las dingonales
aue da para toda suecesion numerable imaginada de
todos los nimeros reales nn nimero real que no fi-
gura en ella, lo cual es una contradiccion que de-
muestra que el conjunto @ no es numerable.

Escribamos, en efecto, todos los ntimeros reales
de @ en forma de fraccién decimal y suponga-
mos que estin en una sucesién numerable

=0,y aza3....
.-r._,:(i.h; bghg W aee
ra=0,¢ic1Cs ...

ciones anteriores tienen infinitos nueves a partir de
ma cierta cifra.

8i imaginamos ahora la diagonal que pasa por las
cifras g, by, ¢4 .... vy formamos un ntimero deci-
mal 2" que tenga por primera cifra una o’y F ay,
por segunda una b’s F bs, por tercera una sk e,
ete., este niimero

'3

e 0, (l"] b’g C’n e e

es distinto de todos los @, e incluso podemos su-
poner que todas sus cifras son diferentes de 0 y de
) si queremos excluir del segmento-unidad sus extre-
mos 0 y 1.

' § @ porque sus primeras cifras a;ya’;
son distintas y dos fracciones decimales ilimitadas
sblo pueden ser iguales cuando son iguales las ci-
fras del mismo orden; anilogamente es a F @,
por ser b’ F b., ete.; luego la existencia del nt-
mero &' distinto de todos los » demuestra que
el conjunto de los niimeros reales no es numerable,
v al no ser coordinable el conjunto 1,2,3,...,n,...
de todos los ntimeros naturales y el de todos los nti-
meros reales comprendidos enfre 0 y 1, tenemos dos
potencias distintas: la de los conjuntos numerables
que tienen la potencia § ¥y la de los ntimeros rea-
les del intervalo 0-1 que tienen la  (, Illamada
potencia del contino.

I8

19. COMPARACION DE INFINITOS.—Estamos, pues,
en presencia de dos infinitos: el conjunto de to-
dos los puntos de nna recta y el conjunto de todos
los puntos de abscisa racional, y, por consiguiente,
parece que podemos pensar conjuntos infinitos dis-
tintos y también compararios.

La teoria de conjuntos gira en la 6rbita de este
problema, euya soluciéon se funda en una observa-
cion hecha por Bolzano (Bernhard, 1781-1848, che-
co) a proposito de comparar no dos conjuntos infi-
nitos sino uno finito y otro infinito (1), cuya dife-
rencia esencial es, como sabemos (8), que, dado un
conjunto infinito, siempre podemos encontrar una
parte de él tal que a fodo elemento del subconjunto
le corresponde un elemento del conjunto, observa-

(1) Paradoxien des Unendlichen, ed. péstuma de F. Prihonsky,
Leipzig, 1851; 2* ed. Berlin, 1899, 3% 1920.
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cién elevada después a la categoria de teorema por
Dirichlet, y que puede servir para comparar los in-
finitos si consideramos como equivalentes en el sen-
tido cantoriano (15) los conjuntos que se corres-
ponden elemento a elemento, ¥ entonces si los con-
Juntos My N uo son equivalentes y tienen por
potencias p y v, ;podemos decir que una de
estas dos potencias es mayor que la otra?

Volvamos un momento a los conjuntos finitos y
pensemos, para fijar las ideas, los conjuntos de per-
sonas y de sillas que hay en un salén, y suponga-
mos que una persona se sienta en una silla, luego
una segunda persona en nuna segunda silla y asi su-
cesivamente hasta que se agote uno de les conjun-
tos. Hi el de personas se agota antes que el de sillas,
el ntimero de personas es menor que el de sillas,
de modo que dados dos conjuntos finitos M y N
cuyos nfimercos cardinales son m vy n, si M
es eauivalente a una parte de N, es m < n.

Pero si los conjuntos M y N son infinitos,
el problema ya 1o es tan sencillo. Hemos visto que
el conjunto de los nfimeros naturales es coordina-
Lle con ¢l de los nfimeros pares, que es un subcon-
junte de él; méis adn: que el conjunto racional, que
es una parte del natural, es equivalente a éste, y es
facil demostrar el siguiente teorema: Si de un con-
junto infinito se suprime un conjunto infinito nu-
merable, el conjunto formado por los elementos no
suprimidos es un conjunto infinito que tiene la mis-
ma potencia que el primitivo.

Bies A el conjunto infinito dadoy B el con-
junto infinito numerable que suprimimos, es

A=B4 A"

Este conjunto A’ es infinito porque el B se ha
formado suprimiendo un primer elemento, luego un
segundo, después un tercero, ete., sin agotar A
porque si lo hubiéramos agotado seria finito; luego
también podemos poner A’= B’ 4+ A”, siendo
B’ numerable y A” infinito. Ahora bien, como
el conjunto B+ B’ de dos conjuntos numerables
es un conjunto numerable B”, es A =B} A"
yeomo B” y B’ tienen la misma potencia por-
que ambos son numerables y A y A’ se pue-
den considerar como conjuntos de los conjuntos B
y B’ y el conjunto A”, resulta que A y A’
tienen igual potencia.

De aqui se deduce esta importante propiedad:
La potencin del numerable es la menor potencia de
los conjuntos infinitos.

Por tltimo, enunciemos sin demostracion, porque
es larga y complicada, el llamado teorema de equi-
valencie debido a Bernstein (Félix, 1878-...., ale-
mén): Si M es equivalente a una parte de N
¥ N equivaiente a una parte de M, los conjun-
tos M y N son equivalentes, el cual puede con-
siderarse como caso particular del teorema de Ba-
nach: 8i la funcién @  transforma de uwna mane-
ra. biwnivora ol conjunto A en un subconjunto
By, de igual modo, la funcién 1y transforma

B en un subconjunto de A, eriste una descom-
posicidn de los conjuntos A y B,

A:AI+A2; B=Bi+B2
que satisface las condiciones
MA=0, BiBa=0, ¢ (A) =By (B:)= A,

cuya demosfracién puede verse en los Fundamenta
Mathematicae, vol. VI, Varsovia, 1924, pig. 236.

El teorema de Bernstein establece la siguiente
definicion:

8i M y N son dos conjuntos cualesquiera de
pofencias respectivas p y v y es M equiva-
lente a una parte de N pero no a N, se dice
que  po es menor que v o0 (quUe v es mayor que
i, escribiendo p<v o v>pu

Claro es que cuando los conjuntos son finitos es-
tas desigualdades son las que se verifican entre los
ntimeros naturales.

Tenemos, pues, los signientes casos:

I Si M

es equivalente a N, es

=y y v=
por definicion.
II. 8i M es equivalente a una parte de N y
N equivalente a una parte de M, es

H=v y v=p
en virtud del teorema de Bernstein.

IIT. 8i M es equivalente a una partede N y
N 1o es equivalente a ninguna parte de M, es
p<vy y v>

IV. 8i N es equivalente a una partede M vy
M no es equivalente a ninguna parte de N, es
ViR F R

V. 8i M no es equivalente a ninguna parte de
N ni N equivalente 2 ninguna parte de M, no
se puede coneluir nada.

Hasta ahora no se ha encontrado ningfin ejemplo
que ilustre este tltimo caso. Més adelante, cuando
estndiemos el axioma de eleccidén, abordaremos la
posibilidad de la imposibilidad de que se presente.
Cantor no sélo admite que también es p=v sino
que parece postular que los conjuntos M y N
deben ser finitos y, por tanto p y v nameros
cardinales finitos y ordinales iguales.

La demostracion de este fltimo resultado preocu-
pa actualmente a los matemditicos para poder justi-
ficar las definiciones de las operaciones con conjun-
tos infinitos y, por counsiguiente, con potencias.

20. CoNTINUIDAD Y DISCONTINUIDAD.—Ohsérvese
que estos conjuntos infinitos de euya comparacién
hemos hablado, son infinitos actuales, es decir: in-
finitos cuyos elementos hay que concebir simultd-
neantente todos, no los infinitos potenciales cuyos
elementos se dan sucesivamente, que son los que ma-
neja, en realidad, la Aritmética pues que todos los
algoritmos infinitos que caen bajo su jurisdiceion
estan formados por un utimero finito n de ele-
mentos y lo que hace es tomar = lo suficiente-
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mente grande para que se cumplan ciertas condi-
ciones.

Los infinitos que hemos comparado no son un de-
venir, sino un ser, o, empleando términos aristotéli-
cos, son actos y no poetencias, para no incurrir en el
vicio de los logisticos cuando consideran como infi-
nitos actuales los infinitos eternos de que habla Pas-
cal (Blaise, 1623-1662, francés) que no son otra co-
sa sino indefinidos inmovilizados que justifican la
opinién de Bloch (Andrvé,...., francés) sintetizada
en una frase semejante al conocido apotegma esco-
listico y que, lanzada en 1926, se ha hecho ya famo-
sa: Nihil est in infinito quod prius non fuerit in
finito (1), que es el grito de guerra de los finitistas
actuales, y que conviene examinar porque en todas
las euestiones en que interviene el infinito —“nues-
tro amigo mis amado, pero también el mayor ene-
migo de nuestra paz espiritual”, segiin la bella fra-
se de Pierpont (James..., norteamericano), apud
Bull. Soc. Am. Math., 1928— es indispensable pre-
cisar el sentido de cada vocablo para no caer en las
redes del paralogismo.

La ley conmutativa de Ia suma nos autoriza a al-
terar arbitrariamente el orden de los sumandos sin
que cambie el resultado, pero esta ley no es vilida
para ciertas series numéricas como las convergen-
tes no absolutamente convergentes, es decir: las que
convergen sin que converja la serie formada por los
valores absolutos de sus términos, tal la bien cono-
cida

e T o b e R
a la que se le puede asignar un valor arbitrario. En
esto consiste lo que Bouligand (Georges,. ..., fran-
eés) ha llamado manifestacion especifica de la pre-
sencia de infinitos términos en el fendémeno de la dis-
persién de samas (1) ; pero ohsérvese que tal valor
arbitrario es susceptible de la aproximacién que
queramos tomando un namero finito de términos
siempre que podamos elegir a voluntad un cierto
niimero de términos positivos y otro cierto ntmero
de términos negativos y, por tanto, la afirmacion de
Bloch es legitima en cuanto el resultado de un pro-

(1) Les fonctions holamorphes et méromorphes dans le cercle-unité,
Mémorial des Sciences mathématiques, fasc. XX, Paris, 1926.

(2) Le finitisme et son efficacité dans la recherche mathématigue,
Revue Scientifique, vol. LXVI, pag. 585, Paris, 1928.

blema infinito proviene de la superposicién de un
conjunto de problemas finitos.

Esto demuestra al propio tiempo el paralelismo
que existe entre la Fisica y la Matematica contem-
porineas cuyas cuestiones se pueden estudiar me-
diante el continuo y el discontinuo con una duali-
dad de métodos que perturban a la Fisica de hoy
por las difienltades que produce y en la Matemdti-
ca en cambio, reafirman su unidad.

Para Broglie (Louis de, 1892...., francés) lo
continuo y lo discontinuo “son como las dos caras
de un ohjeto que no se pueden contemplar a la vez, y,
sin embargo, hay que fener en cuenta para desecri-
birlo completamente” (3), de modo que nuestro co-
nocimiento de los aspectos continuos de la materia
aumenta con el conocimiento de sus discontinuida-
des, y reciprocamente.

En la Matemitica, en cambio, las relaciones en-
tre lo continno y lo discontinuo, lo finito y lo infi-
nite, se pueden enfocar desde dos puntos de vista
opuestos: considerar lo continuo como una emana-
cion de lo discontinuo y lo infinito como un enri-
quecimiento de lo finito o admitir la prioridad de
lo eentinuo y de lo infinito respecto de lo disconti-
nuo y de lo finito siendo entonces lo finito una li-
mitacién de lo infinito.

La primera posicién legitima el paso al limite
—operacién que tiende el puente entre la Aritméti-
ca y el Andlisis— y descubre propiedades en lo in-
finito sin correspondencia en lo finito. Si conside-
ramos. por ejemplo, un polinomio de variable com-
pleja con un nimero finito de términos, hay casos
en que una serie convergente de infinitos términcs
es una funcién analitica y, como ha hecho observar
Montel (Paul, 1876...., francés), el paso de un nu-
mero finito a un nfimero infinito de términos intro-
duce el hecho nuevo de la existencia de un punto
singular sin el cual la funcion analitica se reduciria
a una constante (4).

La segunda posicion es més filoséfica que mate-
mética, ya que lo infinito, en el sentido carfesiano,
es anterior a lo finito de igual modo que lo conti-
nuo precede a lo discontinuo en la filosofia de Berg-
son (Henri, 1859-1941, francés).

(3) La Physigue nouvelle et les quanta, pig. 242, Paris, 1937.
(4) Legons sur les séries de polynomes G une variable complexe,
Paris, 1910.
(Continuarda)
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