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Resumen

En la primera parte, retomamos testimonios de Fréchet sobre la naturaleza de sus primeros trabajos (1904-1906) en
los campos emergentes del Analisis funcional y Analisis general, en relacion con su idea de introducir una estructura
topologica en un espacio abstracto. En la segunda parte, destacamos la influencia que tuvo en esta idea, el punto de vista
algebraico de la época de extender las nociones cantorianas a un espacio abstracto con una estructura de grupo finito.
Fréchet supo aprovechar técnicas como el “modo de composicion” entre los elementos del espacio, para axiomatizar
operaciones y estructuras de la “clase L” con convergencia secuencial, la “clase /”” con sistema de vecindades, la
“clase E£” con “écart” (métrica). Luego se aprovechan nuevos datos historicos para reafirmar la proximidad de las
concepciones filosoficas subyacentes a estas investigaciones, con las ideas de Leibniz, especificamente en cuanto al
método de “andlisis de los principios”. En la tercera parte se estudia la contribucion de Hausdorff de 1912 y 1914
al establecimiento de la axiomatica de las vecindades para la topologia de un espacio abstracto. Teniendo en cuenta
las observaciones de Weyl y Bourbaki de que Hausdorff se inspir para ello en Hilbert, se examina el sistema de
axiomas para las vecindades del plano introducido por Hilbert en dos trabajos de 1902 consagrados al problema
de la continuidad del espacio. Se exploran las conexiones del “espacio topologico” de Hausdorft basado en las
vecindades, con las nociones de métrica, convergencia secuencial y vecindades propuestas afios antes por Fréchet.
Hausdorff insisti6 desde el comienzo que la topologia del espacio separable tenia las caracteristicas de generalidad y
rigor formal que le permitian adaptarse a las aplicaciones mejor que otras. Se mostrara que todo ello era consistente
con los ideales de simplicidad, unidad y economia de pensamiento que Hausdorff habia adquirido en sus trabajos
filosoficos tempranos. © 2017. Acad. Colomb. Cienc. Ex. Fis. Nat.
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Fréchet; Hausdorff.

Introduction of the topology structure in Fréchet and Hausdorff works
Abstract

In the first part, we remind Fréchet’s testimonies about the approach of his early work (1904-1906) in the emerging
fields of Functional Analysis and General Analysis, in relation to his idea of introducing a topological structure in an
abstract space. In the second part, we highlight the influence that had on this idea, the algebraic point of view of the
time of extending the Cantorian notions to an abstract space with a finite group structure. Fréchet took advantage of
techniques such as the “composition mode” between the elements of the space, to axiomatize operations and structures
of the “class ” with sequential convergence, the “class ”” with neighborhood system, the “class ” with “écart” (metric).
Then, new historical data are used to reaffirm the proximity of the philosophical conceptions underlying these
investigations with the ideas of Leibniz, specifically with regard to the method of “analysis of principles”. The third
part examines the contribution of Hausdorff of 1912 and 1914 to the establishment of the neighborhood axiomatics
for the topology of an abstract space. Taking into account the observations of Weyl and Bourbaki that Hausdorff
drew on Hilbert, we examine the system of axioms for the neighborhoods of the plane introduced by Hilbert in two
1902 papers devoted to the problem of the space continuity. As regards Fréchet’s influence in Hausdorft, we explore
the connections of Hausdorft’s “topological space” based on neighborhoods with the notions of metric, sequential
convergence and neighborhoods, proposed years earlier by Fréchet. From the beginning, Hausdorff argued that the
topology of the separable space had the characteristics of generality and formal rigor that allowed it to adapt to
applications better than others. It is shown that all this was consistent with the ideals of simplicity, unity and economy
of thought Hausdorff had acquired in his early philosophical works. © 2017. Acad. Colomb. Cienc. Ex. Fis. Nat.
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Introduccion

Es bien sabido que los conceptos y métodos fundamentales
de la topologia conjuntista relativos a la recta real y a los
espacios euclidianos se encuentran en la creacién cantoriana
de finales del siglo XIX. Con posterioridad a los trabajos de
Cantor otros matematicos se consagraron a generalizar estos
resultados a espacios de naturaleza cualquiera, dando lugar
a la constitucion de nuevos campos matematicos. En par-
ticular, la Topologia conjuntista o Point-Set Topology se fue
configurando rapidamente y hacia los afios 1920 las investi-
gaciones en este campo registraban un gran avance, sobre
todo en conexion con aquellos dominios que posibilitaron
su existencia, el Analisis y el Analisis funcional (Arboleda,
1980a) (Arboleda, 1980b) (Tarrés Freixenet, 1994).

En este trabajo examinamos algunas de las caracteris-
ticas historicas y filosoficas de este desarrollo, las cuales
fueron previamente esbozadas en (Arboleda, 2012) y que
aqui tratamos a fondo aprovechando una bibliografia mas
amplia, actualizada y original. Nos interesan en particular
los ideales de la practica matematica que mas intervinieron
en estas transformaciones. No entramos en el estudio de
la tendencia que por la misma época se manifiesta en la
sintesis de ideas y métodos conjuntistas y algebraicos, y que
permitié la emergencia de la topologia algebraica cuyos
origenes remontan a los trabajos geométricos de Euler y
Riemann basados en métodos combinatorios (Hirsch, 1978)
(Alexandroff y Fedorchuk, 1978).

En varios de sus trabajos, concretamente en (Fréchet,
1928) y (Fréchet, 1941), Fréchet recuerda que en los co-
mienzos del Analisis funcional (sobre todo en los trabajos
de Volterra y la escuela italiana), lo usual era estudiar por
separado distintas categorias de funcionales numéricas
segun los campos particulares de definicion de la variable
(puntos, curvas, funciones, etc.). Una “funcional”, segin
la denominacion de Hadamard, es una funcion del tipo Y =
F(X) que hace corresponder un nimero Y a un elemento X
de naturaleza cualquiera.

El aporte de Fréchet consistid en reconocer que tampoco
era necesario fijar la naturaleza del elemento transformado.
En distintos campos de la matematica era frecuente el uso
de transformaciones con valores no numéricos: transforma-
ciones geométricas de puntos en rectas, de rectas en esferas;
transformaciones en analisis de funciones en funciones, etc.
En consecuencia, Fréchet se propuso adelantar el estudio de
transformaciones V' = T(U) de elementos U de naturaleza
cualquiera en elementos /' también de naturaleza cualquiera.

Esta fue la idea de base para la constitucion del nuevo
campo llamado “Analisis general”. En comparacion con el
Analisis funcional, el Analisis general no solo apuntaba a
generalizar propiedades importantes del Analisis clasico.
Ante todo, se proponia “llevar la abstraccion hasta el limite”,
y unificar en un mismo campo el estudio de las propiedades
comunes a la clase de funciones V' = T(U). En ello, Fréchet
reconoce que se inspir6 en los métodos generales empleados
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en el Calculo vectorial y la Teoria de grupos abstractos.
(Fréchet, 1941). Pero, esta tarea de generalizar objetos y
propiedades del analisis clasico para darles una presenta-
cion simple y unificada, se enfrentaba a la necesidad previa
de caracterizar apropiadamente en los espacios abstractos
nociones fundamentales como continuidad, diferencial,
integral, etc. Como lo reconocera afios después (Fréchet,
1941; 71):

“para formular propiedades que se expresan simultdneamente
en términos de la variable U y su transformada V = T(U), es
necesario determinar el sentido de ciertas nociones fundamentales
relativas, de una parte, a la variable U y el conjunto £ de sus
‘valores’ y, de otra parte, a la transformada /'y el conjunto F de
sus ‘valores’”.

La nocién de proximidad se revela, entonces, esencial
para caracterizar la geometria intrinseca de los conjuntos
abstractos £'y F. Es decir, establecer en ellos una estructura de
espacio topoldgico, sea a través de las nociones de distancia
entre dos puntos, la de convergencia de una sucesion de
puntos o la de vecindad de un punto. Fréchet advierte que
esto era tanto mas apremiante en el Analisis general, que en el
caso “mas simple” del Andlisis funcional. En efecto, siendo
U una funcioén clasica y V" un numero, la tarea se reducia a
dotar de una topologia al espacio abstracto £ o “campo fun-
cional”. La caracterizacion de la “topologia de los campos
funcionales” fue uno de los problemas mas delicados en el
desarrollo del Analisis funcional a comienzos del siglo XX.
En (Fréchet, 1934) aparece una cita en la cual Hadamard
ubica la importancia de esta problematica alrededor de 1910,
y reconoce los aportes que el “joven gedmetra” Fréchet
venia haciendo en su estudio (Hadamard, 1912; 17):

“El continuo funcional —es decir, la multiplicidad obtenida
al hacer variar continuamente una funciéon de todas las maneras
posibles, no ofrece a nuestro entendimiento, ninguna imagen
simple. La intuicién geométrica no nos ensefia nada, a priori, al
respecto. Estamos obligados a poner remedio a esta ignorancia,
y solo podemos hacerlo analiticamente, creando un capitulo de la
teoria de conjuntos para el uso del continuo funcional.”

Fréchet y la génesis de las primeras estructuras
topolégicas

En su historia de los espacios completos Dugac reconoce
que (Dugac, 1984; p. 18):

“Fréchet abrira con su tesis una nueva época en el analisis,
caracterizada por un florecimiento de espacios nuevos y por la
busqueda de las propiedades caracteristicas de estos espacios que
condujo a “estructuras” a la vez flexibles y ricas para responder a
las aplicaciones mas importantes en el analisis.”

En efecto, Fréchet introduce en su Tesis el enfoque que
permitira dotar a un espacio abstracto de una estructura
topolégica. Sea una clase L de eclementos de naturaleza
cualquiera. Fréchet define la convergencia de una sucesion
(a,) detales elementos con base en las siguientes condiciones
(Fréchet, 1906; p. 5-6):

(i) Sia,=a,paran=1,2, ..., entonces (a,) converge a a;

(ii) Si (a,) converge a a, entonces (a;,,) converge a a para
toda sucesion (ay,) de (a,).
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Es el llamado espacio L de Fréchet, una clase L de
elementos indeterminados en la cual la convergencia de
sucesiones generalizadas esta determinada por las condi-
ciones (1) y (ii).

Es interesante recordar la explicacion del propio Fréchet
sobre el ideal algebraico que motivo su escogencia de esta
estructura (Fréchet, 1906; p. 4-5), (Taylor, 1982; p. 252). Al
extender la nocion de limite de sucesiones definidas en con-
juntos especificos a un conjunto de elementos de naturaleza
cualquiera, dice haber procedido de acuerdo con los desarro-
llos recientes de la teoria abstracta de grupos. Antes, las
investigaciones en este campo se venian desarrollando por
separado en teorias de grupos de movimientos, de sustitu-
ciones, de transformaciones, etc., en las cuales la definicion
del modo de composicion variaba de una teoria a la otra.
Pero la experimentacion con distintos sistemas de axiomas
en grupos especificos poco a poco condujo a la conviccion
de que (Fréchet, 1906; p. 5):

“Solo era posible llegar a una teoria comtn absteniéndose de
dar una definicion general del modo de composicion, y buscando las
condiciones comunes a las definiciones particulares y considerando
unicamente las que eran independientes de la naturaleza de los
elementos considerados.”

La misma idea se encuentra expuesta en la Noticia
sobre sus trabajos cientificos que elabor6 para su ingreso a
la Académie des Sciences de Paris. Fréchet insiste alli que el
enfoque estructural empleado en sus trabajos de Topologia
general (Fréchet, 1933):

“evita la repeticion fastidiosa de teorias y demostraciones
exactamente idénticas en el fondo, aunque relativas a dominios
de objetos de naturaleza diversa: numeros, curvas, superficies,
funciones, series, grupos, variables aleatorias, etc., etc.”

En el comentario de su Tesis sobre la nociéon de limite
generalizado, Fréchet menciona de paso una referencia
bibliografica: (Séguier, 1904). Hoy sabemos que la impor-
tancia historica de esta obra radica en la presentacion de una
de las primeras formulaciones sobre el caracter abstracto del
concepto de grupo finito, todavia no en el marco del algebra
moderna sino de la teoria de ecuaciones polinomicas y la
teoria de niimeros. En el inicio del prefacio a sus Elementos,
Séguier afirma lo siguiente:

“A partir de los diversos grupos particulares que se han
encontrado en Algebra, Analisis y Geometria, debia necesaria-
mente emerger la idea de grupo abstracto, es decir el grupo
considerado en si mismo, independientemente de la naturaleza de
sus elementos. Muchas investigaciones ya realizadas en dominios
diversos se fundieron en una teoria mas general que desde
entonces no ha cesado de desarrollarse. Bajo el titulo de Elementos
se encontrara aqui la parte de esta teoria que no exige ninguna
representacion concreta.”

Séguier comienza por extender a un conjunto abstracto
las nociones cantorianas requeridas por el desarrollo de la
obra. Igual con respecto a las relaciones definidas entre
los elementos de tales conjuntos, para las cuales se hace
abstraccion de su naturaleza y solo se consideran los prin-
cipios l6gicos comunes que reglan su comportamiento en
diversos conjuntos particulares. Fréchet reconoce que el
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grupo abstracto se define entonces por determinado sistema
de axiomas a partir de un conjunto G dotado de una operacion
binaria G X G — G que satisface tales axiomas. (Katz and
Parshall, 2014; pp. 333-334).

El inicio de sus trabajos tendientes a extender nociones
fundamentales del analisis de variable real a un conjunto
abstracto, se encuentra en la nota de 1904 en la cual Fréchet
define por primera vez las partes compactas £ del espacio
L como generalizaciones de los intervalos de R. Fréchet
comienza por dotarse de una clase C de elementos cuales-
quiera (nimeros, superficies, etc.) (Fréchet, 1904; 849):

“en la cual es posible distinguir sus diferentes elementos.
Podemos decir que U, es una funcion uniforme (u operacion
funcional) en un conjunto de £ elementos de C, si a todo elemento
A de E le corresponde un niamero bien determinado U,.”

A partir de la nocion de convergencia de sucesiones
Fréchet define las de conjunto cerrado, continuidad y con-
junto compacto. (Arboleda, 1984). Aunque ellas seran
reelaboradas en la Tesis, le bastan en ese momento para
enunciar el teorema de Weierstrass a nivel general (Fréchet,
1904; p. 849):

“TEOREMA. Toda operacion funcional U, uniforme y conti-
nua en un conjunto compacto y cerrado £: 1° es acotada en E; 2°
obtiene al menos una vez su limite superior.”

El esfuerzo de Fréchet, en este y otros trabajos, por
abstraer la nocion de compacto que se encontraba en
estado practico en varios contextos “naturales” de la época
(Arboleda, 1984), es tanto mas significativo tratandose de la
generalizacion de un teorema del analisis como el de valores
extremos, cuya importancia para el desarrollo de nuevos
campos de las matematicas habia sido ya subrayada por
Hilbert en su informe en memoria de Weierstrass (Hilbert,
1897; p. 333): “Con este teorema (...) Weierstrass creo
un instrumento que hoy es indispensable para todos los
matematicos en las investigaciones analiticas o aritméticas
mas elaboradas.”

En las consideraciones de método que hace al comienzo
de la Tesis, Fréchet afirma que el problema de estudiar
las propiedades infinitesimales de las funcionales esta
logicamente precedido por el problema de establecer las
propiedades infinitesimales de ciertos conjuntos abstrac-
tos. Recordemos que, en el caso mas simple, se trata del
problema de establecer la topologia en los campos funcio-
nales que Hadamard considera crucial en la cita al final
de la Introduccion de este articulo, y al cual se refiere en
términos de “crear una teoria de conjuntos para el uso del
continuo funcional”. (Hadamard, 1912). En el caso de
los objetos del Analisis general (las transformaciones V' =
T(U) entre conjuntos U y V de naturaleza cualquiera), la
topologia se establece sobre el espacio abstracto. De ahi el
titulo de su obra mas conocida: Los espacios abstractos y su
teoria considerada como introduccion al Andlisis general
(Fréchet, 1928).

Sin embargo, Fréchet reconoce en el capitulo 2 de la
Tesis que las clases L son excesivamente generales y no
permiten la extension de ciertas propiedades de los conjuntos
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lineales muy en boga en su época, como la propiedad de que
el conjunto derivado E', que contiene los puntos limites de
un conjunto cualquiera £ de la clase L, sea cerrado. Para
remediar esta situacion considera necesario imponer ciertas
restricciones a las clases L (Fréchet, 1906; p. 17):

“1° Tales restricciones deberian poder enunciarse independien-
temente de la naturaleza de los elementos considerados; 2° Deberian
satisfacerse para las clases de elementos que intervienen lo mas
frecuentemente en las aplicaciones; 3° Deberian proporcionar la
generalizacion que se esta buscando de los teoremas sobre conjun-
tos lineales y funciones continuas.”

Entonces define la clase V' (“V” de vecindad) como
una clase de elementos de naturaleza cualquiera dotada de
una operacion binaria o funcién distancia que a cada par de
elementos 4 y B de la clase le asigna un nimero llamado
“vecindad” (4,B) = (B,A) > 0. La clase V es una especie de
clase L para la cual toda sucesion {4,} de elementos de V'
tiene como limite el elemento A4 a condicion de que (4,, A)
— 0 cuando n — oo. Esta definicion garantiza que el limite
es Unico, e igualmente tiene como consecuencia que los
conjuntos derivados son cerrados (Taylor, 1982; p. 254). La
estructura de la clase V' cumple las siguientes propiedades
(Fréchet, 1906; p. 18):

(1) (4,B) = 0 si y solamente si 4 = B;

(i) existe una funcion positiva f(¢), tal que f(¢) tiende a
0 para ¢ muy pequefio y para la cual (4,C) <f'(¢) si (4,B) <f
(&) y (B, C)<f(¢) paratodo 4, B, C delaclase V.

Conviene aclarar que en los afos siguientes Fréchet con-
tinuo6 desarrollando sus investigaciones sobre la topologia de
las vecindades de manera independiente de Hausdorff cuya
obra de 1914 solamente conocid en 1919. Estos trabajos
de Fréchet, en conexion con Riesz, Moore, Hausdorff y
otros autores han sido estudiados en (Arboleda, 1980).
Nos interesa aqui destacar las nociones de clase V separable
y clase V completa, las cuales van a permitirle a Fréchet
desde muy temprano (1906), introducir en estos espacios de
vecindades la técnica de recubrimientos de un conjunto por
una familia de conjuntos.

Una clase V es separable si contiene un conjunto nume-
rable cuyo conjunto derivado es la clase. En una publicacion
de 1921 Fréchet modificara esta definicion, y el requerimiento
para la separabilidad en la clase serd inicamente que existan
a lo sumo conjuntos infinitos numerables que constituyan,
junto con sus respectivos derivados, la clase en su totalidad.
(Taylor, 1982; 255).

Luego se define la propiedad de completez de una clase
V' sin apelar todavia a la palabra con la que habitualmente
designamos el concepto (Fréchet, 1906; p. 23): “Diremos
que V admite una generalizacion del teorema de Cauchy si
toda sucesion de elementos de esta clase, que satisface la
condicion de Cauchy, tiene un elemento limite en /. Y una
sucesion {A4,} de la clase V satisface la condicion de Cauchy,
cuando a cada € > 0 corresponde un 7 tal que (4,, 4,+,) <&,
parap=1,2,3, ...

Fréchet estudia varias propiedades topoldgicas de las cla-
ses V' que daran lugar a numerosas investigaciones posteriores.
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(Taylor, 1892; 256-257). Una de ellas es de significativa
importancia para este trabajo. Se trata de la idea (sugerida por
Hadamard) de recubrir un conjunto de ¥ incluida la misma
clase, mediante una familia de conjuntos o vecindades. En
la terminologia actual, decimos que Fréchet asume que una
familia M de conjuntos M es una cubierta de un conjunto
E, cuando cada elemento de E es interior a algun conjunto
M de M.

En analogia con los conjuntos de la recta, Fréchet
demuestra que para un ¢ > 0, toda clase V' separable se
puede considerar como la uniéon de una familia numerable
K(¢) de conjuntos k(€) con la propiedad de que, siendo 4, B,
dos elementos del mismo k(¢), la vecindad (4,B) es menor
que e. Taylor sugiere designar esta propiedad diciendo que
los conjuntos k(€) son "e-pequeiios”, con lo cual se quiere
destacar el sentido moderno del siguiente teorema de
Fréchet: Un conjunto E cerrado de una clase J separable y
completa (o clase ¥ normal segin Fréchet) es compacto si
y solo si para cada € > 0, £ es la unioén de una familia finita
K(¢) de conjuntos pequeiios k(¢). (Fréchet, 1906; 25). Esta
propiedad que le permite a Fréchet caracterizar un conjunto
de una clase V" normal como compacto, sera utilizada a partir
de (Hausdorff, 1914) para definir un conjunto de un espacio
métrico como fotalmente acotado. (Taylor, 1982; 256-257).
A partir de Bourbaki se hizo corriente llamar precompacto a
un conjunto totalmente acotado. (Pier, 1980; 440).

Por otra parte, como se sabe, uno de los principales
logros de la Tesis de Fréchet es la introduccion, bajo el
nombre de clase E, “E” de écart o distancia, el espacio que
afios mas tarde Hausdorff va a llamar “metrischer Raum”
(espacio métrico). (Hausdorff, 1914; 211). La clase £
estd dotada de una operacion binaria tal que a todo par de
elementos A4,B de la clase asocia un numero (4,8) > 0 que
verifica las siguientes propiedades (Fréchet, 1906; p. 30):

(i) La distancia (4, B) es nula cuando 4 y B son idénticos;

(i1) Si 4, B, C son tres elementos cualesquiera, siempre
se tiene que (4,B) < (4,C) + (C,B).

Luego se demuestra que las vecindades pueden definirse
por medio de la distancia, es decir que toda clase £ es una
clase V. Recordemos que un problema de mayor interés en
las investigaciones topoldgicas de los afios 1920, empezando
por los trabajos de Alexandroff y Urysohn en esta materia,
fue el estudio de las condiciones suficientes y necesarias
para que una clase V' sea clase E. Es decir, el problema de las
metrizaciones de un espacio abstracto.

La introduccion del écart resulta de una forma estructural
de pensamiento que busca preservar intuiciones euclidianas
en los espacios abstractos. Se define esencialmente por ese
modo abstracto de composicion entre los puntos del espacio
que cumple los axiomas anteriores, y que corresponde al
procedimiento estructural del mismo tipo de los modos de
composicion en la teoria de grupos.

Justamente en relacion con este asunto de la influencia
de concepciones matematicas en la constitucion de objetos
y teorias, cabe tener en cuenta que Fréchet reconoce la
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proximidad entre las concepciones e ideales que sustentaron
sus investigaciones en Topologia general y Analisis general
con la filosofia de Leibniz, en particular con su idea de
analisis de los principios. La Noticia sobre sus trabajos cien-
tificos lleva el siguiente epigrafe de Leibniz (Fréchet, 1933):

“Quienes prefieren avanzar en los detalles de las ciencias des-
precian las investigaciones abstractas y generales. Quienes profun-
dizan en los principios entran raramente en las particularidades. En
cuanto a mi, le doy igual importancia a lo uno y lo otro porque he
encontrado que e/ analisis de los principios facilita el avance de las
invenciones particulares.”

Al inicio de la Noticia manifiesta que se “siente confun-
dido de admiracion y de humildad frente a la profundidad
de Leibniz y la universalidad de su genio”. Considera que,
guardadas todas las proporciones, esta cita se aplica a su pro-
pio état d’esprit y a la naturaleza abstracta y concreta de sus
investigaciones. A lo largo de treinta afios, sus trabajos abor-
daron cuestiones “abstractas y generales” de la Topologia,
el Analisis funcional y el Analisis general, como también
temas mas particulares del analisis clasico, la geometria, las
probabilidades y la estadistica y, iltimamente, se habia orien-
tado al estudio de las “aplicaciones cientificas e industriales
de las matematicas”.

Una seccion de la Noticia con sus trabajos “divulgativos
y pedagogicos”, se refiere a elaboraciones epistemologicas
y filosoficas de Fréchet. En (Arboleda y Recalde, 2003) se
han examinado y comparado estas ideas con las expuestas en
trabajos de afios posteriores. Entre ellas se destaca su critica
a la posicion de Poincaré sobre intuicion y convenciona-
lismo, su elaboracion sobre el conocimiento matematico
como sintesis inductiva, y sus concepciones sobre axiomati-
zacion y “desaxiomatizacion” en los espacios abstractos.

Retornemos al epigrafe para comentar que aparece
literalmente en (Halbwachs, 1906-1928-1950). Se trata
de una monografia muy bien documentada en las obras y
manuscritos de Leibniz que, sin haber tenido la significacion
historica de los trabajos en logica de Couturat, Russell,
Rougier o Nicod, en todo caso pudo permitirle a algunos
intelectuales y matematicos de mentalidad filosofica como
Fréchet, familiarizarse con los aspectos fundamentales y
sutiles del programa de Leibniz. Maurice Halbwachs (1877-
1945) fue un socidlogo de la escuela de Durkheim que se
haria célebre por su teoria sobre la memoria colectiva. Fue
colega de Fréchet en el proyecto estratégico de instaurar
la ensefianza francesa en la Universidad de Estrasburgo a
finales de la primera guerra mundial. Juntos ofrecieron uno
de los primeros cursos sobre aplicaciones de la estadistica
a los fenomenos sociales que se publicaria luego en un
pequetio libro: (Fréchet y Halbwachs, 1924).

Su cercania académica con Halbwachs en Estrasburgo
y la lectura de su Leibniz, aportan nuevos elementos para
constatar el fondo de la devocion de Fréchet por las ideas
de este autor, y ayudan a entender la manera privilegiada en
que se posiciona el matematico con respecto a su filosofia
desde su propia practica. Un primer indicio se encuentra
en la nocion leibniziana de “espacio abstracto” que Fréchet
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ha podido leer en (Halbwachs, 1928; 93-94). Decir que
determinados objetos ocupan ciertas situaciones, equivale a
decir que, al existir al mismo tiempo, mantienen entre ellos
relaciones mas o menos simples. El espacio no es mas que
el orden de coexistencias posibles, asi como la duracién no
es otra cosa que el orden de situaciones posibles. “Espacio,
duracion, numeros, son puros ideales, entia mentalia”. La
existencia del espacio no es absoluta para Leibniz como
lo fuera para Newton; es relativa a la manera como se
consideren las relaciones de proximidad entre sus puntos.
Esta es una idea central en la caracterizacion de los espacios
abstractos por su estructura, y en la aceptacion de distintas
estructuras en un mismo conjunto abstracto. (De Risi, 2015),
(Tarrés Freixenet, 1994; 197).

Otra expresion de la cita que resulta clave para entender
la vocacion leibniziana de Fréchet, es el “anélisis de los
principios”. En el capitulo “La Logica”, Halbwachs explica
en qué consiste el “arte racional” de Leibniz aplicado a
las matematicas. “Toda demostracion o resolucion solo es
valida si se puede establecer un posible retorno del punto
de llegada al punto de partida, por medio de una sucesion
de proposiciones idénticas”. Fréchet ha podido reconocer
aqui el criterio de demostrar una proposicion “analizando el
sujeto”, es decir reduciendo la proposicion a una identidad
mediante la regla de sustitucion de equivalentes.

Tanto mas llamativas para Fréchet, lector del Leibniz de
Halbwachs, pudieron haber sido las siguientes dos observa-
ciones: 1) Este método es un instrumento efectivo de descu-
brimiento en matematicas siempre que la descomposicion
se lleve hasta su limite y se encuentren en las nociones o
proposiciones complejas, las nociones o proposiciones
simples. 2) El buen éxito del arte racional depende del
descubrimiento de una caracteristica universal, entendida
mas que como un medio de comunicacion entre los hombres
de paises distintos, “como un alfabeto de nuestras ideas”, el
“método 1dgico por excelencia”, el sistema de cifras y sim-
bolos que nos permite razonar correctamente y, al mismo
tiempo, ganar en economia de pensamiento. (Halbwachs,
1928; 53-54).

Basten estas dos problematicas filosoéficas del Leibniz
para ilustrar su proximidad con las concepciones que orien-
taron el programa de investigacion de Fréchet. Este se refiere
a ellas en su Noticia (Fréchet, 1934) y en su obra mas cono-
cida sobre los Espacios abstractos (Fréchet, 1928), como
haciendo parte del sustrato de su programa de unificacion
de los enunciados clasicos de la Teoria de funciones y del
Analisis funcional en el Analisis general. Esta proximidad
entre matematicas y filosofia leibniziana también se puede
reconocer en otras esferas de su vida intelectual. Recordemos
que durante largos afios Fréchet fue promotor y organizador
de la Union Universal de Esperanto, lengua en la cual ¢l
mismo publico interesantes resultados matematicos a costa
incluso de ver por ello reducido su impacto cientifico. Es
posible suponer que Fréchet lo hacia, ademas de otros
intereses humanistas, porque queria convencer a sus colegas
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de que era deseable escoger una lengua “ordinaria” muy
general -y acaso mas apropiada que otras- para comunicar
enunciados matematicos con caracter universal.

Hausdorff y la formalizacién de la topologia de
vecindades

En sus Elementos de historia de las matematicas (Bourbaki,
1974; p. 180), Bourbaki reconoce que:

“Con Hausdorff comienza la topologia general como se la
entiende actualmente. Retomando la nocién de vecindad, supo
escoger entre los axiomas de Hilbert para las vecindades del
plano aquellos que podian dar a su teoria toda la precision y al
mismo tiempo toda la generalidad deseable. El capitulo en el que
desarrolla las consecuencias contintia siendo el modelo de teoria
axiomatica, abstracta pero bien concebida para adaptarse a las
aplicaciones. Este fue el punto de partida natural de las posteriores
investigaciones sobre la topologia general.”

En efecto, la axiomatica de las vecindades de Hausdorff
para la topologia de un espacio abstracto se introduce en
el capitulo VII sobre “Conjuntos de puntos en espacios
generales” de los Fundamentos de la teoria de conjuntos
(Hausdorff, 1914). (La seleccion y traduccion de los
apartes de Grundziige der Mengenlehre que se comentan
en seguida son tomados de (Dugac, 2003); como se sabe
estos apartes difieren en su presentacion con respecto a
otras ediciones y traducciones del original). Al comienzo
del primer paragrafo sobre “Vecindades”, Hausdorff aclara
asi uno de los rasgos caracteristicos de la formalizacion de
las estructuras topoldgicas, el hecho de fundamentarse en
lenguaje conjuntista (Hausdorff, 1914; p. 209):

“La teoria de conjuntos ha celebrado su mas bello triunfo
en la aplicacion a los conjuntos de puntos de los espacios, en la
clarificacion y la consolidacion de los fundamentos geométricos.”

Antes de presentar la forma general del sistema de
axiomas sobre las vecindades para un espacio abstracto,
Hausdorff lo interpreta para un espacio métrico siguiendo la
idea originaria de Hilbert que, como veremos, se encuentra
en (Hilbert, 1902). Hausdorff procede como si la ilustracion
del objeto le permitiera justificar la pertinencia de su
escogencia (Hausdorff, 1914; p. 211):

“Pero para generar inmediatamente una imagen concreta,
comencemos por vecindades especiales que se definen a través de la
distancia. Entendemos por espacio métrico un conjunto E en el cual
se hace corresponder a dos elementos (puntos) x e y cualesquiera,
un niimero real no negativo, su distancia xy >0y ademas exigimos
seguidamente la validez de los axiomas siguientes sobre vecindades:

(a) (Axioma de simetria). Siempre se tiene que yx = Xy.

(#) (Axioma de coincidencia). Siempre se tiene que Xy =
0 siy solamente six = y.

(y) (Axioma de desigualdad triangular). Siempre se
tiene que xy +yz >xz.”

Define enseguida una vecindad U, de un punto x en un
espacio métrico E, como el conjunto de puntos y cuya distancia
a x es mas pequeia que un nimero positivo dado. Después
de precisar que de acuerdo con la costumbre de sus antece-
sores emplea la designacion de espacio abstracto para indicar
que sus elementos son de naturaleza cualquiera, introduce el
siguiente sistema de axiomas (Hausdorff, 1914; p. 213):

Topologia de vecindades en Fréchet y Hausdorff

“Por espacio topologico entendemos un conjunto E, cuyos
elementos (puntos) x pertenecen a subconjuntos U, que llamamos
vecindades de x, y que verifica los siguientes axiomas de vecindades:

(A) Para todo x € E, existe una vecindad U, y x € U..

(B) Si U, y V, son vecindades de x, existe otra vecindad
de x, W, tal que W.c U,y W.c V..

(C)Siy e U, existe un U, tal que U, c U..

(D) Six #y,existen U,y U, tales que U, N U,=3.”

El axioma (D) caracteriza la condicion de separacion de
los llamados espacios de Hausdorff o espacios 7. El estudio
de otras modalidades de axiomas de separacion es un capi-
tulo interesante en la historia de los espacios topolégicos en
sus primeros afos. Fréchet propuso, en particular, el axioma
que caracteriza el espacio topoldgico 7 de Fréchet, en el
cual cada par de puntos distintos poseen respectivamente
una vecindad que no contiene al otro. Fréchet los denominé
“espacios accesibles”.

Recordemos que previamente a su obra de 1914,
Hausdorft trat6 las propiedades fundamentales del sistema
de vecindades en sus conferencias de Bonn de 1912. Los
manuscritos de estas conferencias hacen parte del fondo
cientifico de Hausdorff conservado en la Universidad de
Bonn. La transcripcion de los apartes de las lecciones corres-
pondientes al sistema de vecindades ha sido publicada, en
particular, en (Taylor, 1985) y (Epple, et al, 2002). En
ellas se observa que antes de dar una presentacion formal
del sistema y permaneciendo fiel al enfoque intuitivo que
caracterizd sus primeros trabajos matematicos, Hausdorff
prefirio interpretar las vecindades de manera geométrica
como el interior de esferas con centro en puntos de un espa-
cio euclidiano £ de dimension n. En sus lecciones de 1912
el sistema de axiomas es equivalente al de los Fundamentos
de la teoria de conjuntos (1914), salvo el axioma (B) que
se enuncia entonces de la siguiente manera: “Dadas dos
vecindades de un punto U, y U, U, < U’ o bien U, D
U’.”. Esta cuestion y otras conexas con los fundamentos
de la topologia de vecindades, han sido tratadas ademas de
(Taylor, 1985) y (Eppel, et al., 2002), por (Sholtz, 1996),
(Koetsier y van Mill, 1999) y (James, 1999).

Sabemos que la idea de “topologizar” el espacio eucli-
diano mediante un adecuado sistema de vecindades se debe a
Hilbert, quien lo introduce en sus investigaciones sobre el pro-
blema de los fundamentos de la geometria y la continuidad
del espacio. Esta idea aparecera bajo el mismo titulo, Sobre
los fundamentos de la geometria, primero en la memoria
(Hilbert, 1902) y luego en la nota (Hilbert, 1903). La ultima
sera incluida como apéndice en la traduccion de Townsend,
(Hilbert, 1902a). Menos conocido es que en este trabajo,
Hilbert apela a una argumentacion original de la topologia
conjuntista cantoriana en dos dimensiones, para sustentar su
conviccion de que la nocion de movimiento no era necesaria
para fundamentar el sistema de axiomas del espacio eucli-
diano y que, por consiguiente, su enfoque de la geometria era
mas general que la teoria de grupos de transformaciones de
Helmbholtz, Lie y Poincaré. Esta cuestion ha sido analizada en
dos contextos distintos en (Majer, 2006) y (Rodriguez, 2015).
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Segun la cita de Bourbaki antes mencionada, Hausdorff
se inspird en Hilbert para establecer su sistema de axio-
mas para las vecindades. Recordemos que (Hilbert, 1902)
comienza por considerar el plano como un espacio abstracto
constituido por puntos, y pasa a asociarle a cada punto una
familia de vecindades o subconjuntos del plano, ello con el
interés de caracterizar la continuidad como una propiedad
local del espacio. El sistema de vecindades difiere en am-
bos trabajos de Hilbert. En (Rodriguez, 2015) se analizan
estas diferencias desde el punto de vista del problema de
la continuidad del espacio que mas interesaba a Hilbert y
en relacion con las propias investigaciones de Riesz a este
respecto. En (Hilbert, 1902) el sistema de vecindades esta
determinado por los siguientes seis axiomas (de acuerdo con
la presentacion de (Taylor, 1985) que permite evidenciar
mejor su relacion con el sistema de Hausdorff):

(1) Un punto pertenece a cada una de sus vecindades.

(2) Si B es un punto en una vecindad U del punto 4,
entonces U es también una vecindad de B.

(3) Si Uy V son vecindades de 4, existe otra vecindad
de A4 que esta contenida tanto en U como en V.

(4) Si A y B son dos puntos cualesquiera, existe una
vecindad de 4 que contiene a B.

(5) Para cada vecindad existe al menos una aplicacion
uno a uno de sus puntos en puntos (x, y) de alguna region
de Jordan (el interior de una curva cerrada simple) en el
plano numérico.

(6) Dado un punto A4, una vecindad U de 4, y una region
de Jordan G imagen de U, entonces toda region H de Jordan
contenida en Gy que contiene la imagen de 4 es también
imagen de alguna vecindad de 4. Si una vecindad de 4
tiene como imagenes dos regiones de Jordan diferentes, la
correspondencia uno a uno inducida es bicontinua.

Hermann Weyl, uno de los primeros en reconocer la
importancia del nuevo enfoque tanto para la investigacion
en topologia conjuntista como en su aplicacion a la
formalizacidn del concepto de variedad, dejo al respecto el
siguiente testimonio (Weyl, 1944):

“(...) Hilbert define una variedad de dos dimensiones por medio
de vecindades, y requiere que se designe una clase “admisible”
de aplicaciones uno-a-uno de una vecindad sobre dominios de
Jordan en un plano-x, y, tales que cualesquiera dos de ellas estén
conectadas por transformaciones continuas. Cuando hice un curso
sobre superficies de Riemann en Gottingen en 1912, consulté el
trabajo de Hilbert y noté que las mismas vecindades podian usarse
para caracterizar tal clase. La definicion resultante obtuvo su toque
final de F. Hausdorff; los axiomas de Hausdorff se han convertido
en un paradigma en topologia.”

Observemos que en (Hausdorff, 1914, 315) se define
un espacio métrico completo como aquel espacio métrico en
el cual toda sucesion de Cauchy (“sucesion fundamental”)
converge. Hausdorff recuerda que Fréchet ha generalizado
antes esta propiedad para una “clase”. Efectivamente en
(Fréchet, 1906; 23) aparece la siguiente definicion: decimos
que una “clase V" admite una generalizacion del teorema de
Cauchy si y solo si toda sucesion de elementos de la clase,
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que satisface las condiciones de Cauchy, tiene un elemento
limite”. Hausdorff demuestra que todo espacio métrico E se
puede prolongar en un espacio métrico completo E, en donde
E resulta ser el conjunto de clases de equivalencia de las
sucesiones de Cauchy de E con respecto a la convergencia
de sus distancias a cero. En su demostracion Hausdorft dice
emplear un método analogo al utilizado por G. Cantor y Ch.
Meéray para construir los nimeros reales. El procedimiento
se estudia en (Dugac, 1984; 19-20).

Hausdorff aclara en 1914 que la topologia del espacio
puede fundamentarse indistintamente en las nociones de dis-
tancia, convergencia secuencial o vecindades, pero escoge
axiomatizar las vecindades porque la nociéon de vecindad es
mas general que la de distancia. Es decir, permite deducir de
ella una teoria de conjuntos de puntos valida no solo para
la recta y el plano, sino para las superficies de Riemann,
los espacios de dimension finita e infinita y los espacios de
curvas y superficies.

En el contexto de las investigaciones sobre estas cues-
tiones alrededor de los afios 1930, el espacio de Hausdorff se
revela como “un concepto unificador del pensamiento geo-
métrico” (Alexandroff, 1961; p. 9). En el prefacio de la obra
Elementary Concepts of Topology, cuya version alemana fue
publicada en 1932, Hilbert se refiere asi a la importancia del
formalismo de Hausdorff para la topologia de vecindades
comparado con la diversidad de investigaciones previas
(Alexandroff, 1961):

“Pocas ramas de la geometria se han desarrollado tan rapida y
exitosamente en tiempos recientes como la topologia, y raramente
una rama de una teoria que inicialmente era poco prometedora
como la topologia, ha adquirido una importancia tan fundamen-
tal en un amplio rango de campos completamente diferentes.
Actualmente se utilizan los métodos de la topologia y se estudian
problemas topologicos en casi todas las ramas del analisis y de sus
mas amplias aplicaciones. Este dominio amplio de aplicaciones
requiere naturalmente que la estructura conceptual sea de tal
precision que pueda reconocerse el nicleo comin de problemas
que en primera instancia parecen distintos.”

La precision de la estructura conceptual era justo lo
que buscaba Hausdorff cuando, entre varias presentaciones
generales de la teoria, escogia aquella con la axiomdatica mas
sencilla y menos redundante posible. En alusion evi-dente
a las clases L de Fréchet, afirma que las vecindades eran
preferibles “porque permiten desembarazarse de las dificul-
tades de lo numerable que conlleva el uso de la convergencia
secuencial” (Hausdorff, 1914; p. 211). Su punto de vista es
que la generalidad no debe traducirse en grandes complica-
ciones y, al menos en lo relacionado con las caracteristicas
principales de la teoria, debe acompafiarse de la simplicidad
de la presentacion.

Este estilo de presentacion formal nos protege contra
los errores de razonamiento derivados de una intuicién
defectuosa (Hausdorff, 1914; p. 211):

“Finalmente, con este procedimiento 16gico-deductivo nos pro-
tegemos de los errores a los que nos puede conducir la intuicion. Esta
pretendida fuente de conocimiento — cuyo valor heuristico obvia-
mente no se cuestiona- se nos revela a menudo tan insuficiente y
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poco confiable en las partes mas sutiles de la topologia de conjuntos
de puntos, que solo podemos confiar en ella después de un examen
cuidadoso.”

Este “examen cuidadoso” equivale al “analisis logico
de la intuicion espacial” al que se refiere Hilbert en la
introduccion de los Fundamentos de la Geometria, una obra
que, por supuesto, Hausdorff comprendié a fondo desde el
comienzo (Punkert, 2008; p. 44-45) (Epple, 2006; p. 279-
280). La garantia de la precision conceptual de la estructura
topoldgica es pues, el analisis 16gico de la intuicion. Es lo
que Hilbert reafirma expresamente en la continuacion de

la cita anterior en el prefacio a los Elementary Concepts of

Topology (Alexandroff, 1961):

“No es de extrafiar que el analisis de los conceptos geométricos
fundamentales les sustraiga en gran medida su inmediata intuicion,
tanto mas, cuando en la aplicacion a otros campos, como en la
geometria de nuestro espacio circundante, se hace necesaria una
extension a dimensiones arbitrarias.”

Fue a finales de la Primera Guerra, cuando se normaliza
la actividad matematica y los Fundamentos de la Teoria de
Conjuntos pudieron circular ampliamente, que empezd a
manifestarse la preferencia por los espacios de Hausdorff. Las
lecturas de la obra empezaron a dar sus frutos en numerosas
publicaciones de topologia conjuntista. El caso mas notable
fue el grupo de matematicos que empezaban a liderar las
escuelas de Moscu y Varsovia, respectivamente Alexandroff,
Urysohn y Tychonoff, y Sierpinski y Kuratowski.

Entre estas contribuciones cabe sefialar la memoria
(Alexandroff y Urysohn, 1929), que en esencia recogia
los resultados de las investigaciones adelantadas por sus
autores desde 1922. El propdsito de la memoria era remediar
la dispersion que prevalecia en la época entre diferentes
tratamientos de la nocion de compacto en los espacios abs-
tractos. Se trataba entonces de adoptar un lenguaje uni-
ficado para sistematizar tales resultados y, al mismo tiempo,
seleccionar el espacio topoldgico mas adecuado para los
requerimientos de la teoria. En su correspondencia de los
aflos 1920 con Fréchet ambos autores explican el proceso
que siguieron para construir una teoria unificada y simple de
la compacidad tomando como base el espacio de Hausdorff
(al que ellos designan como el “espacio topologico”), en
lugar del espacio accesible de Fréchet (Arboleda, 1980a)
(Arboleda, 1984).

Concretamente en la carta del 28 de enero de 1924
Alexandroff recuerda que afios antes habian introducido la
nocion de “bicompacto” para reemplazar la compacidad
de Fréchet y hacerla mas conforme con la definicion de la
compacidad “ordinaria” (Arboleda, 1979). Se refieren a la
definicion que utilizaba el teorema de Borel-Lebesgue cuya
utilizacion se hizo corriente a través de los Fundamentos de
la Teoria de Conjuntos. Si se reemplaza el término original
de “bicompacto” por “compacto” a secas, se evidencia
que la definicion de la Memoria de 1929 se expresaba en
la forma habitual: Un conjunto E es compacto si, dada una
familia cualquiera S de conjuntos abiertos que cubre a £, un
subconjunto finito de S también cubre a E.

Topologia de vecindades en Fréchet y Hausdorff

Anotemos de paso que el anterior cambio de denomi-
nacion se debe a Bourbaki, quien lo introdujo formalmente
en su “Topologia general” (Bourbaki, 1971), aunque ya
aparece en las versiones anteriores de esta publicacion y
en otras de miembros del grupo sobre aplicaciones de los
teoremas principales de la Memoria de la compacidad a las
nuevas nociones de filtros y ultrafiltros (Cartan, 1937a,
1937b) y espacios uniformes (Weil, 1939). La conexion de
estos trabajos con la critica de Bourbaki a lo numerable en
topologia se estudia en (Arboleda, 1982) y (Anacona, 2017).

La presentacion de la compacidad a través de una de
las propiedades que hacia los afios 1920 mejor expresaba su
caracter esencial, el teorema de Borel-Lebesgue, inmediata-
mente se reveld fecunda y permiti6 la interrelacion con otros
conceptos y teorias. En (Arhangel’skii y Dranishnikov,
1997), Arhangel’skii, uno de los alumnos mas destacados de
Alexandroff, cree encontrar en este tratamiento de la com-
pacidad la manifestacion de un rasgo caracteristico de la
practica matematica de su maestro: no proceder jamas con
estrechez de miras en la consideracion de nociones y cons-
trucciones fundamentales; por el contrario, utilizarlas como
base para profundizar en la indagacion matematica y pro-
mover el desarrollo integral de la teoria objeto de estudio.
De ahi el papel fundamental que desempeiian los trabajos
pioneros de Alexandroff sobre la compacidad y los funda-
mentos de la topologia general, en principios basicos de las
matematicas. Entre los cuales, Arhangel’skii y Dranishnikov
prefieren mencionar el teorema de Hahn-Banach, el teorema
de Krein-Milman, el teorema de Gel’fand-Kolmogorov, y el
teorema de Stone-Weierstrass.

Conclusiones

La axiomatizacion de la topologia de espacios abstractos
es un paso fundamental en el desarrollo de las estructuras
matematicas del siglo XX. Las vecindades constituyen un
medio conveniente para seleccionar y organizar las estruc-
turas de la topologia general, y garantizar el estudio fecundo
de los problemas mas importantes de la teoria de funciones.

Fréchet, Hilbert, Riesz, Moore y otros matematicos
hicieron aportes significativos a la caracterizacion de la
topologia del espacio abstracto a través de las vecindades.
Pero la presentacion axiomatica que hoy utilizamos fue
formulada inicialmente por Hausdorff en sus conferencias
de Bonn de 1912 y luego en sus Fundamentos de la teoria
de conjuntos (Hausdorff, 1914).

Las propuestas de ambos autores para la fundamenta-
cion de la topologia general se inspiraron en concepciones
filosoficas que fueron determinantes en sus respectivas prac-
ticas matematicas constitutivas de la teoria. En el caso de
Fréchet las estructuras topologicas se introducen y estudian
como parte del programa del Andlisis general. Este enfoque
se reclama de la “analiticidad” leibniziana, y estd orientado
por un cierto ideal de “categoricidad de los espacios abs-
tractos”. En términos de las primeras investigaciones de
comienzos del siglo XIX de Hadamard y Fréchet en Analisis
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funcional, este enfoque analitico consistio en extender los
métodos conjuntistas cantorianos a una gran variedad de
nuevos espacios abstractos.

Cincuenta afos después con el advenimiento de la teoria
de categorias, la polaridad de lo analitico conjuntista sera
sustituida por su contraparte sintética: “la teoria de categorias
deja de desmenuzar los objetos por dentro y de analizarlos
mediante sus elementos, y pasa a elaborar aproximacio-
nes sintéticas en las cuales los objetos son estudiados por
su comportamiento exterior en correlacion con su medio
ambiente”. (Zalamea, 2009).

Por su parte, el estilo de Hausdorff se inspira en sus
trabajos filosoficos tempranos. Segin Hausdorff, entre
varias presentaciones generales de la topologia del espacio,
se escoge aquélla con la axiomatica mas sencilla y menos
redundante posible. Simplicidad, unidad y economia de pen-
samiento configuran el estilo que hace de los Fundamentos
de la Teoria de Conjuntos una obra pionera en su campo y
que contribuy6 al desarrollo del enfoque estructural de las
matematicas modernas.
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