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Resumen

En este trabajo se introduce una nueva transformada de Laplace fraccionaria denominada transformada
doble de Laplace non-conformable generalizada. Esta propuesta extiende las transformadas dobles
de Laplace non-conformable mediante la inclusion de funciones moduladoras generalizadas ¢(u) y
(V). Se establecen las propiedades basicas de la transformada, incluida la linealidad, las condiciones
de existencia, las propiedades derivativas y los teoremas de convolucion. Por tltimo, la transformada
doble de Laplace non-conformable generalizada (Generalized Non-Conformable Double Laplace
Transform - NCGDT) se aplica a la resoluciéon de diferentes tipos de ecuaciones diferenciales
parciales fraccionarias non-conformables.

Palabras clave: Ttransformada doble de Laplace non-conformable; derivada non-conformable.

Abstract

In this work, a new fractional Laplace transform called the generalized non-conformable double
Laplace transform is introduced. This proposal extends the non-conformable double Laplace
transforms by including generalized modulating functions ¢(u) and y(v). The basic properties of
the transform are established, including linearity, existence conditions, derivative properties, and
convolution theorems. Finally, the generalized non-conformable double Laplace transform (NCGDT)
is applied to the solution of different types of non-conformable fractional partial differential equations.

Keywords: Non-conformable double Laplace transform; non-conformable derivative.

1. Introduccion

En los dltimos afios, el calculo fraccionario ha desempefiado un papel esencial en la modelizacion de
sistemas complejos en ingenierfa, fisica, biologia y otras ciencias aplicadas. Las ecuaciones diferen-
ciales parciales fraccionarias han surgido como herramientas eficaces para describir fenémenos del
mundo real con efectos de memoria o comportamiento no local, siendo ttiles en biologia matemati-
ca, dindmica de fluidos, dptica, circuitos eléctricos y fisica cudntica [Kilbas et al., 2006], [Diethelm,
2010], [Avci et al., 2017]. Diversas definiciones de derivadas e integrales fraccionarias, entre ellas las
propuestas por Riesz, Weyl, Riemann-Liouville, Caputo y Hadamard, han sido ampliamente estudia-
das en la literatura matematica [Ross et al., 1994], [Anastassiou, 2011], [Yang et al., 2013].

Muchas de estas definiciones presentan ciertas limitaciones, como el incumplimiento de reglas ba-
sicas, por ejemplo, las del producto o del cociente, lo que dificulta su aplicacién en dreas como la
ingenierfa y la fisica. En este contexto, [Khalil et al., 2014] propusieron la derivada fraccionaria local
conformable. Este tipo de derivadas ha despertado un interés creciente debido a su capacidad para
conservar propiedades fundamentales de la derivada clésica, al tiempo que incorporan caracteristicas
de memoria y localidad adecuadas para describir fendmenos anémalos. Para profundizar en el estudio
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de las derivadas conformables y generalizadas, se pueden consultar [Abdeljawad, 2015], [Atangana
and Baleanu, 2015], [Hashemi, 2018], [Gozutok and Gozutok, 2018] y [Vivas-Cortez et al., 2025].

En este contexto, la derivada fraccionaria non-conformable, definida por [Guzman et al., 2018] como

flutee ) —flu)

N f(u) = lim =" f(u),

e—=0 €
ha despertado particular interés, ya que mantiene la linealidad y la regla del producto, introduciendo
a su vez una escala exponencial no uniforme que refleja un comportamiento local non-conformable.
Esta propiedad la hace especialmente apropiada para describir procesos no lineales de crecimiento,
difusion y relajacion en sistemas bioldgicos, fisicos y quimicos, se puede estudiar mas acerca de la
derivada non-conformable en [Ndpoles Valdes et al., 2018], [Gonzélez et al., 2020], [Martinez et al.,
2022], [Injrou and Hatem, 2022].

A partir de este concepto se desarrollaron la transformada de Laplace non-conformable [ Vivas-Cortez
et al., 2021] y su versioén doble [Jarrin et al., 2026], las cuales son herramientas eficaces para la reso-
lucién de ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias locales. Diversos resultados sobre la trans-
formada de Laplace se recogen en [Watugala, 1993], [Doetsch, 2012], [Alawad et al., 2013], [Sedeeg,
2016], [Ozkan and Kurt, 2018], [Alfaeih and Misirli, 2021], [Alfaeih et al., 2021], [Honggang and
Yanmin, 2022], [Deresse, 2022], [Al-Rab’a et al., 2022], [Abdeljawad et al., 2023], [Mohamed et al.,
2023]. Sin embargo, muchos fenémenos reales presentan heterogeneidad estructural y dependencia
paramétrica que no pueden ser descritas adecuadamente mediante la transformada non-conformable
estandar. Esto motiva la formulacién de una Transformada Doble de Laplace Non-Conformable Ge-
neralizada (NCGDT), la que se construyé tomando como referencia [Meddahi et al., 2021] y [Sedeeg
and Alhamad, 2025], es capaz de generar diversas transformadas conocidas como casos particulares
mediante la variacién de sus funciones niicleo.

En este trabajo se introduce una nueva definicién denominada Transformada Doble de Laplace Non-
Conformable Generalizada, denotada por

Xy
LY {h (/ e du,/ e’ dv)] = up,, (m,n)
0 0

La transformada propuesta extiende las version non-conformable de la transformada doble de Laplace,
incorporando niicleos exponenciales locales del tipo e y ™" - junto con funciones generadoras
generalizadas ¢(m) y @(n). Mediante la eleccién adecuada de dichas funciones, la nueva transformada
puede reproducir como casos particulares las versiones non-conformable de la transformada doble de
Laplace.

Notacion

Resumimos a continuacién la notacién principal utilizada en este trabajo.

Simbolo Descripcion
X,y Variables independientes reales.
r,t € (0,1) | Ordenes de las derivadas parciales fraccionarias non-
conformables.
h(x,y) Funcién real o compleja de dos variables.

¢@(m), o(n) | Funciones transformadoras asociadas a x y y.

n(m), p(n) | Funciones de normalizacién asociadas a la transformada doble de
Laplace generalizada non-conformable.

Cuadro 1. Notacién utilizada a lo largo del manuscrito.
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2. Definiciones basicas

En esta seccion, establecemos las definiciones y propiedades de la doble transformada de Laplace
generalizada.

Definicion 2.1. [Meddahi et al., 2021]

Sea g(x,y) una funcion integrable de dos variables, con x,y > 0. Entonces, la doble transformada de
Laplace generalizada, denotada por ¥p(u,v), se define como

LB [g(x.y)im ]l = ¥plmm) =n(m)p(n) [ [~ gley)e @ aray @)
0 Jo
donde ©(m) y w(n) representan las funciones transformadoras asociadas a x y y, respectivamente.

Asimismo,

2y 1 patieo e(D(m)xd 1 pbtieo e(o(n)yd 2s
(&) D(m,n)}—g(x,y)—ﬁ/a_im ) m'%/b—im S (2.2)

Definicion 2.2. [Meddahi et al., 2021]
Sea g(x,y) una funcion definida en [0,X] x [0,Y] que satisface la condicion

1g(x,y)| < Ke®+0Y K >0, Vx>XyVy>Y.

En tal caso, se dice que g(x,y) es una funcion de drdenes exponenciales @'y 8 cuando x,y — oo.
Teorema 2.1. [Meddahi et al., 2021]

La condicion de existencia de la doble transformada de Laplace generalizada de la funcion continua
g(x,y) definida en [0,X] x [0,Y] debe ser de drdenes exponenciales o y 8, para Re[p(m)] > o y
Re[w(n)] > 8 y ademds se tiene

n(m)p(n)K
(p(m) —a)(@w(n) —8)

[¥p(m,n)| <

En el siguiente teorema, anotamos algunas propiedades bdsicas de la transformada doble de Laplace
generalizada

Teorema 2.2. [Meddahi et al., 2021]
Sean g(x,y) y h(x,y) funciones de drdenes exponenciales. Si
Wp(m,n) = L. L[g(xy)],  mp(m,n) =L L[h(x,y)],

ya,b e R, entonces:

" 2.2y ag(x,y) +bh(x,y)] = a2 [8(x,y)] + b L Ly [h(x,y)] (2.4)

2.
(Z2)" [a¥p(m.n) +bup(m.n)] = a (L) [¥p(mn)] +b(L2) ! [uD(m,n()z].S)

3.
L2 [x] = n(m)p(n) %, a,b>0. (2.6)

4
L[] = C (m)”fZ;’(’(f)’Zl) 5 Jlem]>a How] > @)

5.
L., [cos(ax) cos(by)] = ;’ng;”i’Zl : v’: Z(ZQ)WJE'Z)Z, a,bER. 2.8)
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6.
. . amn(m) bp(n)
2% [sin(ax) sin(by)] = o2m) 1 @ . n) 157 a,b eR. (2.9
7.
d"h ol & £(0
24| T30 gl -0 L 0" EAC e o)
s=1

donde £1(0,v) es la transformada integral generalizada de h(0,y), definida como

Z1(0,v) = n(u)p(v) /0 " h(0,y)e 0 dy.

3. Derivada fraccionaria non-conformable

En esta seccién introducimos las definiciones de derivadas parciales fraccionarias non-conformables.
Definicion 3.1.

Sea

X, Y
h(/ e du,/ e 'dv) ‘R x (0,00) — R,
0 0
1) La derivada parcial fraccionaria espacial non-conformable de

X —r Y —t
h(/ e ! du,/ eV dv)
0 0

entonces:

de orden r estd definida como

x v, h(f(;C e du+Be, [3 e*"ftdv)
lerh(/ e " du, / e’ dv) = lim
0 0

R B
3.1)
h(féc e du, [J e*"frdv)
_ 5 )
11) La derivada parcial fraccionaria espacial non-conformable de
X —r Yy -t
h(/ e " du, / e’ dv)
0 0
de orden t estd definida como
- S h(f(f e du, [§ fvildV—i—seyf[)
yN{h(/ e " du, / e’ dv) = lim
i J0 JO &£—0 €
(3.2)

h(]’ge*”ﬁdu, I e dv)

€

donde . .
/ e du, / e dv> 0, 0<rt<l.
JO JO
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Derivadas parciales fraccionarias non-conformables de algunas fun-
ciones

En lo que sigue, daremos las derivadas parciales fraccionarias non-conformables de algunas funciones.

1) Sea
X —r y —t X —r Y —t
h(/ e ! du,/ e’ dv) :/ e ! du~/ eV dv,
JO JO JO JO

entonces, al aplicar los operadores correspondientes, se obtiene:

P Y
N[ (/ e du-/ e’ dv> :/ eV dv,

0 0 0

X —r y —t X -r
yNj </ e du-/ e’ dv> :/ e " du.

0 0 0

x . y B - » n
h(/ e ! du,/ eV dv) = (/ e ! du) ,
0 0 0

entonces, se tiene que:
x n X ) n—1
ler((/ e_”irdu) ) =n </ e du) ,
0 0
X n
N} ((/0 ef'frdu> ) =0.

X . y ¢ X —r i y —t i
h</ e ! du,/ e’ dv> = (/ et du> (/ e’ dv) ,
0 0 0 0

entonces, se obtiene:
Ny L N oy N
V| (/ e du) (/ e’ dv) ]</ e du) (/ e’ dv)7
0 0 0 0

X _r J y — i X —r Y y — -1
N} (/ e du) (/ e’ dv) =i (/ e du) (/ e’ dv) .
0 0 JO JO
x —r y —1 X —r y —t
h(/ e ! du7/ e’ dv) = sin(l/ e ! du) sin (ﬁ/ e’V dv) ,
0 0 JO JO

entonces, se tiene:
Ny (Sin (l/x ef’frdu) sin (ﬁ/ye’vﬁdv>) = Acos (l/xef“ﬂdu) sin <[3/yefvﬂdv) )
0 0 0 0
t T . Y . o Vo
yN1 | sin l/oe du | sin [3_/06 dv ) | =Bsin /1_/06 du | cos ﬁ/oe dv).

5) Sea
([ au e av) = rieaeniie e
0 0

entonces, se obtiene:

2) Sea

3) Sea

4) Sea

X " y v X " y v
ler (elfn e dutPfie dv) _ lelfo e dutffie dv’

N ( Al dutBly e dv) —B Ao dutp fe " dv
¥ = .
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Teorema 3.1.

Seanr,t € (0,1] y sea h (f(fe*“#du, fg e*"fldv) una funcion diferenciable de orden r y t en los puntos

x,y > 0, respectivamente. Entonces, se cumple que:

R Yo —r (9 X DA
«Nih / e ! du,/ eV dv)=¢e" —h / e ! du,/ eV dv|,
Jo Jo dx \Jo 0
X —r y —t —t a X —r y —t
, e u, [ e v)=¢ — e u, [ e V.
WNih g Vay) = L uy vy
0 0 dy \Jo Jo

Demostracion.

Para demostrar el resultado, hacemos el cambio j = ¥y, utilizando la definicién 3.1, se obtiene:

X y h(jge*’[ydu—ﬁ—ﬁ I e*"fldv>
foh(/ e " du, / eV dv) = lim — (1)
Jo Jo j—0 je *
h< e du, fge*"ﬂdv>
- P— )
Jje
e"frh(jg e du+tj, [3 efvffdv>
= lim : 3)
Jj—0 J
e’ h(jge*“ﬁdu, I e*‘ﬂdv)
- - . C))
J
De donde se deduce que
x Y 9 x S
lerh(/ e ! du,/ e’ dv) =e* —h(/ e ! du,/ e’ dv>.
0 0 dx \Jo 0
De manera andloga, se obtiene que:
X —r y —t 0 X —r y —t
yNih(/ e ! du,/ e’ dv) = —h(/ e ! du,/ e’ dv).
0 0 dy \Jo 0
[m]

Observacion.

Cuando la funcién 4 no es diferenciable en el sentido cldsico, las derivadas parciales ordinarias pueden
no existir. En consecuencia, las igualdades del Teorema 3.1 dejan de estar bien definidas en el marco
clasico y el teorema no puede aplicarse directamente.

4. Transformada doble de Laplace generalizada non-conformable

En esta seccién, definimos la transformada doble de Laplace generalizada non-conformable y proba-
remos algunos teoremas.

Definicion 4.1.

Sea h(f(;‘ e " du, fg e’V tdv) una funcion continua por partes en (0,0) x (0,0). Se dice que es de

orden exponencial generalizado si existen constantes M,a,b € R tales que

X —r y —t
h(/ e ! du,/ e’ dv)
0 0

Esta condicion permite describir el crecimiento de la funcion mediante una cota de tipo exponencial
en las variables transformadas.

SMeafge’“ "dutb [ e rdv‘
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Definicion 4.2.

Sean r,t € (0,1] y sea h(]g e*“#dmfge*”ﬂdv) una funcion continua por partes en el intervalo

[0,00) x [0,0) de orden exponencial generalizado.

Entonces, la transformada doble de Laplace generalizada non-conformable estd dada por

— Y
LLLE [h(/ e du,/ e’ dv)} = Up,, (m,n)
’ JO JO

n(m)p(n) /oo/oo e O i du—a(n) [ dv (/Xe_”irdu7 /y eV dv) e e dxdy,
JO JO 0 0

donde m,n € Cy las integrales se efectiian en el sentido fraccionario non-conformable con respecto
~r . —
alie ™ duy [fe dv.

Corolario 4.1

Si n(m) =p(n) =1y @(m) =m, w(n) = n, entonces se obtiene la transformada doble de Laplace
non-conformable:

* —r y —t
L {h(/ e du,/ e’ dv)}
JO JO
ball et X " y vt X —r y —t —r —t
:// e me dumnfye dvh(/ e ! du7/ e’ dv) e e dxdy.
0 JO 0 0

Definicion 4.3.

Sea h (jg e " du, o e*"ﬂdv) una funcién continua por tramos definida en (0,00) x (0,00) y de orden

exponencial generalizado.

Consideremos la transformada de Laplace generalizada non-conformable con respecto a x, definida

por
X —r Y —t
L [h (/ e du,/ e’ dv)]
0 0
o —r X —u " X —r y —t
:n(m)/ e e 0m foe d”h(/ et du,/ e’ dv) dx.
JO 0 0

Esta integral corresponde a la transformada de Laplace generalizada non-conformable de

h(jge*“frdu, I e*"fldv) con respecto a la variable x.

De forma similar, la transformada de Laplace generalizada non-conformable con respecto a la varia-
bley estd dada por

ot * Yo
h / d ,/ ) )
| (0 i, [T av)]
o0 — y vt X —r y —
:p(n)/ eV om0 fie d"h(/ e du7/ e’ dv) dy.
0 JO JO

En este caso, la expresion integral anterior representa la transformada de Laplace generalizada non-
conformable respecto a la variable y.

Teorema 4.1.
Sean r,t >0, ¢(m), o(n), n(m), p(n) € C tales que R(@(m)) > 0, R(w(n)) > 0.

Si la funcion h puede escribirse como:

X _— y _t X —r y —t
h(/ e du,/ e’ dv) :f(/ e du) g(/ e’ dv) ,
0 0 0 JO
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donde f,g : [0,00) — C son continuas por partes y de orden exponencial, entonces
X —r R
2y i([[er a)o( [ )|~
donde p= [Je " 'duyq= fge*”ﬂdv.

Demostracion.

Utilizando la definicion de NCGDT, se tiene:

“ {f(/(fe‘”*’du)g(%ﬁ'ﬂ'dv)]
it [ vt anoiie o[ o [ a)

e e dxdy.
Cuando se sustituye:

X _r y — —r ;—t
p= / e " du, q= / eV 'dv, dp=e¥'dx, dg=e dy,
JO JO

w[ (Fee ()
/ / e~ PmpP=0ma £ (p)e(q)dpdq

=2p24[f(p)g(q)],
donde .%),.%Z; es la transformada doble de Laplace generalizada de f(p)g(q).

se logra obtener

Teorema 4.2.

Sean r,t >0, @(m), ®(n), n(m), p(n) € C tales que R(@(m)) >0, R(w(n)) > 0, se tiene que:

1. Si
X —r Y —
h(/ e ! du,/ e’ dv):l,
0 0
entonces (m)p(n)
roptyy . Mm)pn
L= (m)o(n)’
2. Si
1 X r ! t J
h(/ ”du/ Vdv>:(/ef" du) (/evdv),
0 0
entonces
Ny Y o
L (/0 <" du) </o <’ dv) =2pZ4[p'q’]
_ Nm)p(mTi+1I(+1)
o(m) T o(n)it1 .
3. Si . .
0 0
entonces

= dv] _ n(m)p(n)
(¢(m) —2)(w(n) - B)

frft[ ‘x - du+ﬁj0
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X —r y — X —r y —t
h(/ et du,/ e’ dv) =sin (/l/ e " du) sin(ﬁ/ e’ dv) ,
Jo 0 0 0

entonces

2 sn( [ ausin(p [l )| = o

Demostracion.

Los items 1, 2, 3 y 4 se obtienen directamente del Teorema 4.1 y la ecuacién 2.6. O

Teorema 4.3.

Sih <f6€ e du, [3 e*wdv) es una funcion continua por partes en la region (0,X) x (0,T), de drde-
nes exponenciales a y b, entonces la transformada doble de Laplace generalizada non-conformable
de h<fg e*"i'-du,fge”ﬂdV) existe para todo R[@(m)] > a 'y R[w(n)] > b, ademds

|k, (m,n)| <M

n(m)p(n)
(p(m) —a)(w(n) —b)’
conM eRT, M > 0.

Demostracion.

Utilizando la definicién de NCGDT. de

x o, y o,
h(/ e ! du7/ e’ dv) ,
0 0

se tiene:

|I'LD,1, (m7 n)l

= ]n<m>p<n> [ eotmie duomie dvh( [eran /}d>
0 Jo 0 0

e e dxdy‘

<n(mp(n) | ) JA " gmom e du—an) e v

X —r y —t
h(/ e ! du,/ e’ dv>‘
0 0
e e dxdy
< bnmip (o[ [ B

n(m)p(n)

Mo —a)(@n)—b)

Teorema 4.4.

Si 2 L) h(Jy e du, [y e dv)] existe, entonces la transformada doble de Laplace generalizada
non-conformable de las funciones puede representarse como sigue:

1.
iﬂxr:?jf[(/oxe_”ﬂdu) h(/oxe_”ﬁdu,/oy e_vﬂdvﬂ

(m) o 1 ot X e
:’g/(m) M[Mg;z‘,[h(/o P du,/o)e dv)]].
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giﬂ)f[(/o.yequdo h(/o.xef'ﬂdu,/o.yef‘ﬂdv)}
= _zl((nn)) aan [p(ln) LI [h(/o"e*" ’du7/0ye*" Idvﬂ:|.

Demostracion.

Utilizando la definicién de NCGDT de h( Ge " du, [} eV dv) y derivando con respecto a m, en
los dos lados de la ecuacion, se tiene:

P S R
— LY {h(/ e du,/ e’ dv)]
om 0 0
o0 [0 X —u~ " y —v! X —r y —t
:p(n)n/(m)// ef(p(m).oe du—o(n) [j e dvh(/ ek du,/ e’ dV)
0.J0 0 0

e e dxdy

+ p(n)n(m) % / m/ 7 om [y e du—am) f e vy, ( / xe—”"du, / ye—V”dv>
0J0 0 0

e e dxdy

=p(n)n'(m) / m/me*<p<m>fo‘e*"”'dufw(n)fa‘w"’d”h (/ e du, / ye*f’ﬂ)
0J0 0 o

e e dxdy
o' [ ([ ) ot ot
JO JO 0
X —r y —t —r —t
h</ e ! du,/ e’ dv) e e dxdy.
0 0
/ x ) |
=1 (rm) LLLE [h(/ e du, /ye7V dv)}
n(m) y Jo Jo
X _r 2 — y —t
—(p’(m).foVt{(/ e du)h(/ e du7/ e’ dv)}
. JO 0 0

Luego,

2L {(/xeﬁ rdu) h(/xefu rdu,/.yeﬂ rdv)}
0 0 0

De manera similar se puede demostrar .ZX’.XV’[( ge*"ﬂdv> h(f(f e du, ge*"ﬂdvﬂ de similar
forma.



Revista de la Academia Colombiana de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales. 2026 Transformada doble de Laplace non-conformable generalizada

doi: https://doi.org/10.18257/raccefyn.4097

Podemos ampliar los resultados anteriores de la siguiente manera:

L [( /0 ’ e""du>i h( /0 aarn /0 er’dvﬂ
=V g g iy SB[ [ )|

y —t i X —r y —t
L (/ e’ dv) h(/ e du7/ e’ dv)
JO JO JO
i ¥

Teorema 4.5.

Si L&) [h ( Joe ™ du, [3 e*"ﬂdv)} existe, entonces la transformada doble de Laplace generali-

zada non-conformable de las derivadas fraccionarias de orden r y t, para r,t € (0,1) se pueden
representar como sigue:

) L {XN{h < / e du, / ye*V”dv)}
0 0
=o(m) L L) [h (/Xef'frdu,/yefwdv)}
0 0

—11(m)p(n)/0 e—Om [y e av ,e*y#h(O,/o.y efvitdv) dy.

= 9(m) L2 [” (_/Oxefu#d“’ ./oyeiwdv)}
—n(m.Z [” (07 /Oye_wdv)}

X —r "y —
2) L {lezrh(/ e du,/ e’ dv)}
0 0
2 cor cpt o R
= ¢@(m) .,iﬂx.,?;{h(/ e du,/ e dv)]
0 0

—n(m)p(m)-Z. (07 I d) ]

—n(m).Z, {foh (07 /0 ye—v”dv)} .

3) L {yN{h(/O.Xef'ﬂdu,/:e*vitdv)}
X —r y -t
= a)(n).,?;r.ﬁf; {h(/ e du,/ e’ dv)}
JO JO
—p(n)Z [h (/xe_”'du,0>:|
0

11
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r cpt 2t R g
4) LL N e du, | eV dv
0 0
X -r y —t
= a)(n)zz.Zj:;Zyl {h (/ et du,/ e’ dv)}
0 0

—p(n)w(n)Z |k ( /0 xe*""du,o> ]

—p(n)ZLr {yzv{ h ( /O Xe*"”du,o)]

donde xN{h (jéc e*”#dmfoy eV dv) y ),Nih(jg e*”#dmfoy eV dv) representan las derivadas par-
ciales fraccionarias non-conformables de orden r-ésimo y t-ésimo respectivamente

Demostracion.

1) Utilizamos la definicién de NCGDT en N h ( Joe ™ du, [3 e"’fldv) , asf se tiene

X T Yo
LYy [lerh(/ e du,/ e’ dv)}
0 0
//eq)joiud”“’]ovdv
le’h(/O e du/o dv)e X" =y dxdy
=p(n) /we—“’(”f/ii'e’ﬂdve—f' n(m)/ o0 Jy e du
0 0
v 0 - y B
¢ h(/ e d“>/ e’ dv) e dxdy
dx \Jo o
oo i B .
:P(Vl)/ n)Jye dve Yy rl(m) |:h(()7/ eV dv)
0 0
o0 S X o, y B B
+@(m) / o 0lm) i e duh( / - / - dv) - dx} "
Jo Jo I
- / / emolm) e dumolr) fje™ “”h(/ U /ye*V"dv)
0

gy T emom B vy (o [T :
e e dxdy—n(m)p(n )/0 0¢ (O/O e dv) dy
= @(m) LILL | h " ’d
¢(m).Z; v| ( /0 e u )
_ ~ —w(n)f -y e g
T](m)p(n)/0 0¢ h(O,/O e dv> dy.

§ X
—pm) L1 L h( / u ’du
L \Jo

—n(m)Z! {h (0, /0 ye*f’dv)}

3) Al utilizar nuevamente la definicién de NCGDT, pero en ,N! h( Jye ™ du, fge’vﬁdv), obtene-
mos
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x —r y —t
f’ft{ (/ — du/ - dv)}
0
/ / —(p(m Jye ™ du—a(n) [} e "dv
leh(/ 4 du, / - 1a’v)e e dxdy
0 0

3

:n(m)/ e 9m) J§ e’“irdue—x"p(n)/ e—w(n)fge’ftdv
0

0

—t 8 x —r y —t —t
e —h(/ e ! du,/ e’ dv) e dydx
dy \Jo Jo
=n(m) /m efq’(m”geiujd”efxﬂ p(n) [h(/xe”'du,O)
0 0
o0 y vt X —r Y —t —t
+a)(n)/ e O e dvy (/ e du,/ e’ dv) e dy] dx.
JO 0 0
=o(n)n(m)p(n) /O“"’/Ow e~ 9m) fe duma(m) [ e dvy, </Oxef'frdu,/o.y eﬂﬂdv>

—r —r e x " —r X —r
e e dxdy—n(m)p(n) / e~ Pl duy—x"y (/ et du,O) dx.
0 0

— o)LL [h ( /0 xe*M’rdu,. /O ye*V”dv)}

—n(m)p(n) /0 we—¢<m>ﬁf“"due—f'h( /0 xe—"”dmo) dx.
=on) L L, [h < /O = /O ye*V”dv)}

—p(n)ZLr [h ( /0 i e*“”du,oﬂ

De similar manera se puede obtener,
LY [xNzrh( Ye ' du, [Je "ﬂdv)] y L L [yNIZth< e du, (';'e_vﬂdvﬂ

Observamos que los resultados anteriores pueden extenderse de la siguiente manera:

. X, R
BB {XN{rh</O e du,/o e dvﬂ
. x vy
=o(m) LY {h(/ et du.,/ e’ dv)}
0 0
y vt —t y ~t
Z q’ l 1- k/ —o(n)fje dv =y xN{(rh(O,/ eV dv) dy.
0
. X v
=o(m) L L {h(/ et du,/ e’ dv)}
i 0 0

Y. glm) {xwffh (o,' [ ’ ’d)}

k=0

Teorema 4.6.

Si Z{Z’[ ([ge*” du, [j YoV dv)] existe, entonces:
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x x y
L [/ e du },Nih(/ e du,/ e’ dv>:|
0 0 J0

=— 7p(;l))’$z()m) ;n(p(ln) [,fxr.iﬂ; {h(/oxe”rdm/oyevldv)] })
+ 711(2,)(2)(”) ;(.23’ [h(O,/O.ye"tdv>}>.

Demostracion.

Utilizando la definicién de NCGDT de ,N; h (fér e du, eV dv), se tiene:

Z‘r"?gt |:yN{h(/Xeiuﬂduy/ye*v”dv>:|
0 0
:‘/m/mn(m)p(n)ei(p(m”geirrdufw(n)f({'e*vﬂdv
0 Jo

X —r y —t —r —t
(yNih</ e ! du,/ e’ dv)) e e dxdy.
0 0

Derivando a los dos lados de la expresion con respecto a m, se tiene:

a r cpt t i —u Y —y!

> Ly |yNih /0 e du,/o e’ dv

=p(n) / "o dvgy (yNih( /'xe*“”du, / ye*“’dv))
0 0 0

{/Ow 8i (n (m)efq’(m)fgeiwd”efxir)dx} dy.

Puesto que,

o0

_ “ —o(m)fye™ "du —x" A —em)ffe "du) —xT
n(m)/o e 0 e dx-i—n(m)/o dm(e 0 )e dx
=1'(m) / T om e du g,

0

_n(m)q)'(m) /()we7¢(m).8€7“7’d14(/() eiuirdu) e dx.
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Abhora se tiene.

J r cpt t * —u " Y —v!
>m LiZ |yNih /Oe du,/o eV dv

//e(p fo"”dua)fn"dv
y

(N’h(/ - du/ v dv)) e dxdy
0 0

, / / ( / wdu) o 0m) f3 e du—oo(n) [ dv
)Nlh(/ e du/ e’ rdv)e e dxdy,
0 0

de donde

2 [ ( /O Lo du) yN{h(. /O Ce du, | /0 ye*V”dv)}
i Lo (2 ([ an [T )|
* oty 5 [ [ )

:7”((’1'1’1 a‘jﬂ( = )zrgf{ (/Oxe—""du,/oye—“dvﬂ).

Utilizando el Teorema 4.5, se tiene que:

X . X - y _t
L [/ e duyN{h(/ e du,/ e’ dv)}
0 0 0

= _(Z/((r:;)) im(ﬁ { a)(n),?}r,?g{[h(/oxeﬂ‘ rdu,/(;yeﬂ rdv)]

- p(n)n(m)./owefq’(m)fo T du h(/o “du ,0)e xirdx} )

= (:;)(25’1) aam (TI( )jr/’[ (/Oxefuirdu,/Oyefvitdv)})
+n((:,lzg1§n %(/0 e 9m fie du h(/o ”ﬂdu,O)e*xirdx)

=— /Z" ;ﬂ(n Z’Z' </0xe”rdu7/0ye"ldv>H>
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5. Aplicaciones
5.1. Ejemplo 5.1

Considere la siguiente ecuacion fraccional non-conformable homogénea, de la forma

X —r "y - X - y -
N (h (/ e " du, / e’ dv)) =N} (h (/ e " du, / e’ dv)) . (5.1
0 0 0 0

con condiciones iniciales

"X —r X "
h(/o et du,O):efﬂe du_ (5.2)
Y S
h<o, /O e’ dv> =ehe" dv, (5.3)
r g e dv
xN1h 07/() eV dv) =e) . 5.4)

Solucion.

Aplicamos la transformada doble de Laplace non-conformable generalizada a los dos lados de la
ecuacion (5.1), obteniendo

X

—r y — X r y —
Dsfg{z;[xzv%’(h( /O e du, /O e dv))] :.,Zg{.,sf;[yzv{(h( /0 e du, /O e dv))]. (5.5)

Por las propiedades de las derivadas parciales de NCGDT, se tiene.

0> (m).LL L, [h < /0 e du, /O ye*V”dv)} —1n(m)p(m)ZL! {h (0, /O ye*V”dv)}

- n(m)Z! {Xth <0, /0 ye*V”dvﬂ (5.6)

= o(n) L L] {h ( /0 e du, /0 ye—V”dV)} —p(n) & {h ( /0 xe—”"du,oﬂ

Se tiene que

= p(n)/m e (@)= gy, (5.7
0
__p()
o(n)—1
De similar manera se obtienen
t r Y —yt o p(l’l)
.,2”}, [leh(O,/O e dv)} = 70)(")_1 (5.8)
r * —u" _ n(m)
= {h(/o ‘ d“’oﬂ = pm—1 69

Reemplazando (5.7), (5.8), (5.9) en (5.6) se obtiene
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<¢wm2—wm»éeiﬁ%(Aﬁrfwméﬂrwdo]

pm)n(m)e(m)+p(m)n(m)  p(n)n(m)
o(n)—1 @(m)—1"

factorizamos p (n)n (m) en el lado derecho, obteniendo

((<p(m))2—w(n)> 2L [h</0"e—""'du,/Oye‘vfldvﬂ

o Temel

= ptnen) | 20557 - )

T (@m) + (el ~ )~ ()~ 1)

=P lm) | =) — 1 pm) — 1) }
(

Finalmente, cancelando el factor ((¢(m))? — @(n)) en ambos lados, resulta

A [ e | = o

Luego, la solucién es

X —r Y —t X —u " v g
h( /0 e du, /0 e dv) =Cehe™ dutfje™ dv, (5.10)

Si r =1 =0, entonces se tiene

Esta expresion coincide con la solucién cldsica de tipo exponencial asociada a la ecuacion diferencial
homogénea correspondiente, lo cual confirma que el modelo non-conformable generalizado recupera
adecuadamente los resultados cldsicos como caso particular.

Figura 1. Representacion grafica de la transformacion s(x) = [3 e~*"" du para diferentes valores del
pardmetro r,cony =1

La figura muestra el comportamiento de la funcién

X —r 1 — X —u " bt
h</ e U du,/ eV rdV) _ Cej(je du+jol e dv’
0 0
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para distintos valores de r =, cony = 1.

Se observa que todas las curvas presentan crecimiento exponencial; sin embargo, este depende de la
transformacién

X
s(x) = e " du.
0=

Se puede ver que si el valor de r aumenta, la funcién crece més lento en las cercanias del origen y mas
rapido para valores elevados de x.

r=t=0 r=t=02

. . x " y vt .

Figura 2. Superficie de la solucién h ( Jye ™ du, [§ eV dv) = el dutlie™ dv parg diferentes
valores de r = t. El caso r =t = 0 corresponde a una escala lineal del dominio, que produce

h(x,y) = e®)/¢ para r,t > 0 se observa una deformacién no lineal.

En la figura se muestran las superficies de

X — y —t X —u " oy vl
i _ _ Tt [ e d
h(/o e ! du,/o e’ dv) =Celoe utloe v,

para distintos valores de r = ¢. La funcién mantiene su estructura exponencial, pero depende de las
variables transformadas . v
s(x) = / e du, w(y) = / e dv.
0 0

Si r =1t =0, el crecimiento es uniforme y suave. Al medida que r y ¢ aumentan, la superficie tiende
a aplanarse en las proximidades del origen, debido a que s(x) y w(y) presentan un crecimiento més
lento en dicha regidn, retomando un comportamiento mds acelerado al alejarse de ella.

5.2. Ejemplo 5.2

Considere la ecuacion de adveccion-difusion de la forma

X Y X -r R
yNih</ e du,/ e’ dv) folzrh(/ e du,/ e’ dv)
0 0 0 0
X Y
+.Nih </ e du, / e’ dv> =0
0 0

(5.11)

18
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con condiciones iniciales,

X —r X —u " X —r
h(/ e du,o):e-foe d“—/ e du (5.12)
0 JO
y - y _—
h(O,/ eV dv) =1 +/ eV dv (5.13)
0 0

Y —t
xN{h(o,/ e’ dv) =0 (5.14)
0

Solucién

Aplicamos la transformada doble de Laplace generalizada non-conformable y se obtiene

Y Y
,?jcr,?;{{yNih(/ e du,/ e’ dv) —N¥h (/ e du,/ e’ dv)
0 0 0 0

(5.15)
X —r Y —t
+xN1’h( / e du, / e dv)] -0
0 0
Por las propiedades de las derivadas parciales de NCGDT, se tiene.
X -r y 1 X —r
w(n) £ %, [h(/ e du,/ e’ dv)} —p(n)i”;{h(/ e du,O)}
0 0 0
2 t R Y . Y
— ¢~ (m) L Ly | h / e du,/ e’ av || +e(mn(m)Z|h 0,/0 e dv
0 0
(5.16)
y —t X —r y —t
+n(m) % {lerh(O,/ e’ dv)} +o(m) £ 2 {h(/ e d[,t,/o e’ dv)}
Jo Jo .
y —
—n(m) % {h(o,/ e’ dv)} =0
Jo
Realizando el cambio de variable u = [} e~ dv, du=e"'dy, se tiene que
y —t o0 —t y -t y —t
Z [h<0,/ e’ dvﬂ =p(n)/ e ey dv (1+/ e’ dv) dy
0 0 0
=p(n)/ e~ @M (1 4 u) du (5.17)
0
1 1
=00 (5 27
De similar manera se obtiene.
y o,
.,?gt |:XN1rh(0,/ e’ dv)} =0 (5.18)
0
L {h(/xefu”du 0)} =n(m) <¥ - L) (5.19)
1 \Jo 7 @m)—1  @*(m)

Reemplazando 5.17, 5.18, 5.19 en 5.16 se tiene
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Reemplazando 5.17, 5.18, 5.19 en 5.16 se tiene

(000) ~ ¢%n) + pOn)] 2025 o[ [ a, [ av)]

= p(n)n(m) (W - %) —@(m)n(m)p(n) ($ +w%(n))

De donde se obtiene.

LI {h ( /0 xe*“”du,. /0 yﬂ"m)}
n(m)

nim)p(n) m)p(n) . n(m)p(n)

o(n) (9(m)=1)  @*(m)a(n) = ¢(m) 0*(n)

Luego, la solucién es.

"X —r "y —t X —u " "X —r "y —t
h( / e du, / e’ dv) =gl du_ / e du+ / e dv. (5.20)
0 0 0 0

x
e

sir=t=0,setiene.h(%,2) =¢ +

LY
<

Esta solucién recupera la forma caracteristica del modelo cldsico correspondiente, lo cual evidencia
que el enfoque non-conformable preserva los resultados tradicionales como un caso particular.

Figura 3. Comparacién de la funcién
h(f(f e du, [, e’vftdv) =eloe du _ [xo=u gy 4 [ e dv para diferentes valores de r =1,

cony = 1. La linea discontinua negra corresponde a h(x,y) = e* —x+y.

En la gréfica de

X _ 1 ~
h(/ e ! du,/ e’ dv>
0 0

al fijar y = 1 se pone de manifiesto el efecto de la transformacién integral sobre la variable x y su
incidencia en el crecimiento de la funcién. Cuando r = ¢ toman valores mayores, el crecimiento se
vuelve mds pronunciado; en cambio, para valores pequefios, este se atentia.
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r=t=0 r=t=02

v, y)

Figura 4. Superficies correspondientes a la funcién
h(féc e du, [} e"’fldv) =eloe" du_ [xem qut [ e dv para diferentes valores de r = 1.

Las superficies asociadas a la funcién

x r y 1 X —u " X r y 1
h(/ e ! d/.t,/ e’ dv) =ehe d”—/ e du+/ e’ dv,
0 0 0 0

permiten observa que el pardmetro r = ¢ influye de manera notable en la forma de la funcién. Cuando
r =1t toma valores pequefios, el crecimiento respecto a x y y es casi lineal. En cambio, al aumentar
r =1, el crecimiento en la variable x resulta méds gradual cerca del origen y se acelera para valores
mayores, mientras que la dependencia en y se mantiene aproximadamente lineal.

6. Conclusion

En este trabajo se introduce la Transformada Doble de Laplace Non-Conformable Generalizada, que
puede entenderse como una extension natural de la transformada doble clasica y de sus versiones frac-
cionarias locales, al incorporar nticleos exponenciales no uniformes junto con funciones generadoras
mas generales. Este planteamiento permite reunir distintos tipos de transformadas dentro de un mismo
marco, recuperdndolas como casos particulares.

Ademads, se examinaron algunas de sus propiedades mds importantes, entre ellas las condiciones de
existencia y ciertas relaciones derivativas, lo que permite verificar su coherencia tedrica y su compati-
bilidad con las derivadas fraccionarias no conformables. Ademas, los ejemplos considerados muestran
que el método resulta adecuado para la resolucion de ecuaciones diferenciales parciales, facilitando la
obtencidn sistemadtica de soluciones analiticas.

En conjunto, la transformada propuesta ofrece una herramienta flexible para el estudio de este ti-
po de problemas. Como trabajo futuro, se pretende extender la aplicacién de la NCGDT al andlisis

de ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias non-conformables no lineales, como modelos de
reaccién-difusion.
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