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Se discuten las conjeturas de Goldbach, Fermat y Catalan, Riemann (hipotesis),
Weil, Artin (sobre raices primitivas} y Borevich y Shafarevich (sobre la serie de Poincare
de un polinomio de coeficientes e-adicos). Para las mismas se formulan andilogos mas facil-
mente demostrables mediante la substitucion del anillo Z de los numeros enteros por el
anillo Fq [X] de los polinomios en la indeterminada X y coeficientes en un cuerpo finito
Fq de q elementos. Se¢ proporcionan datos historicos y se sefialan algunas posibilidades de

investigacion adicional.

Introduccién

Uno de los campos de la
matematica que ha atraido nuestra
atencion en los ultimos afios es la te-
orfa aritmética de polinomios. Esta
teoria es ¢l andlogo de la teoria de
los ndmeros, cuando sustituimos el
anillo Z de los nimeros enteros por
el anillo [Fq[X] de los polinomios en
la in-determinada X y coeficientes
en un cuerpo finito [F q de q ele-
mentos. La analogia se basa en el
hecho de que tanto Z como qu[X] son
dominios euclideos y, por tanto, no
sélo dominios principales sino

rrespondiente.

**  Departamento de Matemditicas y Estadistica, Universidad Na-

cional de Colombia, Bogota.

Estudio cientifico leido en ¢l recinto de la Academia el 19 de
jutio de 1989 con ocasidn de su posesiéon como acadé 2 co-

también dominios factoriales (o, si se
prefiere, dominios con factorizacién
inica en irreducibles), cuyas
propiedades arit-méticas bdsicas (en
especial las de divisibilidad)
comparten con Z . Es, pues, natural
pretender estudiar la aritmética de
[F q[X] examinando alli los andlogos
(cuando tienen sentido) de los re-
sultados o conjeturas formulados en
Z . En general, los andlogos en IFq[X]
pueden demostrarse con mayor
facilidad; y, cuando de conjeturas se
trata, muchas han encontrado com-
probacién en IFq[X] sin que lo propio,
hasta el momento, haya sucedido en
Z.

Nuestro propdsito en este
trabajo divulgativo es precisamente
formular los andlogos en IFq[X] de las

siguientes conjeturas famosas:
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a) Conjetura de Goldbach,

b) Conjetura de Fermat,

c) Conjetura de Catalan,

d) Conjetura de Riemann,

e) Conjetura de Artin sobre las
rafces primitivas,

f) Conjetura de Borevich-
Shafarevich sobre la serie de
Poincaré de un polinomio de
coeficientes p-d-dicos,

acompafiados de algo de historia y
discusién, sefialando de paso algunas
posibilidades de investigacién
adicional.

En la primera seccién establece-
mos las notaciones y algunos
resultados necesarios para la
comprensién de las secciones sub-
siguientes. Las correspondientes
demostraciones se pueden hallar
sistematizadas en nues-tro trabajo

[3].

Algunos resultados
preliminares

En las secciones subsiguientes
su-pondremos que el lector estd
familiarizado no sélo con las
propiedades generales de los anillos
de polinomios A[X], donde A es un
anillo conmutativo unitario (en
particular, un cuerpo conmutativo),
sino también con la teoria de los

nimeros p-ddicos y las extensiones

de cuerpos conmutativos. Aqui tan
s6lo recordaremos explicitamente al-
gunos resultados especiales en el
anillo IFq[X] que usaremos prin-

cipalmente en la segunga seccion.

el’
Sea h(X)=cp, (X) 1...pr0{) ;
*

donde € € [F q- F q MO}, los pi( X)
(1 € i< r) son polinomios
irreducibles de [Fq[X]_ y ¢21,1a

descomposicién candénica de h(X) en
factores irreducibles. Si (h(X)) es el

ideal generado por h(X) en [Fq[X],
sabemos que subsiste el siguiente

andlogo del teorema chino de los
restos :

b .
WD Fxi/mo) = [F x5,

i=1
y que, ademds,

I €.
1.2) F X1/ ceo” =~ I X1 @ 00"

i=1

Por tanto, como en el caso de Z, po-
demos restringirnos a estudiar sélo
los anillos residuales de la forma

F X1/ (p(0)), €21,

donde p(X) es un polinomio irreduci-
ble-de fF q(X].

Si el coeficiente superior o
director de un polinomio es igual a
1, diremos que el polinomio es
unitario (6 monico), al conjunto de
todos los polinomios unitarios de
[Fq[XJ, lo designaremos con M (q;X),
y al conjunto de todos los polinomios -
irreducibles unitarios con [P (q;X).
Con estas notaciones, el teorema
fundamental de la descomposicién
en factores irreducibles puede
expresarse diciendo que M (q;X) es el
monoide abeliano libre generado por

P(q;X).

Si oh(X) = dh designa al grado
‘del polinomio h(X) € F g[XI], el
ndmero h(X)l = thl = qah(x) se llama

su norma. Podemos, pues, enunciar
las siguientes proposiciones:

Proposicién 1.1. Si h(x), p(X) €

[Fq[X] y pP(X) es irreducible, enton-
ces:

(a) card(F [X]/(hX)) = h(X)l ;
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(b)  card([F XI/(pG))N")=((p]-

1)Iplc-?

(e21) ;

(c)

card(F X1/ e =TT (1-7%
peP@X) P
pth

donde card E designa al cardinal del
conjunto E. '

La funciéon ¢@(h) = ¢(h(X)) se
llama, por analogia con el caso del
anillo Z , la funcion indicatriz de
Euler .

El siguiente resultado se debe a
Gauss:

Proposicién 1.2. El nimero de
polinomios irreducibles unitarios de
grado r en[F ¢lX] estd dado por

LY wa@q™,
dir
donde p es la funcion de Mébius- del

anillo Z .

La conjetura de Goldbach

El problema que encierra la lla-
mada conjetura de Goldbach en la
teoria de los nimeros, aparecié en
1742 en 1la correspondencia que
aquél sostuvo con Euler . Esta
hipétesis es originalmente la si-
guiente:

Todo niimero entero, mayor que

3, puede expresarse en forma

de una suma de no mds de tres

nimeros primos.

Todo parece indicar que Goldbach
llegé experimentalmente a su ,conje-
tura utilizando wuna larga tabla,
cuyos primeros términos
presentamos a continuacién.

[P(n;3) =

491
4=2+2 9=2+7=3+2+5
5=2+3 10=5+5=3+7
6=3+3 11=24+2+7=3+3+5
T7=24+5=2+2+3 12=5+17
8=3+5 13=3+3+7

14=7+ 7, elc.

Huelga decir que Euler no pudo
validarla o invalidarla, y todos los
intentos en este sentido hechos
antes del siglo XX resultaron fallidos.
Observemos en la anterior tabla que
los impares, a partir de 7, parecen
admitir a lo menos una expresién de
tres primos, y los pares sélo de dos.
Esto condujo a I. M. Vinogradov,
en 1937 [37], a demostrar que fodo
nimero impar, mayor que cierto Ny
(la 1llamada constante de Vi-
nogridov), se expresa en forma de
una suma de no mds de tres
niimeros primos. También demostré
que el mimero [P (n;3) de expresiones
del nimero impar n > 0 en forma de
una suma de tres nimeros primos:
n=p;+p2+p3 p; €FP, donde [P de-
signa al conjunto de todos los
nimeros primos, es decir, el nimero
de soluciones de la ecuacién
diofdntica n = x;"+ x,+ x5 en el
conjunto [P, se expresa por la
féormula asintética

L2 2
3 S(“)+({ 3 5—3}
2log™(n) (logn)™’

donde S(n) > 0,6 y &> 0 es un ni-
mero  arbitrariamente  pequeiio.
También se ha demostrado que Nj <
exp(exp 16,038)). En virtud de lo
anterior, podemos restringirnos a los
enteros pares y enunciar entonces lo
que queda de la conjetura asi:

Si [P * designa al conjunto de los
niimeros primos impares,
entonces P *(n;2) 21 si nes un
niimero par > 4, donde PP *(n;2)
es el niimero de soluciones de n
= X;+ XqCOn X, X3 €P*.
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Para esta dltima hipétesis, en 1966,
Cheng Jing-run [12] demostré que
todo niimero par suficientemente
grande es la suma de un primo y de
un niimero que no tiene mds de dos
factores primos distintos. Es claro
que hasta ahora el problema de
Goldbach, a pesar de los resultados
anteriores, no tiene todavia una
solucién definitiva. La evidencia
numérica alcanzada por las
computadoras de alta velocidad,
usando algoritmos rdpidos,, sigue,
empero, evidenciando que la
conjetura tiene muchas posibilidades
de ser valida.

El problema de Goldbach
pertenece a la categoria de los
problemas que en teoria de los
nimeros suelen denominarse pro-
blemas aditivos, cuya caracterizacién
general es la siguiente: Dado un
subconjunto A de Z , ;puede un
elemento arbitrario de Z  escribirse
como la suma de un nimero k de
elementos de A, donde k es menor o
igual a un nimero prefijado m?

Nuestro andlogo en [ g[X] de Ia
conjetura de Goldbach, encuentra las
siguientes respuestas:

Proposicion 2.1. [Hayes, 20]. Si
h(X) € IFq[X] es un polinomio de
gradohy q>>h, entonces WX) es la
suma de dos polinomios irreducibles
distintos de grado h+1.

En efecto, sabemos (proposicién
1.2) que el nimero de polinomios
unitarios irreducibles de grado h+1
estd dado por

th Y udq®he-
di(h+1)

h+1)/2
q11+1 +({q( +1)/ )
h+1 h+1

(cuando q — oo ). Por otra parte, el

nimero de clases de equivalencia
méd h(X) estd dado por

1 + q+..+ q*! < hg™! < q**/(h+1)

si @ >> h, pues en tal caso h(h+1) < q2.
Luego, en por lo menos una clase
médulo h(X) hay dos irreducibles
unitarios distintos, p;(X) y p2(X), de
grado h+1. Es decir, p;(X) - p,(X) =
h(X)a(X) para algin polinomio no
nulo a(X) en IFq[X]. Pero h + 9a(X) =
dfp1(X) -p2(X)] < h, lo que obliga a
que d(a(X)) = 0, es decir, a(X) = o~}

€ [F:;. Luego h(X) = ap(X) - apx(X).

Esta representaciéon no es, en
general, dnica. Por ejemplo, en [F 3[X]
los polinomios irreducibles

p1(X) = x3+42X+1, pr(X) =
X3+2X242X+2,

p3(X) =X342X+42, py(X) = X3+X2+X+1,
satisfacen

X242 = py(X) - p2(X) = pa(X) - pa(X).

En ¢l mismo trabajo [20], Hayes
establece el siguiente andlogo de la
féormula asintética de Vinogradov:

Proposicién 2.2. Sea h(X) un
polinomio unitario de grado hy de-
signemos con N al nidmero de
parejas (p1(X), p2(X)) de polinomios
irreducibles de grado h+l que
cumplen py(X) = px(X) (méd h(X)),
con p1(X) # pa(X). Si una de las dos
condiciones siguientes se cumple:
(a) (X) no admite factores cuadrdti-
cos,

(b) h+1l no es divisible por la
caracteristica de IFq,

entonces
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q2(h +1) b 41 Recientemente, Webb [39],

N = 2 +0@gQ" "), usando un andlogo de la criba de A.

(h+ 1) ¢(hX)) Selberg en [Fq[X], ha demostrado lo

cuando q— ©

Omitimos, para no alargar
" nuestra exposicién, la demostracién
de este dltimo resultado (vednse
[20] y [21D).

Pero, (a qué equivalen las
nociones de par € impar en [Fq[X]?
Se ha encontrado conveniente
proponer lo siguiente: si q > 2, todo
polinomio h(X) en [ gfX] es
simultineamente par e impar ; siq
= 2, h(X) se dice par si es divisible
por el polinomio X(X+1), e impar en
caso contrario. Con estas con-
venciones, Car [9] y Hayes [22] han
demostrado lo siguiente:

Proposicion 2.3. Todo polinomio
impar de grado h se puede expresar
como una suma h(X) = p;(X) + pa(X)
+ pa3(X) de polinomios irreducibles de
grado a lo sumo h, si hes
suficientemente grande.

Por su parte, Car [10] ha demos-
trado el siguiente andlogo del
teorema de Cheng Jing-run:

Proposiciéon 2.4. Todo polinomio
par h(X) en qu[X], de grado h
suficientemente grande, puede
expresarse como una suma h(X) =
p(X) + q(X), donde p(X) es un poli-
nomio irreducible de grado a lo
sumo hy q(X) es un polinomio irre-
ducible o el producto de dos
polinomios irreducibles. Ademds, si
G(h) es el niimero de tales ex-
presiones, entonces

h+l

Gth)=(0,33 2 N ®h) ™ x
h

I 1——‘—]

2
p(X)th(X)|  ¢(h)
pOEP(g:X)

siguiente:

Proposiciéon 2.5. Sea h(X) en
IFq[X] un polinomio de grado h. Sea
N(h+1l; h(X)) el nimero de
polinomios primos y unitarios de
grado h +1, para los cuales p(X) +
h(X) es irreducible. Entonces

h+l
N(h+ 1;h(X)) < CJ-—z-
(h+1)

donde C es una constante. Ademds,
Nh+1;h(X)) = s + nimero de
irreducibles unitarios p(X) tales que
h(X) + p(X) es irreducible y dp(X) <
h/2, donde s es el cardinal del
"resultado de la criba".

Poseemos evidencias de que po-
siblemente N(h+1;h(X)) > 0, con lo
cual la condicién q >> h parece no
ser necesaria en la proposicién 2.1.

Las conjeturas de Fermat y
Catalan

La famosa conjetura de Fermat
sobre la inexistencia de soluciones
enteras de la ecuacién

(3.1) X"+ y'-2z" =0,
(x,y) = (x,2) = (y,2) =1,

sin 23, es muy conocida. Los
esfuerzos hechos por demostrarla
han generado una enorme cantidad
de excelente matemaitica, lo que por
si solo bastaria para justificarlos. A
los interesados en conocer detalles
de estos esfuerzos recomendamos
vehemen-temente la lectura del
erudito libro de Ribenboim [32].
Menos conocida es la siguiente
conjetura de Catalan [11]:

Las inicas potencias
consecutivas enteras son 8 y 9.
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Es decir, 1a dnica solucién en enteros
X, ¥, m, n, mayores que 1, de la
ecuacion

(3.2) G |

estidadapor x =n=3¢éy=m=2,
La ecuacion (3.2) es una caso
particular de la llamada conjetura de
Cassels-Catalan:

Para enteros fijos a,by.c, dis-
tintos de cero, la ecuacion

(33) aXm + byn =C

tiene sdlo un nimero finito de
soluciones enteras X, y, m, n que
satisfacen m2=3, n, Ixi, lyl 2
2,

pues basta tomar a = -b = ¢ = 1. En
1976, Tijdeman [36] demostré6 que
en este caso la conjetura de
Cassels-Catalan es correcta; es
decir, si existen potencias conse-
cutivas de ndmeros enteros, é€stas
aparecen en numero finito, sin que
ain podamos decidir si 8 y 9 sean
las unicas.

El estudio de estas ecuaciones
en los anillos de polinomios se puede
realizar sin suponer de entrada que
los coeficientes estén en un cuerpo
finito F q. Es decir, podemos estudiar

soluciones en K{X], donde K es en
principio un cuerpo arbitrario. En
efecto, en 1879 Liouville [30] de-
mostré que si x(X), y(X) y z(X) son
polinomios no constantes de
coeficientes en el cuerpo C de los
nimeros complejos, que cumplen las
condiciones (x(X), y(X)) = (x(X), z(X))
= (y(X), z(X)) = 1, -entonces no
pueden satisfacer la ecuaciéon (3.1) si
n 2 3. Dicho de otra manera, la
conjetura de Fermat es vilida en el
anillo € [X] si excluimos las muiltiples
soluciones constantes de (3.1). En

1880, Korkine [29] dié una
demostracién algebraica, mds ele-
gante, del resultado de Liouville,
quien habia utilizado la teoria de
funciones de variables complejas. El
problema lo retoma casi un siglo
después, en 1969, Greenleaf [17],
quien da una nueva demostracién
elemental utilizando ideas basicas de
la teoria de las ecuaciones
algebraicas (al parecer Greenleaf
desconocia el trabajo de Korkine).
Un poco mas tarde, en 1974,
Natanson [31] anota que la demos-
tracion de Greenleaf continda
siendo valida en un cuerpo de
caracteristica £ > O siempre y cuando
£t n (esta condicién es importante
por razones de separabilidad), pues
xXX)=X+1L,yX)= X-1 y (X)) =X
son soluciones de (3.1) en K{X]} si n =
3 y K es un cuerpo de caracteristica
3. En el mismo trabajo, Natanson
demuestra que la conjetura de
Catalan es correcta en K[X] si la
caracteristica £ de K no divide a
mn; mds precisamente, si £+ mn la
ecuacion (3.2) no tiene soluciones no
constantes en K[X]. Mas recien-
temente, en 1984, Ribenboim [33]
generaliza el resultado de Natanson
a una clase mds amplia de
ecuaciones.

Para beneficio del lector,
daremos aqui las demostraciones de
los resultados de Greenleaf y
Ribenboim, obteniendo de contera
el de Natanson.

Proposicién 3.1 (Greenleaf) Sea
K un cuerpo de caracteristica £ 2 Q.
Si £kn y n> 2, entonces no existen
x(X), y(X), z(X) € K[X], no
constantes, que satisfagan la
ecuacion (3.1). Es decir, las iunicas
soluciones posibles de la ecuacion de
Fermat en K[X] son polinomios cons-
tantes.
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Demostracién. Supongamos que
(3.1) tenga soluciones en K[X] y que
K sea algebraicamente cerrado.
Tomemos entonces x(X), y(x) y
z(X) en forma tal que r = mix {
ax(X), dy(X), 0z(X) } sea minimo.
Sea { una raiz primitiva n-ésima de
1, la cual pertenece a K puesto que
£ ¥ n. Bajo estas condiciones, (3.1)
puede escribirse asi:

n-1
34 x®" =11 [20-t*y)
k=0

en K[{X]. Como z(X) € y(X) son primos
entre si, los polinomios z -y, z -
LYoy Z - C“‘ly son primos entre si
dos a dos (esto es de facil
verificacion). De aqui resulta, usando
la factorialidad de K[X], que z(X) -
tky(X) = ge(X)", donde gi(X) € K[X].
Consideremos ahora el K-espacio
vectorial generado por z(X) € y(X), el
cual tiene dimensién 2. Es claro
entonces que z(X) - y(X), z(X) - {y(X),
z(X) - §2y(X) pertenecen a este su-
bespacio. Por tanto, son linealmente
dependientes sobre K. Luego existen
ag, a1, ®2 en K, no todos nulos, tales
que

ag go(X)" + op g1(X)" = ap g2 (X)"

Ahora bien, como K es algebraica-
mente cerrado existen Bg , B, B2
en K tales que o; = Bi" G =0,1.2).
Luego (3.1) tiene una solucidn
Bogo(X), Bi1g1(X), PB2g2(X) en K[X],
polinomios primos entre si, tales que
méax {9B;g;(X)) € r/n <r, lo que con-
tradice la minimalidad de r.
Supongamos finalmente que K no
sea algebraicamente cerrado y
consideremos su clausura algebraica
KA . Entonces si x(X), y(X) y z(X) en
K[X] satisfacen (3.1), también Ila
satisfacen en KA[X]. Luego  x(X),
y(X), z(X) € KA . Pero
KA K[X] =K.

Proposiciéon 3.2. (Ribenboim)
Sean m,n>2, £Lfmn Si x(X),
y(X) € K(X) satisfacen y(X)! =
P(x(X)), donde P(t) € K[t] es un poli-
nomio de grado m y ralces
distintas, entonces x(X) é y(X)
pertenecen a K.

Demostracion. Como en la
proposicién anterior, podemos
suponer que K es algebraicamente
cerrado sin perder sustancialmente
la generalidad. Demostremos ahora
que si x(X) € K entonces y(X) € K.
En efecto, si x(X) € K, entonces
y(X)" =ce K; como K es al-
gebraicamente cerrado, existe d € K
tal que d" =c. Pero Z{n , de modo
que K contiene las raices n-ésimas
de la unidad y, por consiguiente,

[y(X) - d] [y(X) - &d] ...[y(X) - ¢™'d] =
0.

Esto obliga a que y(X) € K.
Reciprocamente, si y(X) €e Ky Q(¢t) =
P(t) - y(X)" € K[t], entonces x(X) es
una raiz de Q(t). Como K es
algebraicamente cerrado, x(X) € K.
Sea ahora

P(t)=a0tm+a1t 1y sa =

m
=&, H (t - ri)
i=1

donde a;, r; € K (i=1,...,m), todos los r;
son distintos y a, € K, a,# O. Sean x
= X1/Xo, ¥ = ¥1/¥o» CON Xo, X1, Yo, ¥1€

K{X] y supon-gamos, ademds , que
(XoX1) = (¥0,¥1) = 1. Entonces
m m m m m n
¥y, X9 = ()b, 3 Xg *-.+3 X ) Yo
Como

m m m
(x » % X0 + ... + a, XO)_=1;
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resulta
n m
Yo = h x; , donde h € K[X].

De (y,,y;) = 1 se obtiene:

(3.5) 3 xgl+...+aglxg]=h' yl;x:;,1 .

donde h' € K[X]. Por tanto, hh' = 1
y necesariamente h, h' € K[X]. Sea

d € K tal que d" = h'; entonces , de
(3.5):

m
@yt =2 ] Jox -5 %)
i=1

Como las raices r1; son todas
distintas, los polinomios x; - 1;x,
son primos dos a dos. Luego, como
K[X] es factorial, cada x; - r;xg es una
potencia n-ésima en K[X]:

Xy -nixg=h (i=1,.,m),h e€K[X].

Dado que m >3, los elementos
X1-T1Xo, Xj-T2Xqy, F} - I3X, son K-
linealmente dependientes en el K-
espacio generado por X, y X; en
K[X], el cual tiene dimensién 2. Por
tanto, existen b; €¢ K (i = 1,2,3), no
todos nulos, tales que

0 =by(x; -1ixg) + ba(xy - 1xp ) +
by(xy - I3Xg ) = byhj+b, hy+bshy
Mais adn, todos los b; son distintos
de O, pues (x,,x;) = 1. Sean, pues, ¢;

€ K tales que ¢; = b? (i=1,2,3), de
modo que

(cy ) +(c2 b ) +(cah ) =0.

Por la proposicién 3.1, hy, hy, hy € K.
Usando ahora la observacién hecha
al comienzo de la demostracion,
vemos que h? = X; - I;Xp implica que
Xy -Iixo € K (i = 1,2,3). Esto implica

a su vez que (r; -r)x, € Ky, en
consecuencia, que X ¥ X

pertenecen a K, lo cual es contrario a

la hipétesis,

Proposicién 3.3. (Natanson) La
ecuacion (3.2) no tiene soluciones no
constantes en K[X] si m,n=22 y
£t mn.

Demostracion. Tomemos P(t) =
t" -1, ZLimn ., Si m, n > 2
apliquemos la proposicién 3.2 . Si m
=2 y n>2, tenemos y* = x% -1 = (x
-D(x+ 1) Como (x+1,x-1)=1,
existen h, k € KI[X], (h, k) = 1, tales
que x +1=h" x-1=Kk". Entonces
h® - k™ = 2, de donde (2!/™)" + k™ +
((-1)Y® h)* = 0, lo que produce una
solucién no constante de la ecuacidn
de Fermat (3.1), contrariamente a la
proposiciéon 3.1. De manera se-
mejante se procede en los casos m >
2yn=2(£42). Observemos final-
mente que si m=n=2y X,y €
K[X] satisfacen 1 = (x-y)}x + y) =
x2 - yz, entonces tanto x -y como x
+ y pertenecen a K y, por con-

siguiente, x € y también pertenecen
a K.

Volvamos ahora a la conjetura
de Cassels-Catalan en K(X),
empezando por observar que si m =
n = 2, la ecuaciéon (3.2) admite
soluciones no constantes en K(X):

x +1 x +1

si V-1 € K, aunque no las admita en
K[X]. Por otra parte, usando el resul-
tado de Ribenboim, la ecuacion
(3.3) no admite soluciones no
constantes en K(X) sim,n> 2 y £/|
mn. Todo esto conduce a pre-
guntarnos qué sucede con la con-
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jetura de Cassels-Catalan en una
extension algebraica finita L de K(X),
o lo que es casi lo mismo en el
cuerpo de funciones de una variedad
proyectiva regular (no singular). La
respuesta a esta pregunta la da el si
guiente resultado de Silverman
[35]:

Proposicién 3.4. Sea K un cuerpo
de caracteristica £ (posiblemente con
£ =0), y sea LK el cuerpo de
funciones de unavariedad

proyectiva regular. Fijemos a,b,c €
L¥*,

Entonces sélo hay un niimero fi-
nito de parejas de enteros m,n = 2
(primos con £ si L# 0) para las
cuales la ecuacion (3.3) tiene
siquiera una unica solucion no cons-
tante x,y €L, x,ye K.

Ademds, para cualquier par
particular (m,n) de éstos sélo habrd
un nudmero finito de soluciones X,y
€ L, a menos que:

(i) a/c sea una potencia m-
ésima y b/c una potencia n-ésima en
L, en cuyo caso pueden existir
infinitas soluciones (x,y) =
(a(a/c)!/™, B(b/c)/®)con o, B €K

que cumplen o™ + B =1;6

(i) (mn) € {(2,2), (2,3), (3,2),
(2,4), (4,2), (3,3)}, en cuyo caso la
ecuacion de Cassels-Catalan define
una curva de género 06 1 sobre L.

De modo que las soluciones no
constantes de (3.3), con m, n > 2,
s6lo pueden aparecer si L/K(X) es
una extensién propia de K(X). Seria
muy interesante estudiar tanto
(3.3) como (3.2) en los cuerpos cua-
driticos de funciones algebraicas
sobre K = [F q» Cuya estructura es
bien conocida desde Artin [5], en el
sentido de precisar en el resultado
de Silverman la forma de sus solu-
ciones y su cantidad.

La hipétesis de Riemann y las
conjeturas de Weil

En un articulo trascendental de
ocho pdginas, Ueber die Anzahl der
Primzahlen unter eine gegebenen
Grosse [34], Riemann introduce la
funcién de variable compleja

C(S)=i-1;= H (1-p's)-l.
n=1gy p primo

que converge absoluta y - uniforme-

mente si Re(z) >1, para intentar
"calcular” el mimero xn(x) de primos
menores que Xx mediante una

"féormula analitica”", que no vamos a
discutir aqui. La importancia del
articulo de Riemann no estriba
tanto en sus resultados como en los
métodos que inaugura, los que en
manos de Hadamard, von
Mangoldt y de 1la Vallée-Pous-
sin, por ejemplo, condujeron a
demostraciones correctas de la
formula de Riemann para =n(x) vy
del llamado teorema de los niimeros
primos. Las personas interesadas en
obtener mis detalles sobre este tra-
bajo de Riemann pueden hojear el
interesante libro de H. M. Edwards
[14]

La funcién {(s) puede
prolongarse analiticamente a todo el
plano complejo, con excepcién del
polo s =1, usando una ecuacién
funcional, dada por Riemann, en la
cual interviene la funcién factorial
I'(s). Al estudiar los ceros de la
funcién {(s) (ver, para detalles, [14]
y [34]), Riemann concluye que es
"muy probable” que lo siguiente sea
cierto:

Todos los ceros de [(s) estdn en
la recta Re(s) = 1/2.

Esta es la famosa hipdtesis de

Riemann, incluida por Hilbert [24]



498 REV. ACAD, COLOMB,. CIENC.: VOL. XVIl, NUMERO 66 — MAYO DE 1990

en su celebrada lista de problemas
de 1900. Hasta hoy nadie ha podido
demostrarla ni invalidarla, aunque
sabemos [18], por ejemplo, que
existen nd-meros complejos s que
satisfacen (((1/2+ it) = 0 y que su
cantidad es infinita.

Cuando trasladamos el
problema al anillo [Fq[X], obtenemos

el siguiente andlogo de la funcién {
de Riemann:

)= D, |a|'s=i [Zl ]q’ks,
a € M(q;X) k=0lda=k

de donde

@1 e = go ()

Claramente la serie en (4.1)
converge absoluta y uniformemente
si Re(s) > 1 y define asi una funcién
" analitica en este semiplano. Pero
1/(1 - q' % es wuna funcién
meromorfa en € con un unico polo
ens =1 (pues im__ ., (1-¢q' %' =

+co ), de modo que que {*(s) admite
como prolongaciéon analitica a la
funcién (1 - q' ~%)!. Para tener en
cuenta la llamada "valuacién en oo0",
se acostumbra definir la funcién zeta
de ﬂ:q(X) por la ecuacién:

s, FgX) = -q9'1-q 97,

la cual evidentemente no posee
ceros y satisface entonces
trivialmente la  hipétesis de
Riemann, lo que de por si no es muy
interesante. Sin embargo, si en vez
de qu(X) tomamos una extension
finita L de IFq(X), es decir, un cuerpo

aritmético de funciones algebraicas,

la situacion tiene otro cariz. En
efecto, en este caso la funcién zeta
de L estd dada por

4.2) C(s, L) = &(s, [F (X)) x(s, L),

donde r(s,L) es un polinomio en q*.
Se puede ver ([40]) que con el
cambio de variables u = q%, (4.2)
deviene

(4.3) Z(u, L) = Z(u, [F g(X)) P(u)
= Pu)(1 - w'(l - qu)’’,

donde

2
(44)  P() = l_f (1-ou) € Z[ul,

i=1

oj a; =q (1si<2g) v g esel gé-
nero del cuerpo L. Por tanto los
ceros de (4.2) corresponden a los
ceros de (4.4). Pero Weil [40] ha
demostrado también que todos los
ceros de (4.4) satisfacen lal = q'1/2.
Como Iq(®+Y| = ¢ si s = g+it ,
resulta entonces que s = o+it es un
cerode {(s,L)sbélosi s=1/2 +it. Es
decir, la funcién zeta {(s,L) del
cuerpo aritmético de funciones L sa-
tisface la hipétesis de Riemann.

Naturalmente, Weil atacé el
problema a sabiendas de que Artin
[5] ya habia demostrado la hipétesis
para algunos caos de extensiones
cuadriticas de [Fq(X) y la habia
conjeturado en el caso mdas general
de los cuerpos aritméticos de
funciones sobre [Fq. Por otra parte,
la demostraciéon de Weil se realiza
estudiando la "funcién zeta de un
polinomio homogéneo regular” (no
singular) sobre cualquier extension
algebraica de [ g, cosa que es
esencialmente equivalente a
estudiar la funcién zeta de un
cuerpo aritmético de funciones sobre
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[F q- Este hecho condujo a Weil [41] a

introducir la funcidén zeta de una
variedad algebraica sobre [Fq y a
proponer una serie de conjeturas,
entre las cuales estaba la hipétesis
de Riemann para estas nuevas
funciones zeta, no sin antes de-
mostrarlas para cierto tipo de hi-
persuperficies proyectivas. Algunas
de estas conjeturas de Weil fueron
demostradas muy rédpidamente, pero
sélo en 1973 pudo Deligne
demostrar que efectivamente la
funcién =zeta de wuna variedad
algebraica sobre IFq satisface la hi-

pétesis de Riemann, lo que muchos
consideran una de las grandes
proezas de este siglo. Para un
andlisis de la demostracién de
Deligne y una discusién de los
aspectos historicos de las conjeturas
de Weil, recomenda-mos mirar el
articulo de Katz [28] .

La conjetura de Artin

Empecemos mencionando que el
problema de determinar los
nimeros primos p para los cuales un
nimero entero dado a es raiz
primitiva médulo p (es decir, aque-
llos primos p para los cuales la clase
residual a genera al grupo ciclico
(Z /Z p)* de p-1 elementos), lo
investigé Gauss para el caso
particular a = 10, en el Articulo 303
de sus Disquisitiones Arithmeticae
[15], dedicado al desarrollo decimal
periédico de fracciones de deno-
minador p. Precisamente Gauss con-
jeturé que

El niimero de primos p para los
cuales 10 es rafz primitiva mo-
dulo p es infinito.

Una condicién necesaria y sufi-
ciente para que a sea una raiz primi-
tiva médulo el primo p estd
contenida en la siguiente
proposicién:

Proposicion 5.1. Un enteroaes
rafz primitiva del niimero primo p
si, y solo si, (a,p) =1 yano satisface
ninguna de las congruencias

a®- D4 =1 (méd p)

cuando q recorre los distintos diviso-
res primos de p-1.

Demostracién. En efecto, si
alguna de las congruencias del
enunciado subsiste y dado que (p-
1)q < (p-1), es imposible que a
pueda ser raiz primitiva mdédulo p.
Reciprocamente, si (a,p) = 1 y a no
satisface ninguna de las congruen-
cias anteriores y suponemos que a =
1 (méd p) para algin d< p-1,
sabemos que d | (p-1), de modo que
tendriamos (p-1)/d = uq, donde q es
un divisor primo de p-1. Por consi-
guiente, (p-1)/d = ud,
a(P-D/d = aud = 1(méd p), lo que
contradice la hipédtesis hecha.

En lo que sigue usaremos la si-
guiente notacién:

A(@a)={p; pes un primo y a es
raiz primitiva médulo p} .

Con ella la conjetura de Gauss puede
expresarse diciendo que A (10) es
infinito. Desde el siglo XIX se conocia
que para algunos a el conjunto A (a)
era infinito. Por ejemplo:

Proposicién 5.2. AR2) es
infinito.

Demostracion. Segin la proposi-
cién 5.1, 2 es raiz primitiva de un
primo de la forma p = 4q + 1 si, y
s6lo si, 2 no satisface ni

2% = 1 (méd 4q+1)
ni
224 = 1(mé6d 4q+1).

Como 15 = 0 (méd 4q+l) es
imposible pues ni 3 ni 5 son de la
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forma 4n+1 si q > 1, la primera de
estas congruencias es imposible si q
> 1. Por otra parte, para un primo p
= 1 (m6d 4) se tiene

@2 _ 2 5_(

2

aq + 1 ) (méd 4q +
donde (2/p) es el stmbolo de Legen-
dre. Si p = 4q+1 = 8m +5 , sabemos
[38] que (2/p) = -1; luego, en este
caso, la congruencia 22 = 1(mdéd
4q+1) es imposible. Pero, un .famoso
teorema de Dirichlet sobre las pro-
gresiones aritméticas, nos dice que
el conjunto de los primos p que
satisfacen p = 5 (méd 8) es infinito,
pues (5,8) = 1. Como p = 5 (méd 8)
implica que p=1 (méd 4), resulta
entonces que ¢l nimero de primos
de la forma p = 4q+1 que hacen
(2/4q+1) =-1 es infinito, lo que
muestra que A (2) también lo es.

Pero A (a) también puede ser
finito o vacio. Por ejemplo, si a = x?
es un cuadrado perfecto (x € Z),
obtenemos de la identidad de
Fermat, xP "= 1 (méd p) la relacién
a®12 = 1 (m6d p), la que indica
que si pfx y p es impar, entonces p
¢ A(a). Pero si p| x es claro que p ¢
A (a). Luego A(a) = o . Por otro lado,
dado que (-1)> = +1, vemos que p ¢
A(-1) si p-1 > 2. Pero -1 es una raiz
primitiva médulo 3: es decir, A(-1) =

{3}.

Lo anterior, mas un
razonamiento heuristico de tipo
probabilistico -ademdas de seductor-

que puede encontrase explicado en
[71, [16] o [25], llevé a Artin, en
1927, en el curso de una con-
versacion con Hasse, a proponer la
siguiente conjetura:

Si a# 0, +1 y no es un
cuadrado perfecto, entonces
A (a) es infinito .

1),

a(X)

Esta conjetura ha sido demos-
trada por Hooley[25] bajo el
supuesto de que la extension natural
de la hipdtesis de Riemann a la
funcion zeta de Dedekind de ciertas
extensiones galoisianas de @ es
valida.

El anilogo de la conjetura en
[F q[X] fue demostrado, en 1937, por
Bilharz [7], un alumno de Hasse,
también bajo el supuesto de que la
hipétesis de Riemann para las
funciones algebraicas sobre cuerpos
finitos sea vdlida. Afortunadamente
para Bilharz, Weil demostré la
validez de esta hipétesis, tal como lo
hemos indicado anteriormente.
Pasamos en seguida a precisar este
anilogo.

Recordemos que en [ g[X] el

papel de los nimeros primos lo
tienen los polinomios irreducibles
unitarios. Si p(X) es uno de estos
polinomios, de grado r, entonces
sabemos que ([ q[X]/(p(x)) es un’
cuerpo finito de q' elementos y que
(EFq[X]l(p(X))* es un grupo ciclico de

q" - 1 elementos. Como en el caso de
los nimeros enteros, un polinomio

a(X) e [Fq[X] se dice una raif:z
primitiva_mddulo p(x) si la clase
residual a(X) genera el grupo ciclico
(F q[X]l(p(x))*. Dado a(X) de-
signamos con

A@a(X)) = {p(x) € P(gX) ; a(X)
es raiz primitiva médulo p(X) }.

En esta situaciéon subsiste tam-
bién el anilogo de la proposicién 5.1.

Ahora bien, si a(X) = b(X)%,
donde (£ es primoy £ (q" -1),
vemos que

r_ 14 1 .
@D _pxy? T 1 (méd px)),
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(q°-1)/£ < q" - 1, lo que muestra que

Aa(X)) = ¢ sia(X) es una potencia

L-ésima de un divisor £ de ¢'-1.
También,. si a(X) = a.es un polinomio
constante, entonccs a solo _puede ser
raiz primitiva de polinomios primos
p(x) = X - b de grado 1, es decir sélo
si la clase residual . a - tiene orden. q-
1 en el grupo ([Fq[X]/(X b)* = q -
De estos |

condujo a la s1gu1cntc conjetura

Si a(X) € IF-q[X]z no es constante

ni es una potencia L- estma de

un primo £ que divide' a q-1,

entonces .A.(a(X)) es mf' mto

La  demostracion -de Bilharz se

reduce a verificar que la "llamada
densidad de Dirichlet de A(a(X)) es
> 0, lo que implica que este con]unto
es 1nf1n1to y. conduce de manera

natural a usar las funcwnes zeta dc_
Dedekmd de'cwrto tipo de cx-"
tensmnes galomanas de’ qu(X) para'

las cuales ya sabemos, es vallda la‘

hlpotesm dc Rlemann

En: realldad Bllharz demuestra

sy teorema para la SltllﬂClOll mas.

general = en "-"quegi q (X)

reemplazado ‘por una de sus  ex--
tensiones algebraicas finitas 'k -y en

vez de polinomios primos se habla
de divisores primos: de k.’ Esin-
teresante ‘anotar, finalmente, que en

el caso k =.[F q(X) la demastracion de.
que. A (X). es.infinito: no requiere: de

la_ hipétesis de. Riemann [7] -.

‘La conjetura de Borevnch ,v

Shafarevich sobre la serie de

Poincaré -de ,un . polinomio de

coeflclentes L- éd icos |

AT PS¢ ST HAY VR B T R R SRR

;,qui \[38,\, fitoblema  9," “pig: Aﬂ]

Borevich y Shafm&u@_,ujxlggmqs

pOllﬂOl’l’llOS hayi
exactamente q; luego A (a) es flmto,
si a(x) = a es constante Todo esto_

la - siguiente -‘pregunta: :dado--un
primo - racional fijo © £, sea @ 4 el
cucrpo -dé’ los niimetos’ £-adicos y Z /

el ‘anillo de 108 enteros “£-4dicos. Para
un polinomio” H(ty,....t,) en Z [t,,....t;]
dcnotemos con c(n; H) ‘al atimero ‘de
ceros de la reduceion Hn(tp t) de
H(tl, oL ) en, el an;llo resxdual
Z ,IL“Z 2oL Es. entonces la sene de
Pomcare de H o o
(6 1) PE V) : i c(n,H)U"eZ[[U]] .
‘- Il—O Pl
donde c(O h) = 1, una fuﬁcién'
racmnal de U?’ Respuestas parcmles
a ‘esta pregunta se ‘conocfan antes ‘de
1973 ‘(para ‘ésto  remitimos ‘a’ [13]),
afio” en el cual I‘gusa ([26] [27]) dié
una respnesta general ‘afirmativa,
basada en el teoréma de ‘resolucién
de singularidades’ en caracteristica
cero demostrado antes por
leonaka Sus rcsultados sin
embargo, no’ muestran '¢6mo‘calcular
efectivamente (6. 1) como ‘el ‘co-
cientcs de dos polinomios enr -U. ‘Mis
tarde, - Denef [13]}:di6 una’ nueva
elegantisima: ‘demostracion” ‘de - la
conjetura; usando:esencialmente el
heche .que @ ; admite. eliminacién de
cuantificadores; con. lo cual .evitaba
el profundo teorema .de Hironaka..
Relacmnada _con esta conjetura existe
la’ mgmentc deblda a Hayes yNutt'
[23] P(H;U) = q(U)r(U);" donde ‘q(U)
y' 1(Uy ‘son polinomios en Z U] que
cumplen las™ siguientes -condiciones:
q0)-= 1 y r(l}) es:el. producto -de
polinomios de ; la -forma 1 - A™U",
donde: m:.2:O:y.n 2. 1. -son .enteros
para los cuales -subsiste la:
desigualdad m < ns. Estos autores

han denommado esta asercwn la Q-
con]ctura

Dada la analogla ex1stente entre
165" tuerpos © aﬁtméhéds " de
caracteristica cero y los" de
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caracterfstica > 0 (es decir, las ex-
tensiones algebraicas finitas de
F q(X)), es natural plantcarse la
misma pregunta en este iltimo caso.
Sin embargo, en éste no existe un
teorema general de resolucién de
singularidades ([1],[2]), ni sabemos
si los anillos que interesan admiten
eliminacién de cuantificadores ([6]).
Por estas razones parece que un ata-
que directo usando métodos elemen-
tales ¢ la Abhyankar, podria ser
interesante. En efecto, nosotros
hemos demostrado, en algunos
casos especiales, la validez del
anilogo de la conjetura de Borevich
y Shafarevich y, de contera, de la
Q-conjetura, usando propiedades
aritméticas simples del cuerpo L((Z))
de las series meromorfas formales
sobre un cuerpo finito L, puesto que
le problema puede reducirse a esta
situacién, como pasamos a verificar

(14D).

Si K es un cuerpo aritmético de
caracteristica £ > 1, es decir, una ex-
tensién algebraica finita de F (X), y

si p es un divisor primo de K,
consideremos el completado K, de K

en p. Si wg representa a la co-
rrespondiente  valuacién discreta,
denotemos con p = (x € K, ; wy(x)
2 0) yuU ={x €K, ;w,(x)>01},
donde Wy (n) = 1, al amllo de los

enteros P -édlcos y el dnico ideal
primo de € o respectivamente. En

esta situacién, L.p =0 .PIn:O p €©suna
extensién finita de [F ,, con,
pongamos, q e¢lementos. Con esta

notacién nuestra conjetura puede
expresarse asi:

Sea H(t,,....,t)) € G.P(tl,...,ts) y sea
c(n;h) el niimero de ceros de la
reduccion de H en el anillo resi-

dual © P /n"¢ P (n = 1,2,..). Enton-
ces

6.1) P(H; U): = 2 o(n; H) U" eZ (U]},
n=0

donde c¢(O;h) = 1, es una funcion
racional de U.

Como d'p =Lyp[[Z]}, Ly =6.pl1t0p,
4] p = (Z), basta demostrar la conje-
tura en un anillo L[[Z]], donde L es
un cuerpo finito de caracteristica £y
q elementos. M4s precisamente, es
suficiente demostrar que si c(n;H)
designa al nimero de ceros de H en

el anillo résidual L[[Z]]AZ"), entonces
(6.1) es una funcién racional de U.

El punto de partida nuestro es
la versién especial del teorema de
Taylor para la reduccién H_(t,,...,t)
médulo (Z") del polinomio H(t,,...,t)
e LIZIM,,....t;] que nos permite
concluir que un cero de H (t;,...,t)
produce exactamente q°-1 ceros de
H_,(,,....t;) si la proyeccién de este
cero médulo (Z) es un cero regular
de H,(t,,...,t)), y en caso contrario, es

decir, cuando esa proyecciéon es un
cero singular de H,(t,,...,t;), produce

exactamente q% si es que

H_, (t,....t;) admite ceros que
descienden del cero dado de
H,(t,,...,t5). Por ejemplo, si todos los
ceros de H,(t;,...,t;) son regulares,
obtenemos

U

P(H; U) =1 + ¢(1; H) 1. q""lU

donde c(1;H) es el nimero de ceros
de H,(t;,....t;)). El problema aparece

cuando H,(t,,...,t;) admite ceros

singulares. El caso mdis sencillo de
esta situacién es el monomio

H(t) = (t - (Z))°%,

de la sola variable t, donde a(Z) = «,
+az+a,Z2+... €L[[Z]]y e2 1, para
el cual encontramos
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e-1_e-1

p(H;U)=1+U[1+gU+...+g U

e-1__e¢

1-q U

Utilizando este resultado es posible
entonces demostrar que la serie de
Poincaré de un polinomio arbitrario
en una sola variable:

H(t) = B(0) + B(1)t + .... + B(m)t™,

B@) € L[[z]] (0 <i < m) es una funcién
racional de U. También es posible
demostrar que la serie de Poincaré

el -

. s
de un monomio H(tl, vey ts) = tl ts

es racional. Lo mismo para las
formas fuertemente degeneradas [4].
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