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Se describe un procedimiento por el cual se pueden asignar probabilidades de perte-
nencia a estrellas de la region de un ciimulo galictico, resolviendo un sistema no lineal de
nueve ecuaciones obtenido por el método de maxima verasimilitud, sin eliminar ¢l coefi-
ciente de correlacion del modelo bivariado mixto propuesto por Vasilevskis et al. (1958).
Este enfoque elimina la necesidad de hacer suposiciones subjetivas que justifican de ordi-
nario la rotacidn de ejes usual. El método se aplica a los cimulos NGC 2420, NGC 6823 y
NGC 654,

Summary

A procedure is described whereby proper motion membership probabilities can be
assigned to stars in the region of a galactic cluster by solving a nine non-linear equations
system obtained by the maximum likelihood method, without eliminating the correla-
tion coefficient from the mixed bivariate normal model proposed by Vasilevskis et al.
(1958). This approach removes the subjective and a priori assumption that justify the
usual axis rotation. The method is applied to the clusters NGC 2420, NGC 6823 and NGC

654,

1. Introduccion

Es bien conocido que en la determinaciéon de
pertenencia de estrellas a ctimulos abiertos, basada
en los movimientos propios, se adscriben al cimulo
ciertas estrellas de la region con un criterio proba-
bilistico. Para ello se introduce un modelo de fun-
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cion de densidad bivariada mixta (‘‘contagious”’) de
los movimientos propios Hyr Wi dada por:

Y

¢(ux,uy) =a ¢,(ux,uy! + (1 -a} ¢2(ux,uy),

(1)
siendo a y I-a las ponderaciones de las componen-
tes. Este modelo ha sido ampliamente utilizado y
estd formado por la superposicion de 2 distribucio-
nes,$1 y ¢5, que se suponen normales bivariadas,
una eliptica para las estrellas del campo y otra
circular para las del climulo (Vasilevskiset al. 1958;
Sanders 1971; Slovak 1977).

Sanders (1971) utilizé por primera vez el mé-
todo de méixima verosimilitud para estimar los pa-
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rametros de las 2 distribuciones, refiriendo los mo-
vimientos propios a un sistema de coordenadas en
donde el coeficiente de correlacion, p, de la distri-
bucion eliptica se hace cero. Para ello hay que efec-
tuar una rotacion de ejes. En Trumpler y Weaver
(1953) puede verse que el angulo de rotacion, o ,
viene dado por

Y
colg o = - ——mm———

(2)

en donde % » % son las desviaciones estdndar
de la distribucion del campo y 9,1 es la desviacion
estandar con respecto al eje rotado Xx* . Se pueden
utilizar diferentes procedimientos para calcular un
estimador & a partir de la muestra, esto es, de los
movimientos propios de las estrellas de la region
considerada. & estimara mejor el « adecuado cuan-
to mayor seaz la superposicion de las dos distribu-
ciones (Slovak 1977).

Sanders (1971) calcula el angulo utilizando la
técnica descrita por Vasilevskis et al. (1965) a par-
tir de todas las estrellas de la muestra. Zhao et al.
(1981), sin utilizar la hipotesis de superposicion,
logran separar las estrellas del campo con las cuales
calculan un & definitivo, usando un proceso de
aproximaciones sucesivas que alterna depuracion,

2. Sistema de ecuaciones de maxima verosimilitud

rotacion y solucién de las ecuaciones normales.
Una aplicacién del método de Sanders, en donde se
utiliza la depuracion de Zhao et al, puede verse en
Brieva y Uribe (1985).

Recientemente Cabrera y Alfaro (1985) han
disefiado y desarrollado una técnica de deteccién
de “outliers” apoyados en Hand (1981). Después
de la depuracion estiman los parametros por medio
del proceso iterative de Wolfe (1970) en el cual se
calculan primero las probabilidades de pertenencia
y luego se actualizan los parametros de la distribu-
ci6n mixta.

Siguiendo lo propuesto por De Graeve, Eliza-
beth Green ha incluido en el modelo los errores in-
dividuales de los movimientos propios (Cudworth
1984). La distribucian espacial ha sido también uti-
lizada para mejorar la determinacion de las proba-
bilidades (De Graeve 1979, King 1983).

En este trabajo presentamos las ecuaciones cla-
gicas de maxima verosimilitud, obtenidas sin rotar
y sin necesidad de formular la hipotesis de superpo-
sicion. Se ha elaborado el programa CLUSTER,
que depura los datos seglin una variante de la técni-
ca de Zhao et al. (1982), resuelve las ecuaciones de
maxima verosimilitud por un procedimiento numsé-
rico y calcula las probabilidades de pertenencia. El
método se aplica a los cimulos NGC 654, NGC
2420 y NGC 6823.

Suponemos que los movimientos propios, dy ., My.» € pueden representar, en un sistema de
coordenadas M, ,H y* por la distribucion bivariada mixta de la forma

oo, u ) - — el ey T ety
X Yi 2n o Z o o
+ - "c) exp{—-————-r o [(__uxi _ “_xﬁ)z +
2 o Uy\/f—]--pz Z{1-p%)*% Oy
M7 TN P e e SO T B
Uy O Uy @
Esta distribuciéon mixta depende de 9 parametros,
n, ¢ porcentaje de estrellas pertenecientes al camulo.
(uxc' u gc] : coordenadas del centro de la distribucion del cumulo.
o desviacion estandar de la distribucion del cimulo.

(uxﬂ’“yé):

coordenadas del centro de la distribucion del campo.
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(cx,cy)

p

Ademis, "y = 171, esel porcentaje de es-

trellas pertenecientes al campo, N es el namero to-

tal de estrellas de la region con movimiento propio

conocido y u_ ,u . son los componentes del movi-
X{Ye

miento propio, por siglos, para la estrella i—€sima.

desviaciones estandar de la distribucion del campo.

coeficiente de correlacion de la distribucién del campo.

Usando el método de maxima verosimilitud
estimamos los parametros de la distribucion biva-
riada mixta. La funcioén de verosimilitud viene dada
por:

N
“”xﬁ'“yﬁ’UX’Uy’”xc’”yc’u’p’“x,’”yr’ ,uxM,ule = e ¢(ux’(:,uy‘(_.). (4)
N
Como es usual, se toma el logaritmo natural de L: Llog L = 2£0g¢(ux U,
i=1 i Y 5)
3l N
y se calcula -a—e-—[ﬂog I ¢ f{u, ,u 11,
£ i=1 X¢ Yg (6)
en donde & ¢ ©s uno cualquiera de los elementos del vector de parametros
6 = | o a,p, n}
8 = uXﬁ’uyﬁ’GX’ y’uxc’uyc’ 30, e’

Igualando a cero cada una de las funciones (6}
se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones de ve-

rosimilitud, en el cual figura a la izquierda el para-
metro asociado con cada ecuacion:

N g ‘
W ) oy
x4 Fo ffu, =w ) -po—=fu -wu )]|=20
o1 Al g X8 % Yi Y8 |
; %
u L oFy jlu, = w0 -p (u, -u J | =20
e o A,{:_ Y¢ yd O X¢ x4 ]
N r TR (w, ~w, Ju - )
. Tor LK X2 _ e % M 4 b 1}-0
x g altr-ez % (1-p2) % %y
- {ux . -w_,) (g -
f; F l , u,_,,’é %,2 . WX, "Wy (“U,L u 15) 1} 0
o - “1]=
Y g A[1-¢) 0!4 (1-p2) % %
N
u ] F [u - l =0
xe ' E/L X; Xc
L=1
N
F - 1 =0
Hye LE, BL[UE& "ye
N x. T Yxe 12 My, " VYye 2
£ A _ .
o _Zl FBL[( —— ) ¢+ [ F——) -2}
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fu, -w, My, -u, 1}
N X, X Y. 'y
£
p ) Fo |ell- o2) + (1 + p?) L § 6.
L=1 4 O oy
Hy. - Px wy. - My, 2
SR Sk (L SR SRS
%x Oy
; i - (7)
n - = 0
¢ .= 2 _.a11/2
L=1 o {1-p2) Uxoy
En las ecuaciones anteriores,
1-n -1/2 n -
Fa. = 2 C (1 - p?) +CF, (8)
L Oxoy 2
Fg = Fa For (9)
£ 'l
- . 7 { B
, , Lx&’ ux{S , u”& uy6 ’ D(U"L ) uyi UWJ
Feew | g AL | ;e - ]
{1-0%) Oy 'c’y S Oy .
H, - H H 1)
x. “xc 7 T
(% I g J }1 (10)
g g

Anotemos, de paso, que las ecuaciones de ma-
xima verosimilitud usuales del caso rotado pueden
obtenerse de las ecuaciones mas generales (7), ha-
ciendo p = . Puede observarse, sin embargo, que la
ecuacion asociada a p se reduce a:

(b, -uy Hup, -n, )
- x'{.‘ Xﬂ Ye 9’6 .
1 M % %

[ty -

(11)

lo cual indica que ia covarianza ponderada es cero
en el caso rotado (p = 0).

>

El vector de pardmetros, 6.que satisfaga simul-
taneamente las ecuaciones (7) es solucion del siste-
ma y nos da estimadores para los parametros de la
funcion de distribucién mixta.

En la prictica el vector solucion se estima por
un proceso numérico iterativo, para lo cual se pue-
den emplear las conocidas subrutinas que resuelven
sistemas no lineales ZSYSTM, NSO1A, etc. (Gie-
bert 1982).

Para cada estrella cuyo movimiento propio
tenga componentes My “y , su probabilidad de
ra L

pertenencia al cimulo se calcula mediante 1a expre-
sign:

P; ,

5 ~ — " -
nC ¢2+ (I_nﬂ) ¢‘I

(12)

en donde el simbolo “ °” indica que se trata de va-
lores estimados. Aquellas estrellas con probabilida-
des calculadas p ¢ £ 0,50 se consideran en princi-

pio como pertenecientes al cimulo.
3. Aplicaciones

Se ha elaborado ‘en FORTRAN el programa
CLUSTER que depura los datos segiin una variante
de la técnica de Zhao et al. (1982), resuelve las
ecuaciones de maxima verosimilitud mediante la
subrutina ZSYSTM facilitada gentilmente por el
Dr. Mark Slovak (1985), y calcula las probabilida-
des de pertenencia.

El programa se aplicd a los cumulos NGC
2420, NGC 6823 y NGC 654, utilizando un compu-
tador Texas Business 300. Los movimientospropios
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se tomaron de Van Altena y Jones (1970), Erick-
son (1971) y Stone (1977).

El proceso de depuracién consta de 2 etapas.
En la primera se eliminan aquellas estrellas con

~ < ~ _ 2 -~ 0
Ho ™= Uy g
X'{: é X

< -2 4]
H = H )
E'f/(" 96 )

Con las estrellas que pasan el segundo filtro se
resuelve una vez mas el sistema (7), tomando como
valores iniciales los obtenidos en la primera etapa,
y se determinan los estimadores definitivos de los
pardmetros y las probabilidades de pertenencia.

Se ha probado la estabilidad v unicidad de la
solucion variando razonablemente los valores inicia-
les de los parametros.

Los resultados para los cumulos mencionados
se muestran en la Tabla 1, en donde se incluyen
ademds los valores obtenidos por otros autores. Se
indica también el niimero de estrellas depuradas en
cada caso y el numero de iteraciones necesario para
obtener convergencia, tanto en la primera como en
la segunda etapa del proceso.

Las pequenas discrepancias que pueden obser-
varse eran de esperar ya que en este cilculo no se
ha rotado, como es usual, lo cual elimina la necesi-
dad de las consideraciones a priori que tal rotacion
implica. Ademas, hay diferencias en la forma de de-
purar.

El buen acuerdo que la Tabla presenta hace
pensar que, en los ejemplos trabajados, la hipotesis
de translape se cumple satisfactoriamente y la ro-
tacion introduce una simplificacion valida.

|ux | o |uy | 2 1,5 segundos de arco por siglo,

L £ y se resuelve una primera
vez el sistema de ecuaciones normales (7). Enla
segunda se eliminan las estrellas con

> A ~ -
“;i “x6 + 2o 0

- + 25 . 13
uyi uy6 P (13)

4, Conclusiones

Sobre la base del modelo de Vasilevskis et al.
(1958) presentamos las 9 ecuaciones normales de
maxima verosimilitud, obtenidas sin eliminar el coe-
ficiente de correlacion p, las cuales se reducen a las
8 empleadas de ordinario por otros autores que rea-
lizan rotacidn de ejes [ P= 0},

Como no es necesario rotar, se prescinde de
suposiciones innecesarias como la hipotesis de su-
perposicion de las dos componentes del modelo;
por tanto las ecuaciones obtenidas son de validez
general y conducen a resultados satisfactorios y ana-
liticamente mas precisos, al prescindir de conside-
raciones subjetivas. Consideramos este trabajo com-
plementario del de Cabrera y Alfaro (1985), ya que
aqui se estiman los parimetros por el método clasi-
co de maxima verosimilitud y ellos utilizan el mé-
todo de Wolfe que también conduce a una solucidén
maximo verosimil.
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TABLA 1

Parametros estimados para los camulos galicticos NGC 2420, NGC 6823 Y NGC 654
Se incluyen ademas los resultados obtenidos por otros autores.
El significado de los simbolos se explica en el texto

Estrellas No. de itera-
3 eliminadas ciones
Cimulo Nn Nn‘ u"ﬂ uy‘ Mxe  Mye Oy oy © ] N n
pasol paso 2 pasol paso 2
Zhaoetal (1982) 18 67 005 —0.17 003 000 047 038 006 449 85 —
NGC2420 Sanders (1971) 20 é5 008 —013 003 —001 054 043 006 444 86 —
Este estudio 18 67 014 005 002 002 0.39 046 005 — 85 007 9 8 7 7
Zhaoetal (1982) 36 56 021 004 —0.03 000 0.54 0.38 008 447 92 —
Sanders (1971) 35 57 —0.03 018 000 —0.37 056 056 008 —426 92 — .
NGC8823 Este estudio 3% 107 005 007 —003 —003 0.38 044 009 — 146 0.06 16 9 4 5
NGCS54 Stone (1977) 56 130 010 —006 000 0.0 047 033 007 —158 186 — ‘
Este estudio 86 131 012 —007 000 000 048 032 006 — 18 —0.021i3 10 4 8
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