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Se desattolla la solución analítica de corto período del movimiento del satélite 
artificial con los armónicos zonales J, y J6 en términos de los elementos KS. A causa 
de la simetría de las ecuaciones de los elementos, sólo es necesario integrar analftica• 
mente dos de las nueve ecuaciones. Las expansiones en serie incluyen términos basta 
en la tercera potencia en la excentricidad. 

Summary 

Short-tenn analytical theory is developed for the motion of a satellite of an 
oblate planet whose gravitalional potenlial includes the fülh and síxth zonal bannonics. 
Due to symmetry in KS elements equations, only two of tbe nine equations are 
integrated analytically. The series expansions include terms to third power in the 
eccentricity. 

1. Introducción 

En mecánica celeste los métodos de integra­
ción numérica permiten obtener efemérides muy pre-
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cisas de órbitas de satélites cuando se incluyen mo­
delos de fuerzas complejos. Sin embargo, es conocí• 
do que las soluciones analíticas poseen una aplica­
ción fundamental para el planeamiento de misiones 
y elaboración de análisis cualittativos ya que éstas 
son bastante flexibles a la hora de considerar una 
gran gama de condiciones iniciales. 
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Por otra parte, las ecuaciones clásicas new­
tonianas no son apropiadas para la integración nu­
mérica o el desarrollo de teorías analíticas a causa 
de su inherente inestabilidad. Por ello se han desa­
rrollado transformaciones que han permitido su 
estabilización, esto es, la disminución de los errores 
numéricos acumulados y el uso de grandes pasos de 
integración. 

La transformación KS de sistemas 
gravitacionales introducida por Kustaanheimo • y 
Steifel ( 1965), regulariza el movimiento kepleriano 
no lineal y lo reduce a un conjunto de ecuaciones 
diferenciales lineales del tipo oscilador armónico con 
frecuencia constante. Así mismo se ha encontrado 
que la obtención de soluciones numéricas con res­
pecto a cualquier tipo de fuerza perturbatriz, mucho 
menos sensible a errores de truncado y redondeo 
(Stiefel y Scheifele 1971). Las ecuaciones son apro­
piadas para estudiar el movimiento en cualquier tipo 
de órbita; en particular se evitan los problemas de 
las excentricidades e inclinaciones casi nulas ( como 
en los satélites geoestacionarios) en fuerte contraste 
con las ecuaciones de Lagrange en donde e y seni 
están presentes en el denominador. 

Se han realizado estudios que comprenden in­
tegraciones numéricas de las ecuaciones diferencia­
les de los elementos KS (Sharma y Mani, 1985) in­
cluyendo los armónicos zonales Jl hasta el J6 y la 
resistencia que opone la atmósfera. Sharma y Roy 
(1988= integraron numéricamente otra forma de las 
ecuaciones diferenciales llamadas ecuaciones KS 
canónicamente regulares en las cuales se incluyeron 
los armónicos P y J36

• 

A causa de la dificultad inherente en integrar 
analíticamente las ecuaciones de los elementos KS, 
aún para modelos de fuerzas muy simplificados, los 
estudios a este respecto son escasos. Sharma (1989) 
obtuvo expresiones de corto período considerando 
únicamente el armónico Jl. Mediante el método de 
expansión en serie incluyó términos hasta la cuarta 
potencia en la excentricidad. Dichos resultados fue­
ron aplicados al estudio del movimiento de satélites 
indúes en órbitas bajas. Posteriormente Sharma 
(1993) obtuvo expresiones para el movimiento de 
corto período adicionando los armónicos de segun­
do orden J3 y J'. Así mismo, las expansiones en serie 
fueron llevadas hasta la tercera potencia en la excen­
tricidad. 

2. Las Ecuaciones Dif"erenciales de Movimiento 

Las ecuaciones diferenciales 
de los elementos KS cuando sólo se 
considera un potencial perturbador 
son <Stie:fel & Schei:fele, 1971>: 
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en donde: 
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donde E es la anomalla excéntrica 
generalizada, w es la frecuencia 
angular, T el tiempo ficticio, r el 
radio vector y K2 es la constante 
de gravitación. 

Introduciendo la matriz KS 
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de la ecuación (1) notamos 
inmediatamente que el negativo de 
la energia total es constante: 
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Cuando 
achat.amient.o 
como pot.encial 

V • 

en donde 

COSV = X /r , 
9 

se considera el 
t.errest.re t.endremos 

p <cosv) , 
n 

R es el radio ecuat.orial t.errest.re, 
Jns son los armónicos zonales y Pn 
es el polinomio de Lei;endre de 
i;rado n. 

Cuando sólo se considera un 

t.érmino Jn en (2) obt.enemos 

(u, :n ) • - 2 {n + 1) Vn 

En el present.e t.rabajo 
consideraremos: 

(10) 
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Las ecuaciones {2>, 
pueden escribirse de la 
:forma: 
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donde 
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(ia1,2,3,4) con u = u., 
j + 4 J 

<J•1,2). 

3. La Int.ec:ración Anatit.ica 

Para poder int.egrar de una 
manera anallt.ica las ecuaciones 
{11), {12>, y {13) ut.Uizamos la 
conocida relación ent.re la anomatia 
excént.rica y el radio vect.or, a 
saber r • a{1 - e cos E>, siendo a 
y e el semieje mayor y la 
excent.ricidad respect.ivament.e. Se 
expande hast.a la t.ercera pot.encia 
.en e con ayuda del t.eoréma del 
binomio para det.erminar las expre­
siones del t.ipo 1/rn donde n • 6, 
7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, por 
ejemplo: 
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Para n • 6 t.enemos: 
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p
4
(f

12 
+ 12f 78f 

2 
364f e

9
> 

2 w - e + e + 55e p <d + 
5 .. 10 9 5 a 

w -2ep (6f + 39f e + 182f e2> - 220p de 
9 

donde: 

p -... 

.. 
w 

7 

4 12 

2 -2e p (39f 
4 12 

1155 
p• 

5 

.. 
+ 182f e) .. 
1575 

16a
4 ' 
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llicos(E/2) aparecen en cada 
de las ecuaciones (12) 
pueden escribirse as1: 
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12 a 

2 k' i.>+ 
48 ,. 

_:t_k"'+ 
64 7 

49 <i.> + < _1_k<i.>+ + 
384 

k 
9 

)sen3E 
32 4 

3 k<i.> -- + 
64 o 

_7_k<i.>+ 
128 a 

+ ~k<i.>) n4E + < - 1-k<i.>+ 
256 10 se 80 ,. 

_7_k<i.>+ 
320 7 

+ < _1_k<i.>+ 
192 o 

1 k<i.> -- + 
96 a 

45 k'i.'>sen6E + < --1-k<i.>+ 
3072 10 448 7 

+ 

+ 

+ 

9 k'i.'>sen7E + < 1 k<i.>+ 
1792 ,. 1024 a 

5 k 1 i.>)sen8E + 
2048 10 

1 ( i.> 

2304 
k

9 
sen9E + 

2t,<i.>+ 
64 o 

1 k < i. > sen10E - [<t.
0
' i.> + 

5120 10 

7 <i.> < 1- t.<i.'+ 
128 t.a )cosE + 4 1 

1- t. <i.>+ 
4 z 

1 t.(i.) 
- + 8 9 

+ 2t.'i.'+ 
64 ,. 

_7_t.<i.>+ 
128 7 

21 (i> 1 (i.) 
512 t.,. )cos2E + < 12 t.z + 

_1_ t. <i.>+ 
16 , 

+ ~t. (i.>+ 
64 o 

7 <i.> < _1_ t.'i.'+ 
192 t. a )cos3E + 32 9 

1 t.(i.) -- + 32 ,. 
_7_t.<i.>+ 
256 7 

+ - 3- t. <i.>>c 4E + 128 ,. os < _1_t.<i.>+ _1_t.<i.>+ _1_t.<i.>> 5E + 
80,640 64acos 

+ < _1_t.<i.>+ 
192 ,. 

_1_1,<i.>+ 
128 7 

~~9~-t.'i.'>cos6E + ( - 1--t.<i.>+ 
1024 P 448 o 

1 • 1 • 1 < i.> + --t. <,>)cos7E + <~=~t. ,u+ 
512 

t.
9 

)cos8E + 
256 a 1024 7 

+ 1 t.' i.> cos9E+ 1 t.' i.> cos10E ] } 
2304 a 5120 P 

(19) 

en la cual, para n • 5 t.enemos: 

1c.<i.) - >-. < <le>+ 6eq<le>> + >-. {g<i.>+ 7ec <i.>> + >-. <s<le>+ 8es 'le>> 
1 1 q1 o 2 1 o 9 1 o 

+ >-. <h<i.>+ 9eh '''> + >-. <l<le>+ 10el' le>> + >-. <n'i>+ Uen' i.>> .. 1 o ,. • o 6 • o 

le. (i.>- 3e>-. <2 'le>+ 7e '\, le)> + >-. {g<i.>+ 7ec'i.'+28e2 c <i.>> + 
2 • q. z z • o 

+ 

+ >-. <s<le)+ 8es'le'+ 36e2 s < le>> + >-. <h<i.>+ 9eh<i.>+ 45e2h <i.>> + 
9 2 • o .. z • o 

+ >-. <1 <le>+ 10el<le>+ 55e21 < le>> + >-. <n<i.>+ Uen<i.>+ 66e2 n<i.>> • ,. z • o 6 z l o 
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+ 286e9 n'''> , 
1 

+ 6en<i>+ 26e2n<i>> , 
!5 ' 

< i> 3 ( i> 
k • 286>-. en 

P d d 
; (20) 
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t.~''• 56;>-.
1 
e"~Jc>+ 28e

2
;>-.

2 
<Ser;~"+ t;:''> + 4e;>,.

9 
{30e2s: k>+ 

+ 9es' le>+ 2s' k>> + A {165e9h' ''+ 45e2h' l>+ 9eh "'+ h "'> + 
!5 cS , !5 es 7 e 

t.{\.)_ 84;>-. e 9 <l>+ 12e2 A {10es' k>+ 3s' le>> + 3eA <55e2 h 
1 
''+ 

4 z r;, 9 " es 4 es 

+ 15eh''' + 3h "'> + A <220e9 11k>+ 55e2 111c1+ 10el1 k>+ 1<lc>> + 
7 a " 7 a p 10 

+ A <286e9 n '"+ 66e2n'"+ 11en'''+ n"'> 
' es a p 10 tt 

+ 6en<i> + n<i.>> 
11 12 , 

(21) 

Donde: 

A• 
15 

A• 
45 

A• 
105 

A• 
280 

1 ~· 2 ---;. ' 9 2 
, 

4 " a a 

A• 
315 

A• 
315 ---, 

" 2a
4 es " a 

Para n • 6 t.enemos: 
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s<i.)> ,¡, <tOeh' k> + h<k>> {11el '"+ 1"'> 
< k> 

+ + + + ,¡, {12en + 
• ' o • 1/15 O • ó o 

n<k>} ( i.> r < l>> + + y, {13er + 
• 7 O • 

k<i.>=- (" 4eq'"> {36e2 < k> 8eii; < k> + <k>} 
7,¡, e{q + + + + 

2 • • o 1/12 11: O • g2 

<i.> 2 Ci.> <i.> 2 <k> Ck> <k> k • 28e < + 3eq > + 4e,¡, {30e g + 9eii; + 2 > + 
:9 lp 1 qt O 2 O t ~2 

+ 91e2 r<l.>+ 13er<i.>+ r<i..>> 
• 2 " 

<i.> 9 <i> 2 <k> ele> 2 <1.> k • 84e ,¡, q + 12e ,¡, {10e1:; + 3ii; > + 3e,¡, <55e s + 
4 11 2 l 2 3 t 

15e2 ,¡, {11es'"+ 3s'º'> + 
" 2 " 

5e,¡, {44e 2 h' k> + 
' 2 

,¡, <286e3 1'''+ 66e?1'''+ 
5 2 3 

11el<1.>+ l<i.>> + 
' 5 
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+ y, {13er <i.> + 
7 a 

<i> 3 <i.> 2 <k> <k> 2 <i> t. • 84e y, q + 12e y, {10eg + 3g > + 3ey, <55e s + 
9 12 2 9 4 9 4 
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en donde: 

"' -• 

y además: 

15 
2°" , 

y, -5 

105 
y,2• 2a 

1575 

2a' 
, 

, 

"' -.. 

cj+•> <j> q = a (j • 1,2; m • 0,1,2> , 
m "m, 

( j+<&> ( j> cm • cm , (j • 1,2; m • 1,2,3,4) , 

, 

693 

2a
5 

( j+4-) ( j> s • s. , (j • 1,2; m • 1,2,3,4,5,6) , 
m m 

h e j+'>• h' j>, (j 1 2 1 2 3 4 5 6 7 8) • ,;m• ,,,,,,, , 
m m 

210 
2 

a 

1 ( j+•>- l < i! (j -1,2; m -1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) , 
m m 

, 

( j+4-) 
n • 

{ j> 
n , (j -1,2; m -1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12) 

m m • 

693 

a" 

( j+4-) 
r • 

( j> 
r • (j -1,2; m -1,2,3,4,5 ,6,7 ,8,9,10,11,12,13,14) • 

m m 

( i> ( i>+ <i> 

cº -ªoqo ª2~ 
, 

( i> ( i.>+ <i> 
c, - a,qo ªoq• • 

( i> <i.> ( i> 
cz -ª•q• - ªz~ , 

, 

, 

315 
9 

a 
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( i.> Ci.>+ (Ü 

"ª -ª2qo ªo~ ' 
( i) (i.) (i) 

" .. -a q + ª•~ 
; 

(24) 2 • 

( \.) b <l>+ b <i.> s - o~ "~ ' o 
( i.) b <ll+ b «>+ b ,ü s - oq• •qo .. ~ • 
(\.) b <i>+ b <ll - b ,,, ,. - zqo íql 9~ 2 
(\,) b <l> b <i.> ,. - zq• - .. ~ ' 11 

( i.) b <i.>+ b 
<i> ,. - 9~ o~ ' .. 

d.> b '"+ b '''+ b <i.> 
s - .. ~ ,,q. .~ ' !> 

( i> b <i.>+ b <i.> s - .. q, 2<lz 
¡ 

(25) <S 

h <i.>• ( i.) + ( i.) 

o coqo e,~ , 

h<i.>• <i>+ <i.)+ (Í,) 

• c,qo c 0q, e!>~ 
' 

h<i>• Cz'\/>+ 
(i.}+ <i> 

c,q, <e -e >~ z <S .. 
h<t>• ci>+ (i} <i.) 

c,,qo czq• - c1>q2 9 , 
h<i.>• (\.) <i.> 

c!lq• - c<Sqz .. 
h c i.>• e,,<,•>+ <i> 

!> co~ ' 
h<i>• ( i.>+ <i.>+ (\.) 

<S c!>qO c,q. c,q2 ' 
h<i.>• ( i> + (i>+ (Í,} 

7 C<SqO c"q' czqz • 
h <i>• (i>+ <i.) 

8 c<Sqi es~ ; (26) 

l <i>• d <i>+ 
o ºqº 

d <i> 
!>~ 

, 

,<i.>- d <i.>+ d <i.>+ d ci.> 

• .~ oq• <Sq',l. , 

1<i.>• d <i.>+ d <i.>+ <d - d > < i.> 
2 2~ .q. 7 !> ~ , 

l <ü• d ti>+ d <i.>+ <d - d ) "' 
3 3~ zq• 8 d q2 ' 
< ll d <i.>+ d <i> d <i> l • -.. ,qo ,,q. 7q2 ► 

1<i>• d ti) - d <i.> 
lS .. q. .~ • 

1'\,)- d tl>+ d <i.> 
t$ !>qO o~ 

, 

1'"'>- d <i.>+ d «>+ d <i.> 
7 dqO lSql 1q2 , 

1<i>• d '''+ 
8 7~ 

.d <i.>+ 
.,q. 

d <l> 
2q2 • 

l<i.>• d <i.>+ d <i.>+ d <i.> 
p ªqº 7qi 9q2 • 

1< i. >- d <i>+ d < u 
iO .q. .. ~ Clfl') 
( i.> (i.}+ (i.) 

n -mogo m.,~ • o 
{ i..) <i.>+ <i.)+ (\,) 

n -m•qo moq• m?qz • • 
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(\.) 

n • 
2 

( i.) 

n • 
9 

( i> 
n • .. 

( i.> 
n • 
" ( i> 

n • 
6 

( i.> 
n • 

7 

( i> 
n • a 

( i> 
n • .. 

( i..> 
n • 10 

mz~i>+ 

<i>+ 
m!lqo 

m,~i>+ 

m,.~''+ 

<i> 
m,.q, -

( i.>+ 
m.,qo 

e i.>+ 
m7qo 

ma~''+ 

m,.~''+ 

<i>+ 
m,q1 

<i.>+ 
mzqt 

(i.>+ 
m9qt 

e i.> 
m,.q, -

( i.> 
m 

to~ 
( i.) 

m o~ 
Ci.>+ 

m.,q, 

<i.>+ 
m7qt 

<i.>+ 
meqt 

Cm -a 

Cm -.. 

, 

<i> 
m,~ 

( i.) 

mz~ 
( i.> 

mg~ 

, 

, 

, 

Ci> <i>+ <i.>+ Ci.> 
nu. • mtoqo moqt m,<Iz ' 

( i.> (\.)+ 

nt2 • mtoqt 

Ci.> f" <i.> + 
ro • oqo 

(\.) 
r • • 

( i.> 
r • 

2 

Ci> 
r • 

9 

e i> 
r • .. 

f" <i> 
7~ 

f" <i> + 
0qt 

e <i.>+ 
.q. 

e <i.>+ 
Zqt 

f" <i> + 
9qt 

' 
e <i.> 
a~ 

, 

(f" - e > '" .. 7 ~ 
(f" e > "' 10 a~ 

(f" - e > ,,, .. .. ~ 

, 

( i.> 
r • 
" 

f" '''+ (f" - f" ~•i> .. q. 12 10 

<i.> e·, 
r •fa'+ 

6 6"0 

( i.) 
r • 

7 

( i> 
r • a 

( i> 
r • .. 

(28) 

, 

' 

' 

(29) 

e i > 
Al reemplazar los valores de 

qm, m • O, 1, 2 que aparecen en 
las ecuaciones <24>, (25>, <26), 
(27), (28) y <29> por. los valores 
de (17>, insert.ar los valores 
result.ant.es en (20), <21>, <22>, y 
l'.23), y t.ene:r en cuenta el signo de 
la ecuación <19>, obtenemos t,/3, 
para j!S y J<>. 

Al t.omar E•O como valor 
inicial de la anomalia excéntrica 
obt.enemos en las ecuaciones (5), 
(6) y <7> para t=O, 

1 
T • - (u,1.RI) , 

w 

01 a: u, 

Con est..o, las 
y (19) pueden ser 
comput.ar T y ~Oli., 

mente para E -Et. 

ecuaciones (16) 

utilizarse para 
t./3i respectiva-

Entonces para E • Et, tendre-
mos: 

(1i.Ei. • (3i.O + /lf3i.Ei. ' 

los cuales se convierten en las condiciones iniciales para 
el cálculo de T, a, fJ para el siguiente paso. Estos valo­
res pueden ser utilizados en (7), (8) y (9) para obtener t, 
x y x en E=Et. 

4. Conclusiones 

Con ayuda de expansiones en series de potencias 
que permiten expresar términos de la forma 1/r" en fun­
ción de la anomalía excéntrica, presentamos las expre­
siones analíticas que permiten calcular el movimiento 
de un satélite artificial considerando los armónicos 
zonales J' y J' en términos de los elementos KS. La in­
clusión de estos desarrollos a los calculados por Sharma 
(1993) permite obtener una teoría enteramente adecua­
da para describir el movimiento de un satélite que se 
mueve, como la gran mayoría, en una órbita poco ex­
céntrica, a alturas superiores a los 600 Km. 
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