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Se exponen los principios de una lógica de estructuras e individuos variables o exten­
didos utilizando como modelos naturales los haces fibrados sobre espacios topológicos. La 
teoría de modelos resultante, caso particular de la lógica de los topoi, revela interesantes 
conecciones entre lógica y geometría. En este contexto, se presenta una noción de estructura 
genérica sobre un haz que ilumina las relaciones entre la lógica intuicionista y la clásica, y 
unifica los resultados fundamentales acerca de la construcción de modelos de la lógica de 
primer orden, la lógica infinitaria y la teoría de conjuntos. 

Abstract 

Utilizing sheaves over topological spaces as natural models. we expose the principies 
of a logic of extended and variable structures. The resulting model theory, particular case of 
the logic of topoi, reveals interesting connections between logic and geometry. In this context, 
we present a notion of generic structure over a sheaf which iluminates the relations between 
intuitionistic and classical logic, and unifies the fundamental results of first arder logic, 
infinitary logic, and set theory on model construction. 

No se da algo as{ como 
la naturaleza en un instante ... 

A. N. Whltehead. El concepto de Naturaleza. 

Introducción jos de la escuela francesa de Geometría Algebraica de 
la postguerra dedicados a demostrar las conjeturas arit­

méticas de Weil, generalizó Grothendieck la noción de 
haz y nos enseño que es posible rehacer en la categoría 

de todos los haces sobre un sitio (hoy un topos de 
Grothendieck) las construcciones familiares de la cate­

goría de los conjuntos clásicos. Motivado en gran parte 
por las ideas de Grothendieck, y gracias a la visión de 
Lawvere, Tierney, Joyal. Freyd, Reyes, y otros cate­
goristas formados en la escuela norteamericana de Eilen­

berg y Mac Laue, ha salido a la luz el hecho fundamen-

La noción de haz sobre un espacio topológico 

ha jugado un papel fundamental en el Análisis Com­
plejo, la Geometría Diferencial y la Geometría Alge­

braica desde su introducción en los años cuarenta por 
Leray, Cartan y Lazard. En el contexto de los traba-
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tal de que los haces ·pueden verse como "conjuntos va­
riables" los cuales obedecen una lógica intrínseca pro­
pia, y que las categorías de haces· constituyen univer­
so:t alternos cada uno de los cuales permite hacer una 
matemática heterodoxa que ilumina y enriquece a la 
clásica. La lógica binaria del universo de los conjuntos 
clásicos se reduce al caso especial en que la variación 
es nula. La leyes formales de esta lógica coinciden con 

las de la Lógica Intuicionista, propuesta por los mate-
máticos holandeses Brouwer y Heyting en el primer 
tercio de este siglo como alternativa crítica a la lógica 
Fregeana y a los fundamentos Cantorianos de las mate­
máticas hoy imperantes. Cada espacio topológico o, 
más generalmente, cada "sitio" induce en sus haces 
una lógica intermedia entre el intuicionisino y la lógica 
clásica cuyas leyes reflejan sus propiedades geométri­
cas. La introducción del concepto de topo, elemental 
por Lawvere y Tiemey permite generalizar estos fenó­
menos a universos más abstractos. En este contexto, 
los resultados de consistencia e independe~cia -de 
Cohen en teoría de conjuntos han sido reinterpretados 
como la construcción de c;:iertos topos qué "colapsan" 
luego a universos clásicos por medio de operaciones 
lógico-geométricas. Los modelos booleanos de la teoría 
de conjuntos y los modelos Heyting-valuados de Four­
man y Scott son haces sobre álgebras booleanas y de 
Heyting, respectivamente. Macintyre y otros han utili­
zado en forma muy limitada los haces sobre espacios 
booleanos en la teoría clásica de modelos. 

Quizás el abstruso aparato categórico con que se 
han presentado generalmente estas ideas en la literatu­
ra ha hecho que matemáticos y lógicos no les hayan 
prestado la atención debida, y que sus posibles aplica­
ciones permanezcan en gran parte inexploradas. Expo­
nemos en este trabajo los fundamentos de la lógica de 
los haces sobre espacios topológicos sin suponer conoci­
mientos preliminares acerca de teoría de categonas, 
intentando justificarla desde una perspectiva episte­
mológica. El caso de los haces topológicos es y a suficien­
temente rico como para permitir las aplicaciones lógi­
cas y matemáticas más interesantes, y para que el 
lector pueda adentrarse en posteriores generalizaciones 
categóricas a los topos de Grothendieck y los topos 
elementales. Introducimos en este contexto una teoría 
de modelos genéricos sobre haces que ilumina las 
conecciones entre lógica intuicionista y lógica clásica, y 
unifica los resultados fundamentales de la teoría de 
modelos ( completitud, compacidad, omisión de tipos, 
propiedades de ultraproductos) y las diversas aplicacio­
nes del método de "forcing" dispersas en la literatura 
(independencia en teoría de conjuntos, forzamiento de 
Robinson, etc.) 

§ 1. Objetos variables y extendidos. 

Los objetos y acontecimientos del mundo se pre­
sentan extendidos en el tiempo y el espacio. Esta obser­
vación es evidente con respecto a los objetos macroscó­
picos de la experiencia cotidiana, pero vale igualmente 
para los objetos de las teorías físicas incluyendo las par­
tículas subatómicas cuy a vida y dimensiones pueden 
ser muy cortas pero no reducirse a un solo punto es-
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pacio-temporal. Podría discutirse de ciertas partículas 
como el fotón o el neutrino si poseen una extensión es­
pacial o no, pero toda partícula considerada por la Físi­
ca posee una extensión. temporal, su "vida", que es in­
mensa para las mencionadas partículas o del orden de 
10·20 segundos para ciertos mesones, pero nunca se re­
duce a un solo instante. Obsérvese que aun los aconte­
cimientos mentales, sin clara extensión espacial, pare­
cen poseer un extensión t~mporal positiva. 

De la misma manera, las propiedades y atributos 
de los objetos deben estar prese.1tes en toda una región 
de su extensión espacio-temporal oara poder ser detec­
tados. Los acontecimientos punt1. ~es e instantáneos 
de nuestros modelos físico-matemát. sos del mundo pa­
recen sei;- límites ideales de acontecin.. ;entos extensos y 
no verdaderos fenómenos naturales, cc."1l.o bien ha ob­
servado WiUiehead (1920) en su reconst1 •1cción concep­
tual de la naturaleza. Sin embargo, no pvecen haber 
advertido los filósofos de la·física que al lh-varse a sus 
uÍtimas consecuencias esta localización puntual de los 
fenómenos, las leyes lógicas clásicas pueden perder su 
validez. Consideremos como ilustración de lo dicho las 
propiedades de una hoja de papel dividida en dos regio­
nes complementarias, una totalmente blanca y otra 
totalmente negra, un típico objeto extendido (fig. 1): 

t' 

.q 

Figura 1 

Ante las preguntas: ¿es negra o nó la hoja en el punto 
p? ¿en el punto t? ¿en el punto r? responderemos sin 

,,.vacilar que lo es en el punto p interior a la región ne­
gra y no lo es en el punto q totalmente externo a la 
misma, pero no es claro cual será nuestra respuesta pa­
ra el punto r, acaballado entre las dos regiones. A pe­
sar de que la negritud o ausencia de negritud parece 
estar totalmente determinada en cada uno de los pun­
tos de nuestro modelo lógico-matemático de la hoja, ra­
zones de simetría conceptual nos impiden tomar parti­
do, y no parece valer en este caso el "tercio excluso", 
una de las leyes fundamentales de la lógica tradicional. 
El problema se hace más inquietante al preguntarnos 
si es más negra la hoja en el punto r que en el punto s, 
o si corresponde a alguna percepdón posible que la 
hoja sea blanca en un punto matemático aislado en me­
dio de la región negra. 

La respuesta convencional a las anteriores inquietu­
des dice que el color de la hoja ( o del modelo matemá­
tico de la hoja) en los puntos de frontera como r depen­
de de si la región oscura es cerrada o no, según las 
definiciones del Análisis Matemático ( vése por ejemplo 
Rudin, 1976). Pero esta solución no tiene correlato per-
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ceptible: es imposible distinguir sensorialmente ·o ex­
perimentalmente una hoja en donde la región negra es 
matemáticamente cerrada de una hoja idénticamente 
coloreada en donde no lo es. Si la región negra incluye­
ra su frontera, la región blanca no incluiría la suya, 
¿por qué tal asimetría? Suponer que una región colorea­
da incluye o no sus puntos de frontera es una idealiza­
ción matemática que no corresponde a ninguna intui­
ción física pero salva las leyes de la lógica clásica. 

La noción de color parece ser aplicable prima facie 
solamente a !(regiones" y no a "puntos". Cualquier ob­
servación, tan fina como se quiera, que se haga de un 
punto lo será realmente de una región o vecindad del 
punto (matemáticamente hablando, de un conjunto 
que contiene un disco de radio positivo alrededor del 
mismo). Como alrededor de p existe una ~ecindad ple­
namente negra.1 no tenemos dificultad en atribuir la 
negritud a p. Lo análogo vale para el punto q interior a 
la región blanca. Sin embargo, cualquier observación 
de r lo será de una vecindad que resulta siempre en 
parte negra y en parte blanca, independientemente de 
que las regiones coloreadas sean o no matemáticamente 
cerradas, y como el punto mismo no es individualmen­
te perceptible parece imposible asignarlo a una de las 
dos regiones. 

Problemas similares se presentan cuando atribui­
mos propiedades instantáneas a objetos extendidos en 
el tiempo. En Física se acostumbra identificar a una 
partícula con la función o "curva temporal" que le aso­
cia a cada instante sus atributos. Supongamos que uno 
de esos atributos es la velocidad y la partícula se mue­
ve aceleradamente. ¿Qué significa que su velocidad en 
un instante dado t 0 sea de 1 metro por segundo, cuan­
do sucede que en ningÚn intervalo de tiempo que se ob­
serve alrededor de t 0 se mide dicha proporción entre el 
espacio recorrido y el tiempo empleado? 

Desde Newton, sabemos responder esta pregunta: 
la. velocidad instantánea es el límite matemático de las 
proporciones que efectivamente podríamos medir en 
intervalos temporales alrededor de t 0 si dispusiesemos 
de mecanismos de medición arbitrariamente finos. Los 
escrúpulos que sobre la realidad y significado de la velo­
cidad instantánea pudimos haber tenido al aprender la 
Física en la escuela han sido reprimidos por la cohe­
rencia e indiscutible efectividad de la noción de limite. 
Sin embargo, el contenido epistemológico de la. veloci­
dad instantánea sigue siendo una ficción análoga a la 
del color de un punto. La proposición: la velocidad en 
el intante t 0 es 1 m/s significa matemáticamente que 
para ca.da e. positivo se cumple la aserción: 

ezide tm inten,&lo temporal abierto alrededor de t 
O 

t&l que 

toda• 141 velocidade1 medida., en período• contenido• en 

dicho intenualo qv.e inclv.yan e t
0 

ená.n entre 1-f-€. y 1- E 

m/•-

La validez de esta afirmación en toda una vec~ad 
abierta nos induce a atribuir idealmente la propie~d 
al instante t 0 y afirmar: \ 

en el punto t
0 

la velocidad e1tá. entre 1-f.f:. y 1- E m/1. (1) 

Aplicando la propiedad arquimediana a esta velocidad 
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ideal localizada en t 0 , concluimos que, es exactamente 
de 1 m/s. Volviendo a la aserción critica (1), parece 
que aceptamos su validez· en el instante t 0 porque se 
observa para todas las mediciones relevantes dentro de 
una vecindad temporal alrededor de t 0 . Esto es aná­
logo a declarar que la hoja de nuestro primer ejemplo 
es negra en un punto p porque hay una vecindad alre­
dedor de p que se observa. totalmente negra. 

Si ·en cualquier vecindad abierta alrededor de t 0 se 
midiesen velocidades tanto dentro como fuera del inter­
valo numérico E = [!+<, 1 - ,], no podriamos afumar 
la proposición (1) 1 pero tampoco podríamos afirmar su 
negación: 

en el pv.nlo t 
O 

la velocid4d 1lQ ená. entre l+E y 1 - E, 

pues para ello sería necesario que en cierto intervalo 
alrededor de t 0 las mediciones diesen todas fuera del 
intervalo E. Clásicamente, este último fenómeno no se 
describe como una falla del tercio excluso, más bien se 
afirma que en tal caso "la velocidad no existe en t 0 " y 
que por tanto ni (1) ni su negación tienen sentido. Pe­
ro esta es una situación similar a la del punto r en la 
frontera de la región negra de nuestro primer ejemplo. 
¿Podríamos a.firmar, consecuentemente, que "en r el co­
lor no existe" y por lo tanto no tienen sentido la aser­
ción: lo hoja es negra en el punto r, ni su negación? 

Las nociones de punto geométrico e instante tempo­
ral son idealizaciones limite gracias a las cuales pode­
mos construir nuestros modelos matemáticos del mun­
do. No es claro que podamos prescindir de las mismas 
o que ganásemos algo de poder hacerlo, aparte de 
complicar los modelos inmensamente. Sin embargo, las 
anteriores observaciones apuntan a la conveniencia de 
revisar la lógica que gobierna. a las propiedades pun­
tuales o instantáneas, las cuales deben ser también un 
límite de propiedades extensas. Precisamos una lógica 
adecuada para individuos extendidos, digamos sobre 
abiertos de un espacio topológico X ( que podemos ima­
ginar como el espacio-tiempo), cuyas propiedad.es pun­
tuales cumplan el siguiente paradigma de continuidad 
veritativa: 

Si una propiedad "vale de un individuo en un punto de su 
dominio de extensión, entonces debe valer en toda una 
vecindad de dicho punto. 

Ejemplo de una propiedad matemática que ya cumple 
dicho paradigma es la analiticidad de una función com­
pleja en un punto z0 . Utilizando los haces de estructu­
ras sobre espacios topológicos como estructuras exten­
didas es posible lograr tal objetivo con respecto a, todas 
las propiedades matemáticamente predicables. Se obtie­
ne con ésto una lógica que no se opone a la clásica sino 
que la enriquece e incorpora en varias formas al propor­
cionarle poderosos métodos para la construcción de mo­
delos, y la cual constituye además un interpretación 
natural de la lógica intuicionista, que se deja generali­
zar a estructuras aún más abstractas que los haces: a 
los haces sobre sitios de Grothendieck o a los objetos 
de un topos elemental. Esperamos que el potencial lógi­
co-matemático de estas ideas resulte claro para el lec­
tor de lo aquí expuesto. Por otra parte, creemos que el 
estudio de la lógica natural de los objetos variables y 
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extendidos podría qwzas contribuir a la formulación 
de modelos más finos de la realidad, o al mejor enten­
dimiento de aquellos afectados pq_r extrañas paradojas 
como la física cuántica. 

§ 2. Haces sobre espacios topológicos. 

La idea de los haces sobre espacios topológicos apa­
rece por por primera vez en el trabajo de H. Weyl 
(1913) acerca de superficies de lliemann. Su definición 
moderna fue introducida en los seminarios de H. Car­
tan (1948-52). La escuela francesa de Geometría Alge­
braica de la postguerra, liderada por J.P. Serre (1953), 
M. Artin (1962) y A. Grothendieck (1960-1967), una 
de las mas brillantes pléyades de matemáticos del si­
glo, generalizó la cohomología de espacios con coeficien­
tes en grupos, módulos o anillos, a la cohomologÍa de 
e1quema1 ( es decir ciertos hace,) con coeficientes en 
haces de grupos, módulos o anillos. En este contexto, 
Grothendieck introdujo los haces sobre sitio, en lugar 
de espacios topológicos puntuales, es decir sobre catego­
rías pequeñas dotadas de los que hoy llamamos una to­
pología de Grothendieck. El trabajo de este grupo se 
realizó principalmente en el famoso Seminarie de Géo­
métrie Algébrique del I.H.E.S (Instituto de Altos Estu­
dios Científicos de París). La motivación para tal em­
presa eran las conjeturas de A. Weil (1949) sobre la 
función Zeta asociada al número de soluciones de siste­
mas de equaciones algebraicas sobre cuerpos finitos. El 
mismo Weil había observado que las propiedades de 
tal cohomologia podrían llevar a demostrar sus conjetu­
ras, lo cual fue confirmado parcialmente por Grothen­
dieck y luego demostrado plenamente por P. Deligne 
(1974). 

Es típico del trabajo matemático del siglo XX que 
problemas de teoría de números como las_ conjeturas 
de Weil fuesen atacados por métodos geométricos, y 
que los problemas geométricos se atacasen a su vez con 
una formidable maquinaria abstracta. La teoría creada 
para tal propósito, obra de Grothendieck principalmen­
te, es uno de los más complejos y hermosos edificios de 
la matemática. Va mucho más allá de su propósito ini­
cial, y sus posibles consecuencias y aplicaciones no han 
sido todavía suficientemente exploradas. Lo que más 
adelante exponemos sobre lógica está inspirado en últi­
mo término en el espíritu que anima el trabajo de Gro­
thendieck, aunque él nunca llegó a ocuparse explícita­
mente de asuntos lógicos. 

I. Haces. Aunque existen magníficas presentacio­
nes de la teoría de haces, por ejemplo Godement 
(1958), Tennison (1975) o Harsthorne (1977), entre 
otros, damos una some.ra introducción a sus conceptos 
fundamentales para ponerlos en el contexto lógico que 
nos interesa. En pri.niera instancia considera.remos a 
los haces como espacios fibrados más bien que funtores· 
de -secciones. 

Definición. 2.1. Dado un espacio topológico X, un 
haz {espace étale, sheaf, sheaf-,pace) sobre X es un 
par%= (E, p), donde E es un espacio topológico y p: 
E-+X es un homeomorfismo local, es. decir una función 
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tal que cada punto e E E tiene una vecindad abierta S 
pa.ra la cual se cumple: 

i) p(S) es abierto en X. 
ii) prs, S -+ p(S) es un homeomorfismo. 

(En algunos trabajos se reserva el nombre de haz para 
el caso en que p es sobreyectiva, y se utiliza upacio 
fibrado en el caso general (Dedecker, 1969), en otros se 
llama haz al funtor de secciones y a nuestro haz se le 
llama espacio-haz). 

Se sigue inmediatamente de la definición que p de­
be ser continua y abierta, y que los abiertos para los 
cuales se cumple (i) y (ii) forman una base para la to­
pologia de E. Para cada elemento x en X, el conjunto 
Ex= p·1(x) = { e E E I p(e) = x} se llama la fibra de 

E 

X e G) f'(S) :> 
-------

Figura 2 

% sobre X. Una fibra puede ser vacía en caso de que p 
no sea sobreyectiva. e.da fibra tiene la topologia 
discreta como sub..pacio de E, pues si e E p"1(x) y S 
es una vecindad abierta de e que cumple la condición 
(ii) de la definición de haz, entonces p'1(x) n S = {e} 
por inyectividad de p en S. Podemos visualizar a E 
como lo unión disyunta de sus fibras, de ahí el nombre 
de espacio fibrado o de haz (un haz de fibras). Sin 
embargo un haz matemático es más que una colección 
de fibras, pues las vecindades abiertas que aparecen en 
la definición establecen conecciones continuas "horizon­
tales" entre fibras cercanas. Un haz es pues un haz de 
fibras "atadas" por ciertos abiertos. 

Una sección de % es una función continua o: U --+ 

E, donde U es algún abierto de X, tal quepo u= Idu, 
es decir una inversa local a derecha de p. 

E 

X 1 1 

' ' X 

Figura. 3 

Una sección se dice global si su dominio es todo X; de 
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lo contrario se llama local. Un fibrado puede no poseer 
secciones globales, aún cuando p sea sobreyectiva. 
Evidentemente una sección o: U-+ a(U) es un horneo• 
morfismo y está completamente determinada por su 
imagen Im(a) = a(U), pues tiene a pl'a(U) por inversa 
continua. Además Im(a) es abierta en E ya que si 
e E a(U) y S es una vecindad de e que satisface (i) y 
(ü), entonces S na(U) = p"1(p(S) nU) es una vecin­
dad abierta de e contenida en a(U). Por tanto pode­
mos identificar a las secciones con los abiertos de E 
que cumplen (i) y (ü) en la definición de haz. 

Ejemplo 2.1. Los espacio, recu6ridorcs de la To• 
pologÍa Algebraica (ver Massey, 1967) son haces; tene­
mos, por ejemplo, los siguientes haces sobre el círculo 
S1 = {z : lzl = 1}: 

~ ~ ~ e¡=:> ' : ' ' . ' et==:> e::, ' CC) 
i) p: IR ➔ S1 ü)p:S1 ➔ S1 ili) 1'2: {0,1} X S1 ➔ S1 

p(x) = ,ix p(z)= ,2 

Figura. " 

Los haces (i) y (ü) no poseen secciones globales. Los 
haces {ü) y (ili) muestran que la estructura de las 
fibras no determina la estructura global del haz. 

Ejemplo 2.2. Podemos construir un haz de anillos 
sobre el plano complejo C tomando por fibras los ani­
llos locales Ea = C[[z - al] de series de potencias com­
plejas con centro a E C y radio de convergencia positi­
vo. A la unión disyunta E = U a(;' e Ea se la dota de 
la topologÍa generada por los sigwentes abiertos bási­
cos: 

Su,h = { E~(z-a)n: a E U y L"'n(z-a¡n 
representa a h en una vecindad de a } , 

donde U es abierto en C y h una función holomorfa en 
U. La proyección p: E ➔ C está definida de la manera 
obvia. Puede verse que este haz no es un espacio 
recubridor de C. Sus secciones están en corresponden• 
cia biunívoca con las funciones holomorfas. 

11. Haces como estructuras variables. Considerare­
mos en este trabajo a un haz sobre un espacio X como 
un conjunto que se extiende o desarrolla sobre X. Los 
"elementos" de este conjlIDto no serán los puntos de 
E, sino las secciones del haz, individuo, que ,e 
extienden sobre abiertos de X. El valor a(x) será 
solamente la descripción puntual (tal vez ideal) de la 
sección a en x. Desde esta perspectiva, la siguiente 
observación indica que la relación de igualdad entre 
secciones de un haz satisface el paradigma lógico pro­
puesto en la sección anterior. 

LEMA 2.1. Si dos secciones coinciden en un 
punto x E X, entonces coin.ciden en toda una vecindad 
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de x. 

Demostración. Suponga a(x) = µ(x); como S = 
Im(a) n Im(T) es abierta y p es una función abierta, 
entonces V = p(S) es una vecindad abierta de x; ade­
más atV = µtV, ya quepo (afV) = Idy = p o (µtV) y 
p es inyectiva en S = a(V) = µ(U). D 

Como en el ejemplo 2.2, las fibras de un haz 
pueden ser anillos, grupos, conjlIDtos ordenados, o 
cualquier otro tipo de estructuras matemáticas. Si la 
estructura de las fibras "cambia continuamente" al 
movemos de fibra a fibra a "lo largo" de las secciones 
se dice que tenemos lID haz de estructuras. Este es el 
caso de las operaciones de anillo en el mencionado 
ejemplo 2.2. Nos restringiremos en este trabajo a los 
haces de estructuras de primer orden, alIDque es posi­
ble trabajar con estructuras de orden superior. Fi­
jemos un tipo de estructuras r = <Rn, .. , fm, .. , c, .. >, 
donde R es un símbolo típico de predicado n-ario, f un 
símbolo de operación m-aria y c lID símbolo de cons­
tante. 

Definición 2.2. Un haz de estructura, '-1 de lipo T 

sobre X consta de: 
1) Un haz (E, p) sobre X. 
2) P ara cada x E X, una estructura '-lx = (Ex, Rx, fx, 
ex) de tipo T con la fibra Ex por dominio ( es decir 
Rx f Ex n, fx: Ex m -+ Ex y ex E Ex), sujeta a las con­
diciones siguientes: 

i) el conjunto R ü = U x Rx es abierto en U x Ex n 
(como subespacio del espacio producto En), 

ü) la función fü = U x fx: U x Ex m -+ U x Ex es 
continua, 

ili) la función cü, X -+ A dada por cü(x) = ex es 
una sección global continua. 

El espacio E X ... X E = U xEx n es el producto Ji-
X X 

brado de E por E (n veces). Se verifica fácilmente que 
el par (E X ... X E, p*), donde p* envía Ex n ax, es un 

X X • 
haz sobre X cuyas secciones tienen la forma 
<a1,··,ªn>(x) = (a1(x), .. , an(x)), con ªi sección de '!l. 
Además se de!ifestra fácilmente que la continuidad 
de la funcfiln f equivale a la de todas las funciones 
parciales f o <a1, .. ,am>(x) = fx(a1 (x), .. ,am(x)), las 
cuales son por lo tanto secciones de !l. 

Cada fibra Üx es una estructura en el sentido clási­
co, con la salvedad de que puede ser vacia. Los predi­
cados y funciones extendidas o variables denotados por 
los símbolos R y f satisfacen también el paradil\1'.Ila de 
continuidad veritativa cuando se aplican a secciones 
del haz. En realidad, éste paradigma vale para cual­
quier propiedad o relación positiva entre secciones, lo 
cual generaliza el Lema 2 .1: 

LEMA 2.2. Si q:,(v1, ... ,vn) es una fórmula de pri­
mer orden que contiene solamente los operadore, lógi .. 
cos =, A, V, 31 además de los predicados y funcione• 
atómicas, y q:,[a1 (x), ... ,an(x)] es verdadera en U,., 
entonces exilte una vecindad abierta U de x ttif pe 
q:,[<>¡ (y), ... ,an(Y)] es verdadera en "1y para toda y E U. 

Demostración. Que R[a1 (x), .. ,an(x)] sea verdadero 
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en !!Ix significa que (o1(x), .. ,on(x)) E R!!I; ~e como 
vecmdad de x a U= p(Im(<o1, .. ,on>l nR ), que es 
abierto por serlo R UI y por ser ~o1, .. ,on> una sec 
ción, entonces (o1(y), .. ,on(Y)) E R para toda y E U. 

Si f!!I((o1(x), .. ,om(x)) = µ(x), entonces por continui­

dad de fu¡ o <o1, .. ,am> existe una vecindad abierta U 

de x tal que f!!I o <o1, .. ,om>(U) <; Im(µ); se verifica 
fácilmente que f!!I(o1 (y), .. ,om(Y) =µ(y) para toda 
y E U, ya que las secciones están determinadas por su 
imagen. Esto demuestra el caso atómico de la afirma­
ción, el resto se obtiene por inducción en términos y 
fórmulas. O 

m. Prehaces y germinación. Es común presentar a 
los haces funtorialmente, en términos de sus prehaces 
de secciones. Dado un haz U de estructuras sobre X y 
un abierto U de X, el conjunto de seccíones sobre U: 

!!I(U) = { o : dom(o) = U } 

hereda una estructura del mismo tipo que U, pues es 
una subestructura natural del producto directo de las 
fibras ITx E u!!Ix. Además, para cada inclusión U;;> V 
entre abiertos I la restricción 

l'lJv' !!I(U) -+ !!I(V), Puy(o) = ol'V 

es un homomorfismo entre las correspondientes estruc­
turas. El sistema de estructuras !!I(U) y homomorfis­
mos P(Jv permite reconstruir a ti, como explicamos 
en seguida en un contexto más general. 

Definición 2.3. Un prehaz de estructuras de tipo T 

sobre X es una asignación r de una estructura r(U) de 
tipo T a cada abierto U de X, y de un homomorfismo 
r UV' r(U) -+ r(V) a cada inclusión U;;> V, de manera 
que ruu = Idu, y rvw o ruv = ruw cuando u;:, 
V;;>W. 

En el lenguaje de categorías, un prehaz de estuctu­
ras de tipo T es un funtor contravariante r: Ab(X) -+ 
Estr7 , donde Ab(X) es la categoría de abiertos de X 
con las inclusiones por morfismos, y EstrT es la. cate­
goría de estructuras y homomorfisimos de tipo T. En 
particular, el .Prehaz de secciones de un haz U es el 
funtor r 'U que asigna r !!I(U) = !!I(U) a cada abierto 
U de X y (r!!I)uv = l'l)y a cada inclusión U;;> V. 

Definición 2.4. Todo prehaz r puede transformar­
se en un haz ID"' de gérmenes. Para cada x E X, (JI' tie­
ne por fibra (ID')x sobre x al límite directo de la fami­
lia dirigida de estructuras y homomorfismos constitui­
da por el prehaz restringido al filtro 'V"(x) de vecinda­
des abiertas de x. Es decir, 

(ID'lx= ~u E f"(xf(U) = Üu E 'V"(xf(U)/ ~ X 

'donde, si a E r(U) y b E r(V): 

a~ x b * 3 W E 'V"(x), W <;Un V 
tal que fuw(a) = fyw(b); 

y si denotamos por a/ x a la clase de equivalencia de a 
en x, llamada el gérmen de a en x, tenemos: 
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El espacio de fibras E* = Ü x r x tiene la topologÍa 
inducida por las imágenes de las secciones: ua: U ➔ E, 
oa(x) = a/x, para cada a E r(U), U E Ab(X). 

Ejemplo 2.3. El haz de gérmenes de funciones ho­
lomorfas es el que se obtiene al germinar el siguiente 
pre haz de anillos: 

r(U) = ({ h: U-+ C I h holomorfa en U},+, •) 
u<; e 
fuy(h) = hl'V, 

donde la suma y el producto se definen por componen­
tes. Ahora bien, dos funciones holomorfas representan 
el mismo gérmen en z0 si coinciden en una vecindad de 
z0 . Pero esto significa que tienen desarrollos en serie 
de potencias idénticos alrededor de z0 ; se ve entonces 
que la fibra r z de gérmenes sobre z0 está en correpon- • 
dencia biunívo

0
ca con la fibra del haz de series de 

potencias del Ejemplo 2.2. En efecto, estos dos haces 
de son topológica.mente y algebraica.mente isomorfos. 

Lema 2.3. Si r !!I es el prehaz de secciones de un 
haz U, entonces ~ U es homeomorfo-isomorfo al haz 
original U. Es decir existe un homeomorfismo H: E* 
➔ E que envía isomórfamente cada fibra de gérmenes 
(<;¡r!!I)x a la fibra !!Ix del haz original. 

Demostración. Defina H(o/ xl = o(x). □ 

Definición 2.5. Diremos que un prehaz de estruc­
turas r es exacto si, dado U = U iUi y ºi E r(Ui) 
tales que r u. u. n u.(o¡) = r u. u. n u.(OJ·) para todo i, j, 

l' 1 J J' 1 J 
existe un único o E r(U) tal que ru,u.(o) = ºi para 

1 

todo i; y lo mismo se cumple para las relaciones R r(U) 
de r(U), vistas como prehaces. 

El prehaz de funciones holomorfas del Ejemplo 2.3 
es exacto. Lo mismo es cierto del prehaz de funciones 
complejas continuas en abiertos de C. Más 
generalmente, dados un espacio topológico X y una 
estructura topológica 18, el prehaz de estructuras de 
funciones continuas r(U) = C:(U,!8), con U abierto en 
X y con las restricciones como homomorfismos de tran­
sición, es exacto. 

Un prehaz exacto r resulta siempre naturalmente 
isomorfo al prehaz de secciones de su haz de gérmeq.es 
( véase Tennison, 1975 para prehaces de conjuntos o de 
grupos), y por lo ta.oto a un prehaz de funciones conti­
nuas. Más precisamente, 

Lema 2.4. Si I' es un prehaz exacto, entonces 
r c;r(U) .., r(U) de manera que las restricciones l'l)y 
de- r W se transforman en los homomorfismos r UV 
der. 

Ejemplo 2.5. Dada una variedad diferencial M, el 
prehaz de funciones diferencia.bles en abiertos- de M: 
~(U) = C:1(U,M) es un prehaz exacto de álgebras, de 
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manera que da lugar a un haz de gérmenes O!) cuya 
álgebra de secciones continuas sobre cada abierto U es 
isomorfa a C:1(U,M). Un vector tangente de M en x es 
una transformación lineal v de la fibra (Ol>)x en si 
misma que satisface la regla de Leibniz: v(ab) = av(b) 
+ v(a)b. El etpacio tangente T x es por definición el 
espacio vectorial de todos los vectores tangentes en x. 
Este cambia continuamente de punto a punto, lo cual 
puede hacerse explícito uniendo disyuntamente todos 
los espacios_ tangentes para formar un nuevo espacio 
topológico (de hecho otra variedad diferencial) que, 
junto con la proyección que envía Tx ax, constituye el 
fi6rado tan1ente TM. Podemos visualizar el librado 
tangente del círculo, cuyos espacios tangentes son rec­
tas, como la superficie del tubo a la derecha de la 
figura 5: 

Figura 5 

TM no es UD. haz ya. que las fibras T x no son discretas. 
Sin embargo, sus secciones locales diferencia.bles, los 
llama.dos campos vectoriales, forman un prehaz exacto 
de álgebras de Lie: 

V(U) = { V: U ➔ TM IV diferenciable, V(x) E Tx}, 
u <;;"M 
fuv(V) = hl'V, 

de manera que para cada U E Ab(M) la estructura de 
secciones de (jV sobre U es naturalmente isomorfa a 
V(U), y los campos vectoriales de M sobre U pueden 
verse como las secciones continuas de cierto haz. 

De los lemas 2.3 y 2.4 se desprende que podemos 
considerar indistintamente a los haces como ciertos 
espacios fibrados, o como ciertos preliaces. La equiva­
lencia de los dos puntos de vista se expresa con preci­
sión en el lenguaje de las categorías. Sea H,-(X) la cate­
goría de haces de estructuras de tipo T sobre X que tie­
ne por morfismos entre (E,p) y (E' ,p') a las funciones 
continuas m: E ➔ E' que envían isomorfamente Ex a 
E' x, y sea ~(X) la categoría de prehaces exactos de 
estructuras de tipo T sobre X, con las tran,formacio­
nes naturole, entre funtores por morfism.os, entonces 
los funtores r( ¡' H,(X) ➔ ~(X) y O: PET(X) ➔ 
1-1,-(X) establecen una equivalencia entre categorías ( es 
decir, un isomorfismo de categorías "módulo isomorfis­
mo de objetos"). 

Es la noción de prehaz exacto la que puede gene­
ralizarse a la de haz sobre un ,itio, y lleva a los topos 
de Grotbendieck. Las categorías de haces, de prehaces, 
o de prehaces exactos de tipo T = 0 sobre un espacio 
X, son todas topos de Grothendieck; y los haces, preha­
ces y prehaces exactos de estructuras de tipo .,. no 
vacío pueden verse como "objetos o diagramas de tipo 
.,.,, en los correspondientes topos. 
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§ 3. Lógica de los haces. 

A partir de la creación de la Teoría de Categorías 
por Eilenberg y MacJ.an~ (1945) y sus aplicaciones a la 
homologÍa y la cohomología, se hizo cada vez más evi­
dente que algunas categorías constituyen universos ma­
tematicos alternativos de riqueza análoga a la de la Ca­
tegoría de Conjuntos. Esto se manifiesta de una mane­
ra evidente en las categorías de haces generalizados in­
troducidas por Grothendieck (1960) en su nueva funda­
mentación de la Geometría Algebraica, hoy llamados 
topo, de Grothendieci. Lo anterior motivó a varios 
miembros de la escuela norteamericana de categoristas 
formada por MacLane y Eilenberg: Lawvere, Tiemey, 
Joyal, Freyd, y Reyea (1960-70), entre otros a intentar 
fundamentar las matemáticas en la teoría pura de 
categorías. Las propiedades esenciales de los topos de 
Grothendieck dieron lugar a la noción más general de 
topo, elemental (Lawvere, 1971). Lawvere impulsó la 
idea de que los haces constituyen "estructuras varia-­
bles". Así un haz de grupos debe verse como un solo 
grupo que varía sobre el espacio base, más bien que 
una gavilla de grupos distintos. Estas motivaciones y 
los resultados técnicos sobre la lógica interna de los 
topos, como la construcción de los conectivos y cuanti­
ficadores en un topos debida a Freyd (1972) confluyen 
en la misma lógica, la llamada ,emcíntica d• Kriple-
1 oyal. La definición usual de la semántica de Kripke­
J oyal puede resultar misteriosa y ad-hoc para quien no 
sea experto en categorías; sin embargo, ella puede 
"deducirse" de nuestros puntos de vista sobre la ver­
dad puntual. Presentamos aquí la semántica de los ha­
ces de estructuras sobre espacios topológicos como una­
noción de verdad localizada en los puntos del espacio 
de base que cumple el paradigma de continuidad veri­
tativ a propuesto en nuestras discusiones preliminares. 
La semántica de Kripke-Joyal puede interpretarse en­
tonces como la validez en todos los puntos de un abier­
to, de donde resultan inmediatamente todas sus propie­
dades. 

I. Semántica puntual. Como hemos indicado en la 
sección anterior, consideramos a un haz como una 
estructura extendida sobre el espacio base, y a las fi. 
bras como meras descripciones puntuales o instantá.­
neas de la estructura en su variación. La estructura 
está constituida por el objeto global y no por sus des­
cripciones puntuales. De esta manera, los "elementos" 
de la estructura serán las secciones continuas, indivi­
duos que varían sobre su dominio en el espacio base. 
El valor a(x) de una sección en un punto x no será un 
individuo sino la descripción puntual o instantánea de 
un individuo. Lo anterior corresponde a nuestra noci~n 
ordinaria de individuo; una amiba, por ejemplo, puede 
considerarse como una Sección sobre un abierto del 
espacio tridimensional, o mejor del espacio-tiempo cua­
tridimensional, con valores en un espacio E de descrip­
ciones :fisico-qu.Ímicas puntuales. Si el espacio de base 
es lineal, podemos imaginar que la estructura es un 
universo en evolución y que las secciones locales repre­
sentan las curva, temporales de las partículas materia­
les, la duración de cuyas vidas es su domino. 

En consecuencia, interpretaremos el lenguaje Iógi-
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co de manera que los sujetos de las proposiciones sean 
las secciones y no los puntos geométricos del espacio 
de fibras. Por otra parte, las propiedades de las seccio­
nes podrán variar de punto a punto de su dominio de 
extensión de modá que las proposiciones lógicas ten­
drán la forma: 

"tas secciones u1, ... ,an tienen la propiedadP en el 
punto x. 

Damos un sentido preciso a esta idea para el lenguaje 
predicativo. de primer orden, sintácticamente el mismo 
de la lógica clásica. En adelante, sución definida en x 
(respectivamente, en U) •ignificará sección definida al 
menos en x (respectivamente, al menos en U). 

Definición 3.1. Sea L7 el conjunto de fórmulas de 
primer orden de tipo r. Dado un haz de estructuras U 
de tipo T sobre X, definimos inductivamente en fórmu­
las ¡,(v1, ... ,vn) E L7 la relación: U fuerza ¡,[a1, ... , aaJ 
en x, para secciones. a1, ... ,o0 de 111 definidas en x E X¡ 
en símbolos: 

U 11-x ¡,[a1,···•"nl• 

1) Si¡, es atómica y t 1, ... , tk son términos de tipo T: 

U 11-x (t1=t2)[a1,··,"nl * 
t 1 '1x¡a1 (x), .. ,an(x)] = t 1 '1x¡a1 (x), .. ,an(x)] 

U 11-x R(t1, ... ,tk)[a1, .. ,aaJ * 
(t1 Ux¡a1 (x), .. ,an(x)], .. ,tk UX[a1 (x), .. ,an(x)]) E Rx. 

2) U 11-x (¡, A ,J,)[a1··· "nl * 
U 11-x 1'["1··· "nl Y U 11-x .P[a1··· "nl· 

3) U 11-x (¡,v,J,)[a1 ... aaJ * 
U 11-x 1'["1··· aaJ o U 11-x ,J,["1··· "nl• 

4) U 11-x -.,p[a1 ... "nl * existe una vecindad abierta 
U de x tal que para toda y E U: U llf y ¡,[a1,···•"nl• 

5) U 11-x (¡,-+y,)[a1··· "nl * existe una vecindad 
abierta de x tal que para toda y E U: 
si U lly ¡,["1··· "nl entonces U lly v,[a1··· "nl• 

6) U 11-x 3v ¡,(v, a 1 ... aaJ * existe a definida en x 
tal que U llx ¡,[a, "1,···, "nl-

7) U 11-x Vv ¡,(v, "1··· aaJ * existe vecindad 
abierta U de x tal que para toda y E U y toda 
a definida en y: U 11-1 ¡,[a, "1··· aaJ. 

(Por supuesto, en la cláusulas (4), (5) y (7) el abierto 
U debe estar contenido en n idom a;J. 

La anterior definición coincide con la semántica 
clásica de la fibra Ux para fórmulas que utilizan 
solamente los operadores /\ , V , 3, pero es más exigen­
te que la clásica para ,, ➔ y V. Por ejemplo, en la 
cláusula (7) para el cuantificador universal se exige no 
solamente que la propiedad ¡, valga para todas las sec­
ciones definidas en x, sino también para las definidas 
en puntos cercanos a x cuyo dominio puede no incluir 
a x. En todo caso, el forzamiento puntual cumple el 
paradigma de continuidad semántica: 
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TEOREMA 3.1. U 11-x ¡,[a1, ... , "nl * existe una 
vecindad abierta U de x tal que U 11-y ¡,[a1,··•,"aJ 
para toda y E U. 

Demostración. Para las fórmulas atómicas se sigue 
de los Lemas 2.1, 2.2., y para las fórmulas más 
complejas se demuestra por inducción. Los pasos 
inductivos para/\ 1 V, 3 son triviales, y para~, ➔ y V 
resultan de que la vecindad U que aparece en las co­
rrespondientes cláusulas de la definición de forzamien­
to es vecindad de todos sus puntos. O 

Ejemplo 3.1. Un conocido ejemplo de una variedad 
diferencial E que· no es de Hausdorff consiste de la 
recta real R con un punto adicional a cuyas vecindades 
abiertas tienen la forma (U - {O}) U {a} donde U es 
vecindad abierta de O. 

E 
p! 

X 

• a 

------·-------
º 

---0------0----

-1 o 1 

Esta variedad puede verse naturalmente como un haz 
% sobre R cuyas fibras tiene todas un elemento, excep­
to la fibra sobre O que tiene dos elemento. Sean a y µ 
las dos secciones que "viven" en el abierto (-1, 1) de X: 
una pasa derecho por O y la otra "salta hasta a" en O, 
entonces: 

% llf O (a=µ v," = µ). 

No se cumple % 11-0 a = µ pues a(0) fe µ(O), ni se 
cumple % 11-0 ,(a = µ) pues en toda vecindad de O 
existe x E R tal que a(x) = µ(x). En los demás puntos 
de (-1, 1) vale 11-x a = 'p.. De hecho, se puede demos 
trar que el tercio excluso para la igualdad: 

VuVv(u=v V ,u=v), 

vale en un haz % sobre R si y solamente si el espacio 
de fibras E es de Hausdorff. Más precisamente: 

U 11-,¿ VuVv (u=v V, u=v) * 
3 U E Y(x) tal que p-1(u) es de Hausdorff. O 

El anterior ejemplo muestra cómo la lógica que 
hemos introducido es capaz de expresar propiedades 
geométricas del espacio de fibras del haz. El siguiente 
resultado ilustra cómo ésta se relaciona fuertemente 
con la topología del espacio base. 

TEOREMA 3.2. U 11-x ,,¡,[a1, ... , "nl * ezi,te 
una vecindad abierta U de x tal que { y E U: ~ 1 f--y 
¡,[a1,···"nl } es denso en U. 

Demostración. 'H llx ~,.,,¡" ¡,. · ·, "nl 
* 3U E 'V"(x) Vy E U, U lif y ~'1'[<7¡,---, ªnl 
* 3U E 'V°(x) Vy E U VW 'V°(y) 3, E W: 'Hir,'1'["1•--·•"nl 
* 3u E 'V"(x) { z E U: 'H ir, l"["i•···"nl } es denso en U. 
□ 

Ejemplo 3.2. En ~l último ejemplo considerado, U 
llf O a = µ; sin embargo, se tiene U 11-x ,, a = µ 

.pues Ull-x a = ¡i para todo x E (-1,0) U (0,1) que es 
denso en la vecindad (-1, 1) de O. Podemos concluir 
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que m llfo (~~a=µ ➔ a=µ). 

Ejemplo 3.3. La lógica de haces incluye a la clásica 
como caso especial: si X = { x}, los haces sobre X son 
estructuras clásicas individuales, y el forzamiento 
coincide con la semántica clásica. Más generalmente, si 
x es un punto aislado de X se cumple para toda 
fórmula <p y haz m sobre X: 

m 11-x "' * mx 1= '{). 

Resulta del Lema 2.2 que la equivalencia vale también 
en cualquier punto de un espacio arbitrario si la 
fórmula <p(v1, ... ,vn) utiliza solamente los operadores 
lógicos A , V , 3. 

II. Semántica local. Dado un abierto U <:;; X y seccio­
nes ª¡ definidas en U, se define naturalmente el forza~ 
miento en abiertos: 

el cual cumple trivialmente las leyes siguientes: 

(A) m 11-u"' y w <:;; u ⇒ m 11-w "' 

(B) m 11-w."'[al'Wi] \fi E r ⇒ m 11-u. w. <p(a]. 
l l l 

Además, satisface reglas para cada operador lógico que 
permiten definir inductivamente el forzamiento en 
abiertos sin hacer referencia a puntos. Tal vez la más 
significativa es la siguiente, 

m llu :lv <p(v, a 1 ... "nl * existe una familia {µi}i 
de secciones cuyos dominios U¡ cubren a U tal que 
m llu. <p(µi, "1,···, "nl para todo i. 

1 

La implicación "⇒" vale por el Teorema 3.1, pues para 
cada punto x E U existe µx y una vecindad U x 

<:;; domax tal que 

m ilu <pfµx, "1··· "nl· 
X 

y los U x obviamente cubren a X. La otra dirección es 
inmediata. Esta equivalencia dice que la validez de un 
existencial en un abierto U no garantiza la existencia 
de una sección global sobre U que lo satisfaga, sino 
solamente la de una familia de secciones no necesaria­
mente compatibles que lo satisfacen localmente. Sin 
embargo, el siguiente principio cuya demostración re­
quiere el axioma de elección afirma que tal. familia de 
secciones pue.de reemplazarse por una sección "casi" 
global. 

TEOREMA 3.3 (Principio del máximo). Si m 11- U 
:3vcp(v), entonces existe a definida en un abierto W 
denso rn U tal que m 11- W <p(a]. 

Demostración. Si m 11- u :lu<p(u) existe un recubri­
miento abierto (U0 ) 0 de U y una familia (a0 ) 0 de 
secciones, "a definida en U0 , tales que m 11-u <p(aaJ 
para todo o. Entonces el conjunto 0 

r ={a: dom(a) <:;; U y m 11- dom(a) <p(a] } 
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es no vacío. Si (a¡)i E I es una cadena por inclusión en 
r, entonces a = lJ ai es una sección que extiende a 

i E I 

todas las "i y además m 11- dom(a) <p(a] por el princi­
pio (B). Por lo tanto " es una a/:ota superior de la 
cadena. Por el Lema de Zom, existe O max:imal en r. 
Si W = dom(á) no fuera denso en U, existirá V<:;; U 
abierto no vacío tal que V n W = 0, y como los U 0 
cubren a U e.xistiría f, tal que V n U{} f 0. Entonces a' 
= c, U a r,l'(V n U r,l sería una sección que extiende 
propiamente a á, y m 11- ,/, ') <p(a'] por los princi­
pios (A) y (B), lo que im8/?.!f'atfa a' E r, contradicien­
do la maximalidad de á. □ 

El siguiente resultado lista las reglas sobre los 
conectivos que caracterizan el forzamiento en abiertos. 
La importancia de esta definición 11sintética" es que 
puede generalizarse a haces sobre un sitio en el sentido 
de Grothendieck (véase Mac Lane &; Moerdijk, 1992). 

LEMA 3.1 (Semántica de Kripke-Joyal). La rela­
ción m llu 'P["1,···,"nl está completamente definida 
por las propiedades siguientes: 

1) Si <p es atómica: 

m 11-u "i = "2 * "1l'U = "21u. m 
m 11-u R[a1,··, "nl * <a1,··, "n>(U) <:;; R 

2) m 11-u ('P" ,¡,)("1··· "nl * 
m 11-u "'["1··· "nl Y m 11-u ,¡,("1··· "nl-

3) m 11-u ('P v ,¡,)(a1 ... "nl * existen abiertos V, W 
tales que U= V U W, 

m 11-v "'["1··· "nl Y m 11-w ,¡,("1··· "nl• 

4) m 11-u ~<p(a1 ... "nl * 
V W <:;; u, W # 0: m llf w 'P["1,···,"nl• 

5) m 11-u (<p->,P)[";.--· "nl * \f w <:;; U: 
m 11-w 'Pl"1··· "nl ⇒ m 11-w ,¡,("1··· "nl 

6) m 11-u :lv <p(v, a1 ... "nl * existe un recubri­
miento abierto {Uifi de U y secciones µi E m(Ui) 
tales que m llu. 'Plµi, "1•···, "nl, para todo i. 

1 

7) m llu \fv <p(v, "1··· "nl * V W <:;; U, \fµ definida 
en W: m 11- w <p[µ, "1··· "nl• 

Demostración. Es suficiente demostrar que la 
relación 11- U satisface las equivalencias (1)-(7), pues 
éstas constituyen una definición inductiva que solamen­
te puede ser satisfecha por una única relación., Las 
equivalencias (1) y (2) son inmediatas y la (6) ya fue 
discutida. Explicamos la dirección menos trivial de las 
restantes: 
3) "⇒", tome V = {x E U: m llx 'P["1··· "nl }, W = 
{x E U: m 11-x ,P(a1 ... "nl } que son abiertos por el 
Teorema 3.1. 
4) "<=", si m llf u ~ 'P["1··· "nl, hay un punto x E U 
tal que m llf x ~<p(a1 ... "n], y por tanto toda vecindad 
de x, en particular U, contiene y tal que fil ! !- y 
cp[a11 ... ,anJ; por el Teorema 3.1, existe W vecindad de 
y tal que m ll-w<p(a1 ... anl y podemos suponer W <:;; U. 
5) "⇒" Si m l!u (<p->,P) entonces se tiene en particular 
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que: 11 11-x 'P ⇒ 11 llx ,Ji, para todo x E U, el resto es 
trivial. 
"<:=" Si 11 llf U (,p-+,J¡), existe x É U tal que 11 llf x 
(,p-+,J¡) y por tanto en existe y E U tal que 11 11-y 'P, 
11 llf y ,J¡. Entonces existe W vecindad de y tal que 11 
11-w 'P y evidentemente 11 llfw ,Ji. Tome W e;; U. 
7) "⇒", suponga que 11 llfx v'v,p(v, ... ] par algún x de 
U, entonces existe y E U y µ definida en y tal que 11 
llf y ,p(µ, ... ]. Sea W = Un dom(µ), entonces 11 llf W 
,p(µ, ... ]. □ 

Las leyes lógicas satisfechas por un haz pueden 
expresar también propiedades estructurales de su pre­
haz de secciones. El siguiente resultado al respecto 
parece no haber sido observado hasta ahora. 

TEOREMA 3.4. Sea U un abierto conexo, enton­
ces: 

a) 11 11-0 ( a=T V , u=T) para todo para todo par 
de secciones <1,T definida, en U ,i y solamente si para 
todo abierto V no vacío la restricción PuV' 11(U) ➔ 
11(V) es inyectiva. 

b) 'll 11- O(.pV,q>)[u1, .. ,unJ para toda fórmula 
atómica </> y secciones a1, .. , ºn si 11 solamente si para 
todo abierto no vacío V la restricción PuV' 1l(U) ➔ 
'll(V) es un sumersión isomórfica. 

c) 11 11-0 (4> V ,.p)[u1, .. ,u
11

] para toda fórmula q> y 
,ecciones 0 1, .. , ºn si 11 solamente si para todo abierto 
no vacío V la restricción Puv' 11(U) ➔ 11(V) es un 
sumersión elemental {clásica); equivalentemente, para 
toda 'P y secciones u1 ... "n se tiene 11 11-u ,p[u1 ... "nl 
* 'll 11-v ,p[u1··· unl• □ 

El caso ( c) del teorema intplica que para todo x E U 
el forzamiento en x coincide con la satisfacción clásica 
en 'llx, y que las fibras sobre U son todas elemental­
mente equivalentes. Más precisamente, si ui E 'll(U), 
x, y E U, entonces (11x, u1(x), ... ) se ('lly, u1(Y), ... ). 

EJEMPLO 3.4. Se demuestra en el Análisis 
Complejo que si dos funciones holomorfas coinciden en 
un subconjunto abierto V de un abierto conexo U 
entonces son idénticas en todo U. Esto significa que las 
restrición r>uv es una sumersión isomórfica, y por el 
teorema anterior vale la ley del tercio excluso para las 
fórmulas atómicas en el haz de girmene, de funcione, 
holomorfas de C. Puede comprobarse que lo anterior 
no es cierto para el haz de gérmenes de funciones 
complejas continuas, por ejemplo no vale el tercio 
excluso para la igualdad entre la función identidad y la 
función conjugado, secciones globales de este haz. 

EJEMPLO 3.5. La lógica de cualquier espacio 
recubridor de un espacio localmente conexo es clásica 
en cada fibra, pues cada x E X tiene una vecindad 
abierta conexa U para la cual p"1(U) "'U x p"1(x). Por 
conexidad, secciones distintas sobre U deben tener 
imágenes disyuntas y por tanto las restricciones son 
inyectivas. Además las restricciones a abiertos conexos 
son isomorfismos lo cual intplica la condición ( c) del 
Teorema, por la conexidad local. 
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§ 4. Validez de la lÓgica intuicionista en los haces 

¿Podemos dar cuenta de las leyes lógicas generales 
satisfechas por todos los haces? Sorprendentemente, 
las leyes formales de la lógica de los haces coinciden 
con las de la Lógica Intuicionista, la alternativa más 
intportante que se ha planteado a la lógica clásica, 
propuesta por el matemático Brouwer (1908, 1913) a 
quien movían principios filosóficos acerca de los fun­
damentos de la matemática totalmente ajenos a los 
que hemos expuesto en este trabajo. La filosoña del 
intuicionis_mo exige que las demostraciones sean cons­
tructivas y que exhiban explícitamente los objetos ma­
temáticos cuya existencia demuestran, o al menos las 
instrucciones para construirlos. Las construcciones y 
objetos infinitos son aceptables para el intuicionismo 
solamente cuando están determinadas por procesos in­
ductivos. No se aceptan las pruebas por contradicción 
en su forma fuerte, donde se deduce una afirmación de 
la inconsistencia de su negación. En esta lógica fallan 
leyes como el "tercio excluso": t.p V -,'P, y la ley de 
doble negación: ,,,p ➔ ,p. Heyting (1930) propuso un 
sistema formal deductivo que captura fielmente las 
leyes deductivas aceptadas por Brouwer, sistema 
llamado hoy dÍa Cálculo de Heyting. Por mucho 
tiempo, el Cálculo de Heyting careció de una interpre­
tación semántica matemáticamente satisfactoria, hasta 
que Kripke (1965) introdujo una semántica estructural 
para la cual el Cálculo de Heyting es válido y com­
pleto, los hoy llamados modelos de Kripke. Para refe­
rencias más detalladas sobre la lógica intuicionista y el 
Cálculo de Heyting puede verse el texto introductorio 
de van Dalen (1983). 

En adelante, 1- H 'P indicará que la fórmula 'P se 
puede deducir formalmente en el Cálculo de Heyting. 
Como las leyes de 1- H forman un susbsistema del Cál­
culo de Predicados Clásico 1- e, se tiene que 

1- H 'P ⇒ 1- C 'P· 

Evidentemente no vale el recíproco; sin embargo, la 
traducción introducida por Godel (1933) para demos­
trar la interpretabilidad de la aritmética dásica en la 
intuicionista proporciona una especie de recíproco1 mos­
trando que ambas lógicas tienen la misma fuerza de­
ductiva. Independientemente y anteriormente a Godel 
habia descubierto Kolmogorov' (1925) una interpreta­
ción eqlp.valente basad.a en la iteración de la dÚble ·ne­
gación. Esta traducción tendrá un papel intportante en 
la _sección siguiente. 

Definición 4.1 (Interpretación de Godel). A cada 
f , ul . G • orm a t.p se asocia <p como sigue: 

'P G = ...,...., t.p si es atómica t.p 

('P 11 ,J¡)G = ('PG 11 ,J¡G) 

(,pv,J¡)G = ,(-.¡,G 11,,J¡G) 

(,p ➔ ,J¡)G =, (,pG /\ ,,J¡G) 

(, ,p)G =, (,pG) 

(v'v ,p)G = Vv (,pG) 
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Se tiene entonces:· 

1- C 'I' * 1- H 'l'G 

(para una demostración· sintáctica véase van Dalen). Si 
<p no contiene a V puede demostrarse que <pG :;:::;. H -,-.<p, 
de donde resulta el ·conocido Teorema de Glivenko pa­
ra el calculo proposicional: 1- e <p * 1- H ~~<p. 

L Modelos de Kripke como haces. Un modelo de 
Kripke de tipo 7, consiste de una cuádrupla B( = 
(E, :5 , (°';.)i E E' (fijl(ij) E :5) sujeta a las condicio­
nes: 

i) (E, :5) es un conjunto parcialmente ordenado. 
ii) Para cada i E E, K¡ es una estructura de tipo 7. 

iii) Dados i, j E E con i :5 j, fii: K¡ --+ B(j es un homo­
morfismo de estructuras; fii es la identidad. 
iv) Si iJ,k E E con i < j < k, entonces fjk o fij = fik. 

El forzamiento de Kripke: B( 11, <p[a1, ... , aul, 
donde a1, ... , au E K¡, se define inductivamente: 

B( 11-i ª1=ª2 * ª1 = ~ 
- • K(p) 

K 11 i R[a1,···, aul * (a1,···, au) E R 

K 11-i (<p--+ ,p) * \fj 2 i (Kll-j <p[fpq(a1) ... fpq(au)l 

. ·. . ⇒,K (1- i ,p[frq(a¡), ..• , fpq(aull) 

K 11- i ~'P * Vj 2 i: K llf j <p(fpq(a1) ... fpq(au)l ) 

B( 11- i 3v <p(v)[a1, ... , a,J * para algÚn a E K¡: 

°' 11- i 'l'[a, ª1,···, aul 

K 11- i \iv <p[v, .. )[a1,···, aul * \ij 2 i \fb E B(i' 

°' 11- j <p[a, fpq(a1) .•• fpq(au)]. 

Todo modelo de Kripke puede verse como un haz 
de estructuras como veremos en seguida. 

Definición 4.2. Un conjunto parcialmente 
ordenado E está dotado de una topologfa natural 
r;+ = {Se;: E : \ii ES \ij 2 i (j ES)}, que tiene por base 
de abiertos a los conjuntos de la forma (i) = {j E E : 
j 2 i}. Dado un modelo de Kripke K sobre E, tomemos 
como fibra sobre i a la estructura ~ , y dotemos a la 
unión disyunta E = U K¡ con la topología generada 
por las secciones: i E E 

u= (ai\ E U con ªi E K¡ y fi/ª¡) = ªj para i :5 j. 
De esta manera D( se transforma en un haz D<* de 
estructuras de tipo 7 sobre el espacio X = (E, r:+). 

A· cada individuo a E ~ se le puede asociar la sec­
ción "a' [i) --+ E que consiste de cr(i) = a y todas sus 
imágenes futuras cr a (j) = fij (a), j 2 i. Esta asociación 
define un isomorfismo entre la fibra K¡ y la estructura 
de secci?nes K*([i)), p?r el ?ual fij corresponde a la 
restricc1on P¡i)U)· Ademas se tiene: 

LEMA 4.1. Sea K un modelo de Kripke y K* el 
haz correspondiente; entonces las siguientes afirmacio 
ne, son equivalentes: 
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a) K 11- i <p[a1,···, aul a la Kripte, 

b) K* 11- i '1'["ª1'· .. ,"aul en el sentido de la semántica 
puntual de haces, 

c) K* 11- [') <p(cra ,···,"aul en el sentido de la semántica 
1 1 de Kripke Joya/. 

Demostración. Una obvia induccción en fórmulas. 
En el caso atómico debe utilizarse que las funciones de 
transición son homomorfismos. La útima equivalencia 
vale porque (i) es el mínimo abierto que contiene a i. □ 

Las leyes intuicionistas son forzadas en todos los 
puntos del espacio base de un haz, pues se puede veri­
ficar que el forzamiento es preservado por Modus Po­
nens, y que cada axioma del cá.lculo de Heyting es for­
zado en todos los haces, u.na tediosa pero fácil tarea. 
También vale el recíproco por el lema anterior, pues si 
una fórmula es forzada en todos los haces lo será en 
todo modelo de Kripke, y por el teorema de completi­
tud de Kripke (1965) será deducible en el calculo de 
Heyting. Tenemos entonces: 

TEOREMA 4.1. f- H 'P * para todo X y todo 
haz de estructura, !!I robre X: !!l 11- X 'P· 

Se desprende que las fórmulas forzadas en todos 
los haces sobre un espacio fijo X constituyen una lógi­
ca intermedia entre la intucionista y la clásica, la cual 
depende exclusivamente de la topología de X. 

Como los abiertos [i) son conexos, tenemos el si­
gttiente corolario al Teorema 3.4 y Lema 4.1. 

TEOREMA 4.2. Sea B( un modelo de Kripke, en­
tonces: 

a) B( 11-. (a=b V~ a=b) para todo a, b E K¡ * \fj 2 i: 
fij es in~ectiva. 

b) K 11-¡(</> V -,,¡,¡(a1,·•,¾l para toda fórmula atómica </> 

Y ª1•:·•¾ E D<¡_ * \ij 2 i: fji es un isomorfismo 
znyectzvo. 

c) O< 11-;(4> V ~</>)[a1,·•,¾l para toda fórmula </> y a1, .. , 
¾ E K¡ * \fj 2 i: fji es un monomorfismo elemental. 

Ejemplo 4.1 (Forzamiento de Robinson). Si se 
toma una clase \f3 de estructuras C ordenada por la 
relación de subestructura, el forzamiento de Robinson 
(1970) en C correponde a forzamiento en el modelo de 
Kripke que tiene a !!l por fibra sobre !!l, y por 
transiciones las inclusiones. Utilizando la clausura de 
C bajo unión de cadenas, puede extenderse cualquier 
nodo de C a uno que satisfaga el tercio excluSo para 
todas las fórmulas. Por (c) del Teorema anterior, tales 
modelos deben ser modelo completos en e. 

II. Logi.ca multivalnada en los haces. La lógica in­
termedia asociada a un espacio X puede verse como 
una lógica multivaluada con valores en el á.lgebra de 
Heyting Ab(X). Si u1, ... ,crn son secciones de un haz !!l, 
definidas en U, es razonable introducir la extensión 
veritativa de una proposición en U: 

[<p[cr1,···, "n1Ju, .,¿s.,-{x E U: !!l 11- <p[cr1, ... , "nl }. 
ver x 
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aunque todas ellas pueden considerarse como la cons­
trucción de estructuras clásicas (los modelo genéricos) 
a partir de un modelo de Kripke., de manera que la 
semañtica del modelo clasico está conectada con la del 
modelo de Kripke por via de un filtro genérico del or­
den parcial ( teorema del modelo genérico). En la mayo­
ría de las aplicaciones en la literatura la existencia· de 
estos filtros y modelos requiere de fuertes condiciones 
de enumerabilidad. 

Introducimos aquí una noción más general de fil­
tros y modelos genéricos en haces de estructuras sobre 
espacios topológicos cuy a existencia no precisa condicio­
nes de enumerabilidad. V eremos en la sección siguien­
te que las condiciones de enumerabilidad son necesa­
rias solamente cuando se desea que los modelos sean 
genéricos con respecto a lógicas infinitarias. 

Sea X un espacio topológico y Ab(X) su familia de 
subconjuntos abiertos, una subfamilia ':f \;; Ab(X) es 
un filtro de abiertos sobre X si cumple: 

XE':f 
U, V E ':f ⇒ Un V E ':f 

U;;> V E ':f ⇒ U E ':f. 

Un filtro de abiertos ':f es no trivial si no es todo 
Ab(X) o equivalentemente 0 !1' ':f; es maximal si lo es 
con respecto a inclusión entre todos los filtros no 
triviales de abiertos sobre X. En lo que sigue, todos los 
filtros mencionados serán de abiertos aunque no se lo 
diga explícitamente. 

LEMA 5.1. Si ':f es un filtro maximal de abiertos 
sobre X entonce,: 
a) W abierto denso en U E ':f ⇒ W E ':f. 

b) U E Ab(X) ⇒ U E ':f o - U= Int(X - U) E ':f. 

Demostración. a) Si V E ':f entonces V n U es un 
abierto no vacío contenido en U, luego W n (V n U) 

=¡= 0 por densidad de W y a fortiori W n V =¡= 0; 
entonces existe un filtro no trivial que contiene a ':f' y 
a W, que por maximalidad deberá ser el mismo ~, asi 
que W E ':f. 

b) Si U !1' ':f entonces por maximalidad existe W E ':f 

disyunto de U; evidentemente Int(X - U) ;;> W. O 

Definición 5.1. Sea !U un haz de estructuras de ti­
po T sobre un espacio topológico X. Un filtro ':f no tri­
vial sobre X e, genérico para ti, si para cualquier fór­
mula IO(v1, ... , vnl de primer orden de tipo T y cuales­
quier secciones u1, ... , ºn de ti definidas en U E ':f', se 
tiene: 

1) 3 W E ':f: !U ll,v \0[ª1•···, ªnl o 
!U 11- w ~\0[ª1•·-·,ªnl-

2) Para cual~squier secciones ªl'···, ªn de !U definidas 
en U E ':f y formula IO(u,v1, ... ,vnJ: 

!ll lf-- u 3u 10(u,u1,···• unJ ⇒ 3 W E G y u definida 
en W, tales que lll 11- w IO[u, ª1•···, unJ. 

TEOREMA 5.1 (Existencia de filtros genéricos). 
Un filtro maximal de abierto, ,obre X es genérico 
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para cualquier haz de estructura, sobre X. 

Demostración. Sea ':f un filtro maximal de abiertos 
sobre X, IO(v1, ... ,vn) cualquier fórmula, U E ':f y u1, .. , 
ªn secciones en un haz !U, definidas en U. Si B = 
{x E U : !U 11- x 10[<11,···•ªn]} !1' ':F entonces C = 
Int(X-B) = Int({xEU : !U 11-f-x \0[ª1•···,"nJ}U 
( X - U)) E ':f. Intersectando C con U nos da que D = 
Int( {x E U : !U 11-/-x \O[u1, ... ,unJ } E ':f. Por definición, 
D es tal que !U 11- D ~\O[u1, ... ,unJ- Esto prueba la 
condición (1). Supongamos ahora que !U 11-u 3u\O(u, 
u1, ... ,un) con U E ':f. Por el principio del máximo, exis­
ten un abierto W denso en U y una sección a sobre W 
tales que !U lf-- IO[u,u1, ... ,unJ- Por el Lema 5.1, W E ':f. 

w 
Esto demuestra la propiedad (2). O 

V ale el recíproco del teorema anterior. En reali­
dad, un filtro sobre X es maximal si y solamente si es 
genérico para el haz de gérmenes de abiertos que resul­
ta de germinar el pre haz de álgebras de Heyting r(U) 
= (Ab(U), \;; ). 

Definición 5.2. Dado un haz de estructuras !U sobre 
X y un filtro ':f sobre X sea !ll[':f] = limu E ':f !ll(U), 
límite que se construye de la misma ~era que una 
fibra de gérmenes, utilizando el filtro ':f en lugar del 
filtro de vecindades de un punto, es decir: 

!ll[':f] = Ú U E ':f !ll(U) / ~ ':f ' 

donde dados u E !ll(U), µ E !ll(V): 

u~ ':F µ * 3 W E 'if, tal que al'W = µj'W, 

y si llamamos [u] a la clase de equivalencia de u, en­
tonces las relaciones y funciones se definen: 

Si ':f es genérico para !U, diremos que !ll[':f] es un 
modelo genérico. 

Consideramos al siguiente como el Teorema Funda­
mental de la Teoría de Modelos, ya que tiene por coro­
larios inmediatos los teoremas principales de la teoría 
de modelos clásica, como mostramos más adelante. Su 
demostración resulta de una cuidadosa inducción en 
fórmulas. Recuérdese que ,¡,G denota la traduc 
ción de Giidel de la fórmula ,¡,. 

TEOREMA 5.2 (Teorema del modelo i;enérico). 
Sea -IJ' un filtro sobre X genérico para ti, entonces , 

!ll[':f] I= </>([u1J. ... , [un]) 

* existe U E ':f tal que: !U 11- u </>G(u1, ···, "nl 

* {x E X : !U 11- x </>G(u¡, ···• ªn) } E ':f. 

Si ~ no contiene 'r/, hemos di~ho que <p G ;: -,-, <p 

intuicionístamente; esto implica, por definción de filtro 
genérico que podemos evitar la traducción de Giidel en 
el teorema anterior y concluir: 
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-., exute U E '3' tal que: U! 11- U q>(a1, ... , "nl­

* {x E X: U! 11- x q>(a1, ... , "n)} E~-

El "ultrastalk theorem" de Ellennan (1976) es el 
enunciado anterior para el caso de filtros maximales. 
Miraglia (1989) demuestra un resultado análogo para 
filtros maximales en estructuras Heyting-valuadas. 
Puede considerarse al modelo UI['3'] como una nueva fi­
bra que se añade al haz U. Más precisamente, sea 
X U { oo} el espacio que resulta de añadir a X un nuevo 
punto CXJ con las vecindades abiertas: U U { c,o}, U E <J=', 
y mantener la topologÍa original en X. Tómese a 
Ul00 = UI('3'] por fibra sobre oo, y por nuevas secciones 
definidas en oo las de la forma a* = a U {(oo,[a]), 
donde a es una sección de tl sobre U E <:f. Entonces, el 
teorema del modelo genérico significa que en el nuevo 
haz U* esta fibra es clásica, es decir: 

Los teoremas fundamentales de la teoría de 
modelos pueden interpretarse como la construcción de 
estructuras genéricas. en haces adecuados, como lo 
ilustramos con los siguientes ejemplos. 

l. Teorema de Loz para ultraproductos. Una fami­
lia de estructuras {Uli : i E I} puede verse como un haz 
U! sobre el espacio discreto I. Para cada SS::: I, UI(S) = 
il i E S Uli y así las secciones globales son los elementos 
del producto Ili E 1uti. Un ultrafiltro '3' sobre I es 
genérico por ser maximal. Es fácil ver, además, que 
UI['3'] coincide con el ultraproducto de la familia 
{Uli : i E I} con respecto a ~: 

UI('3'J = ~ s E~ ut(s) = ~s E~ Ili E sUii 

"' IliUI/ ~-

El último isomorfismo se debe a que toda sección con 
dominio S E ~ puede extenderse a una global. Toman­
do secciones globales f1, ... , fn, que tienen su dominio 
en~, se tiene por el Teorema del Modelo Genérico: 

ITiUI/ ~I= ci>([f1], ... , [fn]) 

* { i E I: U! 11- i ci>G(f1, ... , f0 ) } E ~ 
* { i E I: mi I= 4>(f1(i), ... , fn(i)) } E ~ 

donde la última equivalencia se debe a que en este ca­
so toda fibra es clásica, y ef> G = 1> clásicamente. 

Il. Completitud de la lógica de primer orden. Utili­
zando modelos genéricos a la Cohen, Dabn (1979) ha 
demostrado el teorema de completitud para teorías 
enumerables de primer orden en la forma de existencia 
de modelos de teorías consistentes. Solamente para teo­
rías enumerables ya que utiliza los teoremas clásicos 
de existencia de filtros genéricos sobre órdenes parcia­
les. Da.mas aquí una demostración de dicho teorema pa­
ra teorías de cualquier cardinalidad utilizando nuestra 
noción de filtro genérico. 
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Sea T una teoría consistente de primer orden de 
tipo r, C un conjunto infinito enumerable de constan­
tes, disyunto de T, y T' = TU C. Se define un modelo 
de Kripke de tipo r: 

°'T = (E, $ ' Üp, fpqlp, q E E, p $ q 

como sigue: 

E = { p : p es un subconjunto finito de Lww( r') 
y T U p es consistente } 

p$q * pS:::q 
- Üp = (D/ ~ p, RP, ... , fP, ... , cP, ... ), donde 

D = { t : t término cerrado sobre r'} 

t1~pt2 * TUpl-t1=t2 

(t1/ ~ , ... , t0 / ~ ) E RP * T Up I-R(t1 , ... , t,,) 
p p 

f(t1/ ~ , ... , tn/ ~ ) = f(t1, ... , tn)/ ~ p p p 
fpq: Üp ➔ ut4 se define como fpq(t/ ~ p) = t/ ~ q· 

LEMA 5.2. Sean t 1, ... , tn términos cerrados y 
q>(u1, ... ,Un) E L

7
, , entonces: 

TU p 1- 4>(t1,---,tn) * KT 11-p q>G(t¡/ ~ , ... ,t,,/ ~ ). p p 
DemostraciÓn. Por inducción en fórmulas. Sola­

mente se necesita del sistema deductivo que tenga 
reducción al absurdo (débil) y generalización universal. 
Se utiliza que ef>ªsolamente contiene los operadores -,, 
/\, 'rl, y clásicamente, q,(t1, ... , tn) = q>G(t1, ... , t,,). O 

Corolario. Sea T una teoría consistente de primer 
orden, si 4J' es un filtro genérico para IKT, entonces 
KT('3'] 1= T. 

Demostración. Si T 1- q>, esto implica por el lema 
ant;~or que K_:r 11- E q>G y por el teorema del modelo 
genenco, KT['!J-J 1= q>. 

ID. El universo cumulativo de los conjuntos varia­
bles. El método de forzamiento de Cohen (1963) para 
demostrar la independencia del Axioma de Elección y 
la Hipótesis del Continuo se presenta en la literatura 
como una construcción técnica ad-hoc cuya efectividad 
parece a veces milagrosa. Puede reinterpretarse, sin 
embargo, como la construcción de modelos genéricos en 
ciertos modelo de Kripke sobre órdenes parciales cuida­
dosamente escogidos cuyas fibras son universos de la 
teoría de conjuntos (Fitting, 1969), o como la construc­
ción de universos de valores booleanos (Scott , 1967). 
Ambas ideas son casos especiales de la construcción 
del universo cumulativo de conjuntos extendidos•sobre 
un espacio topológico arbitrario. Presenta.mas aquí una 
versión de esta construcción que simplifica y justifica 
intuitivamente la definición clásica de "forcing,,, aun 
en el caso de forzamiento sobre órdenes parciales. Por 
ejemplo, los elementos de nuestro modelo de Krikpe 
no son "constantes" o "nombres", ni el forzamiento de 
la pertenencia se define por medio de una inducción en 
rango, como en las presentaciones tradicionales (Fit­
ting, 1969; Kunen, 1980) sino que resulta ser genuina 
pertenencia entre conjuntos extendidos. 

Tierney (1972), Bunge (1974) y otros autores han 
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interpretado categóricamente el forzamiento de Cohen 
tomando todo un topos como modelo de la teoría, 
mientras que aquí trabajamos coñ un solo haz, lo cual 
corresponde a construir la jerarquía cu.mulativa dentro 
de un topos. 

Presentamos el universo cumulativo de conjuntos 
extendidos sobre un espacio arbitrario X como un 
prehaz exacto, pues describir directamente el fibrado 
resulta artificial y complicado. En el caso de modelos 
de Kripke, en cambio, será más sencillo y natural des­
cribir directamente el haz fibrado. 

Definción 5.3. Sea X un espacio topológico. Para 
cada ordinal a definimos un conjunto V 

0
(U) de 

funciones definidas en Ab(U), cuyos valores en W E 
Ab(U) son conjuntos de funciones en Ab(W) cuyos va­
lores, a su vez, en V E Ab(W) son conjuntos de funcio­
nes en Ab(V), etc.: 

V0 (U) = 0 

V0 + 1(U) = {"E ITw E Ab(U) P(V0 (W)): "con 

las restricciones p Ab(W)Ab(T) paraW 2 T 

constituye un sub-prehaz exacto} 

v,.(U) = U-y<o V-y(U) 
Finalmente definase 

y dados u, µ E V(U), la relación de pertenencia: 

uEUµ<'>uEµ(U). 

Escribimos vX para hacer explícito el espacio topoló­
gico. 

Se tiene V 0 (U) ~ V-y(U) si a < -y. Además se 
verifica que V O con las restricciones p Ab(U)Ab(W) es 

un prehaz exacto sobre X, por tanto V" E V<>+ 1 (X) y 

así V a E X \/ a+ 1. Más generalmente V 0 l'Ab(U) E U 

\/ o+ 1. También V con las restricciones es un prehaz 

exacto cuyas estructuras de secciones \'(U) son clases 
propias. No intentamos calcular el haz gv de gérme­
nes, pero sabemos que los elementos de V(U) pueden 
considerarse como las secciones en 'J\'(U); en par­
ticular V O y V a+ 1 son secciones globales y tenemos 

En el caso de modelos de Kripke, podemos 
describir directamente el haz de gérmenes, ya que en 
general un prehaz exacto está completa.mente deter­
minado por sus valores en una base, y en modelos de 
Kripke vale D(p as D<([p)). Si interpretamos el orden 
parcial E como la estructura del tiempo, entonces tene­
mos una genuina jerarquía cumulativa de conjuntos 
variables sobre 1;: 

D<" p = 0 

D<"'+\ = { f: [p)-+ Uq ~ pP(D<,.,q): f(q) ~ Il<c,,q, 

V r ~ q ~ p: g E f(q) ⇒ gl'[r) E f(r)} 
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D<" p = U-y<a D('Y p s1 o es un ordinal límite. 

D<p = U a E Ord Kª P' g E Pf * g E f(p) . 

Los elementos de U(,, son funciones definidas en [p), de 
hecho secciones del haz IK¡'[p), cuyos valor en q es a su 
vez un conjunto de funciones definidas en (q), q ~ p, 
etc. Un conjunto variable g pertence en el momento p 
al conjunto variable f si g pertenece a la descripción 
instantánea f(p) de f en p. Los homomorfismos de 
transición son las restricciones que, por construcción, 
respetan la relación de pertenencia del modelo. 

TEOREMA 5.3. Para todo espacio topológico X, 

gvX 11- X ZFG. 

Demostración. Para mayores detalles sobre esta 
construcción y la verificación de que los axiomas de ZF 
(Teoría axiomática de conjuntos de Zermelo-Fraenkel) 
son forzados en estos haces conjuntistas véase la tesis 
de Magíster de A. Villaveces (1991). □ 

Se tiene como corolario inmediato que vX('3'J I= ZF 
para cualquier filtro genérico 'f. Los axiomas de ZF 
no son necesariamente forzados en su formulación co­
rriente, por ello se necesita la traducción de GOdel; por 
ejemplo, en el universo conjuntista sobre el espacio de 
Sierpinski no se fuerza la formulación corriente del 
axioma de fundamentación AF: 

Vu:lv (v E u /\ Vw(w E v-+ ~ w E u)), 

sino má.s bien su negación -iAF, pero se fuerza AFG 
(que contradice a -.AF clásicamente, pero no intuicio­
nistamente). 

§ 6. Genericidad en lógica infinitaria 

La semántica puntual de haces puede extenderse 
al lenguaje Loow que admite conjunciones y disyuncio­
nes infinitas (para la lógica infinitaria clásica véase 
Dickmann, 1975), adicionando a las cláusulas de la 
Definición 3.1 las reglas: 

m 11-x. V ,p-(u1 .. ·"nl * :3 i E I: m llx 'Pi["l"' "n], 
l E I l 

m llx . /\ 'l'·["l"'"nl * :3 u E 'V'(x) tal que Vy E u, 
l E I l 

Vi E I: m 11-y 'Pi["l"·"nl• 

se tiene entonces la Siguiente extensión de la semántica 
de Kripke-Joyal: 

m llu i ~ I 'Pi["l"'' "nl * :3 recubrimiento {Ui}¡ de 

U tal que Vi: m llu. 'Pi["1, .. , "nL 

m 11-u, /\ 'l'·[<J¡, .. ,, "nl * ::1 u E 'V'(x) tal que 
l E I l 

m 11- u 'Pi[u1, ... unl para todo i. 

Es posible generalizar también la teoría de mode­
los genéricos a fragmentos de L00w, lo cual permite 
demostrar completitud y omisión de tipos para frag­
mentos enumerables, unificando las demostraciones 
por medio de condiciones de consistencia de Banrise 
(1970) y Keisler (1973), y la de Dahn (1979) para la 
lógica de primer orden Lww por medio de modelos de 
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Kripke. 

Un sublenguaje L de L00w será un fragmento si es 
cerrado bajo subfórmulas y los opera.dores: -,, /\ , V, 

-+, V y 3. 

Definición 6.1. G es L-genérico para m: (L un 
fragmento de L00w) si cumple las condiciones de la de­
finición original para todas las fórmulas de L, y ade­
más la cláusula: 

3)m:ll-uVPconUE'3' ⇒ 3WE'3'3\0EP 

tales que m: 1 i- w \O, 

Para· disyunciones finitas, esta propiedad se sigue 
de las otras dos, de manera que generjcidad a secas es 
Lww-genericidad. El análogo del teorema del modelo 
genérico 5.2 sigue valiendo para fórmulas de un frag­
mento L y un filtro L-genérico, si extendemos la 
traducción de GOdel a la lógica infinita.ria con las re­
glas: 

(t\iEI'l>;lª 

(viEI'i>i)G 

No podemos asegurar en general la existencia de 
filtros L-genéricos, pues un filtro maximal no tiene por 
qué cumplir la condición (3); sin embargo, podemos 
garantizarla bajo condiciones de enumerabilidad para 
L y el haz. 

TEOREMA 6.1. Sean L un fragmento enumerable 
de L00w (y por lo tanto de Lw wl, X un espacio 
topológico con una base enumerabl} B, y UI un haz de 
estructuras sobre X tal que m:(U) es enumerable para 
toda U E B¡ entonces existe un filtro L-genérico para 
UI. Además puede escogerse el filtro de manera que 
tenga una base de filtro formada por elementos de B. 

Bajo condiciones fuertes de intersección en el 
espacio de base es posible probar también la existencia 
de filtros L-genéricos para fragmentos no enumerables. 

Llamaremos filtro de Cohen a un filtro sobre un 
modelo de Kripke que sea generado por básicos de la 
forma [p ). Por la última condición del Teorema 6.1, 
existen filtros de Cohen genéricos en modelos de Krip­
ke enumerable. En tal caso el conjunto C = { p : 
[p) E '3' } es un filtro genérico sobre el orden parcial 
del modelo en el sentido corriente de la teoría de 
conjuntos (véase Kunen, 1980). Sea L un fragmento 
enumerable y 1- L el sistema deductivo resultante de 
adjuntar al sistema 1- para la lógica de primer orden 
con las reglas in:finitarias naturales para las conjuncio­
nes infinitas de L. Es decir para cada t\ i E w</>; E L 
las dos reglas: 

Si construimos como antes el modelo l(T asociado a 
una teoría consistente T ~ L y al sistema deductivo 
1- L' puede demostrarse el análogo del Lema 5.2, y 
como se cumplen las condiciones del Teorema 6.2, 
puede demostrarse el teorema de completitud: 
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TEOREMA 6.2 (Completitud para fragmentos e­
numerables). Sea L un fragmento enumerable y T <;: L 
un teoría consistente para el sistema r L entonces 
IKT['3'] es modelo de T, para cualquier filtro L­
genéri ca '3' de IKT. 

Si '3' es de Cohen, el límite IKT['3'] resulta enumera­
ble, pues puede calcularse ultilizando sola.mente las 
estructuras IKT([p)) que son enumerables por construc­
ción. Por otra parte, ecogiendo con cuidado el fragmen­
to y utilizando el mismo haz IKT puede demostrarse el 
teorema de omisión de tipos. 

TEOREMA 6.3 (Omisión de tipos para fragmen­
tos enumerables). Sea L un fragmento enumerable. Si 
P(v) es un tipo no principal sobre T <;: L, existe un 
modelo enumerable que omite a P(v). 

Demostración. Suponemos sin perder generalidad 
que el fragmento es cerrado bajo la traducción de 
Géidel. Para cada t E D y p E E se tiene en KT: 

IKT 11-p ,t\1>(v) EP(v) ,¡,G(t/ ~pl, 

de lo contrario IKT 11- p 1>G(t/ ~ ql) para toda q,(v) 
E P(v), y por el análogo del Lema 5.2: TU p 1- L 

1>8 (t), es decir, T 1- L t\ p(t)-+ q,(t); pero podemos su­
poner que existe c E C tal que (t = c) E p(t) , entonces 
T 1-L t\p(c) -+ q,(c) así que T 1-L Vv( Ap(v) -+ 
q,(v)) para todo q,(v) E P(v), una contradicción. En 
conclusión, 

G 
IKT 11- E, t\ q,(v) E P(v) 1> (ut)' 

donde "t es la sección global "t (p) = t/ ~ p . Ahora, 
el mínimo fragmento L * que contiene a L y a la fórmu­
la , t\ 1>(v) E P(v) 1>G(v) sigue siendo enumerable y 

podemos hallar un filtro de Cohen L *-genérico '3' para 
IKT. Como E E '3': 

IK['3'J I=, t\ q,(v) E P(v) 1>([at]); 

pero todo elemento de 11<['3'] tiene la forma a = [ui], ya 
que si µ está definida sobre U E '3', que es de Cohen, 
existe [q) E '3' con q E U y por lo tanto µ ~ g: µ11q) 
~ g: "t , donde t = µ( q), pues para toda p 2: q, "t (p) 
= µ(p) = t ~ p· Por tanto, a no realiza a P(v). □ 

Reconocimiento. Este trabajo se enmarca dentro de un 
proyecto apoyado por COLCIENCIAS sobre el tiempo 
en la lógica que actualmente adelantamos con el Profe­
sor José M. Muñoz de la Universidad Nacional de Co­
lombia. 
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