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Se exponen los principios de una légica de estructuras e individuos variables o exten-
didos utilizando como modelos naturales los haces fibrados sobre espacios topolégicos. La
teorfa de modelos resultante, caso particular de la 16gica de los topoi, revela interesantes
conecciones entre légica y geometria. En este contexto, se presenta una nocién de estructura
genérica sobre un haz que ilumina las relaciones entre 1a l6gica intuicionista y la clisica, y
unifica los resultados fundamentales acerca de la construccién de modelos de la 16gica de
primer orden, la l16gica infinitaria y la teorfa de conjuntos.

Abstract

Utilizing sheaves over topological spaces as natural models, we expose the principles
of a logic of extended and variable structures. The resulting model theory, particular case of
the logic of topoi, reveals interesting connections between logic and geometry. In this context,
we present a notion of generic structure over a sheaf which iluminates the relations between
intnitionistic and classical logic, and unifies the fundamental results of first order logic,
infinitary logic, and set theory on model construction.

No se da algo asl como
la naturaleza en un instante...

A. N. Whitehead. El concepto de Naturaleza.

Introduccién

La nocién de haz sobre un espacio topolégico
ha jugado un papel fundamental en el Andlisis Com-
plejo, la Geometria Diferencial y la Geometria Alge-
braica desde su introduccién en los afios cuarenta por
Leray, Cartan y Lazard. En el contexto de los traba-
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jos de la escuela francesa de Geometria Algebraica de
la postguerra dedicados a demostrar las conjeturas arit-
méticas de Weil, generalizé Grothendieck la nocién de
haz y nos ensefio que es posible rehacer en la categorfa
de todos los haces sobre un sitio (hoy un topes de
Grothendieck) las construcciones familiares de la cate-
goria de los conjuntos cldsicos. Motivado en gran parte
por las ideas de Grothendieck, y gracias a la visi6n de
Lawvere, Tierney, Joyal, Freyd, Reyes, y otros cate-
goristas formados en la escuela norteamericana de Eilen-
berg y Mac Lane, ha salido a la luz el hecho fundamen-
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tal de que los haces pueden verse como “conjuntos va-
riables” los cuales obedecen una logica intrinseca pro-
pia, ¥ que las categorias de haces  constituyen univer-
sos alternos cada uno de los cuales permite hacer una
matematica heterodoxa que ilumina y enriquece a la
clasica. La logica binaria del universo de los conjuntos
clasicos se reduce al caso especial en que la variacion
es nula. La leyes formales de esta logica coinciden con
las de la Logica Intuicionista, propuesta por los mate-
maticos holandeses Brouwer y Heyting en el primer
tercio de este siglo como alternativa critica a la logica
Fregeana y.a los fundamentos Cantorianos de las mate-
maticas hoy imperantes. Cada espacio topoldgico o,
mas generalmente, cada “sitio” induce en sus haces
una logica intermedia entre el intuicionismo y la logica
clasica cuyas leyes reflejan sus propiedades geométri-
cas. La introduccion del concepto de topos elemental
por Lawvere y Tierney permite generalizar estos fend-
menos a universos mas abstractos. En este contexto,
los resultados de consistencia e independencia de
Cohen en teoria de conjuntos han sido reinterpretados
como la construccion de ciertos topos que “colapsan”
luego a universos clasicos por medic de operaciones
logico-geometricas. Los modelos booleanos de la teoria
de conjuntos y los modelos Heyting-valuados de Four-
man y Scott son haces sobre algebras booleanas y de
Heyting, respectivamente. Macintyre y otros han utili-
zado en forma muy limitada los haces sobre espacios
booleanos en la teoria clasica de modelos.

Quizds el abstruso aparato categorico con que se
han presentado generalmente estas ideas en la literatu-
ra ha hecho que matematicos y logicos no les hayan
prestado la atencion debida, y que sus posibles aplica-
ciones permanezcan en gran parte inexploradas. Expo-
nemos en este trabajo los fundamentos de la légica de
los haces sobre espacios topologicos sin suponer conoci-
mientos preliminares acerca de teoria de categonas,
intentando justificarla desde una perspectiva episte-
mologica. El caso de los haces topologicos es ya suficien-
temente rico como para permitir las aplicaciones logi-
cas y matematicas mas interesantes, y para que el
lector pueda adentrarse en posteriores generalizaciones
categoricas a los topos de Grothendieck y los topos
elementales. Introducimos en este contexte una teoria
de modelos genéricos sobre haces que ilumina las
conecciones entre logica intuicionista y logica clasica, y
unifica los resultades fundamentales de la teoria de
modelos (completitud, compacidad, omision de tipos,
propiedades de ultraproductos) y las diversas aplicacio-
nes del metodo de “forcing” dispersas en la literatura
(independencia en teoria de conjuntos, forzamiento de
Robinson, etc.)

§ 1. Objetos variables y extendidos.

Los objetos y acontecimientos del mundo se pre-
gentan extendidos en el tiempo y el espacio. Esta obser-
vacion es evidente con respecto a los objetos macroscé-
picos de la experiencia cotidiana, pero vale igualmente
para los objetos de las teorias fisicas incluyendo las par-
ticulas subatomicas cuya vida y dimensiones pueden
seI muy cortas pero no reducirse a un solo punto es-

pacio-temporal. Podria discutirse de ciertas particulas
como el foton o el neutrino si poseen una extension es-
pacial o no, pero toda particula considerada por la Fisi-
ca posee una extensién temporal, su “vida”, que es in-
mensa para las mencionadas particulas o del orden de
10°?% segundos para ciertos mesones, pero nunca se re-
duce a un solo instante. Obsérvese que aun los aconte-
cimientos mentales, sin clara extension espacial, pare-
cen poseer un extension temporal positiva.

De la misma manera, las propiedades y atributos
de los objetos deben estar preseates en toda una region
de su extension espacio-temporal vara poder ser detec-
tados. Los acontecimientos puntiales e instantaneos
de nuestros modelos fisico-matemat.~0s del mundo pa-
recen ser limites ideales de acontecim’entos extensos y
no verdaderos fendmenos naturales, ccmo bien ha ob-
servado Withehead (1920) en su reconstivccion concep-
tual de la naturaleza. Sin embargo, no parecen haber
advertido los filasofos de la-fisica que al llvvarse a sus
ultimas consecuencias esta localizacion puntual de los
fendmenos, las leyes logicas clasicas pueden perder su
validez. Consideremos como ilustracién de lo dicho las
propiedades de una hoja de papel dividida en dos regio-
nes complementarias, una totalmente blanca y otra
totalmente negra, un tipico objeto extendido (fig. 1):

Figura 1

Ante las preguntas: jes negra o né la hoja en el punto
p?ien el punto ¢? ;en el punio r? responderemos sin

.vacilar que lo es en el punto p interior a la region ne-

gra y no lo es en ¢l punto q totalmente externo a la
misma, pero no es claro cual sera nuestra respuesta pa-
ra el punto r, acaballado entre las dos regiones. A pe-
sar de que la negritud o ausencia de negritud parece
estar totalmente determinada en cada uno de los pun-
tos de nuestro modelo logico-matematico de la hoja, ra-
zones de simetria conceptual nos impiden tomar parti-
do, y no parece valer en este caso el “tercio excluso”,
una de las leyes fundamentales de la 16gica tradicional.
El problema se hace mas inquietante al preguntainos
si es mas negra la hoja en el punto r que en el punto s,
o si corresponde a alguna percepcion posible que la
hoja sea blanca en un punto matematico aislade en me-
dio de la region negra.

La respuesta convencional a las anteriores inquietu-
des dice que el color de la hoja (o del modelo matema-
tico de la hoja) en los puntos de frontera como r depen-
de de si la regién oscura es cerrada o no, segin las
definiciones del Analisis Matematico {vése por ejemplo
Rudin, 1976). Pero esta solucion no tiene correlato per-
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ceptible: es imposible distinguir sensorialmente o ex-
perimentalmente una hoja en donde la region negra es
matematicamente cerrada de una hoja idénticamente
coloreada en donde no lo es. Si la regidn negra incluye-
ra su frontera, la region blanca no incluiria la suya,
;por que tal asimetria? Suponer que una region colorea-
da incluye ¢ no sus puntos de frontera es una idealiza-
cion matematica que no corresponde a ninguna intui-
cidn fisica pero salva las leyes de la lagica clasica.

La nocion de color parece ser aplicable prima facie
solamente a “regiones” y no a “puntos”. Cualquier ob-
servacion, tan fina como se quiera, que se haga de un
punto lo serd realmente de una regiém o vecindad del
punto (matematicamente hablando, de un conjunto
que contiene un disco de radio positivo alrededor del
mismo). Como alrededor de p existe una vecindad ple-
namente negra, no tenemos dificultad en atribuir la
negritud a p. Lo analogo vale para el punto q interior a
la region blanca. Sin embargo, cualquier observacidn
de r lo sera de una vecindad que resulta siempre en
parte negra y en parte blanca, independientemente de
que las regiones coloreadas sean o no matematicamente
cerradas, y como el punto mismo no es individualmen-
te perceptible parece imposible asignarlo a una de las
dos regiones.

Problemas similares se presentan cuando atribui-
mos propiedades instantineas a objetos extendidos en
el tiempo. En Fisica se acostumbra identificar a una
particula con la funcion o “curva temporal” que le aso-
cia a cada instante sus atributos. Supongamos que uno
de esos atributos es la velocidad y la particula se mue-
ve aceleradamente. ; Queé significa que su velocidad en
un instante dado t, sea de 1 metro por segundo, cuan-
do sucede que en ningin intervalo de tiempo que se ob-
serve alrededor de t, se mide dicha proporcion entre el
espacio recorrido y el tiempo empleado?

Desde Newton, sabemos responder esta pregunta:
la velocidad instanidnea es el limite matemadtico de las
proporciones que efectivamente podriamos medir en
intervalos temporales alrededor de t,, si dispusiesemos
de mecanismos de medicién arbitrariamente finos. Los
escriipulos que sobre la realidad y significado de la velo-
cidad instantanea pudimos haber tenido al aprender la
Fisica en la escuela han sido reprimidos por la cohe-
rencia e indigeutible efectividad de la nocién de limite.
Sin embargo, el contenido epistemologico de la veloci-
dad instantinea sigue siendo una ficcién andloga a la
del color de un punto. La proposicién: la velocided en
el intante t, es 1 m/s significa matematicamente que
para cada € positivo se cumple la asercion:

eriste un intervelo temporal abierio alrededor de t, tel que
todas las velocidades medidas en periodos conienidos en
diche intervalo gque incliyan a £, estdn antre 1€ y 1—¢€

mfs.

La validez de esta afirmacién en toda uma vecindad
abierta nos induce a atribuir idealmente la propiedad
al instante t, y afirmar: \

en el punto t la velocidad estd entre i€y i—€ m/s. (1)

Aplicando la propiedad arquimediana a esta velocidad

ideal localizada en t,, concluimos que es exactamente
de 1 m/s. Volviendo a la asercion critica (1), parece
que aceptamos su validez en el instante t, porque se
observa para todas las mediciones relevantes dentro de
una vecindad temporal alrededor de t,. Esto es ana-
loge a declarar que la hoja de nuestro primer ejemplo
es negra en un punto p porque hay una vecindad alre-
dedor de p que se observa totalmente negra.

Si-en cualquier vecindad abierta alrededor de t, se
midiesen velocidades tanto dentro como fuera del inter-
valo numeérico E = {14€, 1 — ¢, no podriamos afirmar
la proposicién (1), pero tampoco podriamos afirmar su
negacion:

en el punto t_ la velocidad no esté entre 1+€ y 1~ ¢,

pues para ello seria necesario que en cierto intervalo
alrededor de t, las mediciones diesen todas fuera del
intervalo E. Clasicamente, este tiltimo fendmeno no se
describe como una falla del tercio excluso, mas bien se
afirma que en tal caso “la velocidad no existe en t,” ¥
que por tanto ni (1) ni su negacion tienen sentido. Pe-
ro esta es una sitnacion similar a la del punto r en la
frontera de la regidn negra de nuestro primer ejemplo.
;Podriamos afirmar, consecuentemente, que “en r el co-
lor no existe” y por lo tanto no tienen sentido la aser-
cion: la hoja es negra en el punto r, ni su negacion?

Las nociones de punto geoméirico e instante tempo-
ral son idealizaciones limite gracias a las cuales pode-
mos construir nnestros modelos matematicos del mun-
do. No es claro que podamos prescindir de las mismas
o que ganasemos algo de poder hacerlo, aparte de
complicar los modelos inmensamente. Sin embargo, las
anteriores observaciones apuntan a la conveniencia de
revisar la logica que gobierna a las propiedades pun-
tuales o instantineas, las cuales deben ser también un
limite de propiedades extensas. Precisamos una logica
adecuada para individuos extendidos, digamos sobre
abiertos de un espacio topologico X (que podemos ima-
ginar como el espacio-tiempo), cuyas propiedades pun-
tuales cumplan el siguiente paradigma de continuidad
veritativa:

Si una propiedad vale de un individvo en un punto de su
dominto de extension. entonces debe valer en toda una
vecindad de dicho punio.

Ejemplo de una propiedad matematica que ya cumple
dicho paradigma es la analiticidad de una funcién com-
pleja en un punto z,. Utilizando los haces de estructu-
ras sobre espacios topolégicos como estructuras exten-
didas es posible lograr tal objetivo con respecto a todas
las propiedades matematicamente predicables. Se obtie-
ne con ésto una légica que no se opone a la clasica sino
que la enriquece e incorpora en varias formas al propor-
cionarle poderosos métodos para la construccién de mo-
delos, y la cual constituye ademas un interpretacion
natural de la légica intuicionista, que se deja generali-
zal a estructuras aun mas abstractas que los haces: a
los haces sobre sitios de Grothendieck o a los objetos
de un topos elemental. Esperamos que el potencial logi-
co-matematico de estas ideas resulte claro para el lec-
tor de lo aqui expuesto. Por otra parte, creemos que el
estudio de la légica natural de los objetos variables y
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extendides podria quizas contribuir a la formulacién
de modelos mas finos de la realidad, o al mejor enten-
dimiento de aquellos afectados par extrafias paradojas
como la fisica cuantica.

§ 2. Haces sobre espacios topologicos.

La idea de los haces sobre espacios topologicos apa-
Tece por por primera vez en ¢l trabajo de H. Weyl
(1913) acerca de superficies de Riemann. Su definicion
moderna fue introducida en los seminarios de H. Car-
tan (1948-52). La escuela francesa de Geometria Alge-
braica de la postguerra, liderada por J.P. Serre (1953),
M. Artin (1962) y A. Grothendieck (1960-1967), una
de las ma3s brillantes pléyades de matematicos del si-
glo, generalizd la cohomologia de espacios con coeficien-
tes en grupos, modulos o anillos, a la cohomologia de
esquemas (es decir ciertos Aaces) con coeficientes en
haces de grupos, modulos o anillos. En este contexto,
Grothendieck introdujo los haces sobre sitics en lugar
de espacios topoldgicos puntuales, es decir sobre catego-
rias pequeias dotadas de los que hoy llamamos una to-
pologia de Grothendieck. El trabajo de este grupo se
realizé principalmente en el famoso Seminarie de Geo-
métric Algebrigue del LH.E.S (Instituto de Altos Estu-
dios Cientificos de Paris). La motivacion para tal em-
presa eran las conjeturas de A. Weil (1949) sobre la
funcion Zeta asociada al miimero de soluciones de siste-
mas de equaciones algebraicas sobre cuerpos finitos. El
mismo Weil habia observado que las propiedades de
tal cobomologia podrian llevar a demostrar sus conjetu-
ras, lo cual fue confirmado parcialmente por Grothen-
dieck y luego demostrado plenamente por P. Deligne
(1974).

Es tipico del trabajo matematico del siglo XX que
problemas de teoria de nmimeros como las conjeturas
de Weil fuesen atacados por metodos geométricos, y
que los problemas geometricos se atacasen a su vez con
una formidable maquinaria abstracta. La teorla creada
para tal proposito, obra de Grothendieck principalmen-
te, es uno de los mas complejos y hermosos edificios de
la matematica. Va mucho mas alla de su propésito ini-
cial, y sus posibles consecuencias y aplicaciones no han
sido todavia suficientemente exploradas. Lo que mas
adelante exponemos sobre légica esti inspirado en 1lti-
mo término en el espiritu que anima el trabajo de Gro-
thendieck, aunque él nunca llegé a ocuparse explicita-
mente de asuntos logicos.

I. Haces. Aunque existen magnificas presentacio-
nes de la teorla de haces, por ejemplo Godement
(1958), Temnmison (1975) o Harsthorme (1977), entre
otros, damos una somera introduccidén a sus conceptos
fundamentales para ponerlos en el contexto logico que
nos interesa. En prirnera instancia consideraremos a
los haces como espacios fibrados mas bien que funtores’
de secciones.

Definicion 2.1. Dado un espacio topologico X, un
haz (espace ‘étale, sheaf, sheaf-space) sobre X es un
par 36 = (E, p), donde E es un espacio topeldgico y p:
E—X es un Aomeomorfismo local, es decir una funcion

tal que cada punto e € E tiene una vecindad abierta S
para la cual se cumple:

i) p(S) es abierto en X.

ii) pfS: S — p(S) es un homeomorfismo.

(En algunos trabajos se reserva el nombre de haz para
el caso en que p es sobreyectiva, y se utiliza espacio
fibrado en el caso general (Dedecker, 1969), en otros se
llama haz al funtor de secciones y a nuestro haz se le
llama espacio-haz)..

Se sigue inmediatamente de la definicion que p de-
be ser continua y abierta, y que los abiertos para los
cuales se cumple (i) y (ii) forman una base para la to-
pologia de E. Para cada elemento x en X, el conjunto
Ey, = px) = {e€E |ple) = x} sellama la fibra de

Figura 2

16 sobre X. Una fibra puede ser vacia en case de que p
no sea sobreyectiva. Cada fibra tieme la topologia
discreta como subespacio de E, pues si e€p }(x) y $
es una vecindad abierta de e que cumple la condicién
(ii) de la definicién de haz, entonces p '(x) NS = {e}
por inyectividad de p en S. Podemos visualizar a E
como lo unién disyunta de sus fibras, de ahi el nombre
de espacio fibrado o de ha:z {un haz de fibras). Sin
embargo un haz matematico es mds que una coleccion
de fibras, pues las vecindades abiertas que aparecen en
la definicién establecen conecciones continnas “horizon-
tales” entre fibras cercanas. Un haz es pues un haz de
fibras “atadas” por ciertos abiertos.

Una scecion de 16 es una funcion continua o: U —
E, donde U es algin abierto de X, tal que po o = Idyy,
es decir una inversa locel a derecha de p.

f_‘/ﬂ
L

Figora 3

Una seccién se dice global si su dominio es todo X; de
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lo contrario se llama local. Un fibrado puede no poseer

secciones globales, atin cuando p sea sobreyectiva.

Evidentemente una seccién ¢:U—o(U) es un homeo-
morfismo y estd completamente determinada por su
imagen Im(a) = ¢(U), pues tiene a p{’o(U) por inversa
continua. Ademas Im(o) es abierta en E ya que si
¢ €0o(U) y S es una vecindad de e que satisface (i) y
(ii), entonces SN a(U) = p }(p(S) N U) es una vecin-
dad abierta de e contenida en o(U). Por tanto pode-
mos identificar a las secciones con los abiertos de E
que cumplen (i) y (ii) en la definicion de haz.

Ejemplo 2.1. Los espacios recubridores de la To-
pologia Algebraica (ver Massey, 1967) son haces; tene-
mos, por ejemplo, los siguientes haces sobre el circulo
S'={a:|as|=1}:

Q)

<O
G
o <D

i) p:R—s? i) p: ST =§! i) my: {0,1} xS} » 83
p(x) = &* p(2)= 2°
Figura 4

Los haces (i) y (ii) no poseen secciones globales. Los
haces {ii) y (iii) muestran que la estructura de las
fibras no determina la estructura global del haz.

Ejemplo 2.2. Podemos construir un haz de anillos
sobre el plano complejo € tomando por fibras los ani-
llos locales E, = C[[z — a]] de series de potencias com-
plejas con centro a € C y radio de convergencia positi-
vo. A la unién disyunta E = |J, ¢ ¢ E, ¢ la dota de
la topologia generada por los sigmentes abiertos basi-
cos:

Syp= {Xap(za)":a€Uy Tay(z-a)"

representa a h en una vecindad de a },

donde U es abierto en € y h una funcién holomorfa en
U. La proyeccion p: E —+ C esta definida de la manera
obvia. Puede verse que este haz no es un espacio
recubridor de C. Sus secciones estin en corresponden-
cia biunivoca con las funciones holomorfas.

1. Haces como estructuras variables. Considerare-
mos en este trabajo a un haz sobre un espacio X como

un conjunto que se extiende o desarrolla sobre X. Los

“elementos” de este conjunto no seran los puntos de
E, sino las secciones del haz, individuos gue ¢
eztienden sobre abiertos de X. El valor o(x) sera
solamente la descripciéon puntual (tal vez ideal) de la
seccion o en x. Desde esta perspectiva, la siguiente
observacion indica que la relacion de igualdad entre
secciones de un haz satisface el paradigma légico pro-
puesto en la seccién anterior.

LEMA 2.1. 5i dos secciones coinciden en un
punto X € X, entonces coinciden en toda une vecindad

de x.

Demostracion. Suponga o(x) = p(x); como S =
Im{o) NIm(7) es abierta y p es una funcién abierta,
entonces V = p(S) es una vecindad abierta de x; ade-
mas ofV = ufV, ya que po(ofV) =Idy, = po (p[V) y
p es inyectiva en S = o(V) = x(U). 0O

Como en el ejemplo 2.2, las fibras de un haz
pueden ser anillos, grupos, conjuntos ordenados, o
cualquier otro tipo de estructuras matematicas. Si la
estructura de las fibras “cambia continuamente” al
movernos de fibra a fibra a “lo largo” de las secciones
se dice que tenemos un haz de estructuras. Este es el
caso de las operaciones de anillo en el mencionado
ejemplo 2.2. Nos restringiremos en este trabajo a los
haces de estructuras de primer orden, aunque es posi-
ble trabajar con estructuras de orden superior. Fi-
jemos un tipo de estructuras r = <RD,.., 2 . ¢,.>,
donde R es un simbolo tipico de predicado n-ario, f un
simbolo de operacién m-aria y ¢ un sirbolo de cons-
tante.

Definicién 2.2. Un haz de estructuras U de tipo 7
sobre X counsta de:
1) Un haz (E, p) sobre X.
2) P ara cada x € X, una estructura %, = (E, Ry, {,,
¢y) de tipo 7 con la fibra E, por dominio (es decir
Ry CE,", f,: E,® — E, y c, € E,), sujeta a las con-
diciones siguientes:

i) el conjunto rR¥ - | x Ry es abiertoen U, Exn
(como subespacio del espacio producto E™),

ii) la funcién il Ugfy: UxE,™ — UL E, es
continua,

ii1) la funcién ¥ X — A dada por cs‘u(x) =cy €3
una seccion global continua.

El espacio EE J>EE = UxExrl es el producto fi-

brado de E por E (n veces). Se verifica facilmente que
el par (Ei( §E, 'p*), donde p* envia E,Max, es un

haz sobre X cuyas secciones tienen la forma
<"1r':’"n>(x) = (al(x),.:, on(x)), con o; seccién de A.
Ademas se dexg}lestra facilmente que la continuidad
de la funcjgn f* equivale a la de todas las funciones
parciales f~ o <0,,..,0m,>(x) = f(07(x),..,00,(x)), las
cuales son por lo tanto secciones de 2.

Cada fibra ¥, es una estructura en el sentido clasi-
co, con la salvedad de que puede ser vacia. Los predi-
cados y funciones extendidas o variables denotados por
los simbolos R y f satisfacen también el paradigma de
continuidad veritativa cuando se aplican a secciones
del haz. En realidad, este paradigma vale para cual-
quier propiedad o relacidon positivae entre secciones, lo
cual generaliza el Lema 2.1:

LEMA 2.2. 5i p(vq,...,vyy) s una formule de pri-
mer orden que contienc solamente los operadores logi-
cos =, A,V, 3, ademas de los predicados y funciones
atomicas, y @[01(x),...,0n(x)] es verdadera en W,
entonces existe una vecindad abierta U de x tal que
plo1(¥),--0n(¥)] es verdadera en U, para today €.

Demostracién. Que R[o;(x),..,05(x)} sea verdadero
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en Uy significa que (01(x),..,0n(x)) € Rm; e como
vecindad de x a U = p(Im(<0y,..,05>) NR), que es
abierto por serlo R™ y por ser ﬁal, .,Op> una sec
c1on, entonces (o,(y),..,on(y)) €R™ para toda y € U.

si £4 ((04(x),.-,01(x)) = p(x), entonces por continui-

dad de f‘ll © <Oy,..,0,> existe una vecindad abierta U

de x tal que fu0<01,..,am>(U) C Im(p); se verifica
facilmente que f(oy(y),-,0p,(y) =u(y) para toda
¥ €U, ya que las secciones estan determinadas por su
imagen. Esto demuestra el caso atomico de la afirma-

cion, el resto se obtiene por induccion en términos y
formulas. O

M. Prehaces y germinacion. Es comin presentar a
los haces funtorialmente, en términos de sus prehaces
de seceiones. Dado un haz U de estructuras sobre X y
un abierto U de X, el conjunto de secciones sobré U:

AU(U) = { ¢ : dom(s) = U }

hereda una estructura del mismo tipo que ¥, pues es
una subestructura natural del producto directo de las
fibras ], ¢ y,. Ademas, para cada inclusién U2V
entre abiertos , la restriceion

puy: WU) = A(V), pyylo) =V

es un homomorfismo entre las correspondientes estruc-
turas. El sistema de estructuras YU(U) y homomorfis-
mos pyry Dpermite reconstruir a U, como explicamos
en seguida en un contexto mas general.

Definicién 2.3. Un prehaz de estructuras de tipo 7
sobre X es una asignacion I" de una estructura I'(U) de
tipo 7 a cada abierto U de X, y de un homomeorfismo

Ty I‘(U) -+ I(V) a cada inclusién U DV, de manera

VoW

En el lenguaje de categorias, un prehaz de estuctu-
ras de tipo 7 ¢s un funtor contravariante I": Ab(X) —
Estr,, donde Ab(X) es la categoria de abiertos de X
con las inclusiones por morfismos, y Estr, es la cate-
goria de estructuras y homomorfisimes de tipo 7. En
particular, el prehaz de secciones de un haz U es el
funtor gy que asigna Ty (U) = A(U) a cada abierto
UdeX ya{I‘;u)Uv pyy @ cada inclusion U D V.

Defmicién 2.4. Todo prehaz I' puede transformar-
se en un haz GI" de gérmenes. Para cada x € X, Gl tie-
ne por fibra (GI'), sobre x al limite directo de la fami-
lia dirigida de estructuras y homomeozfismos constitui-
da por el prebaz restringido al filtro ¥°(x) de vecinda-
des abiertas de x. Es decir,

(@)= limy ¢ ()T (V) = Uy ¢ 4TV ~

donde, sia e I(U) y b e T(V):
xb «IWeY(x), WCUNV

¥y si denotamos por a/, a la clase de equivalencia de a
en x, llamada el gérmen de a en x, tenemos:

(a1/x1-an/x) ER, &
b ;an)é V(x;c tal que (ay,...,ap) € Ru(U)

fx(a]_/x:"':a'n/x) = fm(U)(a‘li""an)/x -

El espacio de fibras E* = Ux T’y tiene la topologia
inducida por las imagenes de las secciones: 0,: U = E,
0,(x) = a/, , para cada a € T(U}, U € Ab(X).

Ejemplo 2.3. El haz de gérmenes de funciones ho-
lomorfas es el que se obtiene al germinar el signiente
prehaz de anillos:

I'U)= ({ : U= C | hholomorfaen U }, +, o)
Uucc
fyy(h) = iV,

donde la suma y el producto se definen por componen-
tes. Ahora bien, dos funciones holomorfas representan
el mismo gérmen en z, si coinciden en una vecindad de
z,- Pero esto significa que tiemen desarrollos en serie
de potencias idénticos alrededor de Zy; Se ve entonces
que la fibra ', de gérmenes sobre z, esta en correpon- -
dencia biunivoca con la fibra del haz de series de
potencias del Ejemplo 2.2. En efecto, estos dos haces
de son topoldégicamente y algebraicamente isomorfos.

Lema 2.3. St P’ll es el prehaz de seeciones de un
haz W, entonces Gl gy es homeomorfo-isomorfe al haz
original . Es decir eviste un homeomorfismo H: E*
—+ E gue envia isomorfamente cada fibra de gérmenes
(GTgp)x @ la fibra W, del haz original

Demostracion. Defina H(o/,) = o(x). O

Definicion 2.5. Diremos que un prehaz de estruc-
turas T' es exacto si, dado U= uUU; 5y €Uy

tales que PU 0N, (o,) = U N, (a) para t.odo i,1,
existe un Unico ae T{U) t.al que I‘U U( o) = o; para

todo i; y lo mismo se cumple para las relac1ones R I(U)
de I‘(U) vistas como prehaces.

El prehaz de funciones holomorfas del Ejemplo 2.3
es exacto. Lo mismo es cierto del prehaz de funciones
complejas continuas en abiertos de €. Mas
generalmente, dados un espacio topolégico X y una
estructura topologica 'B, el prehaz de estructuras de
funciones continuas I'(U) = C(U,B), con U abierto en
X y con las restricciones como homomeorfismos de tran-
sicidn, es exacto.

Un prehaz exacto I' resulta siempre naturalmente
isomorfo al prehaz de secciones de su haz de gérmenes
(véase Tennisom, 1975 para prehaces de conjuntos o de
grupos), y por lo tante a un prehaz de funciones conti-
nuas. Mas precisamente,

Lema 24. Si T es un prehaz ezacto, entonces
T(U) de manera gue las restricciones UV
dg}‘ s¢ transforman en los homomorfismos T'gv

deF

Ejemplo 2.5. Dada una variedad diferencial M, el
prehaz de funciones diferenciables en abiertos de M:
D(U) = CY(U,M) es un prehaz exacto de algebras, de
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manera que da lugar a un haz de gérmenes §9 cuya
algebra de secciones continuas sobre cada abierto U es
isomorfa a CI(U,M). Un vector tangente de M en x es
una transformacién lineal v de la fibra (§D), en si
misma que satisface la regla de Leibniz: v(ab) = av(b)
+ v(a)b. El espacio tangentc Ty es por definicion el
espacio vectorial de todos los vectores tangentes en x.
Este cambia continuamente de punto a punto, lo cual
puede hacerse explicito uniende disyuntamente todos
los espacios tangentes para formar un nuevo espacic
topologico (de hecho otra variedad diferencial) que,
junto con la proyeccion que envia T a x, constituye el
Sibrado tangente TM. Podemos visualizar el fibrado
tangente del circulo, cuyos espacios tangentes son rec-
tas, como la superficie del tubo a la derecha de la
figura 5:

TM no es un haz ya que las fibras T no son discretas.
Smm embargo, sus secciones locales diferenciables, los
llamados campos vectoriales, forman un prehaz exacto
de algebras de Lie:

V(U) = { V: U= TM | V diferenciable, V(x) € Ty}
UCM

de manera que para cada U € Ab(M) la estructura de
secciones de GV sobre U es naturalmente isomorfa a
V(U), 5 los campos vectoriales de M sobre U pueden
verse como las secciones continuas de cierto haz.

De los lemas 2.3 y 2.4 se desprende que podemos
considerar indistintamente a los haces como ciertos
espacios fibrados, o como ciertos prehaces. La equiva-
lencia de los dos puntos de vista se expresa con preci-
sion en el lenguaje de las categorias. Sea H.(X) la cate-
goria de haces de estructuras de tipo 7 sobre X que tie-
ne por morfismos entre (E,p) y (E’,p’) a las funciones
continuas m: E —+ E’ que envian isomorfamente E, a
E’y, y sea PE,(X) la categoria de prehaces exactos de
estructuras de tipo 7 sobre X, con las transformacio-
nes naturales entre funtores por morfismos, entonces
los funtores I \: H (X} = PE(X) y G PE.(X) —
H,(X) establecen una equivalencia entre categorias (es
decir, un isomorfismo de categorias “médulo isomorfis-
mo de objetos”).

Es la nocién de prehaz exacto la que puede gene-
ralizarse a la de haz sobre un sitio, y lleva a los topos
de Grothendieck. Las categorias de haces, de prehaces,
o de prehaces exactos de tipo 7 = @ sobre un espacio
X, son todas topos de Grothendieck; y los haces, preha-
ces y prehaces exactos de estructuras de tipo 7 no
vacio pueden verse como “objetos o diagramas de tipo
7” en los correspondientes topos.

§ 3. Logica de los haces.

A partir de la creacién de la Teoria de Categorias
por Eilenberg y MacLane (1945) y sus aplicaciones a la
homologia y la cohomologia, se hizo cada vez mas evi-
dente que algunas categorias constituyen universos ma-
ternaticos alternativos de riqueza analoga a la de la Ca-
tegoria de Conjuntos. Esto se manifiesta de una mane-
ra evidente en las categorias de haces generalizados in-
troducidas por Grothendieck (1960) en su nueva funda-
mentacion de la Geometria Algebraica, hoy llamados
topes de Grothendieck. Lo anterior motivé a varios
miembros de la escuela norteamericana de categoristas
formada por MacLane y Eilenberg: Lawvere, Tierney,
Joyal, Freyd, y Reyes (1966-70), entre otros a intentar
fundamentar las matematicas en la teoria pura de
categorias. Las propiedades esenciales de los topos de
Grothendieck dieron lugar a la nocién mas general de
lopos clemental (Lawvere, 1971). Lawvere impulsé la
idea de que los haces constituyen “estructuras varia-
bles”. Asi un haz de grupos debe verse como un solo
grupo que varia sobre el espacio base, mas bien que
una gavilla de grupos distintos. Estas motivaciones y
los resultados técmicos sobre la ldgica interna de los
topos, como la construccion de los conectivos y cuanti-
ficadores en un topos debida a Freyd (1972) confluyen
en la misma légica, la Nlamada seméntica de Kripke-
Joyal La definicion usnal de la semantica de Kripke-
Joyal puede resultar misteriosa y ad-hoc para quien no
sea experto en categorias; sin embargo, ella puede
“deducirse” de nuestros puntos de vista sobre la ver-
dad puntual. Presentamos aqui la semantica de los ha-
ces de estructuras sobre espacios topoldgicos como una-
nocion de verdad localizada en los puntos del espacio
de base que cumple el paradigina de continuidad veri-
tativa propuesto en nuestras discusiones preliminares.
La semantica de Kripke-Joyal puede interpretarse en-
tonces como la validez en todos los puntos de un abier-
to, de donde resultan inmediatamente todas sus propie-
dades.

I. Semaintica puntual. Como hemos indicado en la
seccidn anterior, consideramos a un haz como una
estructura extendida sobre el espacio base, y a las fi-
bras como meras descripciones puntuales o instanti-
neas de la estructura en su variacién. La estructura
esta constituida por el objeto global y no por sus des-
cripciones puntuales. De esta manera, los “elementos”
de la estructura seran las secciones continuas, indivi-
duos que varian sobre su dominio en el espacio base.
El valor o(x) de una seccién en un punto x no sera un
individuo sino la descripeion puntual o instantanea de
un individuo. Lo anterior corresponde a nuestra nocion
ordinaria de individuo; una amiba, por ejemplo, puede
considerarse como una seccion sobre un abierto del
espacio tridimensional, o mejor del espacio-tiempo cua-
tridimensional, con valores en un espacio E de descrip-
ciones fisico-quimicas puntuales. Si el espacio de base
es lineal, podemos imaginar que la estructura es un
universo en evolucion y que las secciones locales repre-
sentan las curvas temporales de las particulas materia-
les, 1a duracién de cuyas vidas es su domino.

En consecuencia, interpretaremos el lenguaje logi-
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¢o de manera que los sujetos de las proposiciones sean
las secciones y no los puntos geomeétricos del espacio
de fibras. Por otra parte, las prapiedades de las seccio-
nes podran variar de punto a punto de su dominio de
extension de modo que las proposiciones légicas ten-
dran la forma:

las secciones 01;-.0p Uenen la propiedad P en el
punto X.

Damos un sentide preciso a esta idea para el lenguaje
predicativo de primer orden, sintacticamente el mismo
de la logica clasica. En adelante, seceion definida enr z
(respectivamente, en U) significard seccion definida al
menos en x (respectivamente, al menos en U).

Definicion 3.1. Sea L, el conjunto de formulas de
primer orden de tipo 7. Dado un haz de estructuras ¥
de tipo 7 sobre X, definimos inductivamente en formu-
las p(vq,...,vp) €L, la relacion: A fuerza ¢loy,..., op)
en X, para secciones. oy,...,0, de ¥ definidas en x € X;
en simbolos:

U || plogs1onl-

1) Si g es atomica y g by S0D términos de tipo 7
"l (t=to)loy.- ,onJ ©

1 [0y (x),-0n(X)] = b1 X0 (x), 00 ()]
U || Rity,ty doq,m0p] <«

(61 2 X[01 (%),-s0 (st X0 (x),-09(X)]) € Ry

2) Ul (pA¥)og... o]
al ll—y ®log onl ¥ W=y ¢[al... o]
3) Ull= (pV¥)log. o)
91 ~x P01 o] o Y ||, P[og... oy].
4) W||— ~p[o;... o] < existe una vecindad abierta

U de x tal que para toda y € U: Y ]H-y [01,-:0n)-

5) U ||— (p—¥)loy... oy] < existe una vecindad
ablerta de x tal que para today € U:
si U || ploy... op] entonces U ||5 Y[o; ... o).

6) U ||—, 3v p(v, 0;... 0] < existe o definida en x
tal que U ||z ¢[o, 04,..., op].

) U fj—y Vv p(v, 0... 0y] < existe vecindad
abierta U de x tal que para toda y € U y toda
o definida en y: N ”_y plo, 01... oy

(Por supuesto, en la clausulas (4), (5) y (7) el abierto
U debe estar contenido en N ;dom o).

La anterior definicién coincide con la semantica
clasica de la fibra 2, para formulas que utilizan
solamente los operadores A, V, 3, pero es mas exigen-
te que la clasica para =, = y ¥. Por ejemplo, en la
clausula (T) para el cuantificador universal se exige no
solamente que la propiedad @ valga para todas las sec-
ciones definidas en x, sino también para las definidas
en puntos cercanos a x cuyo dominio puede no incluir
a x. En todo caso, el forzamiento puntual cumple el
paradigma de continuidad semantica:

TEOREMA 3.1. U {— tp[al, . Op] < existe una
vecindad abierta U de x taI que Y |i—y p[o,-0n]
parae today €U.

Demostracion. Para las formulas atomicas se sigue
de los Lemas 2.1, 2.2., y para las formulas mas
complejas se demuestra por induccion. Los pasos
inductivos para A,V , J son triviales, y para =, = 5 ¥
resultan de que la vecindad U que aparece en las co-
rrespondientes clausulas de la definicién de forzamien-
to es vecindad de todos sus puntes. O

Ejemplo 3.1. Un conocido ejemple de una variedad
diferencial E que- no es de Hausdorff consiste de la
recta real R con un punto adicional a cuyas vecindades
abiertas tienen la forma (U - {0}) U {a} donde U es
vecindad abierta de 0.

* a
E O . -
pl 0
X ° o
-1 0 1

Esta variedad puede verse naturalmente como un haz
M sobre R cuyas fibras tiene todas un elemento, excep-
to la fibra sobre 0 que tiene dos elemento. Sean o y u
las dos secciones que "viven” en el abierto (-1, 1) de X:
una pasa derecho por 0 y la otra ”salta hasta a” en 0,
entonces:

Bllfg (6=pVvoo=p).

No se cumple 3% ||—¢ 0 = p pues o(0) # p(0), ni se
cumple 3 ||— =(¢ = p) pues en toda vecindad de 0
existe x € R tal que o(x) = u(x). En los demas puntos
de (-1, 1) vale ||—, 0 = . De hecho, se puede demos
trar que el tercio excluso para la igualdad:

YuV¥v(u=v V -u=v),

vale en un haz 36 sobre R si y solamente si el espacio
de fibras E es de Hausdorff. Mas precisamente:

A {[—y YuVy (u=v V-u=v) &
3 U € ¥ (x) tal que p }(U) es de Hausdorff. O

_ El anterior ejemplo muestra como la légica que
hemos introducido es capaz de expresar propiedades
geométricas del espacio de fibras del haz. El siguiente
resultado ilustra como ésta se relaciona fuertemente
con la topologia del espacio base.

TEOREMA 3.2. ¥ ||—, ——¢[0,,..., op] < eziste
una uccmdad abierta U de x tal que { yeU: N ||—y
ploy,...op] } es denso en U.

Demost.rwon U i ~ploy,..., oy
ScIVeVx)yew: ‘J.Ilfﬁ —plo,..., 0]
U eVix) Yy c U YW ¥ y) T & w: ’ll[}— Pl01,-0y]
< WEV(x) {2€U: Wi, ploy,...0,] } es denso en U.
o

Ejemplo 3.2. En el dltimo ejemplo considerado, A
it o ¢ = m; sin embargo, se tiene U ||[—y, — o = 4

-pues U||— 0 = & para todo x € (-1,0) U(0,1) que es

denso en la vecindad (-1, 1) de 0. Podemos concluir
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que A fff o (—mo=p +o=p).

Ejemplo 3.3. La logica de haces incluye a la clasica
como caso especial: si X = {x}, los haces sobre X son
estructuras clasicas individuales, y el forzamiento
coincide con la semantica clasica. Mas generalmente, si
X es un punto aislado de X se cumple para toda
formula ¢ y haz U sobre X:

Wy o & Uy |=p.

Resulta de] Lema 2.2 que la equivalencia vale también
en cualquier punto de un espacio arbitrario si la
formula ¢(vy,...,vy) utiliza solamente los operadores
logicos A, Vv, 3.

1. Semantica local. Dado un abierte U C X y seccio-
nes o; definidas en U, se define naturalmente el forza-
miento en abiertos:

u ||—-tT ploy...op] < VxeU: Ul ploy...op],
el cual cumple trivialmente las leyes siguientes:

(A) MH_UQ" ¥y WCU = m”_wg’
(B) & | ploWy] VieT = |

- wlo}-

Ademas, satisface reglas para cada operador logico que
permiten definir inductivamente el forzamiente en
abiertos sin hacer referencia a puntos. Tal vez la mas
significativa es la siguiente,

U |}= v p(v, 04... 0] < existe una familia {u.}.
[N | " ifi
de secciones cuyos dominios Ui cubren a U tal que
A ]|—U1 ¢ln;, 09, 0p] para todo i.

La implicacion ”=" vale por el Teorema 3.1, pues para
cada punto x€U existe p, y una vecindad U,
C domo, tal que

Wil pli 01 )

y los U, obviamente cubren a X. La otra direccién es
inmediata. Esta equivalencia dice que la validez de un
existencial en un abierto U no garantiza la existencia
de una seccion global sobre U que lo satisfaga, sino
solamente la de una familia de secciones no necesaria-
mente compatibles que lo satisfacen localmente. Sin
embargo, el siguiente principio cuya demostracion re-
quiere ¢l axioma de eleccién afirma que tal familia de
secciones puede reemplazarse por una seccion “casi”

global. .

TEOREMA 3.3 (Principio del miximo}. Si ¥ |}- {;
Avp(v), entonces eziste ¢ definida en un abierto W
denso en U tal que W ||  olo].

Demostracién. Si U || ; Jup(u) existe un recubri-
miento abierto (U,), de U y una familia (o,), de
secciones, g, definida en U, tales que U |- 17 ofo,]
para todo a. Entonces el conjunto ¢

T={o: dom{o) C Uy U~ dom(o) vlo] }

es no vacio. Si (o;); ¢ [ s una cadena por inclusion en
T, entonces ¢ = | g; es una seccién que extiende a
icl
todas las o; y ademas U |}~ 4 ¢|o] por el princi-
: om(o )
pio (B). Por lo tanto ¢ es una atota superior de la
cadena. Por el Lema de Zorn, existe & maximal en T
Si W = dom(&) no fuera denso en U, existira VCU
abierto no vacio tal que VN'W = @, y como los U,
cubren a U existiria 8 tal que VN Uﬁ # 8. Entonces o’
= U0, (VNU,) seria una seccidbn que extiende
propiamente a &,y U ||— n ¢[a’] por los princi-
. : om&{_{:) g -
pios (A) y (B), lo que implicata’e’ € T, contradicien-
do la maximalidad de 6. O

El siguiente resultado lista las reglas sobre los
conectivos que caracterizan el forzamiento en abiertos.
La importancia de esta definicion “sintética” es que
puede generalizarse a haces sobre un sitio en el sentido
de Grothendieck {véase Mac Lane & Moerdijk, 1952).

LEMA 3.1 (Semantica de Kripke-Joyal). La rela-
cion U ”I_J ploy,...,ap] estd completamente definida
por las propiedades siguientes:

1) Si ¢ es atdmica:

U=, o =09 & al|‘[]:¢;2|‘U_
R ”_g Rj[ol:--, o) <0y, 0p>(U) € rY
2) Wl (pAd)log. o] &
U fi5; plog.. on] ¥ U [l ¥log... oy]-

YR H—U (pV¥)lo;... ap] <> existen abiertos V, W
tales que U= VU W,
W [, plog.- ol 3 U limg Yoy o)

) U [l —ploy... og] =
YVWCU, Wb Uiy olog,...0n]

5) A II—U (p—¥)og...0p] < VWCU:
A |]—W ploy...op] =AU ||—W ¥log... opl-

6) A ||—U 3v p(v, 07... o] <> existe un recubri-
miento abierto {U;}; de U y secciones p, € N(U;)
tales que ”T’J qpl[pi, 01, Op, para todo i.
i

Ny ||—U Vv (v, 0y... op] < ¥ W CU, Vi definida
en W: U ||— o ¢ln, 07... o).

Demostracion. Es suficiente demostrar que la
relacién ||— {7 satisface las equivalencias (1)-(T), pues
éstas constituyen una definicion inductiva que solamen-
te puede ser satisfecha por una tnica relacion., Las
equivalencias (1) y (2) son inmediatas y la (6) ya fue
discutida. Explicamos la direccién menos trivial de las
restantes:

3) “=”, tome V = {x €U : W |[f poj...05] }, W=
{x€U: U {j~y ¢¥[o]... op] } que son abiertos por el
Teorema 3.1.

4) “<=”, ¢ N |}y ~ plo]... oy, hay un punto x €U
tal que U |}f , ~p[oy... 0], ¥y por tanto toda vecindad
de x, en particular U, contiene y tal que U ||—
ploy,...,0g]; por el Teorema 3.1, existe W vecindad de
y tal que ¥ ||—p[0;...0n] y podemos suponer W C U.

w . .
5) “=" 51 U l{ﬁ (o—) entonces se tiene en particular
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que: U {[—
trivial.
“=" Si Wity (p—9), existe x €U tal que U I«
(p—4) y por tanto en existe y € U tal que A ]|—y 2,
" W— Y. Entonces existe W vecindad de y tal que ¥
- w rp y evidentemente W |}f . Tome W CTU.

) “=>“ suponga que U ||£ ., Vvp(v, ...] par algin x de
U, ent.onces existe y €U y u definida en y tal que
W‘y p(y, .--]. Sea W = U dom(y), entonces ¥ I w
e(n, ..J. O

¢ = U || ¢, para todo x € U, el resto es

Las leyes logicas satisfechas por un haz pueden
expresar también propiedades estructurales de su pre-
haz de secciones. El siguiente resultado al respecto
parece no haber sido observado hasta ahora.

TEOREMA 3.4. Sca U un abierto conezo, enion-
ces:

a) U ||=; (e=r V= 0=7) para todo para todo par
de secciones o,7 dcﬁnidas en U st y solamente si para
todo abierto V no vacio la restriccion pyyy: U(U) =
AU(V) es inyectiva.

b) N ||— u($V ~9)oy,.,0y) para toda formula
atémica ¢ y secciones 01505 Op si y solamente si para
todo abierto no vacio V la restriccion pyyy: WU) —
W(V) es un sumersion isomorfica.

AU ||= (qbV—-qb)[a], .0g] para toda formula ¢ y
secciones 915+ Op st y selamente st para todo abierte
no vacio V la restriccion pryy: U(U) - U(V) es un
sumersion elemental (cldsica); equivaleniemente, para
toda ¢ y secciones 0y... o ge tiene Y ||—U plog-.. op]
oW, ploy... o5l 0

El caso (c) del teorema implica que para todo x €U
el forzamiento en x coincide con la satisfaccién clasica
en WU,, y que las fibras sobre U son todas elemental-
mente equivalentes. Mas precisamente, si o; GQI(U),

x, ¥ €U, entonces (¥, 04(x),... ) = (’-lly al(y)

EJEMPLQO 3.4. Se demuestra en el Analisis
Complejo que si des funciones holomorfas coinciden en
un subconjunte abierto V de un abierto conexe U
entonces son idénticas en todo U. Esto significa que las
restricién pyyy es uma sumersion isomorfica, y por el
teorema anterior vale la ley del tercio ezxcluso para las
formulas atomicas en el hazr de gérmenes de funciones
holomorfas de C. Puede comprobarse que lo anterior
no es cierto para el haz de gérmenes de funciones
complejas continuas, por ejemplo no vale el tercio
excluso para la igualdad entre la funcion identidad y la
funcion conjugado, secciones globales de este haz.

EJEMPLO 3.5. La logica de cualguier espacio
recubridor de un espacio localmente coneto es clasica
en cada fibre, pues cada x € X tieme una vecindad
abierta conexa U para la cual p"}(U) s U x p~(x). Por
conexidad, secciones distintas scbre U deben tener
imagenes disyuntas y por tantc las restricciones son
inyectivas. Ademas las restricciones a abiertos conexos
son isomorfismos lo cual implica la condicion (¢) del
Teorema, por la conexidad local.

§ 4. Validez de la légica intuicionista en los haces

;Podemos dar cuenta de las leyes logicas generales
satisfechas por todos los haces? Sorprendentemente,
las leyes formales de la logica de los haces coinciden
con las de la Légica Intuicionista, la alternativa mas
importante que se ha planteade a la logica clasica,
propuesta por el matematico Brouwer (1908, 1913) a
quien movian principios filosoficos acerca de los fum-
damentos de la matematica totalmente ajenos a los
que hemos expuesto en este trabajo. La filosofia del
intuicionismo exige que las demostraciones sean cons-
tructivas y que exhiban explicitamente los objetos ma-
tematicos cuya existencia demuestran, o al menos las
instrucciones para construirlos. L-as construcciones y
objetos infinitos son aceptables para el intuicionismo
solamente cuando estan determinadas por procesos in-
ductives. No se aceptan las pruebas por contradiccion
en su forma fuerte, donde se deduce una afirmacion de
la inconsistencia de su negacién. En esta logica fallan
leyes como el “tercio excluso”: oV -yp, y la ley de
doble negacion: ——¢ — . Heyting (1930) propuso un
sistema formal deductivo que captura fielmente las
leyes deductivas aceptadas por Brouwer, sistema
llamado hoy dia Calculo de Heyting. Por mucho
tiempo, el Calculo de Heyting carecid de una interpre-
tacion semantica matematicamente satisfactoria, hasta
que Kripke (1965) introdujo una semantica estructural
para la cual el Calculo de Heyting es valide y com-
pleto, los hoy llamados modelos de Kripke. Para refe-
rencias mas detalladas sobre la logica intuicionista y el
Calculo de Heyting puede verse el texto introductorio
de van Dalen (1983).

En adelante, g ¢ indicard que la formula p se
puede deducir formalmente en el Calculo de Heyting.
Como las leyes de | g forman un susbsistema del Cal-
culo de Predicados Clasico F (5, se tiene que

Evidentemente no vale el reciproco; sin embargo, la

traduccion introducida por Gédel (1933) para demos-

trar la interpretabilidad de la aritmética clasica en la

intuicionista proporciona una especie de reciproco, mos-
trando que ambas logicas tienen la misma fuerza de-

ductiva. Independientemente y anteriormente a Godel

habia descubierto Kolmegorov' (1925) una interpreta-

cién equivalente basada en la iteracién de la doble ne- -
gacién. Esta traduccién tendra un papel importante en

la seccién siguiente.

Definicién 4.1 (Interpretacién de Gadel). A cada
formula ¢ se asocia ¢ como sigue:
G

e =-—¢ si esatomicagp
(A = (% A9
(pve)® = ~(~% A%
(=9 == (% A=

(= )% = = (%)
(v 9)C = wv (%)
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g G
(@ ¢) G

= =y -

Se tiene entonces:
G
—ce<|l—ge
(para una demostracidén sintactica véase van Dalen). Si
¢ no contiene a V puede demostrarse que qu =g

de donde resulta el conocido Teorema de Ghvenko pa-
ra el calculo proposicienal: |—5 ¢ < |— g .

L Modelos de Kripke como haces. Un modelo de
Kripke de tipo 7, consiste de uma cuadrupla K =
(L, <, (Il(i)i e (fij)(i,j) € S) sujeta a las condicio-
nes:

i) (2, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

ii) Para cada i€ %, K; ¢s una estructura de tipo 7.

ifi) Dados i, jEEL con i <j, f it Kj — K; es un homo-
morfismo de estructuras; £ elea identidad.

iv) Si 1,],k€Econ1<]<k entoncesfko f. =1,

El forzamiento de Kripke: K ||— :p[al,..., apl,
donde ay,..., ap €K;, se define inductivamente:

Kl—; a1=ay < aj =29

K fl—; Rfa,-. ,an]¢>(al, yan) ER K()

K[l—i(qa—>¢)¢V121(Kll— Plfpq(ay)--- fpq(an)]
| =K Hl=; ¥irq(33);--+ fpq(eu)])

K ”_. —p < Vi>i: K H% olf pq(a'l) Pq(a'n)] )

K l}—; 3v ¢(v){ay,..., ap] < para algin a €K;:

K {i—; #la, ay,---, ap)]
K {[—; Vv olv,)ay,...ap} < Vi 2ivbe K-

K ”—] ¢[a, qu(a'l)"' qu(a'n)]'
Todo modelo de Kripke puede verse como un haz
de estructuras como veremos en seguida.

Definicion 4.2. Un conjunto parcialmente
ordenado T esta dotado de una topologia natural
Th= ={SCE:YieSVj>i(j €8)}, que tiene por base
de abiertos a los conjuntos de la forma fi) = {j€Z :
j 2i}. Dado un modelo de Kripke K sobre I, tomemos
como fibra sobre i a la estructura Kl y dotemos a la
unién disyunta E = {J K, con la topologia generada
por las secciones: 1€L

0=(3)jcy cona €Ky fij(ai) = 3 parai<j.

De esta manera K se transforma en un haz K* de
estructuras de tipo 7 sobre el espacio X = (I, =1).

A cada individuo a € K. se le puede asociar la sec-
cién o,: [i) — E que consiste de o(i) = a y todas sus
imagenes futuras o,(j) = f;;(a), j 2i. Esta asociacién
define un isomorfismo entre la fibra K. y la estructura
de secciones K*([i)}, por el cual £ ij corresponde a la
restriccion )" Ademas se tiene:

LEMA 4.1. Sea K un modelo de Kripke y K* el
haz correspondiente; entonces las siguientes afirmacio
nes son equivalentes:

a) K |; elag,- anl il Kripke,

b) K* I+ .p[aal,...,aan] en el sentido de la semantica
puniual de haces,

) K* |- ) 4"[%1

an] en el senlido de la semantica
de Kripke Joyal.

Demostracion. Una obvia inducccion en formulas.
En el caso atémico debe utilizarse que las funciones de
transicion son homomorfismoes. La titima equivalencia
vale porque {i) es el minimo abierto que contiene ai. O

Las leyes intuicionistas son forzadas en todos los
puntos del espacio base de un haz, pues se puede veri-
ficar que el forzamiento es preservado por Modus Po-
nens, y que cada axioma del cilculo de Heyting es for-
zado en todos los haces, una tediosa pero facil tarea.
También vale el reciproce por el lema anterior, pues si
una formula es forzada en todos los haces lo sera en
todo modelo de Kripke, y por el teorema de completi-
tud de Kripke (1965) serd deducible en el calcule de
Heyting. Tenemos entonces:

TEOREMA 4.1. k5 ¢ < para todo X y todo
haz de esiructuras W sobre X: U ||— ¢ ¢.

Se desprende que las formulas forzadas en todos
los haces sobre un espacio fijo X constituyen una logi-
ca inlermedia entre la intucionisia y la clasica, la cual
depende exclusivamente de la topologia de X.

Como los abiertos [i) son conexos, tenemos el si-
guiente corolario al Teorema 3.4 y Lema 4.1.

TEOREMA 4.2. Sea K un rodelo de Kripke, en-
tonces:

a) K ||—- (a=b V- a=b) para todo a,b €K, < ¥j>i:
f es :nycctwa

) K [[<(¢ V ~¢)aq,..ap] para toda formula atomica ¢
Y 315-3p € [K1 < Yi>i fji ¢s un isomorfismo
mnyectivo.

¢) K {|=(¢ V —¢){a),-,2p) para toda formula ¢ y aq,..,
ap € IKl < VY>> fji es un monomorfismo elemenial.

Ejemplo 4.1 (Forzamiento de Robinson). Si se
toma una clase V3 de estructuras C ordenada por la
relacion de subestructura, el forzamiento de Robinson
(1970) en C correponde a forzamiento en el modelo de
Kripke que tiene a U por fibra sobre %, y por
transiciones las inclusiones. Utilizando la clausura de
C bajo union de cadenas, puede extenderse cualquier
nodo de C a uno que satisfaga el tercio excluso para
todas las formulas. Por (c) del Teorema anterior, tales
modelos deben ser modele completos en C.

1. Logica multivaluada en los haces. La légica in-
termedia asociada a un espacio X puede verse como
una légica multivaluada con valores en e] algebra de
Heyting Ab(X). Si y,...,0, son secciones de un haz I,
definidas en U, es razonable introducir la extension
veritativa de una proposicidnm en U:

lelog,-s oniks {%r{x ev:U ||; ¢lo1s- opl }
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aunque todas ellas pueden considerarse como la cons-
truccién de estructuras clisicas (los modelo genéricos)
a partir de un modele de Kripke, de manera que la
semaitica del modelo clasico estd conectada con la del
modelo de Kripke por via de un filtro genérico del or-
den parcial (teorema del modelo genérico). En la mayo-
ria de las aplicaciones en la literatura la existencia de
estos filtros y modelos requiere de fuertes condiciones
de enumerabilidad.

Introducimos aqui una nocién mas general de fil-
tros y modelos genéricos en haces de estructuras sobre
espacios topologicos cuya existencia no precisa condicio-
nes de enumerabilidad. Veremos en la seccion siguien-
te que las condiciones de enumerabilidad son necesa-
rias solamente cuando se desea que los modelos sean
genericos con respecto a lagicas infinitarias.

Sea X un espacio topolégico y Ab(X) su familia de
subconjuntos abiertos, una subfamilia F C Ab(X) es
un filtro de abiertos sobre X si cumple:

XesF
U,Ved = UnNVeF
UDVeF = Uc*w.

Un filtro de abiertos ¥ es no trivial si no es todo
Ab(X) o equivalentemente @ € F; es mazimal si lo es
con respecto a inclusion entre todos los filtros mo
triviales de abiertos sobre X. En lo que sigue, todos los
filtros mencionados seran de abiertos aunque no se lo
diga explicitamente.

LEMA 5.1. Si F es un fillro mazimal de abiertos
sobre X entonces:
a) W abierto denso enU€cF = WeF.
b) UeAb(X) = Ue¥ o -U=Im(X-U) ¥.

Demostracién. a) Si V € F entonces VNU es un
abierto no vacio contenido en U, luego W N(VNT)
# @ por densidad de W y a fortiori WNV # 0
entonces existe un filtro no trivial que contiene a F y
a W, que por maximalidad debera ser el mismo F, asi
que We <.

b) Si UZF entonces por maximalidad existe W € F
disyunto de U; evidentemente Int(X —U) D W. O

Definicion 5.1. Sea ¥ un haz de estructuras de ti-
po 7 sobre un espacio topologico X. Un filtro ¥ no tri-
vial sobre X es generico para W, si para cualquier fér-
mula @(vy,..., v;) de primer orden de tipo 7 y cuales-
quier secciones 0y,..., op de W definidas en U € F, se
tiene:

1) IWEeF: N ||y ploy,..., o4 0

U -y ~plog-og)-
2) Para cualesquier secciones oy,..., o de U definidas
en U € ¥ y formula tp(u,vl,...,vnl):

A [y T e(u,0y,..., 0y] = I WEG y o definida
en W, tales que U ||—  ¢lo, 9y,..., o).

TEOREMA 5.1 (Existencia de filtros genéricos).
Un fililro mazimal de abiertos sobre X es genmerico

para cualguier haz de estructuras sobre X.

Demostracion. Sea F un filtro maximal de abiertos
sobre X, o(vy,...,vp) cualquier férmula, Ue F y 01
o, secciones en un haz U, definidas en U. 51 B =
{x€eU : U ||~ y plog,..op]} ZF entonces C =
Int(X~B) = Int({xeU : A ||/, plog, o)} U
(X —1U)) € ¥. Intersectando C con U nos da que D =
Int({x €U : M ||-/-; p[o},..,0n] } €F. Por definicién,
D es tal que U |[— 5 -ploy,...,05]. Esto prueba la
condicién (1). Supongamos ahora que U [y Fue(u,
01,---0pn) con U € F. Por el principio del maximo, exis-
ten un abierto W denso en U y una seccién ¢ sobre W
tales que W ||~ p[0,01,...,0p]- Por el Lema 5.1, W € F.

Esto demuestra la propiedad (2). [

Vale el reciproco del teorema anterior. En reali-
dad, un filtro sobre X es maximal si y solamente si es
generico para el haz de gérmenes de abiertos que resul-
ta de germinar el prehaz de dlgebras de Heyting I'(U)
= (Ab(U), C).

Definicion 5.2. Dado un haz de estructuras ¥ sobre
X y un filtro F sobre X sea U[F] = lim A(U),
. ; - UcYsF
limite que se construye de la misma manera que una
fibra de gérmenes, utilizando el filtro F en lugar del
filtro de vecindades de un punto, es decir:

UF] = UUeg:m(U)/mg:,

donde dados o € N(U), p € U(V):
ornvgp < IWETF, tal que ofW = u'W,

y si llamamos [o] a la clase de equivalencia de g, en-
tonces las relaciones y funciones se definen:

(o1, log) €RMF & U e F: (0y,....05) € REO),
) (01),-.fon)) = Doy, o))

Si F es genérico para U, diremos que [F] es un
modelo genérico.

Consideramos al siguiente como el Teorema Funda-
mental de la Teoria de Modelos, ya que tiene por coro-
larios inmediatos los teoremas principales de la teoria
de modelos clasica, como mostramos mas adelante. Su
demostracion resulta de una cuidadosa induccién en
formulas. Recuérdese que ¢G denota la traduc
cion de Gédel de la formula ¢.

TEOREMA 5.2 (Teorema del medelo genérico).
Sea F un filiro sobre X genérico para M, entonces .
QI['EF] |= ¢([0’1], neey [011])

< eziste UEF tal que: N |}— 4 qu(ol, .oy Op)
& (x€X: U~ ¢%(oy, ., 0p) } €F.

Si ¢ no contiene ¥, hemos diche que an = g

intuicionistamente; esto implica, por defincion de filtro
genérico que podemos evitar la traduccion de Gédel en
el teorema anterior y concluir:

U[F] |= ¢([oy), - [on])
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s> exwste U €T tal que: U ||— U #40q, s 0p).

« {xeX: U~ ¢, ..., 0p) YEF.

El “ultrastalk theorem” de Ellerrnan (1976) es el
enunciado anterior para el caso de filtros maximales.
Miraglia (1989) demuestra un resultado analogo para
filtros maximales en estructuras Heyting-valuadas.
Puede considerarse al modelo A[¥F] como una nueva fi-
bra que se anade al haz . Mas precisamente, sea
X U {oc} el espacio que resulta de afiadir a X un nuevo
punto oo con las vecindades abiertas: UuU {oo}, U e ¥,
y mantener la topologia original en X. Témese a
U, = U[F] por fibra sobre oo, y por nuevas secciones
definidas en oo las de la forma ¢* = o U {(c0,[0}),
donde o es una seccion de U sobre U € F. Entonces, el
teorema del modelo genérico significa que en el nuevo
haz A* esta fibra es clisica, es decir:

U I 30" 10™) < UF] |= ¢([oy],-., [og]).

Los teoremas fundamentales de la teoria de
modelos pueden interpretarse como la comstruccion de
estructuras genericas. en haces adecuados, como lo
ilustramos con los signientes ejemplos.

I. Teorema de Loz para ultrapreductes. Una fami-
lia de estructuras {2; : i € 1} puede verse como un haz
A sobre el espacm discreto L. Para cada S CI, U(S) =
Hl € SQI1 ¥ ast las secciones globales son los elementos
del producto JJ; o (U;. Un ultrafiltro F sobre I es
generico por ser maxlma.l Es facil ver, ademas, que
U[F]} coincide con el ultraproducto de la familia
{%, :i €I} con respecto a F:

T} =lim g ¢ ¢ UG) = limg ¢ 5 [; e 5%
~ JI%/ T
El diltimo isomorfismo se debe a que toda seccién con
dominio S € ¥ puede extenderse a una global. Toman-

do secciones globales f, ..., f, que tienen su dominio
en F, se tiene por el Teorema del Modelo Genérico:

[L;%/ gl= ollty], ... [fn])
o {iel % |-, ¢5(,, ...
o {iel U, I= ¢(f,(2), -y

fol eF
f,i)} eF

donde la Ultima equivalencia se debe a que en este ca-
so toda fibra es clasica, y ¢~ = ¢ clasicamente.

1. Completitud de la l6gica de primer orden. Utili-
zando modelos genéricos a la Cohen, Dahn (197¢) ha
demostrado el teorema de completitud para teorias
enumerables de primer orden en la forma de existencia
de modelos de teorias consistentes. Solamente para teo-
rias emumerables ya que utiliza los teoremas clasicos
de existencia de filtros genéricos sobre érdenes parcia-
les. Damos aqui una demostracién de dicho teorema pa-
ra teorias de cualquier cardinalidad utilizando nuestra
nocion de filtro genérico.

Sea T una teoria consistente de primer orden de
tipo 7, C un conjunto infinifo enumerable de constan-
tes, disyunto de 7, y 7' = 7UC. Se define un modelo
de Kripke de tipo 7:

Kp = <, W fpqdp, qex, p<q

como sigue:

- £ = { p : p es un subconjunto finito de L, (7")
¥ T Up es consistente }
-p<q ® plq

= le = (D/ ~p oY va =y fp: ] cpJ ---

D = { t : t término cerrado sobre 7’}

), donde

ty~pty % TUP|— t) =ty
(ty/ ~pr tn/ “p) €RP < TUP |- R(ty, ..., ty)
f(t4/ ~ tn/ ’“p) = f(ty, ..., tp)/ ~p

- qu: ‘J.lp - %Iq se define como qu(t/ ~ p) =t/ ~ q

LEMA 52. Sean t(, ...
¢(q,...,up) €L, , entonces:

Demostracion. Por mduccmn en formu]a.s. Sola-
mente se necesita del sistema deductive que tenga
reduccion al absurdo (débil) y generalizacion universal.
Se utiliza que ¢Gsolamente contiene los operadores —,
A, ¥,y clasicamente, ¢(tq,..., tp) = ¢G(t1, 2 tp). 0

Corolario. Sea T una ieorie consistenie de primer
orden, si F es un fillro genérico para IKT, entonces

KplF] =T
Demostracion. Si T l— ¢, esto implica por el lema

anterfor que Il— 2 ¢Cy por el teorema del modelo
genérico, KT[%

, bty términos cerrados y

TUpF ¢ty

1. El universo cumulativo de los conjuntos varia-
bles. El método de forzamiento de Cohen (1963) para
demostrar la independencia del Axioma de Eleccion y
la Hipétesis del Continuo se presenta en la literatura
como una construccidén técnica ad-hoc cuya efectividad
parece a veces milagrosa. Puede reinterpretarse, sin
embargo, como la construccién de modelos genéricos en
ciertos modelo de Kripke sobre drdenes parciales cnida-
dosamente escogidos cuyas fibras son universos de la
teoria de conjuntos (Fitting, 1969), o como la construc-
cién de universos de valores booleanos (Scott , 1967).
Ambas ideas son casos especiales de la construccién
del universo cumulativo de conjuntos eztendidos sobre
un espacio topologico arbitrario. Presentamos aqui una
version de esta construccién que simplifica y justifica
intuitivaménte la definicién clasica de “forcing”, aun
en el caso de forzamiento sobre ordenes parciales. Por
ejemplo, los elementos de nuestro modelo de Krikpe
no son “constantes” o “nombres”, ni el forzamiento de
la pertenencia se define por medio de una induccion en
rango, como en las presentaciones tradicionales (Fit-
ting, 1969; Kunen, 1980) sino que resulta ser genuina
pertenencia entre conjuntos extendidos.

Tierney (1972), Bunge (1974) y otros autores han
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interpretade categoricamente ¢l forzamiento de Cohen
tomando todo un topos como modelo de la teoria,
mientras que aqui trabajamos con un sole haz, lo cual
corresponde a construir la jerarquia cumulativa dentro
de un topos.

Presentamos el umiverso cumulative de conjuntos
extendidos sobre un espacio arbitraric X corno un
prehaz exacto, pues describir directamente el fibrado
resulta artificial y complicade. En el caso de modelos
de Kripke, en cambio, sera mas sencillo y natural des-
cribir directamente el haz fibrado.

Defincién 5.3. Sea X un espacio topologico. Para
cada ordinal & definimos un conjunto V,(U) de
funciones definidas en Ab{U), cuyos valores en W €
Ab(U) son conjuntos de funciones en Ab(W) cuyos va-
lores, a su vez, en V € Ab(W) son conjuntos de funcio-
nes en Ab(V), etc.:

V,(U) =19
VoUW ={oe HW € Ab(U) P(V,(W)): 0 con
las restricciones p paraW DT
Ab(W)AR(T)

constituye un sub-prehaz exacto}

Vo(U) = U'y<a V’y(U)
Finalmente deftnase

V(U) = Ua cOrd Va(U):

y dados o, p € ¥(U), la relacién de pertenencia:
OEUp.¢>a € p(U).

Escribimos ¥X para hacer explicito el espacio topold-
gico.

Se tiene V,(U) CVy(U) si @ < . Ademas se
verifica que ¥, con las restricciones p Ab(U)Ab(W) es

un prehaz exacto sobre X, por tanto ¥, €V, ,(X) y

asi V, € X Voi1- Mas generalmente V,[Ab(U) eV

Y, +1 También ¥ con las restricciones es un prehaz

exacto cuyas estructuras de secciones ¥(U) son clases
propias. No intentamos calcular el haz QV de gérme-
nes, pero sabemos que los elementos de V(U) pueden
considerarse como las secciones en G¥(U); en par-
ticular ¥, y ¥, 1 son secciones globales y tenemos

N o x Vo€ Vot1:

En el caso de modelos de XKripke, podemeos
describir directamente el haz de gérmenes, ya que en
general un prehaz exacto estd completamente deter-
minado por sus valores en una base, ¥y en modelos de
Kripke vale K, ~ K([p)). Si interpretamos el orden
parcial ¥ como la estructura del tiempo, entonces tene-
mos una genuina jerarquia cumulativa de conjuntos
variables sobre Z:

K& p=20
Ka+1p = { f: [P) - Uq 2 pP(Ka,q): f(q) g Ka,q’
Vr>q2p:gef(q) = glr) €f(r)}

[Kap = Uny<a K-yp s1 @ es un ordinal limite.
Kp = UanrdkaP' gcPf o geflp) .

Los elementos de Kison funciones definidas en [p), de
hecho secciones del haz K|{p), cuyos valor en q es a su
vez un conjunto de funciones definidas en [q), q > p,
etc. Un conjunto variable g pertence en el momento p
al conjunto variable f si g pertenece a la descripcion
instantanea f(p) de f en p. Los homomorfismos de
transicion son las restricciones que, por construccion,
respetan la relacion de pertenencia del medelo,

TEOREMA 53. Peara todo espacio topolégico X,
GvX ||y 2FC.

Demostracion. Para mayores detalles sobre esta
construccién y la verificacién de que los axiomas de ZF
(Teoria axiomatica de conjuntos de Zermelo-Fraenkel)
son forzados en estos haces conjuntistas vease la tesis
de Magister de A. Villaveces (1991). O

Se tiene como corolario inmediato que VX[?F] |= ZF
para cualquier filtro genérico . Los axiomas de ZF
no son necesariamente forzades en su formulacion co-
rriente, por ello se necesita la traduccion de Gadel; por
ejemplo, en el universo conjuntista sobre el espacio de
Sierpinski no se fuerza la formulacidn corriente del
azioma de fundamentacion AF:

Vudv (vEu A Yw(wEv 2o wen)),

sino mas bien su negacion —AF, pero se fuerza ARG
(que contradice a —AF clasicamente, pero no intuicio-
nistamente).

§6. Genericidad en légica infinitaria

La semantica puntual de haces puede extenderse
al lenguaje L, que admite conjunciones y disyuncio-
nes infinitas (para la logica infinitaria clasica véase
Dickmann, 1975), adicionando a las clausulas de la
Definicién 3.1 las reglas:

)| ||—xi \EJI piloy..op) &> FIEL W || ¢fo)... oy,

A ||~ ié piloq...op| <> I U € ¥'(x) tal que ¥y € U,

I
Viel: U ||~ g #ilog-.opl.

se tiene entonces la siguiente extension de la semantica
de Kripke-Joyal:
A ”TJ’ . \EII p;leq-- op| < I recubrimiento {Ui}i de
U tal que ¥i: ¥ ”TT pi{al,... onls
A ||—U1/é I @ilog, ol 3V € ‘V'éx) tal que
U |{— y p;loy,.-0p] para todo i.

Es posible generalizar también la teoria de mode-
los genéricos a fragmentos de Loy 1o cual permite
demostrar completitud y omision de tipos para frag-
mentos enumerables, unificando las demostraciones
por medio de condiciones de consistencia de Barwise
(1970) y Keisler (1973), y la de Dahn (1979) para la
logica de primer orden L, por medio de modelos de
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Kripke.

Un sublengnaje L de L, sera un fragmento si es
cerrado bajo subférmulas y los operadores: =, A, Vv,
A =N

Definicior 6.1. G es L-genérico para W (L un
fragmento de L} si cumple las condiciones de la de-
finicion original para todas las formulas de L, y ade-
mas la clausula:

NWjj—yvecnUeF = IWecFIpcd
tales que A |~ y ¢

Para disyunciones finitas, esta propiedad se sigue
de las otras dos, de manera que genericidad a secas es
L, ~genericidad. El analogo del teorema del modelo
genérico 5.2 sigue valiende para formulas de un frag-
mento L y un filtro L-genérico, si extendemos la
traduccién de Gédel a la légica infinitaria con lag re-

glas:
G _ G
(Nie®)™ = Nt
(Vied® = ~(r; 199

No poedemos asegurar en general la existencia de
filtros L-genéricos, pues un filtro maximal no tiene por
qué cumplir la condicion (3); sin embargo, podemos
garantizarla bajo condiciones de enumerabilidad para
L y el haz.

TEOREMA 6.1. Sean L un fragmento enumerable
de Lo, (v por lo tanto de L, ), X un espacio
topologico con una base erumeradie B, y U un haz de
estructuras sobre X tal gue U(U) es enumerable para
toda U € B; entonces existe un filtro L-genérico para
U. Ademas puede escogerse el filiro de manera gque
tenga una base de filtro formada por elementos de B.

Bajo condiciones fuertes de interseccién en el
espacic de base es posible probar también la existencia
de filtros L-genericos para fragmentos no enumerables.

Llamaremos filtro de Cohen a un filtro sobre un
modele de Kripke que sea generado por basicos de la
forma [p). Por la ultima condicién del Teorema 6.1,
existen filtros de Cohen genéricos en modelos de Krip-
ke enumerable. En tal caso el conjunto C = { p :
[p) EF } es un filtro genérico sobre el orden parcial
del modelo en el sentido corriente de la teoria de
conjuntos (véase Kunen, 1980). Sea L un fragmento
enumerable y |— 1, ¢l sistema deductivo resultante de
adjuntar al sistemal para la logica de primer orden
con las reglas infinitarias naturales para las conjuncio-

nes infinitas de L. Es decir para cada A; cot €L
las dos reglas:
Nieoh ImL #i Gpda mL Ajeuti

Si construimos como antes el modelo K1 asociade a
una teoria consistente T'CL y al sistema deductivo
P—L, puede demostrarse el analoge del Lema 5.2, y
como se cumplen las condiciones del Teorema 6.2,
puede demostrarse el teorema de completitud:

TEOREMA 6.2 (Completitud para fragmentos e-
mumerables). Sea L un fregmento enumerable y TCL
un teoria consistente pare el sistema © 1 entonces
Kp[F] es modelo de T, para cualguier filtro L-
genérico T de K.

Si ¥ es de Cohen, el limite Kp[¥] resulta enumera-
ble, pues puede calcularse ultilizando solamente las
estructuras K([p)) que son enumerables por construc-
cion. Por otra parte, ecogiendo con cuidado el fragmen-
to y utilizando el mismo haz K puede demostrarse el
teorema de omision de tipos.

TEOREMA 6.3 (Omision de tipos para fragmen-
tos enumerables). Sea L un fragmento enumerable. Si
®(v) es un tipo no principal sobre T CL, eriste un
modelo enumerable que omite a B(v).

Demostracion. Suponemos sin perder generalidad
que el fragmento es cerrade bajo la traduccién de
Gode]. Paracadat €D y p € T se tiene en [KT:

K - p " o(v) € B(v) ¢G(t/ ~ p) )

de lo contrario K [|— P qu(t/ ~ q)) para toda ¢(v)
€ $(v), y por el analogo del Lema 5.2: TUp ki
#°(t), es decir, T F 1, A P(t) = ¢(t); pero podemos su-
poner que existe ¢ € C tal que (t = ¢) € p(t) , entonces
T Fp Aplc) = #(c) asi que Tty Vw(Ap(v) —
¢(v)) para tode ¢(v) € (v), una contradiccion. En
conclusion,

Kpll=g=n #(v) € B(v) ¢G("t) )

donde o; es la seccion global ay(p) =t/ ~ p - Ahora,
s . * . ’

el minimo fragmento " que contiene a L y a la formu-

la _'Aqb(v) € 3(v) ¢~ (v) sigue siendo enumerable y

podemos hallar un filtro de Cohen L*-genérico & para
K. Como Z € ¥:

KIF] |= = A #(v) € B(v) ¢([o));

pero todo elemento de K[¥] tiene la forma a = [0;], ya
que si p esta definida sobre U € F, que es de Cohen,
existe [q) €F con q€U y por lo tanto B g uli{a)

~ o 0y , donde t = #(q), pues para toda p > q, o4(p)
=up)=t,, p- For tanto, a no realiza a $(v). O

Reconocimiento. Este trabajo se enmarca dentro de un
proyecto apoyado por COLCIENCIAS sobre el tiempo
en la légica que actualmente adelantamos con el Profe-
sor Joseé M. Mufioz de la Universidad Nacional de Co-
lombia. '
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