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1. LA ESTETICA Y LA ECONOMIA
EN LA FISICA

La estética y la economfa han tenido mucha im-
portancia en la historia de la Fisica y de la ciencia
en general y, como veremos atin la siguen teniendo.

De ahf la tendencia a reducir las leyes de la cien-
cia a un minimo.

Los pitagoéricos, por ejemplo, pensaban que el
nimero gobernaba el Universo. En particular el
nimero 4 era importante en su Cosmologfa. Por
ejemplo, el grupo de los 4 niimeros enteros 1, 2, 3
y 4 tenfan la importantisima propiedad de que su
suma es 10 un “nimero perfecto’’. Otros grupos de
4 integrantes o “‘tetractis’’ eran los formados por el
punto, la lfnea, la superficie y el sélido o los famo-
sos 4 elementos, tierra, aire, agua y fuego o el no
menos famosos grupo de 4 disciplinas, aritmética,
geometria, astronomia y misica (Yourgrav, Man-
delstam, 1956).

Los pitagéricos encontraron también una rela-
cion notable entre la musica y los niimeros enteros.
En efecto, los intervalos musicales “consonantes’
estaban caracterizados por relaciones simples de
frecuencias, es decir, quebrados que tuvieran por
numeradores o denominadores los famosos nimeros
1, 2, 3, y 4. Esas relaciones serfan tales como 1: 2,
2:3, 3:4 llamados intervalos de octava, de quinta,
de cuarta, etc. (Helm. 1967). Famosa es también la
expresién “musica de las esferas’. Parece que Pité-
goras asocié los intervalos de quinta, cuarta y
octava a los radios de los anillos descritos por la
luna, el sol y las estrellas al girar alrededor de la
tierra. Estos cuerpos celestes, de forma esférica,
producfan al girar una musica celestial, que los
mortales, decfan los pitagéricos, no podfamos ofr.

En la teoria completa de los planetas iniciada
por Pitdgoras, vuelve a aparecer el nimero perfecto
10. En efecto los cuerpos celestes moviles, de for-
ma esférica y describiendo circulos, eran 10, sin
incluir las estrellas: la tierra, la luna, el sol, 5 plane-
tas visibles, Hestia (el fuego central distinto del sol)
y para completar 10, la contra-tierra. Todo el
sistema giraba alrededor del fuego central (Hestia)
pero éste y la contra-tierra no eran visibles al ojo
humano.

Al contrario de Pitdgoras, que aceptaba la obser-
vacién como medio de comprobar las conclusiones
de sus axiomas, Platén era inflexible en rechazar la
experiencia por imprecisa y aceptar s6lo la logica y
las matemadticas como unicas fuentes del conoci-
miento. Segun Plat6n el Demiurgo o Arquitecto del
Universo sac6 del caos original un conjunto ordena-
do, donde predominaba la figura perfecta, la esfera.
En sus didlogos siempre le atribuye al Universo las
caracteristicas de simplicidad, orden y perfeccién,
que existen antes de cualquiera de nuestras imper-
fectas observaciones. (Yourgrav, Mandelstam, 1956).

En la lenta transicién que sufrié la ciencia, Aris-
tételes dio un paso notable: de acuerdo con sus
ideas s6lo eran posibles dos movimientos simples,
el rectilineo y el circular, siendo todos los demds
combinaciones de estos dos. Sobre el movimiento
circular hizo la importante observacion de que la
circunferencia es la curva que tiene menor perime-
tro entre las que encierran un drea dada. Esta fue
aparentemente la primera vez que se usé un princi-
pio de minimo. Pero fue Her6n de Alejandria
quien usdé uno de tales principios de manera cient{-
fica: demostré que cuando un rayo de luz es refle-
jado por un espejo, la trayectoria realmente seguida
por la luz es mds corta que cualquiera otra donde
también haya reflexion. Se bas6 en la considera-
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cién de que entre dos puntos dados, la trayectoria
directa (sin reflexién) mds corta posible es la linea
recta. Esta trayectoria minima descubierta por
Herén es la que produce dngulos de incidencia y
reflexién iguales, tal como sa sabe hoy dfa. (Mach,
1942).

A estas alturas podemos ver ya dos facetas de la
economia en la Fisica. La una se refiere a la simpli-
cidad de la naturaleza en que pensaban Pitdgoras y
Platon y estd muy relacionada con la estética; tam-
bién tiene que ver con la economia del pensamien-
to, que debe practicar el cientifico. La segunda
faceta trata de otro tipo de economia: la naturale-
za escoge Orbitas de longitud minima para un drea
dada, la luz sigue las trayectorias mas cortas, etc.
Este segundo aspecto tuvo importantes desarrollos,
como veremos luego.

Sobre la economia del pensamiento podemos
mencionar que ya Guillermo de Ockham sostenfa
en el Siglo XIV que el nimero de hip6tesis no debe
exceder del minimo necesario para explicar los he-
chos y Copérnico, quien abundaba en ideas plat6ni-
cas sobre la simplicidad de la naturaleza, hizo notar
que el sistema heliocéntrico contenia hipétesis
mds simples y en menor nimero que el modelo
geocéntrico de Tolomeo. Adn Kepler y Galileo,
reputados como fundadores del método experi-
mental, segufan teniendo en mente el amor de la
naturaleza por la simplicidad, pero insistieron en

~que los resultados del razonamiento abstracto de-
bian ser sometidos a una comprobacién experimen-
tal. Por otra parte la idea de que la naturaleza reali-
za sus operaciones con la mdxima economia ya se
habfa mencionado a propésito del descubrimiento
de Herdn sobre la trayectoria de la luz. Pappus hizo
notar como las celdas de las abejas tienen la forma
justa para conseguir la mdxima capacidad con una
cantidad dada de material, hecho que ha sido muy
comentado. (Mach, 1942) Por su parte, Galileo
Galilei, en sus estudios sobre la resistencia de mate-
riales, hallé que una columna hueca es mads resisten-
te que otra maciza de igual longitud y de igual can-
tidad de material y el caso de los huesos vino in-
mediatamente a su mente. (Galileo, 1945). Tam-
bién observé que el cafién de las plumas de las alas
de las aves tiene la forma de la que los Ingenieros
llaman viga empotrada de resistencia constante, en
toda su longitud, que proporciona la maxima eco-
nomia de material.

Estos razonamientos tenfan una fuerte base teo-
logica; no obstante, ejercieron mucha influencia
sobre la mente de quienes formularon las teorias de
méximos y minimos en F{sica, ya basados en el
método cientifico de la observacién y la experi-
mentacién (Mach, 1942).

El primero de ellos fue seguramente Fermat,
quien generalizando el descubrimiento de Herén
sobre la reflexién en los espejos, logré demostrar
que el tiempo gastado por la luz, para ir de un pun-
to a otro, es un mfnimo, cualquiera que sea el na-
mero de reflexiones y refracciones. Mds tarde se

demostré que no siempre se cumple la condicién
de mfnimo tiempo: hay veces que el tiempo es mds
bien médximo, con gran decepcién para los defenso-
res de la economia en la naturaleza. Sin embargo,
la economia de pensamiento y el correspondiente
aspecto estético salieron reforzados, pues hoy sabe-
mos que tanto la situacién de mdximo como la de
minimo se expresan por la misma condicién mate-
madtica: la trayectoria en ambos casos es tal que la
llamada variacidn es cero.

2. LOS METODOS VARIACIONALES

Se trata pues en general de escoger la forma de
una funcién que haga miaxima o mfinima determi-
nada cantidad; la variacién de esta tltima debe ser

_cero en tal caso.

Los problemas de este tipo en el campo de la
mecénica fueron estudiados con mucha seriedad
por los hermanos Juan y Jaime Bernoulli. Juan
descubrié que una cadena pesada colgada de sus
dos extremos, adopta la forma de la curva llamada
Catenaria, que es justamente la que tiene el centro
de gravedad mas bajo posible. Descubrié también
que, dados dos puntos, la trayectoria de minimo
tiempo de caida (braquistécrona) es la llamada ci-
cloide. Su hermano Jaime dio a este problema una
interpretacion matemadtica mis préxima a los tra-
bajos de Euler, que abajo se mencionan.

Alrededor de medio siglo méis tarde Maupertuis
enuncié su célebre principio de la ‘“Minima Ac
cién”’, pero se basé de nuevo en las viejas ideas pi-
tagéricas de la economifa en la naturaleza, segin
él, manifestacién de la sabidurfa del Ser Supremo.
Esto era un verdadero retroceso respecto al trabajo
de Fermat, por cierto mucho més preciso. Mauper-
tuis denominaba ‘‘accion’ al producto de masa por
velocidad y por camino recorrido, pero midiendo
estas tres cantidades en forma caprichosa. Este
principio de la mfnima accién fue enunciado de
manera mds exacta por Euler definiendo la accién
como la integral f mvds, la que debfa ser minimi-
zada. (Siendo m constante, en realidad, decfa él, la
cantidad fvds debe ser m{nima, para una sola par-
ticula).

Lagrange observé que no solamente se debe pen-
sar en que la accién sea minima, sino en que tam-
bién puede ser mdxima, lo que equivale a decir que
la trayectoria descrita por la particula debe ser tal
que la variacién de la accién sea cero al pasar a una
trayectoria infinitimente vecina. Este tipo de pro-
blemas es el objeto del llamado C4lculo de Varia-
ciones.

Los trabajos de Euler dieron nacimiento a la for-
ma mds perfecta de la Mecédnica Clésica, que es la
forma mds estética para el Fisico Teérico y ella es
la desarrollada por Lagrange y Hamilton.

Los métodos de mdximos y mfnimos también
encuentran vasta aplicacién en la Mecdnica Cudnti-
ca, pues esta disciplina hace amplio uso de los mé-
todos Lagrangianos y Hamiltonianos.
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En la Relatividad General también se hallan mag-
nitudes que toman valores extremos; por ejemplo
tienen gran importancia las geodésicas, o Ifneas de
menor longitud entre dos puntos, de las geometrfas
no Euclidianas.

El principio variacional, 0 como se dice no muy
apropiadamente ‘el principio de la mfnima acciéon”’,
ha probado ser muy util, no sélo en Mecénica y
Optica, sino en Electrodindmica y Termodindmica
de los procesos reversibles. Auiin hubo quien sugirié
1a extensién de estos métodos a ciencias diferentes
de las fisicas y matem4ticas.

3. ELCALCULO DE VARIACIONES,
{UN METODO UNIVERSAL?

Max Planck, el iniciador de la Teoria Cu4ntica,
manifesté su optimismo sobre la bondad de estos
métodos, de aplicacién universal, segtin su opinién.
Pero, para sorpresa de muchos, manifesté su adhe-
sién a las ideas teol6gicas de siglos atrds, en el senti-
do de usar el poder unificador de estos métodos
como argumento en favor de la existencia del Ser
Supremo. Es de anotar que Sommerfeld, uno de
los pioneros de la Teorfa Cudntica en su primera
forma, anot6 coOmo tal teorfa, nueva por entonces,
habfa dado otra vez preferencia a los nimeros ente-
ros, tal como lo habfan hecho los pitagéricos 2500
afios atrds. (Yourgrav, Mandelstam, 1956).

{Cudl es la situacién actual en cuanto a los mé-
todos variacionales? Lo cierto es que los ffsicos
estdn tratando de sistematizar su uso, antes confia-
do un poco al azar, mediante teoremas conocidos
por los matemdticos desde bastante tiempo atrés.
En particular se han ocupado del llamado problema
inverso del célculo de variaciones.

4. PROBLEMA INVERSO DEL CALCULO
DE VARIACIONES

Sea
Lu = f 1)

una ecuacidén lineal o conjunto de ecuaciones linea-
les, donde L es un operador diferencial, integral o
integro diferencial. D (L) es el dominio de L en un
espacio vectorial U y rango R (L) en un segundo es-
pacio vectorial V. Se trata de buscar una funcional
F [u] definida en el dominio de L, tal que los
puntos crfticos de F (que dan lugar a sus maximos
y minimos), sean las soluciones de (1). Este es el
problema inverso del cdlculo de variaciones mien-
tras el problema directo consiste en buscar los pun-
tos criticos de una funcional previamente fijada
(Mikhlin, 1964 y Vainberg, 1964).

Para resolver el problema inverso necesitamos
una “forma bilineal” G [v, u, ], lineal tanto en v
como en i, si v y u pertenecen a los espacios
vectoriales V y U respectivamente.

Ejemplos:

T
<y, pu> = f p(t) u(t)dt (2
0

T .
<y p> = f v(t) u(T-t)dt 3)
(o)

La notacién <w, u > recuerda la que se emplea
para el producto escalar (v, w). (El producto esca-
lar es justamente el ejemplo (2)). Se dice que un
operador lineal es “simétrico” respecto a una for-
ma bilineal <p, u> si

<Lpy, p2> =< Lpuz, 1> (4
para toda pareja pu, ,u, eneldominiodeL.En

el espacio de Hilbert, suponiendo U=V ysila
fqrma bilineal es el producto escalar

(Lur, 82)= (L py, 1) 3)

forma muy familiar.

El teorema fundamental de la teorfa dice que si
el operador L es simétrico respecto a una forma bi-
lineal conveniente, las soluciones de la ecuacién (1)
son los puntos criticos de la funcional

Flpl= 3<Lpu>-<f,pu> (6

Para demostrarlo, calculamos la primera variacién
de (6)

8 F[u] = Flp + 8u] - F [u] =

=4 <Lu+ Lop> - <fu+8u> - d<uu>+<f,u>

=3 (<Ly, Su>+<I dupd) - <f,5p>

o usando la hipétesis (4)

SF[u] =3#<L u,6p> + 3<Lp,8u> - <f, 6 u>
8F[u] = <Lu-f,6u> @)

Asf quesi puo, essoluciéonde (1),Luo—f=0

y 6F[ue]l=0 ®

o sea las soluciones son los puntos criticos (Magri,
1974).

El éxito del método radica en la acertada elec-
cién de la forma bilineal (Tonti, 1973), que no de-
be ser degenerada, es decir si

VveV, <v,ji> = o, implica #=o0 )]

y también V peV, <, u> = o, implica 5=0 (9
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La necesidad de esta propiedad se ve si se trata
de considerar un raciocinio inverso al de arriba, es
decir si suponemos que p, es punto critico de

F [u]

8F[u,]1= 0, o usando (7)

<Luo - f,8u>=o0

Sélo si se cumple (9) podemos deducir que
Lu, —f =0 o sea y, es soluciéon de (1). Es muy
importante anotar aqui que si el operador L no es
simétrico respecto a una forma bilineal dada, p.
ejemplo el producto escalar ordinario

(v, ) = I v (Hut)dt,

en general puede encontrarse otra forma bili-
neal respecto a la cual el operador L si sea simé-
trico (Magri, 1974). En efecto consideremos una
forma bilineal en el espacio V, <v,,v, > ;sin otro
requisito por el momento que el de ser simétrica
respecto al intercambio de v, por v,. (El producto
escalar ordinario (2) servirfa desde este punto de
vista). Ahora, a partir de esta primera forma bili-
neal introducimos una segunda

<v, u> = <p, Lp> (10)
definida para ve V y pue D(L)

Pero la forma bilineal (10) hace simétrico el ope-
rador L:

<Luy ,ﬁz>=<Lnl,Luz >=<Lpy Ly >y =<Luzu,>
an

lo que indica que L es simétrico, cualquiera sea la
forma de <v,,»,>;, con tal de que sea simétrica res-
pectoa v, y vo .Ental caso, lassoluciones de

(1) serdn puntos criticos de la funcional F [u] ,
dada por (6)

Flu]= 3<Ly, L — <f, Lu> (12)

Sin embargo, para asegurarnos de que todos los
puntos criticos de F[u] sean soluciones de (1),
debemos exigir que nuestra forma bilineal (10) sea
no degenerada en D(L) y R(L).

Para ver los requisitos adicionales que con este
objeto debemos imponerle a nuestra nueva forma
bilineal, calculemos la 13- variacién de (12)

8F[u] = <Lup-f, Léu> (13)
(Compdrese con (7) ).

Entonces, la condicién necesaria y suficiente de
que todos los puntos criticos de F([u] sean solu-
ciones de (1) es que la forma bilineal <v, v, > sea
no degenerada en el rango del operador L, R(L).
Pero con este fin basta exigir que el rango de L
sea denso en el espacio lineal V con respecto a una

topologia que haga continua la forma bilineal
<vi,v;> . Este requisito, que es suficiente pero
no necesario, lo cumplen la mayoria de los opera-
dores que se usan en la Fisica Matemdtica (Gold-
berg, 1966).

Existe una relacién de las consideraciones que
acabamos de hacer con el problema de los campos
conservativos, relacién que parece poco conocida
por los fisicos. Sea, en efecto un campo vectorial
que se representa por una funcional que hace co-
rresponder a cada vector de posicién u un vector v.

Nuj=» (14)

Una linea se describe por medio de un vectorq()
que depende de un parametro A; éste se suele esco-
ger haciendo A= o para n=pu, Yy A=1 pa-
ra n=u,.

Se define la circulacién por

A=1
C=f <da(\), N[np(M)]>da (15)
A

La circulacién depende en general de la trayec-
toria seguida. Pero si no depende de tal trayectoria,
se dice que el campo es “‘conservativo’’. En tal ca-
s0, la circulacién puede escribirse

1
Flu]- Fli] =f <dn,Nn> dA (16)
0

d
siendo dn = = a
dA
La funcional F [u]  define un campo escalar y

se llama el potencial del campo vectorial N[u]. Si

el dominio de N es convexo, la linea n (A) se pue-
de tomar recta

7(A) =Ap + (1-A) uo a7

Si el dominio de N contiene el elemento nulo
0, se puede hacer uy = 0y en(17) vemos

n7A) = Au (18)
yen(16)

1
F[u]=J <dn, Np> dA (19)
)]

poniendo F [o]= 0, y en tal caso, si el operador es
lineal, llamdndolo L

1
F[,;]:f <, LAp>dA=4+<pu,Lu> (20
, _

que es la misma (6) conf =0
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Consideremos de nuevo la ecuacién

Nu]l=o0 21

que representa algin problema fisico, siendo N un
operador, en general no lineal.

Las soluciones uo de la ecuacién (21) son las
que hacen estacionaria la funcional F [u]. En efec-
to, para un campo conservativo, de las ecuaciones

(16) y (15)

6 F(u] = <8u,N[u]> (22)

Si Nuol=o0
8 Flu] = <8u,N[uo]> (23)
8 Fluol= o (24)

o sea F es estacionaria.

Alainversa,si § F[up]=0, <6u,N[uo]> =0

y si la forma bilineal es no degenerada, esto impli-
ca N[uo]l=o0, osea uo essolucidon de (19).

Por ultimo, si la circulacién entre dos puntos
arbitrarios no depende del camino seguido, tome-
mos una distancia infinitesimal cubierta por dos
caminos diferentes abc y adc; las dos circulaciones
infinitesimales serdn iguales

<N(u),e¢>+<N(utep),v y >=<N(u)py>+
+ < N(u+vy),ep>

donde € y v son infinitesimales (Tonti, 1981).

De ahf resulta (N@ + €9) — N (), y>=
€

= (N(u + vy) — N(w), 9>

14

Pasando el limite cuando € »o0, v—0 vy llamando
lim N + ep) — N(u)

€>0 €

=Nup

A4

donde Nu  eslallamada derivada de Gateaux
del operador N(u)

N'up, ¥) = N'uy 0 (25)

lo que quiere decir que la derivada de Gateaux del
operador no lineal es simétrica. Esta condicion es
necesaria para que el campo sea conservativo si el
operador N que define el campo es no lineal. Si el
dominio del operador es convexo, la condicién es
suficiente.

5. CONCLUSIONES

De los resultados anteriores se deduce que pric-
ticamente cualquier problema de interés en la Fisi-
ca puede resolverse por un método variacional, con
tal de usar la forma bilineal apropiada.

Estos teoremas extienden asi la aplicabilidad de
los métodos variacionales a un campo ilimitado,
cumpliéndose en cierta forma el suefio de Planck
y acercando la ciencia al ideal acariciado por los
antiguos de reducir a un mfnimo el nimero de
leyes de la naturaleza. Pero para lograrlo, ha sido
necesario usar métodos matemdticos cada vez mds
sofisticados; la simplicidad en el nimero de las
leyes necesarias se ha conseguido a cambio de ma-
yor complicacion en la teoria. Favorece esto a la
estética o a la economia? Las opiniones en realidad
estdn divididas.
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