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Se estudia en este trabajo una nocion general de conectivo proposicional intuicionista desde la
perspectiva semantica de los modelos de Kripke, nocidn que incluye los conectivos corrientes del
Calculo de Heyting al igual que los conectivos definidos por Gabbay. Las extensiones de la ibgica
proposicional intuicionista que rtesultan al afiadir estos conectivos preservan los paradigmas
esenciales del intuicionismo, como es la propiedad de la disyuncion. Se estudian en detalle varios
conectivos particulares, y se proporciona para algunos de ellos axiomatizaciones completas que
extienden conservadoramente el Calculo de Heyting. Dichas axiomatizaciones se utilizan para obtener
nuevas demostraciones de la caracterizacidon de algunas 16gicas intermedias, como la logica de Dum-
mett para modetos de Kripke sobre ordenes lineales.
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Abstract

We propose and study a general notion of intutitionistic sentential cormective in the semantical
context of Kripke models. This includes the ordinary connectives of Heyting Calculus as well as the
connectives introduced by Gabbay. The resuiting extensions of intuitionistic propositional calculus
preserve the paradigms of intuitionism, for example the disjunction property. We study in detail
several specific connectives, providing for them complete axiomatizations which extend conser-
vatively Heyting Calculus. Those axiomatizations may be utilzed to give new proofs of kmown facts

about intermediate logics, as Dummett's logic for Kripke models over linear orders.
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Introduccién

En contraste con el caso de la 16gica cl4sica, cuyos
conectivos proposicionales fundamentales: —, A, v, 3, &,
forman un sistema funcionalmente completo, en la 16gica
intuicionista pueden darse nuevos conectivos no reducibles
a los tradicionales. Esto ha sido observado por varios
autores: Bowen (1971), McCullough (1971), Rauvszer
(1974), Gabbay (1977,1981), Troelstra (1981) y Lipez-
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Escobar (1985), entre otros. Por supuesto, tal afirmacién
puede resultar trivial si no se aclara antes qué significa
"conectivo intuicionista”. Las extensiones del cAlculo pro-
posicional clisico por medio de operadores modales indu-
cen extensiones del cdlculo proposicional de Heyting, pero
no por ello ha de considerarse "intmicionistas” a tales opera-
dores. Debe requerirse por 1o menos que las extensiones
por nuevos conectivos mansengan los paradigmas que han
guiado al intuicionismo, como es 1a propiedad de 1a disyun-
Cién, tan apreciada por los buenos intuicionistas.

Hemos encontrado dos propuestas principales en la
literatura sobre 1a definicion general de conectivo intuicio-



706 REV. ACAD. COLOMR. CIENC.: VOL. XIX, NUMERO 75 - NOVIEMBRE DE 1995

nista: la de Gabbay (1981) y 1a de Lépez-Escobar (1985).
Ambas son de caricter sintictico, dentro de la tradicidn
constructiva del intuicionismo. En este trabajo investiga-
mos una definicién semdntica, en el contexto de modelos
de Kripke, que incluye a los conectivos d¢ Gabbay inter-
pretables en dichos modelos, Para un conjunto parcialmente
ordenado fijo P los conectivos propuestos corresponden a
ciertos morfismos del clasificador de subobjetos del topos
de prehaces Ser¥ (ver Freyd 1972, Goldblatt 1984), Sin
embargo, nuestros conectivos est4n definidos globalmente,
es decir, independientemente del orden parcial de base. Un
conectivo serd una clase de modelos de Kripke sobre bases
arbitrarias con ciertas propiedades de clausura, concepto
afin al de cnantificador generalizado para la teorfa clisica
de modelos {(Lindstrom 1949).

La seccitn 1 es introductoria. En 1a seccién 2 se pre-
senta y justifica la definicion de conectivo y se observan
sus principales propiedades En las secciones 3 a 6 axioma-
tizamos un conectivo de "compatibilidad”, obteniendo co-
mo corolario una conocida axiomatizacidn de la l6gica in-
termedia asociada a los Grdenes parciales dirigidos. En las
secciones 7 y 8 estudiamos otros conectivos naturales en
modelos de Kripke. Finalmente, en la seccién 9 discutimos
los conectivos intuicionistas de Gabbay.

1. Preliminares

Aunque suponemos que ¢l lector estd familiarizado
con la semAntica de Kripke para la 16gica intuicionista (ver
por ejemplo van Dalen, 1983), la explicamos brevemente
para su beneficio, Dado un conjunto L cuyos elementos
lNamaremos letras proposicionales, F (L) es el conjunto
mis pequefio que contiene a L y es cerrado bajo las
operaciones sintdcticas: o, B — (a A B), (a v B), (> P) y
a — —a. En general, no escribiremos los paréntesis mis
externos de una férmula, vgr, - ¢ o (¥ v ¢) en lugar de
(= > (¢ v §)). Cuando L sea claro del coatexto, o
arbitrario, escribiremos ¥ en lugar de F (L).

Un L-modelo (proposicional) de Kripke es una ter-
na K = (Z, <, P) donde (T, <) es un conjunto parcialmente
ordenado y P es una funcién P: L — P{Z), tal que para todo
7 € L se tiene

x€ P(n), x<y = ye P(n).
Diremos que K es un modelo sobre el marco (E, <).
DEFINICION. Dado un L-modelo de Kripke K, se

define para todap e Ly @ € F (L), por induccitn en f6r-
mulas, una relacion de forzamiento:

K'Eo
que selee K fuerza 9 enp:
S5i9e L.K'L@ & pe P(7)
K'l’;—.tp & Vgzp: K qutp
KIEoay & KIboy Kby
Klll,— VY & Kili;cpoKllF;w
K|1|5_ oY & Vgzp: K ||q— ¢P=>K||E ¥).
Ademis se define:

Ki—-¢ (Kfuerza 9) « Vpe L:K I;jtp

9 & YK I-FT= KI+—9)

I @ (@ es intuicionistamente vdlida) & K |- @ para
todo modelo de Kripke K.

Dos L-modelos de Kripke K = (T, <, )y K' = (T,
<', P son isomorfos , K = K/, si existe un isomorfismo de
orden f: (T, <) = (T, <) tal que: p € P(r) & f(p) e P(w),
para lo-daw € L. Dado p € Z, definimos:

P)={geZ:q2p)
K[ D =([p),<,P), donde P(m)=P(m) n [p);
yd L'l
KIL'=@ <, PILY.
Las siguientes propiedades fundamentales del forzamiento
se demuestran ficilmente por induccién en férmulas.

LEMA 1.1. Paratoda @€ ¥(L)y p € I se tiene:
a)Kll;q! = qup:Kl!q-‘P.
HKEe o KIpise.
¢) §i K~=Kentonces: K lli;tp o Kibo

d) S L'cL,oe FULy Kes L-modelo entonces:
K'bo = KFL'Hp-(p.

Las propiedades (a), (b) y (c) del Lema 1.1, tienen
por consecuencia la famosa propiedad de la disyuncidn
{en ¢l Teorema 2.4 se demostrard un becho més general):

LEMA 1.2. 5 (-9 vW¥entonces -9 o IV,
paratoda 9, ye F.

El forzamiento intuicionista es preservado no sola-
mente por isomorfismos sino también por ciertos
homomorfismos entre modelos de Kripke. Dados modelos
de Kripke K = (£, £, P) y K' = (T, <", P), un ho-
momorfismo de K en K' es un homomorfismo de orden f:
&, <) = &, £) con la propiedad adicional:

p€ P(n) < f(p) € P(n), paratodax € L.
f es un homomorfismo fuerte si ademis f [[p): [p) — [f(p))
ec L s sobreyectiva para toda p € I, Es decir,
Vpe X Vqe L' q2f(p) = dr2p(finy=q)..
Obsérvese que 1a sola sobreyectividad de f no es suficiente
1i necesaria para que un homomorfismo sea fuerte en

cuanto al orden, como lo ilustran los dos ejemplos
siguientes: ' :

1 2 1) 3 £(1) = £(3)
N T 1 : "2 T
0 £(0) = £(2) 0” f(O); 2).

El primero es homomorfismo sobreyectivo de orden, pero
no es fuerte, el segundo no ¢s sobreyectivo pero es fuerte,

TEOREMA 1.3 (Maksimova 1972, Kirk 1980). Si
f: K = K es un homomorfismo fuerte entonces para toda
pe Ly 9e F()setiene K l;—q: oK l[(;)tp.

Demostracién. Induccidn en formulas. Si ¢ € L,
entonces K ||;tp o pe PO)=fpe P X l‘{;)
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¢. La induccién para A, v es trivial. Ahma.supongal(“—
9o V¥yseaq'2Rp)talque K'| 'pEntoncesexlstqup
tal que f(@) = q' y por hip6tesis de induccién K l;i—(tp;lue-
goKI]I-V Otra vez por hipéiesis de induccidn:

Es decir, K'lil(—) ¢ S V. Suponga ahora K uf—tpa\v,
entoncesenstequtalquel(la—tp yK'{'Pv,ypor
hip6tesis de induccién una vez m4s: K' | cpyK',;g)v
Camo f(q) 2 f(p) tenemos K' l)—)tp::'v pasomducu\ro
para — ¢s andlogo. O

EJEMPLO 14. La siguiente aplicacién del
Teorema 1.3 serd muy itil. Sea K = (T, <, P) un modelo
de Kripke tal que Z tiene primer elemento 0, yseaK'= (T,
S'P')unmodclolsomorfoaK,dondeEnE'-[O} {0').
Forme lamiénK § K = Zulsus,PubP),

o< 2%
] K.o
P
Si p’ denota la copia de p en I, entonces la funcién f:
ZuZ = L twal que f(0) = 0, f(p) = f(p) = p, es un

homomorfismo fuerte de K K en K. Por lo tanto, tene-
mos que para toda @ e ?(L)

K{KI-9 & Ko

Por supuesto, podemos amalgamar de esta manera
cualquier nimero de copias de K, obteniendo un modelo
16gicamente equivalente a K en el nodo 0.

Es bien sabido que el llamado Cdiculo Proposicio-
ral de Heyting es completo para la validez intuicionista en
modelos de Kripke. Como hay muchas versiones de dicho
cdlculo (ver van Dalen 1983, Gabbay 1981, Troelstrs
1981) fijamos la siguients que denotaremos por H:

Axiomag, Toda férmula de ‘F (L) de la forma:
Al ao(Bow

A2 (ao>PBo>M)o>{a>P>@=7)
A3 (@oPp>o>(=po-w

Ad ao>—ra

AS a>(—a>f)

A6 (aaP)oa

A7 (@aAP)op
A8 ao@o(aap)
A9 a>{avp)

Al0 PBo(avh)
All @>P>2(@>9>{(ov oM.

Reglas. Modus Ponens: de ay o> P se siguep.

Escribimos I' i @ para indicar que de I' de deduce
@ en el sistema H. El siguiente teorema se debe esencial-
mente a Kripke (1965). Véase van Dalen (1983, 1986).

TEOREMA 1.5, (Completitud)T'k5 @ < Tl @.

La l6gica proposicional intuicionista tiene la
llamada propiedad de modelos finitos (PMF) con respecto
a los modelos de Kripke. Esto significa que si para una
férmula @ de dicho célculo se tiene 1% @ entonces hay un
modelo finito K tal que K 11~ @ (ver el texto de van Dalen,
1983). Esta propiedad implica una forma fuerte del
Teorema de Completitud:

K+ ¢ paratodo K finito => k5 9.

2. Conectivos en modelos de Kripke

Hemos visto en el Lema 1.1 que la seméntica
intuicionista en modelos de Kripke goza de las tres propie-
dades siguientes, las cuales adquicren un significado muy
interesante si consideramos los marcos de los modelos de
Kripke como estructuras temporales:

L. Persistencia kacia el futuro
K'll;tp = Vq2pKlg o
II. Dependencia exclusiva del futuro
KL o Kr[p)ll’;tp.

Es decir, 1a validez de una sentencia en un nodo p, una vez
establecida, se mantiene, y es ademgs inmune a alteracio-
nes en los nodos no posteriores a p.

II. Invarianza bajo isomorfismo
K«K' = K9 & K |-9).

Las propiedades I y IIT podrfan reunirse en una sola:
KIp~Klp) = K e oKL

La propiedad 1 puede también expresarse afirmando que,
para cada @, el conjunto de nodos donde @ es forzada:

Vk(®) ={pe L:Ki ¢}

es abierto en I con respecto a la topologfa I+ inducida en
Z por la base de conjuntos ([p) : p € X}. Es natural
considerar este conjunto como el valor de verdad de ¢ en
K. En este contexto, un modelo K = &, <, P) para L puede
verse como una valuacién Vk: L — It donde Vi(x) =
P(x), y la semintica de Kripke en K como una extensién de
VK a todo F(L). La propiedad II dice que

Vk[ p)(®) = VK(®)p)
Bamaremos Vg (P) a este conjunto.

Tomaremos a I, I1 y III como propiedades caracte-
risticas de la sem4ntica intuicionista. Consideremos abora
un posible conectivo "funcional™ C(Q,¥). A la luz de las
observaciones anteriores Vi (C(9, ¥)) debe ser un abierto
(propiedad I) que depende funcionalmente de Vi (Q) y
Vk(¥). Por la propicdad II, la pertenencia de p a
VK(C(@.¥)) debe depender solamente de Vi, p(®y
VK. p(W) en cuanto subconjuntos de ([p), <) y en efecto .
solamente del tipo de isomorfla de ([p), <, Vi 2@,
VKp(W), por la propiedad III. Esto implica que el
significado de C es independiente de K y est4 determinado

.por una propiedad o clase € de estructuras parcialmente

ordenadas (X, <, 81, S2), con subconjuntos S1 y 5S> abier-
tosenx,cexmdabajoisomorf'mmosybajpresuiecionesde
la forma ([q), <, $11{q), S2[q)), q € X, de manera que:

KIEC@W o (p)hs, Vkp(®), Vi g¥) € €.

Puede suponerse que X siempre tiene primer elemento.
Consideraciones semejantes pueden hacerse para conecti-
vos mondidicos, ternarios, etc.

Los elementos de la clase € pueden verse como L-

modelos de Kripke para L = {n;, ®2} con P(x)) = §;,i=1,
2. Esto nos permite definir rigurosamente:
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DEFINICION 2.1. Un conectivo intuicionista n-
ario es una familia € de modelos de Kripke paraL = (x|,
.-y Tin}, con las propiedades siguientes:

) Ke®t = VpeX: Klpet
ii) K=Kel = Kel,

Dado un conectivo intuicionista T, podemos
extender ¥ a un lenguaje ¥ ¢, donde C es un nuevo
simbolo asociado a C, afiadiendo a F 1a siguiente regla de
construccitn sintictica:

9 ....fe Fc = C@,...P)e Fc,

y extendiendo la semdntica inductivamente:

K 15 C@L....P0) & (S, VK p(@D,.... Vi p(Pa)) € T.

Igualmente, si tenemos conectivos intuicionistas Tj, i € I,
podemos formar la nueva Idgica ‘Flt“ ie 1p que llamare-
mos una extensidn de ¥ por conectivos.

EJEMPLO 2.2. En la prictica daremos los conecti-
vos en términos de una propiedad definitoria de la clase C.
Para los conectivos usuales la condicién que los define es
en cada caso:

o 818,
A §1=5=X
vi §51=Xo0 52=X
= S=¢
—: S es topol6gicamente denso en X.

Los siguientes conectivos no son reducibles a ninguna
combinacién de —, A, v, o. Dejamos al lector verificar que
las condiciones que los definen son preservadas por
isomorfimos y restriciones. Mostrar que nos son reducibles
a los conectivos ordinarios es méds delicado:

K! lp- FP & VK_P(tp) es finito.

K |I’; EQ < [p)— VK p(®) es alo sumo enumerable.
K Ill; L} & VK_p((p) es lineal con respecto a <.

K “p' N, ¥) & VK@) - Vkp(¥i < 1.

Kb M(o, ) qu,rzp(K,,qq: y Kiby = q<n).

LEMA 2.3, Sea ¥'una extension de F por conec-
tivos, Entonces para toda @ € ¥’ valen las propiedades I,
I, II.

Demostracién, 1. Induccién en f6rmulas. El paso
inductivo para un conectivo C serfa el siguiente: si K 'F
C@1, ..., ®q) entonces M = (Ip), <, Vkp@p), ...
Vi p(@w) € E; siq2p, tenemos también M [q) = ([q),
< VK@, ... VK q(@) € T, yast Klig C@y, ..., Bp).

1L Paso relevante: seaK' = K[ [p) entonces K[ [g) =K'
I [q) para todo q 2 p, y asf, por hipétesis de induccion: K
T ¢ Ky ¢;,Vq2p, i=1,...,n; es decir, VK p(¢)
= VK p(®). Por lo tanto, K H=C(Qr, ..., Pp) & ([p), <
VK p(®D,..., VKP(¢D)) el K ”l; C(9q, ..., ©a).

HI. Como (II) usando que € es cerrada para isomorfis-
mos. X

EJEMPLO 2.4. Un conectivo como el introducido
por Lopez-Escobar (1985):

Kb —¢ e Ip'spK i),

no €s un conectivo intuicionista en nuestro sentido, pues
amque ¥%_ cumple I y Il no cumple II, ya que su defini-
cién en p depende del comportamiento de ¢ en nodos
anteriores a p.

TEOREMA 2.5.Sea 7' una extensién de ¥ por
conectivos, entonces F' tiene la propiedad de la disyun-
cidn: si '\ Qv VY entonces |=¢ 0 IV,

Demostracién. Suponga 'Y* @ y IX ¥ y sean Kj,
K, modelos de Kripke tales que K1 ¥ @ y Kz W . Por
(II), existen py y pz tales que Ky ['[p) - @ y K2l [p2)
I¥* . Por TTI, puede suponerse que I y 22 son disyuntos.
Forme un nuevo modelo de Kripke:

K=({0} vipp v ipd. <, P)

donde 0 < py, 0 < p3, [p1), [p2) mantienen su orden y P'(x)
=P(x) U Pa(m). Por (Dotravez: KW ¢ y K| -V,
y por (I: K %5 @, K )& V. Por definicién, K 5 vV,
|

/ KT oy

Un L-modelo de Kripke K = (T, <, P) puede verse
como una ¢structura relacional de primer orden de tipo T =
(2, 1, 1,...) con un predicado binario < y un predicado
monidico P(r) para cada € L. De esta manera K viene
equipado con una nocién de satisfacci6n clasica |= paralas
férmulas del cdlcule de predicados Lgg(L*) sobre el
lenguaje L* = {R2, Px } e L.

Diremos que un conectivo C es definible en primer
orden si como clase de estructuras es elemental. Este es el
caso de los conectivos usuales y de algunos de los del
Ejemplo 2.2 como L, M y N, En cambio, F y E en tal ejem-
plo no son definibles en primer orden. Solamente
anotamos el siguiente hecho al respecto.

TEOREMA 2.6. Si F'es ung extension de F por
conectivos definibles en primer orden, entonces {¢e F':
I~ @} es recursivamente enumerable.

Demostracién. Podemos definir inductivamente

una interpretacién:
* F' L) - Lond®

que asocia a toda @ € F'(L) una férmula @*(x) de
Leaoe(L*) con una variable libre x:

¥ = PgrlX)

(@ A" = P¥(x) A y*(x)

@V = 9¥(x) V y*(x)

(95 ¥)* = ¢*(x) > y*(x}

(=9)* = Vy (R(x,y) D 9*(x))
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y para un conectivo definido por una férmula 0(<, 81, ...,
Sn) de primer orden:

[C@1, ... P)]*X) := 8(S, P1*(X), ..., P*){Y Y ZX],

donde 1a notacién 8{Y | ¥ 2 X} denota la relativizacién de
10dos los cuantificadores de © a [x). Es decir:

Vy...secambiaaVy(yex 2..)
Jy...secambiaady{y2x A...) (*)

Es f4cil ver que para todo L-modelo de Kripke K yp € Z
s¢ tiene entonces;

K50 oK F ol

de esta manera el forzamiento se reduce a 1a satisfaccion
cldsica y podemos obtener directamente del teorema de
completitud de Gutdel la recursividad enumerable de las
f6rmulas intuicionfstamente validas de ¥, pues:

=@ < GL(@ |= Vx 9¥(x)
donde 8y (q) s 1a sentencia de primer orden:

["Res un orden parcial” A
Ane Li@)VXVy Pr(x) A R(x,y) D Pg(y))]

y L(9) denota el conjunto de letras proposicionales que
ocurren en ¢. O

Por supuesto, el resultado anterior vale para conecti-
vos definibles en cualquier 16gica con relativizaciones
cuyas férmulas validas sean recursivamente axiomatiza-
bles, Por ejemplo el conectivo E del Ejemplo 2.2 que es
definible en L (Q1).

Mc Cullough (1971) ha demostrado que € es una
combinacién de los conectivos usnales —, A, vV, 2, si ¥
solamente si tiene una definicién de primer orden 6(S, Sy,
..., 3y) €n la cual "x = y" no aparece como atémica y la
atémica "x € y" s6lo aparece como cota inferior de un
cuantificador, es decir, en la forma (*) descrita arriba; en
otras palabras, 0 se construye de S1(x), ... , Sp(x) con los
CONECHivos —, A, V, 33, y los cuantificadores Vy, Jy, Vy 2
x,dyzx.

3. Axiomatizacién de un conectivo de compatibilidad

Diremos que dos elementos p, q de un conjunto
parcialmente ordenado (Z, <) son compaiibles en (%, <) si
existe r € Z tal que p, q < 1, Si éste no es el caso se dice
que p y q son incompatibles en (Z, <) y escribimos p L q.
Un subconjunto S < X se dice dirigido si cualquier par de
elementos de S son compatibles en (S, £).

Consideremos el conectivo intuicionista D cuya
definicién en modelos de Kripke est4 dada por

K Hp— Do« {q2p:K'l; @) esdirigido.

Es fAcil ver que éste es un conectivo en el sentido de la
Seccién 2, pues si S es dirigido y p € EZ, entonces S [ [p)
también lo es. Sea ¥ py el conjunto de férmulas bien forma-
das que resultan de enriquecer ¢l cilculo proposicional de
Heyting con el simbolo de conectivo monidico D, con la

semdintica arriba indicada.

MNuestra primera observacion es que ¥ p no tiene la
propiedad de modelos finitos y por Jo tanto D no puede ser
reducible a combinacién de los conectivos corrientes. En
realidad, la siguiente propiedad més débil que llamaremos
de satisfactibilidad finita (PSF) fallaen ¥ p: IK ¢ =
3 K finito tal que K (- ¢ (m4s aiin, este modelo puede
reducirse a una valuacién cl4sica).

LEMA 3.1. Para cualguier extensidn por conecti-
vos intuicionistas: PMF = PSF,

Demostracién. Suponga PMF, Si 3K | ¢, obvia-
mente 1 -9, y por PMF debe existir K finito con K 1}~
—@; por lo tanto, existe p tal que K [p) 11— 9, lo cual nos
proporciona un modelo finito de ¢. Tomando un nodo
maximal obtenemos una valuacién cldsica. O

Problema: ;PSF = PMF?

LEMA 3.2. ¥ no tiene PSF y, por lo tanto, no tie-
ne PFM.

Demaostracidn. La sentencia —D(n o 7) es tal que
K 'I';-wD(n::m:) eVqzp 3nszqris),

luego sus modelos deben contener un 4rbol binario infinito.
n

COROLARIO 3.3. D no es definible de los conec-
VoS —, A, V, D

Demostramos en seguida que ¥ p es axiomatizable
por medio de un sistema de esquemas estilo Hilbert. La
siguiente es la axiomatizacién propuesta que llamaremos
Hp: '

Axiomas:

Dg.  Axiomas del Célculo de Heyting (ver Seccitn 1)
Di. Das[ao-B)viao——f)]

. (ao>f)>OB>Du)

D3. —-o>Da

Dy Dao>D—+a

Reglas: Modus Ponens (MP).

I' @ significard que de las premisas en el conjunto I se
deduce ¢ con los axiomas y regla indicados.

El teorema de la deduccidn: "si ", a - B entonces
I' - a > B", vale automaticamente en Hp por ser MP la
iinica regla de inferencia, véase por ejemplo Caicedo
(1990),

TEOREMA 34. Para toda e Fpsi T O
entonces I' 19,

Demostracién. Es suficiente verificar la validez de

los nuevos axiomas en los modelos de Kripke; €l resto es
rutina.
(D1) Suponga que K ' Do y K 15 ¢ > -, entonces
existenr 2 q 2= pcon K 'lafpy K - y. Ahora, sis 2 pes
tal que K i~ @, entonces para todo t = s también K |- @ y
por hipétesis existe u = t, 1.
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AN
N

Como evidentemente K k< ¥, tenemos
Vszp Ki-o = Vtstqut(Kn;\v)};
osea K ||’; 9o V.

(D2) Es inmediato pues si S es dirigido y S’ < S es abierto
entonces S' es dirigido.

(D3) @ es dirigido.

(D4) Suponga que K 5 D@yseanq r2ptalesqueK 't
— @, entonces existen s 2 g, t 2 r tales que K =9 Kl
9, lo'cual implica, por hip6tesis, 1a existencia deu 2 s, t, y
portanio,uz2q,r. o

Sea L un conjunto de letras proposicionales,
entonces ¥ p(L) serd el conjunto de férmulas de F p
construidas de las letras de L. Si o € F (L) diremos que ¢
es una férmula en el lenguaje L. Dado un conjunto de
férmulas A, L(A) serd el conjunto de letras proposicionales
que figuran en las férmulas de A.

Sea A un conjunto de férmulas de ¥ p y L un
conjunto de letras proposicionales. Diremos que A es
regular para L si:

i) A es consistente
i) ARr9yQe%pl)=> 9eA
iii) ApravPBy o,fPe Fpl) = ae A6 PeA.

Finalmente, diremos que A es at-consistente si A B Q.

LEMA 3.5, Dado un conjunto a-consistente A en
el lenguaje Ly L' o L w L(a), entonces existe A'2 A
con A' regular para L'y a-consistente. Ademds 1A'l =
Al+ .

Demostracion. Como en van Dalen (1983), Lema
de la pdg. 252.

DEFINICION 3.6.SeallL = {(mp1PB < 041} un
conjunto de letras proposicionales. Se define un modelo de
Kripke M = (M, <, P} como sigue:

M={A: LA) L, |L(A)I< wg, y A es regular para
L(A)}

P(A) = (rp np € A)
(1) LA =LAY) y AcCA’
ASA'e10

(2) L(A) GL(A), ACA'y paratoday:
Dye A= —yeA',

Se verifica ficilmente que < es un orden parcial
considerando casos para la transitividad:

m 0]
A< A <A =5 A< A

1 (2 @)
ASA"< A" = Ag A"
Cy G v

@ (1),@ @
A<SA" £ A" =5 A< A"
Cy v v e

TEOREMA 3.7. Para todo Ae My 9Qenel len-
guaje L{A: M “; P = Qe A

Demostracién. El caso atémico es evidente. Los
pasos inductivos para A, v, D, — no presentan dificultad;
en ellos hay que usar la restriccién de que @ estd en el
lenguaje L(A). Debe verificarse sobre todo la implicacion y
negacién que son sensibles al cambio de la relacidn de
orden. Probamos el paso inductivo para D.

(=>) Sea D9 en el lenguaje L(A) tal que M II; Do
pero A - DQ; entonces A £ —Q (Axioma D3) y, por lo
tanto, A + @ es consistente. Por otra parte, para cada . en
el lenguaje L(A), debe tenerse:

A+Q -l 0 A+9 F—q (1)

pues de lo contrario existirfan conjuntos regulares A', A"
conL(A)=L(A") =L(A)talesque A A"2A+Q,A'
y A" ) (esto por el Lema 3.5). Por definicién, A < A,
A"y, por hip6tesis de induccién, M | Ee M L= @, lo cual

contradirfa M | - D@, pues, por ser A' ' A" inconsistente,
A' y A" son incolmpatibles para €. Continuando, tomamos
L' ¢ L, L' enumerable, tal que L(A) & L'y & € L'-L(A),
entonces A + @+ ® y A+ @ + -7 son consistentes (de lo
contrario tendrfamos, por ejemplo, A + 9 ——x y, por lo
tanto, A + ¢ F (9 = @), lo cual harfa A + 9
inconsistente). Tomemos Ag, A € Mtalesque A+ Q+
CA) Y A+ 9+ -r < Ar. Como Ag W Aj es incon-
sistente, Ag ¥ A1 no pueden extenderse a A' € M. Por otra
parte, M |I; Dy Mi¢ M IIA— @, por hipdtesis de in-
duccién; esto significa que debemos tener

AdAy)y o ALAL
Supongamos el primer caso (el otro es anflogo). Entonces
existe ¥ en L(A) tal que DY € A pero -\ ¢ Ay. Esto

implicaque A + @ (£ - ypor (1), A+ 9 F V. Es
decir:

AF9o —y T. deduccién
A FD(—V) 5D¢ Ax. D2+ MP
A FDy Hip6tesis

A DY 5 D(—V) Ax.Dy4

A Do MP.

Hemos demostrado: ™M IIA— D¢ = A D9

(¢=). Sea pen L(A) tal que:
ArFDpy M I{:D(p

entonces existen A', A" € Mwmlesque A, A"2 A M =@
y M 't @, pero A’y A" son incompatibles para <. Egto
implica que L(A") » L(A) 0 L(A") = L(A), pues si L(A) =
L(A™) = L(A) la incompaltibilidad implicarfa A’ v A"
inconsistente, lo cual darfa la existencia de i en L(A) tal
que:
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Abpy A @

pero esto es imposible, pues de A D@ tenemos A (@
o o) v (P o —K) (Ax. D) yporestar g en L{A) y
regularidad de A:

AFPD t 0 AFPD——fL

Esdecir, A+ Q -l 0 A+ @ F—J1 y cualquiera de
las dos altemativas contradice (2), pues, por hip6tesis de
induccién, A' + @ y A" F 9. Continuando tenemos
entonces, por ejemplo, L(A") # L(A) (el otro caso es
andlogo). Como A £ A' y D® € A debemos tener por
definicién -9 € A’, lo cual es absurdo, pues A' - ¢. W

COROLARIO 3.8. Sea T urn conjunto de
sentencias de F plal que, para tode modelo de Kripke X,
KT implica X\ @, Entonces T +@.

Demostracién. Si I' |~ @, entonces por el lema
existeI"e MtalqueI" 2T, T" p* @y ¢ pertenece a L(T").
Por el teorema anterior M %:CP. pero M 5 T luego I
) 1T, y MI [T - @, 1o cual es una contradiccién, X

COROLARIO Y. ¢ & @,

COROLARIO 3.10. Hp es una exdensidn conser-
vadora del cdlculo de Heyting con la propiedad de la dis-
yuncidn.

4. Una aplicacién a las l4gicas intermedias

Un modelo de Kripke K = (T, <, P) serd dirigido st
(T, <) es dirigido, y serd localmente dirigido si para todo p
€ L, ([p), ) es dirigido. Defina:

Di-¢ & Ki—¢ paratodo K dirigido
LO1I-¢ & KI ¢ paratodo K localmente dirigido,

Es ficil ver que estos dos conceptos son equivalentes.
Evidentemente: LD 1@ = D I ¢. Por otra parte, si D
I-F9y K=(, %, P) es localmente dirigido, entonces, para
todo p € I, K[ [p) es dirigido y asf K[ [p) 1+ @, lo cual
implica K ||p- . Como p es arbitrario, Ki— Q.

. Mostramos ahora que el cdlculo intermedio (KC en
Gabbay 1981, kc en van Dalen 1986):

H* = célculo de Heyting + esquema —0v——t

axiomatiza las férmulas del célculo de Heyting que son
vilidas en los modelos dirigidos (localmente dirigidos). En
primer lugar, es ficil ver que el esquema —av——aQ s
vilido en los modelos dirigidos; por lo tanto tenemos LD

i~ H*, lo cual implica, por €l teorema de validez del |

cilculo de Heyting, que si ¢ € F entonces g ® =
LD 9.

TEOREMA 4.1. Paratodo @€ F,LDI1HQ &
iz @

Demostracién. Suponga LD I ¢ entonces D(@ >
) I~ 9, y, por completitud de Fp. IN® > @) - Q. Sea
ahora a1, 02, ..., 0g = P una deduccién de ¢ con premisa
D(9 o 9) en F p. Aplicamos a cada férmula de la deduc-

ci6n la transformacién ¢ = o* dada inductivamente por
=R si & es letra proposicional
(—)* = —o*
(@O B)* =a*0Of* si Oecf{a,v,>)
Da)* = a* > a*
Evidentemente, o* € F y para los axiomas de ¥ p tene-
mos:

a axioma de H = o* axioma de H,

D* =(a* > 0*) > [(a*> -p*) v (a* >—f*)],
(Dp*=(@*> ¥ [(B* o p*) o (a* > a¥)],
D3)* = —a* > (o* S a¥),

cD4)* = (a*> a*) > (0¥ o —a*).

Pero, H - (D2)*, (D3)* y (D4)* y ademds HY + (D1)*.
Por lo tanto, tenemos Do o o)* |, a,*. Como Do >
a)* =(a* > a*) o (o* D o*) es trivialmente deducible y
0 = 0o contiene a D, entonces iz, 9. M

Problema. En Gabbay (1981) se demuestra que los
sistemas anteriores axiomatizan también las férmulas
vilidas en los modelos de Kripke con méiximo. Esto
sugiere estudiar el conectivo M dado por

KIEMO & {q2p:K !l 9} tiene miximo,
que evidentemente tendrd también una vession local M'Q =
® > M9, cuyo significado es que {q 2 p | !iT @] tiene
suficientes maximales, ;Tiene M las mismas férmulas
vilidas que D? Creemos que asf es, pues todo modelo
dirigido debe poder completarse para que posea un
mAximo.

5, Un sistema de deduccién natural para D

Podemos reemplazar ¢l sistema de tipo Hilbert dado
en §3 para ¥ p por uno de deduccidn natural, con reglas de
eliminaci6n e introduccién para el conectivo D:

i) Reglas de deduccién natural para el cdlculo proposicio-
nal de Heyting (véase [Va]).

Do
©@®>-Vv{ec>—W "’
iii) D- introduccidn. si & es una letra proposicional que no
ocurre en las premisas ni en ¢ entonces

i) D- eliminacidn:

(P =M v (P > =)
Do "

Llamemos k; la deducibilidad en este sistema. Su *
equivalencia con F se obtiene de los lemas siguientes.

LEMA 5.1. K D1, D9, D3, Dy.
Demostracién.

a) kg D1. PorD - eliminaci6n y S - introduccién.

b) kg D2. Tame & que no ocurra en @ ni en V¥; entonces -
tenemos

Dy .
D-elim.
(‘{‘D—!ﬂ)V(W:J—Hﬂ)mD
(o —m )D\:p(fp = =) D-introd,
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El resto sigue por >-introduccién.
c) i Da. Tome  que no ocurra en ¢:
-9
P o
(P o —x) v (P — )

Do

d) kj D4. Tomese rt que no ocurra en §:

D-introd.

Do
(P2 Vv (P —m)
(—v—|(p 2 '-'r—r-—'n‘.l't) Vv (_HLD —|—|—|—|1E)
Do D-introd.

D-elim,

Del lema anterior tenemos que I' @ =T g @.
Para 1a otra implicacién basta demostrar que D-eliminacidn
y D-introduccién son + -deducibles. D-eliminacién sale
de Dy y MP. Para D-introduccién demostramos el siguiente
lema y aplicamos la completitud de .

LEMA 5.2, Sea w una letra proposicional gque no
ocurreen Tni en@.8i T 1I-(9>—n) v (¢ D ——m)
entonces T' 1-D9,

Demostracién. Supéngase que I' £ D9 entonces
existen K =(Z <, P) yp € Ztalesque K 'b-T, pero K W
D@9, y por lo tanto, tenemos g, 1 2 p tales que K Ila’rfp];rq
1 r. Podemos suponer que la letra it no ocurre en ningiin
nodo de K, pues de lo contrario la eliminamos, sin
alteracion de las afirmaciones anteriores. Considere ahora
el modelo K' que resulta de K afladiendo n en el nodo q y
Sus sucesores:

[
q e

-/
N\

T o,
¢

entonces K' Y~ —m pues K' iy @, y K'Y~ ——=x yaque
K' lkz —m; 1o cual implica que K' = (@ > —m) v (9 O
——x), pues K' ‘Il}; ¢.Pero XK' H,; [ luegoT - (9o —m) v
(o). =

Por completitud, se sigue del lema anterior que si T
F(@D>—mv @®o>—--my=nnoocurre en I v {@}
entonces I' + D@. Dejamos al lector hallar una
demostracion sintdctica de este hecho. La completitud de
las reglas de eliminacién e introduccién de D nos indican
que este conectivo es definible en la 16gica proposicional
intuicionista de 2° orden (ver Gabbay 1981). En efecto, si
definimos

Do = Vr [(p>—-m) v (p 2 —n)]

las propiedades l6gicas de D se deducen usando
simplemente las reglas de introduccidn y eliminacién del
universal.

Problema. ;Podemos utilizar la definibilidad de 2°
orden de D para demostrar Qque D estd implicitamente
definido por sus axiomas? Es decir, si D es una copia de
D y D9, D?2, D3, DP4 son las versiones correspondien-
tes de los axiomas D1, D7, D3, D4, jvale que DPj, Dj(1 <
i<4) F D9 «>D°9?

6. Un conectivo de compatibilidad local

Recuérdese que un conjunto parcialmente ordenado
(Z, <) es localmente dirigido siparatodop,qre Zconp
< q,rsetiene s € X con q, 1 < s. Considere el conectivo D'
definido por K Hp-D'tp < {qzp : Kl ¢} eslocalmente
dirigido; este conectivo es reducible a D por medio de la
equivalencia:

D'¢ = (PoDY)

(de manera andloga cualquier conectivo puede ser "locali-
zado" en los nodos). Es posible obtener una axiomatizacién
de D’ sin pasar por la equivalencia anterior:

D: D95 ([ (—¥ v—W)]
D%, D%, D4:  los andlogos de D7, D3, Dy.

La validez de estos esquemas es inmediata. Para probar la
completitud se utiliza el mismo modelo que para D y se
modifica ligeramente la prueba. Obsérvese que los dos
conectivos no son equivalentes para férmulas validas, pues

IFD(@>9)>D9 vy W-D(9>9)> Dy,

yaque D(®>9) y D(P > P) significan ambas que el
modelo debe estar localmente dirigido. Note sin embargo
que DPI-D'¢, -D'Q@ = -DQ, y ademis aAD'Q =
eADQ.

La indefinibilidad de D' (y por tanto otra vez la de
D) se obtiene del siguiente resultado.

LEMA 6.1.5i e F es satisfactible en algiin mo-
delo de Kripke, lo es en un modelo sobre (X, <) que no es
localmente dirigido,

Demostracién. Dado X |- @, podemos suponer, sin
pérdida de la generalidad, que K = (T, <, P) donde (T, <)
tiene primer elemento 0 y por lo menos dos elementos. Si
no, se trabaja con K [ (p) para algin p € Iy se aflade un
elemento 0 debajo de p, con 0 € P(x) si y solamente sip e
P(r). La funcién que envia Q0 a p y es la identidad en el
resto €s un homomorfismo fuerte del modelo extendido al
original, as{ clue satisface ¢ por el Lema 1.3. F"malmente, el
modelo K § K construido en el Ejemplo 1.4 no es
localmente dirigido y sin embargo satisface @. ™

COROLARIO 6.2. D' no es definible de los
conectivos —, A, V, 2.

Demostracion. La f6rmula D'(x o «) es vélida en
un modelo de Kripke si y solamente si éste es localmente
dirigido. ™

7. Conectivos de cardinalidad

Para cada cardinal k podemos introducir un conec-
tivo intuicionista CK, muy natural:
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K I;C‘ﬁcp < l{gzp:Klgolisk.

Asf{, C0¢ = . Sin embargo, para k 2 1 ningén CK es defi-
nible de los conectivos de Heyting, pues F ckno tiene la
propiedad de modelos finitos ya gue:

Kik-Ckep = Vq2p lir2q:K I @)l > k2 1,

1o cual impide 1a existencia de maximales entre los nodos
de los modelos de ~Ckn

En esta seccién mostramos como axiomatizar ¢l
conecuvo C! y dejamos abierto el problema de axiomati-
zar CK para k 2 2. Nétese que CK es definible en primer
orden y as{ ‘F ck es recursivamente axiomatizable parak €
o. Ademis, C®es interpretable en Lgo(Qq), lo que da la
axipmatizabilidad de F o, Sin embargo, no tenemos idea
de como serfa una axiomatizacién par esquemas para estos
conectivos, excepto C!, ni si F c<o axiomatizable, donde
K HP—C‘“‘(P < {g2p:K'l; )es finito.

La axiomatizacién propuesta para C! es la siguiente
(escribiremos C en lugar de C1).

Axiomnas:

Cop. Axiomas del cdlculo de Heyting,
Ci. Coeol@owv(eo—-W¥)
Cz2. (oW (CYy>CP

Ci. —9¢>oCo.

Reglas: Modus Ponens.

La validez de los axiomas es fAicil de verificar, pues
siK ll— C®, o ¢l conjunto {q 2 p: K i @} es vaclo, en
cuyo caso se tiene K 11 - y se sigue tnvxalmeute Ci,o0
bien consiste de un nocﬂ: maximal q, y sabemos que en los
nodos maximales se cumplen las leyes cldsicas, en par-
ticular, K”E Yvay,queda K ||; PoVIveDVY).

Note que el axioma C es mis fuerte que ¢l corres-
pondiente D1. Por otra parte, el esquema C4 correspon-
dienteaDy4: C ¢ o C—@, no es vilido, como lo ilustra
el modelo:

152

T

donde 1+Cx pero 1)-C -z, pues ! — —x. Estos he-

chos sirven para demdstrar que el axidnfa D4 es indepen-
diente de Dy, D2, D3, pues si se tuviese Dy, Dp, D3 Iz Dy
entonces tendrfamos Cq, Cq, C3 - C4 que violaria 1a vali-
Otros intdez del sistema para C1.

La completitud del sistema para C1 se desprende del
siguiente resoltado.

TEOREMA 7.1. Para el modelo introducido en la
prueba del Teorema 3.7y 9 € F( seliene M Il-tp & A
F 9.
Demostracién. Deffnase M como en la prueba del
teorema 3.7 con C haciendo el papel de D. Probamos otra
vez que para toda ¢ € L(A) con A ¢ F( se tiene

M IL—({J@HPE A.

Solamente verificaremos el paso inductivo para C.
(=) Sea CP € L(A) tal que

M ikCtheroA B CP;

entonces A £ —9 (axioma C3) y as{ A + @ es consistente.
Sine LAY =L{A+ QP entonces A+ P+ yA+P+ 7
son consistentes. Témese Ag, Aj€ M,con A+ 9+ R C
AQ, A+ @ + -mc A): entonces, por hipdtesis de
induccidn, M |- 9, M | |- ¢. Como Ag # Ay, debemos le-

nerque A g 3’0 oA? Aj. Supongamos A £ Ag; en-
tonces existe CY¥ € A con -y ¢ Ag, 10 cual implica A + ¢
¥ —V. Por otra parte, debemos tener A+ @ -V, de lo
contrario, tendriamos A', A"€ Mcon AADA+OQO+V y
A2 A+ 9, A" ¥V y L(A) = L(A") = L(A).
Obviamente, A", A"2 A A'+# A"y M II—tp,IM H—q:,pot

hipétesis de induccidn, cont.radxc:endo que’ M II- Co.
Finalmente:

ALV

AFCyoCo A2+ MP

A FCY puesCPe A
ALCo MP,

(<) Suponga A -C¢@, M 1/— C¢; entonces existen
ALAe Mcon A, A"2A M Il—‘P,[M Il-tp y A'# A"
Por hipdtesis de induccidn,

A O, A" Q.

Sea ¥ € A'— A" (0 viceversa), entonces tenemos A (9>
Y) v (@ o ). Si L(A") = L{(A) esto implicarla: A+ ¢
¥V 0 A+ @ W por regularidad de A; perocomo A'D A
+@ y ¥ € A'no puede darse el segundo caso y tenemos A
+ @ V¥, que da A" -V, una contradiccién, pues ¥ € A'-
A"y A" es regular, Luego L(A") # L(A). Como A'Z A y
C@ € A esto implicarfa —@ € A’, otro absurdo. M

¢Es posible utilizar el modelo anterior para probar
que 1a unidén de los dos sistemas axiométicos para ¥ p y
¥ c es completa para Fp c?

Observaciones.

1. El axioma C3 puede reemplazarse por C(L), pues
C2+C) 5 C3 y Gy HCW).

2. CK tiene su version local C*K, por ejemplo,
KL C*9 & {g2p:Klig 9)esdiscreto
o Vgzp X ll; ¢ = qesmaximal).
Otrros interesantes conectivos de cardinalidad son:
KIEC 9 o Ilp)- Vi@l S k,

-0 —X .
en particular, C @ = 9. Nétese que C @ I-CK —@, pero
no vale la equivalencia. También podemos definir una
forma fuerte de densidad:

GL® = —@AC O

Orras variantes son:
H’;Hktp =3 {qZlea—(P} tiene altura <k,
'll;Wk(P = {qZlea-(P} tiene anchura <k,

donde 1a altura de (T, <) es el supremo de los cardinales
de las cadenas de (%, <) y la anchura es el supremo de los
cardinales de las co-cadenas (conjuntos de incompatibles).
También:
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'CEx @ < [p)- {q2p: 1= @) tiene altura < k,

que indica el tiempo m4ximo de "espera” para que se
cumpla @ (si se cample); ——¢ A Ex9Q d4 otra forma fuerte
de densidad.

8. Conectlvos de linealidad
Considere el conectivo L definido por
X IF,;L pe={gq2p:K ”cT @} esti linealmente ordenado.

Creemos que la siguiente es una axiomatizacién completa
por esquemas para L, pero nc hemos podido demostrarlo:

Li. Laoc[{ao>@o>M vie> yoB)l
L2. (aoB)o@LPpoLe) ’
3. —a>La

L4, L——0a>-Lla

Nos contentaremos con axiomatizar el conectivo relaciona-
do:

L*¢ =L,

por el sistema de axiomas:

L*1. L*ao[(—ao>@ > v(——a3{>B)]

L*2. (co2f)oL*foL*x)

L*;. —a>L*x

L*sy. L*0>L*—o
El método de demostraci6n es similar al que empleamos
para D en la Seccién 3. Se demuestra la existencia de
extensiones regulares a-consistentes para el nuevoe sistema

deductivo y se define el modelo M de Ia misma manera
que antes,

TEOREMA 8.1. §i @€ L(A), en F», entonces
M L—(p < AFQ

Demostracién. Indicamos solamente el paso induc-
livo para L*.
(=) suponga que M IL— L*@ pero A p£L*@, enton-

ces A £ =@ por L*3 y asf A + @ es consistente. Ademis,
paratoda A'e M, con A'o A+ @, se tiene A" - y, por
hip6tesis de induccién: M t}c_ 9. Por lo tanto:

D {A'e MIA<SA' 9 A'} estd totalmente ordenado (bi-
potesis).

ii) Paratoday € L(A) se ticne
A+‘P |_—1w 6 A+(P Fﬁ—lw,

pues de lo contrario podemos hallar A, A" 5 A + @ con
LA)=L(A) =L(A"), A A"e M,¥e A"y —¥e A",
utilizando el lema de regularidad. En realidad, se tiene algo
més fuerte que no utilizamos aquf: para toda ¥, i € L(A)
se tiene

A+Q HFWSW o A+Q FQuD V).

Lo mismo se prueba paratoda A'e M, A'2 A, con Y, €
L(A"): _

A+Q (YD) 0 A'+9 D V).

Considere ahora 1, 1 € L(A), ] # ®y; entonces

A+Q+m T2 Yy A+Q+ X2 ¥ X1

y podemos hallar Aj€e M, Ai2 A+Q+x,i=1,2 con
Al 1, Ay W

Evidentemente, no podemos tener A< A yAS A
por (i). Digamos que A £ A;: esto significa que existe
L*We Awlque -y ¢ Aj.Entonces A + @ |£ -V y, por
(ii), tenemos A + 9 ——V, y asf:

AFoo—V, (T. de la deduccitn)

A H* —W¥>o L*g, L*

A H*yo L*—y, L*y

A L*g, puesL¥W e A,

{¢=) Suponga A F—L"‘(PyMI{-L"IP, entonces exis-
ten A', A" e Mcon A €A, A" tales que M = —, pero
A'g A"A" 2 A Halleyve A'-A", ffe A"— A",
entonces A' LY O U, A" L UD Y. Ahora, siy, B e L(A)
entoaces por L*; y regularidad de A:

AF—9¢oWopoAr —¢ouovy.

Como A', A" + —@ por hip6tesis de inducci6n, el primer
caso implicarfa A' -V o |, y el segundo implicaria A" -
K >V, una contradiccién. Concluimos que ¥ ¢ L{(A)op &
L(A), es decir, L(A") # L(A) o L(A") # L(A). Supongamos
L(A) # L(A), entonces como A' 2 A y L*@ € A debemos
tener -~ € A', un absurdo, pues, por hip6tesis, —@ € A",
que es consisiente, =

De una manera andloga a como hicimos para el
sistema KC en la Seccién 4, podemos deducir de la
completitud de nuestro sistema para L* Ia compietitud del
sistema de Dummett (1959):

H+uov)vyop)

para las férmulas de F vilidas en los modelos de Kripke
lineales, o equivalentemente, las vilidas en los modelos
localmente lineales: donde V p € I: ([p), <) es lineal.

Otros posibles conectivos intnicionistas de li-
nealidad son:

IEL'® ¢ (Vp(®), <) es localmente lineal,

H’; L®@ & (Vp(®), <) es lineal de tipo @,

' LX9 & (Vp(9), <) es una cadena de cardinal < k,

I 1'9_ L% < (Vp(P), <) es una cadena de cofinalidad w.

9. Conectivos de Gabbay

Ninguno de los nuevos conectivos que hemos pre-
sentado basta ahora en este trabajo tiene la propiedad de
modelos finitos. El siguiente ejemplo, debido a Gabbay
(1981) goza de dicha propiedad:

Iph=1ty Klli;tp,o

Kllf;th = {

€s decir, ocurre una de las situaciones representadas en la

pllz2 y Vg>p:K I(ll—tp.
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figura siguiente:
? P

< (<
sé6lo p fuera de o.

=1
Es f4cil ver que G es reducible al conectivo: K lli; Copes
Iip) — V(9)i < 1, introducido en la Seccion 7, pues:

Ge

—|—|q)AC (P
‘PV(—-—-‘PAC P).

Por lo tanto, ¥ G es un fragmento de ¥ 1. Observe que
—G¢ = P, as{ que no podemos argumentar como en la
Seccidn 3 para concluir que G no ticne 1a propiedad de
modelos finitos.

TEOREMA 9.1. (Gabbay 19381, Teorema 21,
p.137). G es un nueve conectivo con la propiedad de los
modelos finitos, axiomatizado por el siguiente sistema:

Gi. Gas[Bv(@E>a)l

Gz. (@>P)>(Ga>Gp)
G3. a>Gao

Gy. Gao -0

Gs. (Gaoo)a—ax)oa.

Gabbay (1981, p. 168) afirma que G es definible en
¢l cdlculo proposicional de 2° orden por:

Gr = YVa(av(aon) *)

lo cual es obviamente falso, pues en la estructura de un
solo nodo en el cual no se fuerza © no vale Grx, pero vale
(por ser cldsica la 16gica) Va (a v (. O =)). En realidad,
(*) es la definicién correcta de 2° orden para C , lo cual
significa que las dos reglas siguientes son vilidas:

—1
Cl-eliminacién: ______gfp_
yvi{yo9)
C introduccién: El’..(_’l"..:lﬂ , §i 7 no ocurre en las
c ?

premisas nien ¢,

Para ver la primera, suponga K | |— Elq) entonces V q > p:
Kll—tp Caso 1: K'l-w emonces'l—\llv(w::tp) Caso
2: K'FW,enloncequap II—V =q>p =>n-q> Es
decir, ll—\v:np yas[“-\lllv(\v::q}) Pmaverlascgun-
da,suponga que no vale C ¢. Entonces existe q > p tal
que I£ @

L

¢
P q

Tome una letra proposicional nueva & y péngala en [q)
cntonccsb(; 1t,l,(p— nsq)yasil,fp— v (r> P).

Problema 1. Mostrar que estas reglas, junto con las
naturales para ¥ axiomatizan a ¥ 1.

Problema 2. ;Es la giguiente una axiomatizacién
completa por esquemas para C ?

1. C a.::(Bv(B:a))
2, (a:B)::(C a.:C B
3 a.:JC a,

es decir, los tres primeros axipmas de G. Dejamps al lector
comprobar su validez para C . Por supuesto C U.D—v—ﬂ
no es vilido; precisamente, puede fallar cuamdo |[p)l =

Dado un conectivo C, sea Hc = {® € F¢: 19}
Considerando a He como un sistema axiomético con Mo-
dus Ponens como su iinica regla, 1a definicidn general de
conectivo de Gabbay puede expresarse como sigue:

DEFINICION 9.2. C es un conectivo de Gabbay st
cumple:

1. H( es una extensién conservadora de H.
2. Hc tiene 1a propiedad de 1a disyuncién.
3. Paratoda@e F, (Clm, ....,mp) <3 9) ¢ HC.

4. Hc+ {av-wa:ae F¢) F Cxy, ....,mp) « 9, para
alguna ¢e ¥.

5. He + He' +C(ny, ...,7tp) & Cry, ...,Rp), donde He'
consiste de todas las férmulas de He con C substimida por
m sfmbolo distinto C',

Gabbay (1981, lema 8, p. 132) muestra que las cin-
co condiciones se cumplen para G. Por otra parte, hemos
visto que las condiciones 1, 2, 3 valen para todos los
conectivos como los hemos definido. Sin embargo, las
propiedades 4 y 5 no se cumplen en general. Por ejemplo,
el conectivo D de 1a Seccién 3 no cumple 4 (no sabemos si
cumple 5),

LEMA 93. Hp no cumple la condicidn 4 de Gab-
bay.

Demaostracién. Si Hp cumpliese 4, entonces habria
wna formula ¥ € F({r}) tal que:

Hp+ {av-a) I-Dr ey,

Como Dr es vilida en modelos de solo un nodo, y Hp +
{a v -~} también, entonces Y serfa vilida en modelos de
un nodo. Pero W € F y Hp + (& v —at}es completo para
tantologfas clisicas; luego se tendria: Hp + {a v =0} F
vy, yas{ Hp + {& v —~a} 1+ Dr. Veamos que éste noes el .
caso. Considere la seméntica que consiste en interpretar las
férmulas en el 4rbol binario infinito, de manera que las
letras proposicionales se interpreten siempre por P(x) =g o
P(n) = I (todo el conjunto). Por induccidn se puede probar
que esta propicdad se hereda, es decir, V(@) =g o V(P) =X
para toda @ € ¥ p. El dnico paso inductivo no trivial es el
de D. Pero si V(¢) = ¢ entonces paratodop € I 1= 0, y
as{ | = DO. Si V() = I entonces para iodo p existen gr2
p talesqueqlr, ”E Py 'Ir—(p Porlo tanto p '%Dq)pam

todo p, y asf V(D) = g (esto muestra que para tal semén-
tica D@ =—¢). En fin, {a v —a} y por supuesto Hp son
vélidos para esta seméntica, pero D no lo es. ¥
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Si mp es una letra proposicional fija, se tiene:
Hp + {av—a} 1 D < (¢ o Ding v —np)).

pero H + (D@ < (¢ o DX¥ v -V¥)) permite deducir los
axiomas de Hp, como el lector puede comprobar. Por
tanto, tenemos una Iégica modal clasica:

Hp + (v —a} = Célculo Clisico
+{DP e (PODW vV ).

Se desprende de la prucba del teorema anterior que la
semAntica natral para esta 16gica modal "cldsica™ consisti-
rd de los modelos de Kripke K = (T, <, P) que cumplen:

) (Z, =) esel arbol binaric o (Z, <) es dirigido,
ii) Vr:P(r)=@ o P()=X.

con la interpretacién original para D.

En realidad no creemos que la condicién 4 de la de-
fincién de Gabbay sea natural. Cualquier conectivo se pue-
de transformar ficilmente en uno que la cumple; por ejem-
plo, si definimos;

D.(p= ¢ v (""_'q} A D‘P).

entonces 1 - D*@ |- -—¢ ¥y, por lo wanto, {a v —a}
fuerza D*@ = @. Pero no vemos por qué D* tiene m4s
derecho que D a ser considerado un conectivo intuicionista.

La condicién 5 parece mds razonable, pero hay
conectivos seminticamente diferentes con las mismas
férmulas vilidas, por ejemplo 1a negacién satisface los
axiomas del conectivo Cl de la Seccién 7 (pero por
supuesto la negacién también satisface leyes que Cl no sa-
tisface). Curiosamente, Gabbay acepta entre sus conectivos
(Gabbay 1977, pig 169) uno que no satisface 5. Se trata
de un conectivo de densidad fuerte itroducido por
Kaminski (1988):

KH-BQN: {gzp: I}-(P] intersecta toda cadena
mammalquepasaporp

Evidentemente, 1 - B¢ > — @, pero el recfproco no vale,
camo lo ilustra el 4drbol infinito.,

pues si R es la rama superior, £ — R es denso pero no
intersecta a R.

TEOREMA 9.4. (Kaminski 1988, teoremas 1, 3,

4) B estd axiomatizado por:
B;. ¢oBQ
Bz. B9 —@

B3. BB® > BQ
B4. B(@>VY)>(B9>BY).

COROLARIO 9.5. B no cumple la condicidn 5 de
Gabbay.

Demostracién. By a B4 son vilidos para B=""",

Reconocimiento. Algunos de los resultados aquf
consignados (en las secciones 3 y 8) mejoran y completan
resultados obtenidos originalmente por Fernando Zala-
mea (1986) y José Iovino (1988) en trabajos adelantados
bajo nuestra orientacidn en la Universidad de los Andes.
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