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En ocasiones las hipétesis estadisticas convencionales de un modelo de estados
para una serie cronolégica se deben reemplazar por hipotesis condicionales sobre
cierta informacién conocida. En este articulo se destaca ]a diferencia basica entre los
dos conjuntos de hipétesis y se demuestra que las ecuaciones del Filtro de Kalman son

vilidas en ambos casos.

Abstract

Sometimes the conventional statistical hypotheses of a state space model for a
time series must be replaced for conditional hypotheses on some known information.
In this paper, the basic distintion betwen the two sets of hypotheses is emphasized and
the fact that the Kalman Filter equations are valid in both cases is shown.

1. Introduccién.

En algunos libros o articulos sobre modelos
de estados o el Filtro de Kalman (FK) se considera
solo el modelo en el cual las matrices de covarian-
zas de los términos de error son no singulares y la
distribucién de probabilidad de ellos es multi-
normal (no singular), ver por ejemplo Harvey
(1989) o West y Harrison (1989), quizis los
mis completos y clasicos sobre el tema. En otros,
estas hipodtesis son debilitadas en el sentido de
permitir matrices de covarianzas singulares, tal
es el caso por ejemplo de Anderson y Moore
(1979), Kohn y Ansley (1983), Catlin (1989)
y Acki (1990), pero en ellos no se utiliza la teo-
ria de la distribucién multinormal singular para
deducir el filtro. Recientemente Nieto (1993)
considera el modelo en el cual se supone que los
términos de error tienen distribucién multinor-
mal singular y se hace la deduccién de] FK bajo
esta hipdtesis fundamental. Este modelo es una
extension del de Harvey (1989} o del de West y
Harrison (1989) y salvo por distribuciones, cu-
bre también el caso del modelo de Anderson y

Moore, Kohn y Ansley, Catlin y Aoki. Para
futura referencia, el modelo tratade por Nieto
(1993) sera llamado Gaussiano convencional o
simplemente convencional.

En ocasiones, es necesario considerar que la
distribucién de un término de error (o ambos) en
un tiempo t en un modelo de estados estd condi-
cionada por la informacién observada hasta el
tiempo t-1 tal como es tratado por Harvey (1989)
y West y Harrison (1989). En esta forma surge
el modelo condicional Harvey afirma que las
ecuaciones del FK del caso convencional son to-
davia vilidas pero no se demuestra, ni se indica
una justificacion sobre la afirmacién. Tampoco se
indican referencias al respecto. Mas aiin, Harvey
considera solo un modelo con matrices de cova-
rianzas definidas positivas. De otro lado West y
Harrison si presenta la deduccién del FK pero
en el contexto bayesiano y suponiendo matrices de
covarianzas también definidas positivas.
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En este trabajo, se destaca la diferencia
entre las hipétesis del modelo convencional y el
modelo condicional y se demuestra que el FK es
valido también en el dltimo caso.

2. Modelos de estados Gaussianos condi-
cionales.

Usando la notaciéon de Harvey (1989), pp.
156, se define aqui también el modelo Gaussiano
condicional o simplemente condicional por medio
de las ecuaciones

Yi=Z(Yi-1) ar+ ey \

- t=1,2,.. (1)
ap= Tl (Y[-l) ap-1 + M l

donde ay, Yy, €, ¥ ¢ son vectores aleatorios,
Z{Y 1), T{Y 1) son matrices que dependen de-
terministicamente del vector Y = (Y{, ..., Y1} '
donde " ' " denota transposicién. Las hipétesis
probabilisticas basicas sobre los vectores aleato-
Tios g, ¥ 7 son las siguientes:

(i) e¢l ¥y ~Ng(O, H{(Y 1)) ¥ nc~Ns(O,
Qi Y1)} paracadat=1, 2, ..., donde Ny
significa multinormal singular (Ver
Nieto (1993) o Anderson (1984}).

(ii) @l ¥ y el Yo, ¥y ol Y y
m! Y1 son, cada par, independientes
estocasticamente paracadat =1, 2, ....

(iii) ag~ Ng{ag, Pg}, ag ¥ Pp conocidos.

Observaciom: aunque no se dice explicitamente, se
supone que Z{ Y1 ), Te( ¥ ), H{Y 1 ) y Ql{ Yy )
son conocidas paracadat, t=1, 2, ...

En el modelo convencional no se asume que
Zy, Ty, Hy y Q dependen de la informacion hasta el
tiempo t-1, Y. , y las hipdtesis basicas son:

(i} e~ Ns(O, Hy) ¥ ne~Ng(0, Q) para cada
- 1,2, ..

(ii) Las sucesiones {g} vy {n} son, cada una,
independientes mutuamente estocasti-
camente y cualquier conjunto finito de
la forma {et, ns,, ns, } es mutuamente
independiente,

(iii) ag~ Ng{ag, Pg).y ag, fed ¥y e } son in-
dependientes mutuamente estocastica-
mente

Es claro que las diferencias esenciales estan
en las hipétesis (ii) y (iii) de ambos modelos. Mas
aun, al condicionar por Y, las hipdtesis del
modelo convencional son reducidas notablemente,
ya que la independencia matua exigida en la hips-
tesis (ii) y la independencia muitua entre ag, feid ¥
{nt} de la hipotesis (iii) desaparecen.

Ahora bien, un hecho importante en el mo-
delo convencional es que las hipoétesis (ii} y (iii)
implican que a; y e, ¥, ay-1 ¥ i, son, cada par,
independientes estocasticamente y esta proposi-
cién es analoga a la hipétesis (ii) del modelo con-
dicional . En virtud de esto se podria decir que la
hipétesis (ii) del modelo condicional absorbe las
hipétesis (ii) y (iii) del convencional, salvo por el
supuesto ag ~ Ne(ag, Pg). Este hecho permite la de-
duccidon del FK en el caso condicional como se
mostrard a continuacién.

3. Deducciéon del Filtro de Kalman en el
caso condicional.

En lo que sigue se hara referencia al modelo
(1) y la deduccién se hace sin seguir el esquema
formal Teorema - Demostracion.

El vector de estado en t = 1 esta dado por
ay = Ti{¥g)ap + 11

Al condicionar sobre Y (que representa solo el
conocimiento de la distribucién de ap) se obtiene
que (ver Nieto (1993))

ay | Yy - NS(Tla-O: T1POT'1 + Q-l) {Ti= Tl(Yo), Q=
Qi(Ygh

Sean ajn=Tiag
Pro =TiPoT"1 + Qq.
Ahoi’a, sean Vi = (a} Y1} ¥y X = (X4 X4)' tales que
X1 ¥ X; son compatibles con a; y Y, respectiva-
mente, para realizar producto interno. Entonces
KVi=X1+X22)a; + X281 (21 =Z1(Y0)))

Nuevamente condicionando por Y se obtiene que
Vi tiene distribucidn multinormal singular (Nie-
w0 (1993)) con vector de medias

(a'no ajp Z{)

y matriz de covarianzas

Puo PioZ1
Z1 P10 Z1 P10 21 + Hy
con (H; a Hi{Yg).

Aplicando los resultados de Marsaglia (1992) se
obtiene que la distribucién de a; condicional so-
bre un valor particular de Y, (dado Y ) es multi-
normal singular con media

ar=ano+ P1ioZi F1 (Y1-Z: ayio)

y matriz de covarianza
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P1=Piio-P1oZi F1 Z1 P1io

donde

Fi1=Z) P1oZi+ Hi1 (¥Yo)
y F1 indica la seudo - inversa de F;.

Si se supone que se conoce la distribucién de
;.1 dado ¥, es decir,

a1 ~ Ns(ag-1, Pe-1),

se utilizan las hipétesis del modelo, los resulta-
dos de Nieto (1993) sobre distribucién multi-
normal singular y se procede como en el caso an-
terior t = 1, entonces se obtiene que

atl Y[:Yl-l - Ns(at’ Pt)’
donde

ar=auc1 + Pue1 Ze (Y1) Fr (Y: - Ze(Ye1) ant-1) (2)

Pi=Pue1 - Pur-1 Zt (Y1) FtZe (Y1) Puer (3)

con

a1 = Te (Y1) a1
Putr1= Te(Ye1) Por Te(Yed)' + Qd¥e1)  y

Ft=ZdYe1) Pue1 Ze( Ye1)' + H{Y 1)

Las ecuaciones (2) y (3) conforman el Filtro de
Kalman para el modelo condicional y son analogas
al caso convencional (Nieto {1992)).

En realidad el modelo de estados condicional
presentado aca podria extenderse al caso en el
cual el conjunto informativo sobre el que se con

diciona, ademas de Y,.;, contiene informacién
externa al proceso {Y}, inclusive hasta el tiempo
t. Sil; denota este nuevo conjunto y las hipétesis
(i} - (ii) se reescriben condicionando sobre Iy,
entonces las ecuaclones (2) - (3) siguen validas.
Esto extiende los resultados de West y Harri-
son {198%) sobre el mismo tépico.
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