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En ciertos modelos de estados para series temporales, los términos de error tienen
distribucién multinormal singular. En este articulo se presenta la deduccién matemaitica

del Filtro de Kalman para estos modelos.
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Abstract

In some state espace models for time series, the error terms have singular multinor-
mal distribution. In this paper the mathematical deduction of the Kalman Filter for these

models is presented.

Key words: Singular multinormal distribution, state space models, Kalman Filter.

1. Introduccién

Un modelo de estadosl para una serie crono-
légica multivariada {Y,} de dimensién n consiste
del siguiente par de ecuaciones

Yt=Zg(!t+£t \

t=1,2,.. (1.1)

at=Trae1 + TIJ

donde para cada t=1, a; es un vector (no obser-
vable) de dimensién m, Z; y T; son matrices cono-
cidas de dimensiones nxm y mxm, respectiva-
mente, y {e} y {n son sucesiones de vectores
aleatorios de dimensiones n y m, respectivamente.

Las hipétesis estadisticas usuales para el
modelo (1.1) son las siguientes:
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1.  En este articulo la frase inglesa state space model serd
traducida como modelo de estados.

i) Las sucesiones {e} y {n¢ son cada una
mutuamente independientes y ademas ¢, ~

N(O, Hy), e ~N(Q, Qp) paracada tz1.

ii) E(eims)=0Oparacadat,sz1. Aqui y en
lo sucesivo la " ' " denotara transposi-
cién de matrices.

iii) ag~N(ag Py), y paracadatz1, ages in-

dependiente estocisticamente de e; y .

Se supone ademas que H; y Q; paratz1 y a,,
P, son conocidos.

En la mayoria de articulos y textos sobre el
modelo de estados y el Filtro de Kalman se asume
que las matrices H; y Q. son definidas positivas,
puede consultarse por ejemplo Meinhold y
Singpurwalla (1983), West y Harrison (1989)
o Harvey (1989) que al parecer son los mas so-
bresalientes en el ambito estadistico. En estos
trabajos el Filtro de Kalman se deduce usando la
teoria sobre la distribucién multinormal conven-
cional. En algunos (pocos ademas) se permite que
esas matrices sean definidas no negativas, es el
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caso de Anderson y Moore (1979), Kohn y
Ansley (1983) y Catlin (1989) y la deduccién
del Filtro de Kalman se hace utilizando la teoria
de espacios con producto interno. Harvey (1989)
afirma que para cubrir el caso de matrices H; y Q,
definidas no negativas se pueden reemplazar las
matrices inversas que aparecen en las ecuaciones
clasicas (covarianzas definidas positivas) por in-
versas generalizadas. Sin embargo no se indica
alli una justificacién sobre la afirmacién, ni se
propone una referencia donde se pueda consultar
la demostracién de esa proposicién. A juicio del
autor del presente trabajo , esa es una deficiencia
de tipo didactico de su texto. Una afirmacioén
analoga a la de Harvey (1989) aparece en el libro
de Aoki (1990), Secc. 5.2, con la misma defi-
ciencia destacada antes.

El propésito del presente trabajo es presen-
tar una deduccién del Filtro de Kalman en el caso
en que los vectores aleatorios ; y n; tengan distri-
bucién multinormal singular, lo que implica que
H; y Q; sean definidas no negativas. De esta forma
se evita el uso de la teoria de espacios con pro-
ducto interno y se suple la deficiencia didactica
del trabajo de Harvey.

El trabajo esta organizado de la siguiente
manera: En la seccién 2 se presentan algunos re-
sultados basicos sobre la distribucién multinor-
mal singular con sus demostraciones. Algunos de
estos resultados sélo se citan sin demostracién o
se omiten, en algunos textos clasicos sobre
Analisis Estadistico Multivariante, por ejemplo
Mardia y otros (1979) o Anderson (1984).
Esto se puede considerar como otro hecho desta-
cable del presente trabajo. En la seccién 3 se pre-
senta la deduccion del filtro de Kalman.

2. Algunos resultados sobre la distribu-
ciéon multinormal singular.

En esta seccidon se sigue, aunque no necesa-
riamente se repite, el enfoque de Anderson
(1984) sobre la distribucién multinormal singu-
lar (o degenerada).

Definicién 1. Un vector aleatorio X de dimen-
sién p>1 con E(X) = p y Var(X) = = tiene distri-
bucién multinormal singular si existe una matriz
A de dimensién pxr, un vector aleatorio Y de di-
mensién r con distribucién multinormal y un
vector A de dimension p, con r(<p) el rango de 3,
tales que X = AY + A.

Por notacién se escribe X ~ Ny(u, 2) para indi-
car que X tiene distribucién multinormal singular
con media p y matriz de covarianzas ¥.

En lo sucesivo y a menos que se diga lo
contrario, la dimensién de X y el rango de X se se-
guiran tomando iguales a p y r, respectivamente.

Algunos observaciones sobre la definicién
anterior son pertinentes:

a) En general se podria definir la distribucién
multinormal en esa forma pues en el caso X de
rango completo se puede tomar A =1, Y=XyA
= 0. De hecho Anderson (1984) lo hace asi.

b) Y tiene distribucién multinormal significa
que T = Var(Y) es definida positiva y su densi-
dad esta dada por

f(y) = k exp{-(1/2)(y - v)'T"H(y - v)}, yER®,
donde k es una constante y E(Y) =v.

c) La relacién entre py v, y entre £y T esta dada
poru=Av+A y Z=ATA"

Definicién 2. Al vector Y de la definicién 1 se
le denomina la parte no singular de X.

Definicion 3. Sean X; y X; vectores aleatorios
con distribucién multinormal singular cada uno.
X1 y X; se denominan independientes (estocasti-
camente) si sus partes no singulares son indepen-
dientes estocasticamente.

A continuacién se presentan los resultados
que seran utilizados en la seccién 3.

Teorema 2.1 Si X~Ng(u, ) entonces Z =
DX~ Ng(Du, D2D') donde D es una matriz de di-
mensién gxp con qsp.

Demostracién. Ver Anderson (1984), pag. 33.

Teorema 2.2 Si X~ Ng(p, £), entonces la funcion
caracteristica de la distribucién de X esta dada
por

¢(t) = exp(it'u - (1/2)t'ZL), tERP
donde i es el nimero complejo tal que i¢ = -1.

Demostracion. Como X ~ Ng(u, £) entonces existen
una matriz A con el nimero de columnas igual al
rango de X, un vector aleatorio Y~ N(v,T) y un vec-
tor A tal que X = AY + A.

Entonces,
#(t) = Elexp(it'X})]
= Elexplit'(AY + M1}
= Efexp(it'AY) exp(it'A)}
= exp(it'A) exp(it'Av - (1/2)t'ATA't)
= exp(it'n -(1/2)t'Zt)
para cada tERP.

Se recuerda en este punto que toda distri-
bucién de probabilidad esta completamente iden-
tificada por su funcién caracteristica.
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Lema 2.3 Si X1 ~Ng(u;1,21 ), X2~Ng(uz2,22) y Xy
y X; son independientes entonces Z = X+
X2~Ngup +u2,% +22).

Demostracion. De las hipotesis se obtiene que
Xi=AlY1+ My Xp=A2Y2+ M

para algunas matrices A, A3, algunos vectores A,
kszi-N(p»i, zi)’ i= 1’ 2,

Entonces,
¢oz(t) = Efexplit'(X; + X2)1}
= E[exp(it'X; + it'’X3)]
= explit'(r1+Xr2)] E[exp(it'A;Y1) exp(it'A;Y?7) ]
= explit'(A1+7;)]exp(it'Ajv;-(1/2)t'A; T1A'Yt)
exp(it'Azv; - (1/2)t'AzT2A%t)
=explit'(n + u2) - (172)t'(Z; + )]
Porlotanto,Z=X1+ X2~Ng(p; +wmz,2; +3).

Teorema 2.4 Si X y Y son vectores aleatorios con
distribucién multinormal singular cada unoy X y
Y son independientes entonces Z = DX + EY tiene
distribucién multinormal singular donde D y E
son de dimension mxp y nxq, respectivamente,
conmsp, nsq Yy q es la dimensién de Y.

Demostracion. Por el teorema 2.1, DX y EY tienen
distribucién multinormal singular. Sean X; = DX y
Xz = EY. Se puede demostrar que las partes no sin-
gulares de X; y X; son independientes estocasti-
camente, luego X; y X; son independientes. Apli-
cando el Lema 2.3 se obtiene que Z = X; + X; tiene
distribucién multinormal singular.

Corolario. Si X, ..., X tienen distribucién mul-
tinormal singular y sus partes no singulares
conforman un conjunto mutuamente independiente
entonces Z = D1 X; + ... + DiXi tiene distribucién
multinormal singular para todo k=1 donde A; es
una matriz de dimensién m;x p;, mijsp; i=1, ..., k.

Demostraciéon. La demostracién se obtiene proce-
diendo por induccién sobre k.

Definicién 4. Una sucesién {X de vectores a-
leatorios se denomina mutuamente independiente
si para cualquier subconjunto finito el correspon-
diente conjunto de partes no singulares es mutua-
mente independiente.

Teorema 2.5 El vector aleatorio X tiene distri-
bucién multinormal singular si y solo si para cada
teER?, t'X tiene distribucién normal o t'X tiene
distribuci6én degenerada.

Demostracion. Supdéngase que X~ Ng(i, £). Sea tERP
Existen dos posibilidades acerca de t: (a) t'2t>0,

o, (b) t'2t=0. En el caso (a), t'X~ N(t'u, t'Zt),
puesto que su funcién caracteristica esta dada por

¢rx(s) = Efexplis(t'X)]}
Efexpli(st')X]}
¢x(st)

esplist'u - (172)(st')X(st)]

I

explis(t'n) - (1/2)s2(t'2t)]
para cada s€R.

En el caso (b), t'X = t'u con probabilidad 1,
por tanto t'X tiene distribucién degenerada.

Reciprocamente supdéngase que para cada
t ERP, t'X esta distribuido normalmente 6 t'X tiene
distribuciéon degenerada. Sean p = E(X) y X =
Var(X). En el primer caso Var(t'X) = t'2t>0 y para
este t se tiene que

ox(t) = E[exp(it'X)]
Elexp(i1(t'X))]
¢ex(1)

exp(it'n - (1/2)t'Zt)

Si t'X tiene distribucién degenerada entonces t'St
= Var(t'X) = 0 y su funcién caracteristica esta
dada por

¢rx(s) = explis(t'n)], s€R.
Entonces para este t
#x(t) = ¢vx(1)
= exp(it'p)
= exp(itu - (172)t'st).
Teniendo en cuenta que
RP={t: t'Zt>0} U {t: t'Zt = O},

donde la unién es disyunta, se concluye que X ~
Ng(w, 2).

El siguiente es un resultado sobre distribu-
ciones univariadas.

Teorema 2.6. Si X y Y son variables aleatorias
tales que X~ N(u, &) y Y tiene distribucion dege-
nerada entonces X + Y ~ N(u + ¢, o? donde P{Y =
c)=1.

Demostracion. Sea Q el espacio muestral en el que
X y Y estan definidas. La funcién de distribucion
acumulada de X + Y esta dada por

Fx.+v(z) = P{X+Y=<2)
= Pive: X(w) +Y(w) < z})
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= Pr(fjo€Q: X(w) s z - c})2
ya que P{{o€Q : Y(w) # c}) = O. Ahora,

zZ-C 2
j 1 exp{-.l.(z(.'_"_) >dx.
- 2n o 2\ o

Haciendo y = x + ¢, la anterior integral se con-

vierte en
Z N
L__expl-L{X_*_C 2‘dy.
2 2\ o |
- o

En consecuencia X + Y~ N(p+ ¢, ®).

P{X<z-¢)=

3. Deduccién del Filtro de Kalman.

Considérese el modelo de estados (1.1) pero
ahora con las siguientes hipétesis estadisticas:

i) &~ Ng(O, Hy), ne~ Ng(O, Hy) para cada
t=1.

ii) Las sucesiones {g } y in,} son cada una
mutuamente independientes y g y {ns}
mutuamente independientes (estocasti-
camente) para cadatz 1.

iii) 0o~ Ny(ax Po) y oo, {&r } y ind mutua-
mente independientes.

En lo sucesivo el modelo (1.1) con las ante-
riores hipétesis se llamara el modelo de estados
gaussiano singular.

Teorema. Si una serie cronolégica multivariada
{Y.} obedece el modelo de estados gaussiano singu-
lar entonces la distribucién de o, dadas las obser-
vaciones Yj, ..., Y, es multinormal singular con
media

ar=ayt-1 + Puea Z't F; (Yt‘Ztatlt-l) (3.1)
y matriz de covarianzas

Pi=Pur-1 - P Z't Ft Z¢ Pury, (3.2)

para cada t=z 1, donde

ane-1=Te arw, (3.3)
Pue1=Te PeaTe+ Q (3.4)
Fe=2¢ Pue1Ze+ He (3.5)

y F, indica la seudoinversa de F;.

2 10e0: X(o) + (o) < 7} = {0 Y(@) =, X(o) + Y(e) s 2} U
{0 Y(w) » ¢, X() + Y() = Z}

Por tanto .

Pl o0 : X(00) +Y(c) s Z}) = P {0ER : Y(o0) = C, X(o} +Y(o)) = Z}) +
PioE0: Y wC, X + V) 2}). .

Demostracién. Se procede por induccion sobre t
El vector de estado en t = 1 esta dado por

ay = Tiag +n1.

Luego por el teorema 2.4, a; tiene distribucion
multinormal singular con media ajg = Tjap y ma-
triz de covarianzas Pyjg = T1PgT1+ Q. La notacién
110 indica que la distribucién de a; depende (en

.un sentido funcional) de la informacién en t =0

(representada unicamente por el conocimiento de
la distribucién de ag).

Con el fin de obtener la distribuciéon de a;
condicional sobre el valor que tome Y, se debe
tener en cuenta que:

Y1 =Z1a 1+ €
=2(Tiap +m) + &1
=(ZiT) ap+ Zym1 + &1
SeaV;=(a} Y1)'y sea X un vector de dimensién m

+ n tal que X = (X7 X2)' donde X; y X; son de di-
mensién m y n respectivamente. Entonces:

a1
Y1

=Xia1+XY:
=(XiT1 +X2 Z1 Tl)ao + (xi +X2 Zl)ﬂl + Xz €1

WW=WEw

Del teorema 2.5 y posiblemente el 2.6 se sigue que
V; tiene distribucién multinormal singular. La
media esta dada por

[a'uo (Z ano)'].
y la matriz de covarianzas por

Pio P02y
Z1P1io Z1P110Zi + Hi

Aplicando los resultados de Marsaglia (1964) se
obtiene que la distribucién de a; condicional so-
bre un valor particular de Y, es multinormal sin-
gular con media

a1 =ayno + PuoZi F1 (Y1 - 21 ayo)
y matriz de covarianzas
P1="Puo - P1oZi F1Z; Pyo
donde
Fi1=Z; PuoHi1+H: .
Ahora se supone que el teorema es valido para t -

1, es decir que a (.1 ~Nga;-1, P¢-1), y se de-
muestra para t. Se puede demostrar que bajo las
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hipétesis del modelo tanto ai ) y m como a; Y €
son independientes estocasticamente”. Asi que
procediendo como en el caso t = 1 se obtiene la
demostracién del teorema.

Algunas observaciones son importantes en
este punto:

{(a) A las ecuaciones (3.3) y (3.4) se les
llama las ecuaciones de prediccién y a
las ecuaciones (3.1) y (3.2) las de ac-
tualizacién y estas constituyen estric-
tamente el Filtro de Kalman.

(b) La notacién tit-1 indica que la distri-
bucién de a; antes de observar Y; de-
pende deterministicamente de toda la
informacién hasta t-1, representada
por ag, Py y los valores observados de
Yi, ooes Yea.

(c) Bajo las hipétesis del modelo, antes de
observar Yy, ..., Y., este conjunto de
vectores aleatorios y n; son mutuamente
independientes.

(d) Se puede demostrar que 3z, es el estima-
dor 6ptimo, en el sentido de error cua-
dratico medio, de a¢ dados Yy, ... Y; ¥
que P; es la matriz de covarianzas del
error de estimacién.

4. Conclusién

La anica modificacién que se debe realizar al
Filtro de Kalman convencional para obtener su
‘'versién analoga en el caso de modelos de estados
gaussianos singulares es la de reemplazar las in-
versas convencionales por las seudoinversas co-
rrespondientes. La comprobacién de esta afirma

'qsunacombinacion lineal de ag, ny; ..., nppara cada i 21.

cién se alcanzé utilizando teoria sobre distribu-
ciones multinormales singulares. Esta via evita el
uso de la teoria de espacios con producto interno
para deducir el Filtro cuando sélo se asume que H;

‘= Var(g) y Q, = Var(n,) son definidas no negativas.
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