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En ciertos modelos de estados para series temporales, los términos de error tienen 
distribución multinormal' singular. En este artículo se presenta la deducción matemática 
del Filtro de Kalman para estos modelos. 
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Abstract 

In sorne state espace models for time series, the error terms have singular multinor­
mal distribution. In this paper the mathematical deduction of the Kalman Filter for these 
models is presented. 
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1. Introducción i) Las sucesiones { Ed y {ri d son cada una 
mutuamente independientes y además Et -
N(O, Ht), TJt - N(O, Qi) para cada ti!: 1 . Un modelo de estados1 para una serie crono­

lógica multivariada {Y t} de dimensión n consiste 
del siguiente par de ecuaciones 

y t = Zt Ot +Et \ 

nt=Ttnt-1 + rid t = 1, 2, ... ( 1.1) 

donde para cada ti!: 1, ªtes un vector (no obser­
vable) de dimensión m, Zt y Tt son matrices cono­
cidas de dimensiones n x m y m x m, respectiva­
mente, y htl y {ritl son sucesiones de vectores 
aleatorios de dimensiones n y m, respectivamente. 

Las hipótesis estadísticas usuales para el 
modelo ( l. 1) son las siguientes: 

* 

l. 
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Estadística, Universidad Nacional de Colombia, San­
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En este artículo la frase inglesa state space model será 
traducida como modelo de estados. 

ii) E( EtTJs) = O para cada t, si!: l. Aquí y en 
lo sucesivo la 11 

' 
11 denotará transposi­

ción de matrices. 

iii) no-N(ao, P0 ), y para cada ti!:: 1, a 0 es in­
dependiente estocásticamente de Et y TJt• 

Se supone además que Ht y °-t para ti!: 1 y ao, 
P0 son conocidos. 

En la mayoria de artículos y textos sobre el 
modelo de estados y el Filtro de Kalman se asume 
que las matrices Ht y Q.i: son definidas positivas, 
puede consultarse por ejemplo Meinhold y 
Singpurwalla (1983), WestyHarrison (1989) 
o ijarvey ( 1989) que al parecer son los más so­
bresalientes en el ámbito estadístico. En estos 
trabajos el Filtro de Kalman se deduce usando la 
teoría sobre la distribución multinormal conven­
cional. En algunos (pocos además) se permite que 
esas matrices sean definidas no negativas, es el 
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caso de Anderson y Moore (1979), Kohn y 
Ansley (1983) y Catlin ( 1989) y la deducción 
del Filtro de Kalman se hace utilizando la teoría 
de espacios con producto interno. Harvey ( 1989) 
afirma que para cubrir el caso de matrices Ht y Qi: 
definidas no negativas se pueden reemplazar las 
matrices inversas que aparecen en las ecuaciones 
clásicas (covarianzas definidas positivas) por in­
versas generalizadas. Sin embargo no se indica 
allí una justificación sobre la afirmación, ni se 
propone una referencia donde se pueda consultar 
la demostración de esa proposición. A juicio del 
autor del presente trabajo , esa es una deficiencia 
de tipo didáctico de su texto. Una afirmación 
análoga a la de Harvey ( 1989) aparece en el libro 
de Aoki ( 1990), Secc. 5.2, con la misma defi­
ciencia destacada antes. 

El propósito del presente trabajo es presen­
tar una deducción del Filtro de Kalman en el caso 
en que los vectores aleatorios Et y TJt tengan distri­
bución multinormal singular, lo que implica que 
Ht y Qi: sean definidas no negativas. De esta forma 
se evita el uso de la teoría de espacios con pro­
ducto interno y se suple la deficiencia didáctica 
del trabajo de Harvey. 

El trabajo está organizado de la siguiente 
manera: En la sección 2 se presentan algunos re­
sultados básicos sobre la distribución multinor­
mal singular con sus demostraciones. Algunos de 
estos resultados sólo se citan sin demostración o 
se omiten, en algunos textos clásicos sobre 
Análisis Estadístico Multivariante, por ejemplo 
Mardia y otros (1979) o Anderson (1984). 
Esto se puede considerar como otro hecho desta­
cable del presente trabajo. En la sección 3 se pre­
senta la deducción del filtro de Kalman. 

2. Algunos resultados sobre la distribu­
ción multinormal singular. 

En esta sección se sigue, aunque no necesa­
riamente se repite, el enfoque de Anderson 
(1984) sobre la distribución multinormal singu­
lar ( o degenerada). 

Definición l. Un vector aleatorio X de dimen­
sión p>l con E(X) = µ y Var(X) = .I tiene distri­
bución multinormal singular si existe una matriz 
A de dimensión p x r , un vector aleatorio Y de di­
mensión r con distribución multinormal y un 
vector A de dimensión p, con r( < p) el rango de .I, 
tales que X= AY+ 1.. 

Por notación se escribe X- Ns(µ, I) para indi­
car que X tiene distribución multinormal singular 
con media µ y matriz de covarianzas I. 

En lo sucesivo y a menos que se diga lo 
contrario, la dimensión de X y el rango de I se se­
guirán tomando iguales a p y r, respectivamente. 

Algunos observaciones sobre la definición 
anterior son pertinentes: 

a) En general se podría definir la distribución 
multinormal en esa forma pues en el caso I de 
rango completo se puede tomar A = lp, Y = X y A 
= O. De hecho Anderson ( 1984) lo hace así. 

h) Y tiene distribución multinormal significa 
que T = Var(Y) es definida positiva y su densi­
dad está dada por 

f(y) = k exp{-(l/2)(y - u)'T-1(y - u}l, yERD-, 

donde k es una constante y E(Y) = u. 

c) La relación entreµ y u, y entre I y T está dada 
porµ= Au + A y I = ATA'. 

Definición 2. Al vector Y de la definición 1 se 
le denomina la parte no singular de X. 

Definición 3. Sean X1 y X2 vectores aleatorios 
con distribución multinormal singular cada uno. 
X1 y X2 se denominan independientes (estocásti­
camente) si sus partes no singulares son indepen­
dientes estocásticamente. 

A continuación se presentan los resultados 
que serán utilizados en la sección 3. 

Teorema 2.1 Si X-Ns(µ, .I) entonces Z = 
DX-Ns(Dµ, DIO') donde Des una matriz de di­
mensión q x p con q s p . 

Demostración. Ver Anderson (1984), pág. 33. 

Teorema 2.2 Si X- Ns(µ, I), entonces la función 
característica de la distribución de X está dada 
por 

cp(t) = exp(it'µ - (112)t'It), tERP 

donde i es el número complejo tal que i2 = -1. 

Demostración. Como X - Ns ( µ, I) en ton ces existen 
una matriz A con el número de columnas igual al 
rango de I, un vector aleatorio Y- N(u,T) y un vec­
tor A tal que X = AY + 1.. 

Entonces, 

q,(t) E[exp(it'X)] 

E{exp[it'(AY + 1.)]l 

E{exp(it'AY) exp(it'1.)} 

exp(it'A) exp(it'Au - (112)t'ATA't) 

exp(it'µ -(112)t'It) 

para cada t E RP. 

Se recuerda en este punto que toda distri­
bución de probabilidad está completamente iden­
tificada por su función característica. 
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Lema 2.3 Si X 1 -Ns(µ¡, l!¡ ), X2 -Ns(µz, l:2 ) y X¡ 
y X2 son independientes entonces Z = X 1 + 
X2-NJµ1 +µz,l:1 +l!z). 

Demostración. De las hipótesis se obtiene que 

X¡= A¡Y 1 + "-1 y X2 = A2 Y2 + "-2 

para algunas matrices A1, A2, algunos vectores "-1, 
"-2YY¡-N(µ¡,l!¡), i= 1, 2. 

Entonces, 

♦z(t) = E{exp[it'(X1 + Xz)]} 

= E[exp(it'X1 + it'Xz)] 

= exp[it'("-1 +i..z)] E[exp(it'A1 Y 1) exp(it'A2 Y 2)] 

= exp[it'("-1 +A.z)]exp(it'A¡u¡ -(112)t'A1 T¡A'¡t) 

exp(it'Azvz - (112)t'A2T2Ait) 

.. exp[it'(µ1 + µz) - (112)t'(l:1 +l:z)t] 

Por lo tanto, Z = X 1 + X 2 - Ns(µ¡ + µz, l:¡ + l:z ). 

Teorema 2.4 Si X y Y son vectores aleatorios con 
distribución multinormal singular cada uno y X y 
Y son independientes entonces Z = DX + EY tiene 
distribución multinormal singular donde D y E 
son de dimensión m >< p y n >< q, respectivamente, 
con m s p, ns q y q es la dimensión de Y. 

Demostración. Por el teorema 2.1, DX y EY tienen 
distribución multinormal singular. Sean X1 = DX y 
Xz = EY. Se puede demostrar que las partes no sin­
gulares de X¡ y Xz son independientes estocásti­
camente, luego X1 y Xz son independientes. Apli­
cando el Lema 2.3 se obtiene que Z = X1 + Xz tiene 
distribución multinormal singular. 

Corolario. Si X1, ... , Xk tienen distribµción mul­
tinormal singular y sus partes no singulares 
conforman un conjunto mutuamente independiente 
entonces Z = D1X1 + ... + DicXk tiene distribución 
multinormal singular para todo k .i: 1 donde A¡ es 
una matriz de dimensión m¡ >< p¡, m¡ s p¡, i = 1, ... , k. 

Demostración. La demostración se obtiene proce­
diendo por inducción sobre k. 

Definición 4. Una sucesión {Xd de vectores a­
leatorios se denomina mutuamente independiente 
si para cualquier subconjunto finito el correspon­
diente conjunto de partes no singulares es mutua­
mente independiente. 

Teorema 2.5 El vector aleatorio X tiene distri­
bución multinormal singular si y solo si para cada 
tERP, t'X tiene distribución normal o t'X tiene 
distribución degenerada. 

Demostración. Supóngase que X- Ns(1&, .I). Sea tERP. 
Existen dos posibilidades acerca de t (a) t'It>O, 
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o, (b) t'l:t=O. En el caso (a),. t'X- N(t'µ, t'l:t), 
puesto que su función car~teristica está dada por 

♦t•x<s) = E{exp[is(t'X)]} 

E{exp[i(st')X]J 

+x(st) 

para cada s E R. 

esp[ist'µ - ( 112 )( st')l:( st)] 

exp[is(t'µ) - ( 1/2)s2(t'l:t)] 

En el caso ( b), t'X = t' µ con pro habilidad 1, 
por tanto t'X tiene distribución degenerada. 

Recíprocamente supóngase que para cada 
te RP, t'X está distribuido normalmente ó t'X tiene 
distribución degenerada. Sean µ = E(X) y l: = 
Var(X). En el primer caso Var(t'X) = t'l:t>O y para 
este t se tiene que 

♦x(t) = E[exp(it'X)] 

E[exp(il(t'X))] 

= ♦t,x(l) 

= exp(it'µ - ( 1/2) t'l:t) 

Si t'X tiene distribución degenerada entonces t'l:t 
= Var( t'X) = O y su función característica está 
dada por 

♦t-x(s) = exp[is(t'µ)], seR. 

Entonces para este t 

exp(it'µ) 

exp(it'µ - (112)t'l:t). 

Teniendo en cuenta que 

RP= {t: t'l:t>O} U {t: t'l:t = 0}, 

donde la unión es disyunta, se concluye que X -
Ns(l't l:). 

El siguiente es un resultado sobre distribu­
ciones univariadas. 

Teorema 2.6. Si X y Y son variables aleatorias 
tales que X - N(1&, c,2) y Y tiene distribución dege­
nerada entonces X + Y - N(µ + c, a2) donde Pr(Y = 
c) = l. 

Demostración. Sea Q el espacio muestra! en el que 
X y Y están definidas. La función de distribución 
acumulada de X + Y está dada por 

Fx+y{z) = Pr(X+ Ysz) 

= Pr({wEQ: X(w) +Y(ID)sz}) 
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= Pr({wEQ: X(w) :s. z - c})2 

ya que Pr( {coEQ: Y(w) '"c}) = O. Ahora, 

Pr(X s z - c) = Jz-c _1_ ex_J-½(x ~ µ )
2
]dx. 

-co fi_; o , 

Haciendo y = x + c, la anterior integral se con­
vierte en 

fz _l_ex_/-½(y:.. ;- c)2\/dy. 
-® 't2n cr P\ 

En consecuencia X+ Y - N(µ + c, a2). 

3. Deducción del Filtro de Kalman. 

Considérese el modelo de estados ( 1.1) pero 
ahora con las siguientes hipótesis estadísticas: 

i) Et - N5(0, Ht), Tlt - N5(0, Ht) para cada 
t:.!: l. 

ii) Las sucesiones {Et } y {T)tl son cada una 
mutuamente independientes y Et y {T)5} 

mutuamente independientes ( estocásti­
camente) para cada t:.!: l. 

iii) Oo- N5(ao, P0 ) y <lo, {Et} y {T)d mutua~ 
mente independientes. 

En lo sucesivo el modelo ( l. 1) con las ante­
riores hipótesis se llamará el modelo de estados 
gaussiano singular. 

Teorema. Si una serie cronológica multivariada 
{Y tl obedece el modelo de estados gaussiano singu­
lar entonces la distribución de ªt dadas las obser­
vaciones Y 1, ... , Y t es multinormal singular con 
media 

y matriz de covarianzas 

. 
Pt = Pt1t-1 - Pt1t-l Zt p; Zt Pt1t-l, 

para cada t :.!: 1, donde 

. 
Pt1t-1 =Tt Pt-1 Tt + Qr. 

. 
Ft = Zt Pt1t-l Zt + Ht 

y F; indica la seudoinversa de Ft-

2 {mEQ: X(a,) + Y(a,) ,uJ • tmeo: Y(a,) • e, X(a,) + Y(a,) • zJ U 
{mEQ: Y(a,),. e, X(a,) + Y(a,) • zJ 
Por tanto 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

Pr(tmeo :X(a,) +Y(a,) • zl) • Pr(laim: Y(a,) • e, X(a,) +Y(m) • zl) + 
Pr(tmeo: Y(m) .. e, X(at + Y(at. zt~ 

Demostración. Se procede por inducción sobre t. 
El vector de estado en t = 1 está dado por 

Luego por el teorema 2.4, a¡ tiene distribución 
multinormal singular con media arn = T1ao y ma­
triz de covarianzas P110 = T 1 Po T, + Q1. La notación 
110 indica que la distribución de a¡ depende (en 
un sentido funcional) de la información en t = O 
(representada únicamente por el conocimiento de 
la distribución de ao>-

Con el fin de obtener la distribución de a 1 
condicional sobre el valor que tome Y 1 se debe 
tener en cuenta que: 

Y¡= Z¡a ¡+ E¡ 

= Z¡(T 1ao + T)¡) + t:¡ 

= (Z1T1) ao + Z1 Tll + t:¡ 

Sea V¡= (ai Yi )' y sea X un vector de dimensión m 
+ n tal que X = (Xi Xi)' donde X¡ y X2 son de di­
mensión m y n respectivamente. Entonces: 

= Xi a1 + Xi Y1 

=(XiT1+XiZ1T1)ao+ (xi +XiZ1)T)1+Xit:1 

Del teorema 2.5 y posiblemente el 2.6 se sigue que 
V 1 tiene distribución multinormal singular. La 
media esta dada por 

y la matriz de covarianzas por 

Aplicando los resultados de Marsaglla (1964) s~ 
obtiene que la distribución de a¡ condicional so­
bre un valor particular de Y 1 es multinormal sin­
gular con media 

a1 = auo + P110 Zi Fi (Y1 - Z1 a110) 

y matriz de covarianzas 

P1 = P110 - Puo Zi Fi Z1 Puo 

donde 

F 1 = Z1 P 110 Hi + Hi . 

Ahora se supone que el teorema es válido para t -
1, es decir que a t-1-Ns<~-1, Pt -1 ), y se de­
muestra para t. Se puede demostrar que bajo las 
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hipótesis del modelo tanto ªt-1 y "lt como ªt y Et 

son independientes estocásticamente*. Así que 
procediendo como en el caso t = 1 se obtiene la 
demostración del teorema. 

Algunas observaciones son importantes en 
este punto: 

(a) A las ecuaciones (3.3) y (3.4) se les 
llama las ecuaciones de predicción y a 
las ecuaciones (3.1) y (3.2) las de ac­
tualización y estas constituyen estric­
tamente el Filtro de Kalman. 

(b) La notación tlt-1 indica que la distri­
bución de ªt antes de observar Yt de­
pende determinísticamente de toda la 
información hasta t-1, representada 
por ao, Po y los valores observados de 
Y1, ... , Yt+ 

(c) Bajo las hipótesis del modelo, antes de 
observar Y1, ... , Yt-1, este conjunto de 
vectores aleatorios y Tlt son mutuamente 
independientes. 

( d) Se puede demostrar que 8t es el estima­
dor óptimo, en el sentido de error cua­
drático medio, de ªt dados Y 1, ... Yt )' 
que Pt es la matriz de covarianzas del 
error de estimación. 

4. Conclusión 

La única modificación que se debe realizar al 
Filtro de Kalman convencional para obtener su 
versión análoga en el caso de modelos de estados 
gaussianos singulares es la de reemplazar las in­
versas convencionales por las seudoinversas co­
rrespondientes. La comprobación de esta afirma 

• a¡ es una combinación ~de"(> 'li, ... , 'll,para cada i :tl. 
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ción se alcanzó utilizando teoría sobre distribu­
ciones multinormales singulares. Esta vía evita el 
uso de la teoría de espacios con producto interno 
para deducir el Filtro cuando sólo se asume que Ht 
= Var(Et) y Ot = Var(t]t) son definidas no negativas. 
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