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ABSTRACTO

En este articulo analizamos una situacién de
mercado desde el punto de vista del valor juego-
teorico. La primera parte introduce el mercado ba-
sico y da condiciones paraoptimalidad, en el senti-
do de Pareto y equilibrios competitivos. La segun-
da parte desarrolla una funcién caracteristica para
representar esto en forma de juego. La tercera par-
te explica la teoria de extensiones multilineales y
da la forma de esta extension para el juego de mer-
cado aqui tratado. La cuarta parte desarrolla las
ecuaciones de valor para el juego y muestra, en
particular, que jugadores equivalentes reciben tra-
to equivalente para el valor, La quinta parte estudia
el mercado replicado r veces, y muestra la relacion
entre los dos juegos (el original y el replicado). La
sexta parte considera el caso de mercados ‘‘grandes”
(es decir, r>e9, y da un sistema de ecuaciones dife-
renciales asintOticamente valido para el valor del
juego. La séptima parte trata los equilibrios econé-
micos en general y desarrolla un modelo cuya solu-
cién es efectivamente igual a aquella desarrollada
en la sexta parte.

1. El Mercado Basico

Consideramos aqui una situacion de juego de
mercado, en la cual n jugadores (negociantes) em-

pieza con una dote inicial en m bienes. Asumimos

que éstos se pueden transferir entre los jugadores
de manera a incrementar su utilidad. Ademas, las
preferencias de cada jugador se pueden representar
por una funcion de utilidad individual, que norma-
lizamos a 0 para la dote inicial del ]ugador Mas
exactamente, sea zi (zl sy Zi ) la dote inicial del
jugador i. Entonces para cualquler X = (X1 000Xy )s
definimos

ui(xl sonerX )

como la utilidad del jugador i para el -paquete de
bienes z‘+ x= (z\ +Xy,..., 2k +Xp ). La normaliza-
cién nos da entonces

(1) g u! (0,0,...,0)= 0

Mopmodd.deluwlcmmnbm Correspon-
diente de la Academia.

para cada i=1,..., n. Asumimos que u' es diferencia-

i oul . .
ble, con uj1= 35 >0 para cada j=1,..., m. Si, para
i
cada i=1,..., n, x' es un vector de m componentes,
entonces
X=<x!:x%;..;x">

es una alocacion. La alocacion es factible si, para
cada j,

(2) xj1+ x]?+ et x}‘= 0

Una alocacion factible, X, es eficiente si no exis-
te ninguna alocacion factible Y= <y'; ...; y"> tal
que u'(y!) > ul(xi) para cada i, con ui(y!) > ui(xi)
para por lo menos una i. Asumiendo diferenciabi-
lidad, una condicion necesaria para la eficiencia de
X es la existencia de dos vectores, (Ay,....A,) ¥
(P, sees p,) tales que, para cada i, j:

3) u%(xi) = AP,

Esta condicion es suficiente para la eficiencia de
X si las funciones ul son céncavas. Asumiremos, en
general, que las funciones ul son concavas.

Asumiendo las condiciones (3), el vector p=
(P1,.-.sPm ) ©s €l vector de precios: representa pre-
cios (para los m bienes) tales que ninguno de los ju-
gadores querra cambiar de la alocacion X si los bie-
nes se compran y venden a estos precios. Las can-
tidades A; son multiplicadores de Lagrange que re-
presentan la utilidad marginal de cada jugador para
una unidad de dinero.

Alternativamente, los multiplicadores A; repre-
sentan la tasa de transferencia (local) de utilidad
entre jugadores. Asi pues, si el jugador i cede la pe-
quefia cantidad e);, entonces la utilidad del jugador
k se puede incrementar en la pequefia cantidad eXy,
sin variar las utilidades de los demas jugadores.

Se debe notar, naturalmente, que el dinero no
esta en realidad presente en esta ecopomia; es posi-
ble multiplicar el vector A por cualquier escalar, si
se divide el vector p por el mismo escalar. Asumire-
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mos, sin embargo, que este escalar sea positivo; asi
los precios y los multiplicadores siempre seran posi-
tivos. Asi pues, el vector A esta determinado hasta
multiplicacién por un escalar positivo, y se puede,
en general, normalizar de cualquier manera que de-
seemos, por ejemplo poniendo uno de los A; igual
a1, o poniendo lasuma X +...+ A, igualal.

Si la alocacion eficiente X y el vector de precios
o satisfacen, ademas, la condicion

(4) Pyxi + Pox} +.XP xb =0 .- .7

para cada i=1,...
competitivo.

En esencia, un equilibrio competitivo (x*; p*) se
puede explicar asi: si, antes de empezar las negocia-

ciones, se promulgan los precios p*, entonces las::

ofertas y demandas de los n jugadores seran preci-
samente las de X*, la cual, como es una alocacién
factible, no necesita ajustes. Si, en cambio, se pro-
mulgaran otros precios (es dec1r precios que no
corresponden al equilibrio); -entonces habriaun ex-
ceso de demanda para algunos bienes, y exceso de

oferta nara otros bienes, asi que seria necesario ajus-

tar los precios eventualmente.

Condiciones para la existencia y unicidad de los

equilibrios competitivos se encuentran en la litera-
tura ([8], [9]). En general, la existencia acurre en
muchos casos, pero la unicidad no es comin. Varios
sistemas dinamicos, algunos de los cuales convergen

a un equilibrio (bajo ciertas condiciones), también .

se encuentran en la literatura ([11], [2]).

Los vectores A= (A, ...,A; ), normalizados de al-
guna manera, forman un con_]unto de dlmensmn
n-1. Existe una correspondencia entre estos vecto-
res y las alocacxones eficientes X. Esta correspon-
dencia no es siempre una biyeccion, es decir que
pueden corresponder varias X a un mismo A, 0 va-
rios vectores A a una misma alocacion, Asumlendo
sin embargo, que las funciones ul son diferenciables,
habra un A {nico para cada alocacion eficiente. Si
ademas, las ul son estrictamente concavas, entonces
habra no mas de una alocacion para cada A. Esto lo
entendemos si consideramos que cada uno de los
vectores xi maximiza la func1on lagranglana '

(5) F=lxy, Xy o ] pjx},_ :

para los A;, p;. También maximiza, por lo tanto, -
o1 |

(6) X F=\u'(x))- £ px;

y concluimos que los n vectores x* ]untos maxum-
zan la suma - ‘

, n, entonces X es un equilibrio-

Pero por la condicion (2), esta Gltima suma es
igual a 0. Por lo tanto la alocacion X=<x!;...; x>
maximiza la funcion

o 1
D i, )
i=1 !
sujeto a las restricciones

n
D H=0 =l.m
i=1 ' ‘

" Para funciones u! estrictamente céncavas, la alo-
cacibn maximizante X es naturalmente unica, si
es que existe. Por lo tanto, podremos hablar de una
carrespondencia biyectiva entre los vectores \ nor-
malizados y las alocaciones eficientes X.

Lema 1. Sean 3, A. -dos vectores tales que

v sean x, X= las alocacxones ef1c1entes correspon—
dlentes Entonces

u’ (;‘\l; ) }i.—ul ('-x,,fl ). :
1
Prueba Sabemos que % maximiza 25\ u ‘mien-

tras que X* maxtrmza 2 )\*

Entqnces , o
- ri . - n .-
» 1 e 1
D Tl + > — u‘(x*‘) > 2,
3 *

1.
ul(x)) + 2?‘. u'(x*),

Cancelando términos iguales, esto nos da la de81-
gualdad

o ‘,1
(z\;'

El pnmer féctor de este producto”pdrihipét.esis,
es positivo, porlo tanto el segundo factor esno ne-
gativo, o sea B R

)(u(x) u' (x*‘)) > 0.

u' (X' 0= u' (x*').

‘Lema 2. Stipéngase que los dos jugadores, 1y 2,
son mtercambmbles en el sentido de que las dos
funciones u! y u? son idénticas (esto querra decir
que tienen los mismos gustos y las mismas dotes:
iniciales). Sea A un vector lagrangiano, y sea X la
alocac1on correspondlente Si )\l > 7\2 . entonces

u (X )<u (x ) . - ,;i;z.x:;'
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Prueba: De nuevo recordamos que X maximiza la

1
suma 2)\ u’. Por lo tanto
i
1 1 Q1
— u'(x')+ — u'(x?) + — ulxl) >
ou ) }3: - )

n
1 1 1 L
— W (&) +— v (x') + — ul{x'
x1()+M,()§M()

lo que nos da

(% ~%) (v ) - u'(x)) >0
1 2

Aqui, el primer factor es negativo, por lo tanto
el segundo factor debe ser no positivo, y

ul(x' )< u'(x?).

2. Desarrollo Juego-Teorico

Vamos ahora a tratar este mercado como un jue-
g0 an personas (sin pagos laterales). Para una coali-
cion S (un subconjunto del conjunto N=  1,2,...,n
de los jugadores), definimos V(S) como el conjunto
de todos los puntos

y= (¥, Y25 s ¥y,)

tales que existe una alocacion X que satisfaga

(7) -0 j=1,..m

ieS
(8) x; =0 Vig S
9) ui(xi) >V, =1, ...,n

Un punto y es o6ptimo en el sentido de Pareto
(0.s.p.) en V(S) si no existe y’ en V(S) tal que y;>y,
para por lo menos un i. Los puntos o.s.p. y corres-
ponden a las alocaciones eficientes, es aecir, si y es
0.8.p. en V(8), entonces

y; = u(x)

donde X es una alocacion eficiente para S (es decir,
eficiente sujeto alas restricciones (7)-(8) ). De nuevo
la condicidn necesaria que sera suficiente si las
u' son concavas— es gue

(10) ul(x')=np;-

para cada ieS y cada j=1, m (y, ademas que X satis-
faga (7)-(8)).

Definida de esta manera, V es la funcion caracte-
ristica de un juego sin pagos laterales. No es dificil
de ver que cualquier equilibrio competitivo corres-
ponde a un punto.dei corazon, luego el juego, en el

caso general de existencia de un equilibrio (en par-
ticular, si las funciones de utilidad son concavas),
tendra un corazon no vacio. Generalmente puede
haber otros puntos en el corazén.

3. Extensiones Multilineales

Se han sugerido varios métodos para dar un va-
lor a los juegos sin pagos laterales. El método que
seguimos aqui es 1 de Owen [12], basado en laidea
de una extension multilineal [11]. '

Dado el juego a n personas con funcion caracte-
ristica V (cuyos valores son conjuntos), la exten-
siobn multilineal es una funcion F (cuyos valores
también son conjuntos) definida para n-tuples (q;,
A3 seees qn) de variables reales, 0<qg.<1. El conjunto
F(a., 4z, ..., q,)) consiste de todos los (y,, ....y,)
que puedan expresarse en la forma

(1) y=), Pg@y(s)

SCN
donde

(12)  Pg@= [] & [[C-a)
ieS i¢s
y, para cada S, y (S) € V(8).

Para el juego de mercado que estamos estudian-
do, el conjunto F(q,,...q,) consistira de todos los
vectores y que satisfagan

(13) y< D Pglan! (x(9))
SCN

donde, para cada S, X(8) =(x'(8), x2(8S),..., x"(S))
es una alocacion factible, que satisface (7)-(8).

Una condicidn necesaria (pero no suficiente) pa-
ra que A=(\,,..., y,) sea o.s.p. en F(q) es que, en
(11), y (S) sea o.s.p. en V(S) para todo S tal que
Ps(g)> 0. En nuestro caso, quiere decir que, en
(13) debe haber igualdad, y, ademas, cada una de
las alocaciones X(S) debe ser eficiente, sujeto a (7)-
(8). Para cada S, pues (excepto si Pg(q) = 0), exis-
tiran dos vectores, A(S) = (x, (S),..., )\n(S))y p(S)=
(p, (S),...,pn(S)) tales que

u (x(8)) = A(S)py(8)
para todo ieS, j=1,.., m. Notamos que los A.(S)
no tienen importancia (mejor dicho, no estan defi-
nidos) cuando i€ . Para los ieS, los A,(S) estan de-
finidos hasta multiplicaciéon por una constante po-
sitiva.

Se presenta una pregunta en cuanto a la relacion
entre los varios vectores A(S). La respuesta es que,
hasta multiplicacion por una constante, deben ser
iguales:

Lema 3. Sea y, definido por (13) (con igualdad)
o.s.p. en F(q), sean Pg(q) > 0, Pp(q) > 0, y sean i,
ke SN'T. Entonces

A,(S) A (S)

A(T)

N



. Prueba:: Como todos los A(S) >0, y se pueden

multiplicar por un escalar positivo cualquiera, asu-

miremos que. A, (8) = A, (T) = 1. Si el-lema es falso,
A, (S) * Ak(T) No se plerde generalidad al asumir
que
A (S)=2 (T)+h, h>0.
Cambiemos ahora la alocacién X(S) aX(S) ponien-
do, para un j en particular,

' €
z x§<S) = xi(8) - ———
E G SUVR I pj(S)PS(Q)
B Ivisan -
€

X (S) = x" (sm ———
- py(8)Ps(q)

donde ¢ es un nimero muy'péqugf;o pero positivo.
Ninglin otro de los componentes de los varios vec-
tores en X(S) se varia. Obviamente, X (S) satisface
(7)-(8). Ademas

ui (z1 (S))— (x‘(S)) )+0(e)
| e\)\‘k’(S)
l‘(sck(S))- o (xk(S)) - +oe),

donde los 8 (¢) son cantidades desestimables.
De la misma manera, ponemos, para la misma j,
(T)= x(T) + ————
! B p(TPL (@)
£ (T) = x§(T) - ——r
- p(T)P(q)
y aparte de esto dejamos que X(T) sea lo mismo que

X(T). De nuevo vemos gue X(T) satisface (7)-(8), y
tenemos

ot (£4(T))

uk (2%(T))

ul (xi(T)) +.P;q) +0 (¢)

uk (Xk(T)) - e)\l,((T)
't

1l

+ 8(e)

donde de nuevo los 8(e) son deseétimaBles. Si to-
dos los demas X(U) quedan sin cambio, tendremos

gi= > Py (@ (= )

UCN

g,k - > P{,(q)u“ E0)))

UCN

Vemos que la suma para ?i difiere de la de yi solo
que el sumando para U=S se ha incrementado en ¢,

mientras aquel para U=T se ha disminuido en e.
Por lo tanto y'—y (excepto los términos desesti-
mables O(e) Al mismo tiempo, vemos que la suma
para y difiere de la de yk en que el sumando para
U=S se ha incrementado en €A, (S) mientras que
el de U=T se ha dlsmmuldo en e)\k(T) El cambio
neto da

55 =y5+ € (\(8) - A (D)) +6(e)

"§k=yk+eh+6(e)

de manera q}1l1e podemos aumentar y¥ sin cambiar
los demas y"; concluimos que el punto y no es
o.s.p. La contradlccmn prueba el lema.

El lema nos dice que, hasta multiplicacion por
un escalar, los nimero A.(S) son independientes de
S. Esta constante multxpllcatlva se puede incluir en
los vectores p(S) de precios, lo que nos dice que en
realidad s6lo habra un vector Ay s A ) La con-
dicidbn necesaria para que y sea o, s p., entonces
es que, para cada ieS, j=1, ..., m, tengamos

(14) ul (x (8)) = \py(8)

El vector A nos da, como siempre, la tasa (local) de
transferibilidad de utilidad: si i cede la pequeiia
cantidad e),, entonces k puede ganar la pequefia
cantidad eX, .

Como habia sucedido anteriormente, encontra-
mos que cada vector y o.5.p. se caracteriza por el
vector lagrangiano A=(Xy,..., A\ ); la y correspon-
diente se obticne con igualdad en (13), donde cada
alocacion X(S) maximiza

1 i
2 X, u(xi)
1
ieS
sujeto a (7)-(8). Los siguientes lemas son generali-
zaciones directas de los Lemas 1y 2.

Lema 4. Sea ) y A* vectores lagrangianos tales
que

AF >R
NE=R, i=2,..,n

Sean y y* los correspondientes puntos o.s.p. de
F(q). Entonces

\ 7 >Y*

Prueba: Por el Lema 1, vemos que, para cada
S CN, 1eS,

u' X')=>u'(x*').

mientras que, si 1€ S, u' (x* (S)) =u'(0)= 0
Ahora bien,

% S —ZP )



y,.-_gomp‘tqdps los P ? 0, vemos que §, > Y"f .

Lema 5. 8ean los jugadores 1 y 2 intercambia-
bles, en el sentido de que las funciones u' y u? son
idénticas, y supongase que q, = q,. Sea y un pun-
os.p. de F(g), con vector lagranglax;o )\ tal que
X > X,. Entonces

Y1 < ¥Y;:.

Prueba: Existen cuatro tipos de coalicion, segiin
si alguno, ambos o ninguno de 1 y 2 pertenecen.
Asumamos que S es una coalicion tal que 1€ 8,
24 §, y sean

s = suf1}
§=s ufl
S* =S U {1,2}

Es facil ver que P, (q@) = Pg(q), va que q, = qG;-

Podemos aplicar el Lema 1l a §' y §, va yue difie-
ren solamente en que hemos intercambiado los ju-
gadores 1 y 2. Entonces, A, = A., vemos gue

u' (X'(S')) < u (xz(é))
o (x18) <w x*()

Para el conjunto S*, aplicamos el Lema 2, Gue nos da
u' (x’(S*)) <u? (xl(S*))

Finalmente, x' (S) = x?(S) = 0, ya que 1, 2¢ §. Te-
nemos, entonces,

v, = E{Ps'u’ (x'(s) + P‘S',,u"(x' (s*))}

5

= Dl (<0) ¢ rert @)

S

Aqui, los P son no negativos, con Pg' = P, ¥ los
sumandos en la suma para y, son no mayores que
los de la suma paray,.Porlotantoy, < y,.

4, El Valor

Para un juego con extension multilineal F, un
valor se define en [12] de la siguiente manera:

8i restringimos (y,,..., ¥, ) a la superficie 0.5.p.
de F(q), el conjunto de todas éstas (y; q) tiene di-
mensioén 2n-1. Cualquiera de las 2n variables pue-
de entonces tratarse como una funcion (implicita)
de las otras 2n—1. En la mayoria de los casos (in-
_cuyendo, como lo veremos, el presente juego de

mercado), esta funcion es diferenciable, o sea gue
las derivadas

y;

a‘qj
se pueden en general definir. (Esta es la derivada de
y; con respecto a q;» ‘dado que las demas Y 9 No

vanan y que el punto (y,, .., s ¥n ) sigue sobre la
superficie o.s.p. de F(q).

Considérese entonces el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales:

(15)
aa
dt

(16) dy, ay,
dt E-)qi

con valores iniciales y,(0) = g,(0) =
ma se puede resolver para 0 <t<
punto

0. Si este siste-
1, entonces el

y(1)= (v, (1), y2(1), ... ¥,,(1})

es un valor del juego,

Es facil ver, de (15), que q;(t) = t paratodoiy
todo t. Por lo tanto solo nece51tamos considerar
valores de g en la “diagonal principal” (t, t,..., t).
Para tales q, tenemos

P,(a) = t5(1 ~ )™

donde s es el numero de jugadores en la coalicion
S. Entonces

y, = 2 £ (1- ™ u (x'(8))
SeN '
ieS

y asi, dejando que solamente q; aumente {por una
cantidad pequefia) vemos que

2 ! (1-t)™s uf (x (S))

ieS
aul (xi(S))
+ t3(1 - ) =
2: ( ) 89,
ieS . !
Ahora,
au’ m ox!

e



(17)
ayi r
o g £ (1 - ) [u_’ (¥(s) +
| _ies
s ax'(S)
g ps) ——

Ahora, para cuzlquier k # i, tendremos
ayk

—_— 2 =1 - t)n-s [ (Xk(S))

d 9; ieS

~uk (xX(s - m))]

m Bxljf
+ Ay Zts (1-ty™s 2 p,(S) — (S).
S j=1 q;

Pero queremos que ayk/aq']; = 0 pata tbdo k # i,

y por lo tanto

i A T ie8

axX
A8 F 51— gy EPJ‘S’T‘S’
S i=1 94
- 2 ! (1~ 1;)“‘s [uk (xk (S))“ :

- uk (* (s- i} ))] :

Como (7)-(8) debe ser vilido para cada "X(S), ten-
dremos

a% . BX}; (é)
—®=- X
9q; ki 0
v, ademas,
. 3%, (8) Lo
' =0 vigs
0q;
Por lo tanto, . ‘
3 | - axi(s)
> tsa—t)"'szp ®)
ieS j aq,

2xi(8)

=2, 2 t5(2 - t)“‘ ZpJ(S)

-—-,_-M_Z,,ﬂu—tff‘ > pjtS) > —
BT S = L
k)]
= 2[2 (1~ 1™ 2 p,-(S) '
k#i 7
¥y, por (18), .esto es igu_al a
2 2 tﬂ-t (1 t)n—s[k(xk{s))
k#i A

- uk(x* s {1 ))]

Si introducimos esto en (17), obtenemos

ay.
ik = 2 1]~ t)r.‘"s[ui.(xi 8))+
ieS :
A,
+ 2 [ (x (S})* uk (x*s- [1}))]]
k#i Ak '

y, recordando que x! (8- {1) } = 0, obtenemos

3y;

— =\ 2 ts";(l -t)"".S 2 [ (xk(S))

9q; S k=12
ieS

-ouk (xks- i) ))]

y la ecuacion (16) tiene la forma

19 . ; -
dy.1 n
_ hi 2 t*1 (1 - t)S 2 uk(xk (8)) -
a 5 &
13

ok @ s-li))

A

k

Generalmente, al conocer les y,(i) podemos de-
terminar los:A(t), 108 cuales a su vez nos ayudan a
calcular los vanos X(S), ya que sabemos gue X(S)
siempre maximiza la suma .

E uk (xk)
keS . M -

su]eto a las restricciones (7)-(8). Existe un proble-
ma si los u'no sor estrictdimente concavos yia que,



en ese caso, el problema de maximizacién puede te-

ner varias soluciones: los X(S) no estin completa-
mente determinados. En este caso, se debe nctar
que la diferencia

es lo que en realidad nos interesa, y esta diferencia
esta bien definida si conocemos los A, -- es la expre-
sion que deseamos maximizar, menos otra de estas
expresiones. Por lo tanto, al conocer los A la ecua-
ci6n diferencial (19) esta bien definida.

k(xl‘(S (i} ))

k

x5(8)

Asumiendo la diferenciabilidad de las varias fun-
ciones u'(x), podemos aplicar el Lema 3, y vemos
que los yl(t) automaticamente determinan los 7\
si todos los P (q) son positivos. Esto pasara, natu-
ralmente, si q (t, t,...,t) con 0 < t < 1, y conclui-
mos que las ecuaciones (19) estan bien definidas
para 0 < t < 1; si, ademas, las derivadas de segundo
orden de los u' son acotadas, el sistema sera Lip-
schitziano,

" En t=0, la situacion se complica. Esto se debe,
en esencxa a que la diferenciabilidad de las funcio-
nes u' no nos garantiza una frontera lisa para el
conjunto F(0) — o, en otras palabras, el Lema 3 no
sirve de nada aqui.

Para resolver esta dificultad, notamos que si to-
dos los gradientes

vul (0, 0,..., 0)

coinciden, o son proporcionales, entonces el punto
(0, 0,..., 0) sera o.s.p. para cada V(S); es decir, el
juego es no esencial. En ese caso, las ecuaciones (16)
tienen la solucion trivial y=0.

Supongamos, entonces, que no todos los gra-
dientes Vul (0, 0,...,0) son proporcionales. En ese
caso, para cada i habra por lo menos un k tal que
V( { i,k} ) contiene puntosy con y ¥ Ppositivos,

=() para h#i, h#k.

Consideremos, ahora, el conjunto W de todos los
puntos con forma

n n

= ) wlik))

i=1 k=i+1

donde cada y({ i,k})e'V({ik} ). Es facil ver que
W es convexo. Si§ es 0.s.p. en W, existen nimero

Ay Xa, e Ay tales que y maximiza la suma
MAT Y2 Ya
— +— + L+
7\‘ X2 . 7\n

sujeto a las restricciones (20). Si ponemes entonces

et
]

2 $({ik]} )
i<k

con §({ik}) e V({ik}), es facil ver que §({ i,k})
maximiza

Vi Vi
4 —

A, Ay

1

sujetoay e V({ik}).

. Para cada punto y €W, con el A correspondien-
te, definamos las cantidades
(21)

Vi ({i,k}
¢i = E x -

ki Mk A

y,({ik})

Veremos que existe un punto y tal que, para cada i,
¢, = 0. En efecto, consideremos el vector §y =

()\1¢,, 202, . )\n¢n) definido para cada y en la
superficie o.s.p. de W. Tenemos
8y, yk ({i,k} )
PRI
i M i
y; ({ik})] 2 2 v ({1k})
A i+ k Mg
v, ({ik})

-2 2

i # k SN

y esto es obviamente igual a 0. Por lo tanto 8y es
tangente a la superficie de W.

Supongamos, ahora, que y.=0 para algin i. Para
cada k, sabemos que (0,0,.. (5) e V({ik} ),yen-
tonces, debido a las propiedades de maximizacion
de y, tenemos

y; ({ik]} ) v ({ 1k])
+
A, A
En esta desigualdad, la desigualdad estricta debe
cumplirse por lo menos para un valor de k - ya que

existe k tal que yj, yy pueden ambos ser positivos
y asi, sumando con respecto a k, obtendremos

v ({ik}) y; ({ik})
IR AL
k Ak A

asi que by; = \¢$; > 0. Vemos, entonces, que 5y es

un campo vectorial definido sobre la superficie
0.s.p. del conjunto W*:

= 0.

W= Wn{y|y>=>0}

—H-



y queestecampo,enlasWy—-ﬂdeem con-
junto, esta dirigido hacia el mtaﬂor de la superficie.
Concluimos que existe y* >0, en la superficie
o0.s.p. de W*, tal que todos los ¢, = 0. Sea A* el vec-
tor A con'espondlenbe Veremos ahora que y* trata
a jugadores equivalentes simétricamente:

Lema 6. Sean 1, 2 jugadores equivalentes, y sea
y* tal que todos los ¢, = 0. Entonces yt = y3.

Prueba: Supdngase que y* > y*. Entonces, para
alglin valor de k, y* ( { lk} )> y¥*( {2k}),

oy* ({ 1,2} )>y* ({1,2}). En cualquiera de
estos casos, €l uso del Lema 1 o el Lema 2 nos da

* *
AX< A2

Supongamos primero que A*¥ < A%. Entonces, para
cada k=3, ..., n,

debido al Lema 1. Asi mismo, debido al Lema 2,
y¥({1,2}) >

y éstos no pueden ambos ser negativos, asi que
y* ({1,2} )= 0. Entonces

yi({1,2})

*({12]) vy*¥({1,2}) wy¥({12})
2 =
A% AY A
Por lo tanto
({1,k}) y¥({2k})
D
A
k#1 k k#2 M
y, ademas,

y¥({1k}) y* y* y*

3 A ALY

k1 M RS R Y R

y* (12,k})

Por lo tanto, ¢, < ¢,, lo que contradice la hipote-
sis que todos ¢1 = 0.

Supongamos, b.hbra, que A% OA%. En este caso,

las propiedades de maximalidad de los y* ({1,k})
nos dicen que, para cada k > 3,

v (LK) v (LKD) v* ((2k))  y% ((2.K)
+ = +

A% A A% AE

1

puesto que ambos maximizan la misma expresién,
y por lo tanto

> {’ﬂﬂ”mﬁ“’?

k=1 A At
_ 2 {Y’S ({2,k}) +Y*u({2,k])}
k#2 A% A%

Sean V, y V, los lados izquierdo y derecho, res-
pectivamente, de esta ecuacion. Entonces

v} y%
$r =V, ~2— ¢,=V, ~2—
By At

y,como V, = V,, A% =A% >0, y* > y*, vemos
que ¢; < ¢,. De nuevo encontramos que no todos
los-¢; = 0. La contradiccion prueba el Lema: y* =
ATEE

Volvemos ahora al sistema (19) y su comporta-
miento para valores pequefios de t. Si t es pequefio,
el coeficiente Pg(t, t, ..., t) es aproximadamente
igual a t5) y, como los conjuntos S con s=0 os=1
no pueden dar utilidad, vemos que los valores de
y(t) deben tener orden de magnitud t2. Efectiva-
mente,

(22)

;=8 D v ((ik}) + O(t)
k#i

donde y; ({ik}) = ui(x' ({ik})) ,v, por (19),

(23)
yk ({i,k})

({ik}
-0, z{y {ik})

} + 0(t?)
k#i 1 )\k

Las soluciones ‘““bien comportadas’ son aquellas
que toman la forma de series de potencias de t, o
sea que el coeficiente de t? debe ser constante; por
lo tanto, al diferenciar (22), encontramos

¥i=2t >y, ({ik}) + o)
k#i
y, al igualar esto con (23), tenemos ,

(24)
y; (1K) vy (69)
2 ({i,k}) = A, ‘
2 i (k) =x, 2t
ki : k#i 1 k

o, simplemente, ¢. =

Por lo tanto, las soluciones analiticas deben co-
menzar con los valores iniciales

y; ({ik}) .=

v¥({ik}) ent=0

- 12 —



y los A% correspondientes como valores iniciales de
7\1 estos a su vez sirven para calcular valores inicia-
les de los y,(S) para otros conjuntos S.

En breve, entonces, las soluciones y* de la ecua-
cidn ¢ = 0 nos permiten obtener valores iniciales
para el sistema diferencial (19) en el punto t = 0:

yi(t) = t'y¥ + 0 ().

Después del principio, el sistema (19) contintia
sin mas puntos singulares.

Buen comportamiento de las funciones ul (es
decir, su doble diferenciabilidad) nos garantizara
que (19) tiene soluciones unicas después del co-
mienzo; tendremos, pues, exactamente una solu-
cion de (19) para cada solucién y* de ¢=0. Es im-
portante notar que, si i y k son jugadores equiva-
lentes, tendremos entonces ¥; t) = yk(t) para todo
t € [0,1], es decir que el valor ! siempre trata a los ju-
gadores equivalentes de igual manera.

5. El Mercado Replicado

Consideremos ahora la situacion que se presenta
en caso de lo que llamaremos replicacion r-tuple.
Efectivamente, esta replicacion aumenta el nimero
de jugadores de n a rn (r, un entero positivo), reem-
plazando al jugador, i, del juego original, con r ju-
gadores que llamaremos de tipo i. Cada uno de los
r jugadores de tipo i en el juego replicado tiene una
dote inicial zl, y, mas importante, tiene la misma
funcion de utilidad, u'. Jugadores del mismo tipo
son, pues, equivalentes en el sentido del Lema 2.

Representaremos cada jugador de este juego por
un par (h, i), donde h e i son enteros, 1< h< r, 1<
i < n. El jugador (h, i) es entonces el h-ésimo ju-
gador de tipo i, o la h-ésima réplica de i.

El juego nuevo sigue siendo, naturalmente, un
juego de mercado; lo importante es que la estruc-
tura es un poco mas especifica que la que habia-
mos considerado originalmente. De todas maneras,
todo lo que se habia dicho originalmente sigue
siendo verdad ahora: funcidn caracteristica, cora-
zo6n, valor se definen de la misma manera. Gracias,
sin embargo, a la estructura especial, podemos ob-
tener resultados mas fuertes.

Notamos, ademas, que cada coalicion S se puede
representar por un vector s = (s,, §;,.., 5, ), donde
s; es el numero de jugadores de tipo i en S.

En muchos casos, estaremos interesados, no en
la utilidad que recibe un jugador (h, i), sino en la
utilidad total a todos los jugadores de tipo i en cier-
ta coalicion S (o en todo el juego). Escribiremos

(26) A wé - 2 ui(xhi).
h
(h,i)eS

Asumiendo, como siémpre, la concaxidad de las
funciones u!, notamo$ que w' se maximiza (sujeto
a un total fijo de bienes para todos lod jugadores de

tipo i) si todos los jugadores de este tipo reciben
cantidades iguales:

‘ 1

(27) xhi = —s—zi (h,)eS
i

y entonces

(28)

wis =V siui ('slT si)

donde £ = (¢1, ..., £ ) es la realocacién total a los
jugadores de tipo i en esta coahc1on

Se debe notar que, en la ecuacién (28), w' es
funcién de las m+1 variables £ (=1, ..., m) y s;.
Naturalmente, §; solo puede tomar valores posmvos
enteros, pero no hay razo6n valedera que nos prohi-
ba extender esta definicion a todos los valores rea-
les positivos de s; (y quiza. vomando limites, tam-
bién hasta s; = 0). Definamos, entonces,

@ G, e m) = FRETAY

Como u' es concava, es claro que, para cada
p > 0, w! es concava en las m variables £;. En reali-
dad, lo siguiente es verdad:

pu’ ('1]3

Lema 7. Si ul es concava, entonces w! es concava
sobre todo el conjunto p > 0.

Prueba: Sean, p,p' >0, a+8 =1, a, = 0. Pongamos

ap 8p'
‘7 = ——————— 6 TE e im——
ap + fp’ ap + Bp’

y obviamente y,6 = 0,cony + § = 1.

Entonces, para dos vectores £ ¥ &', tenemos

w(a ¢+ Bt ap + fp') =
£+ pg

+ —_—
(ap + Bp’)u ( p+6p!)

(p+pp)u (7‘ + 6%)

> @+ o) [ru )+ sul)
’ P p
= apll(i) + Bpu (E—:)
p p:

L

aw (£ D) + pw (&' 5")

wum



Esto nos dara .

w(af + Bt';ap + Bp') 2 aw(Ep) + Bw(E';p')
y vemos que w es concava.

6. Valor del Juego Replicado

Ahora estudiaremos el valor del juego. En este
caso, la simetria nos permite una simplificacién. He-
mos visto anteriormente que el proceso de intezra-
cion usado trata todos los jugadores del mismo tipo
simétricamente (puesto que son equivalentes). Asi,
en (19), tendremos

(30) yPi(t) = yht)
y también
(31} Ahi(t) = AQi(t)

paratodo h, #=1, ..., ri=1,..,n y0st<1,

Ahora, para cualquier coalicidn 8, la alocacion
X(8) (t) debe maximizar la expresion

2

(h,i)e8

ui(xhi)
Api(t)

y, debido a la simetria, esto se puede escribir en la
forma

s.u'(x})

n
=1 M)

donde x! es el paquete de bienes de cada jugador de
tipoien 8, y A, es el valor comin de todos los A, .
(h=1, .., r). De nuevo usando la simetria, es facil
ver que el vector x/(S) depende solamente de los
nimeros s, , s;, ..., 8, de jugadores de cada tipo, y
no en los jugadores particulares de cada tipo gue
pertenecen a S.

La alocacion total a todos los jugadores de tipo
i, en S, es entonces

(32) £(S) = s,x/(8)

v la utilidad total para todos estos jugadores es

83)  withs) = suiGx).

Posiblemente sea mas facil tratar las alocaciones
totales, £i, y las utilidades totales, w!, de todos los
jugadores de tipo i en una coalicién dada. Si es asi,
notemos que la alocacion X (8) = (¢! (S),..., £P(8)
debe maximizar la expresion

o, withs,)

2

=1 As

- 1

sujeto a las restricciones

n
(34) 2 g=0
i=1

(35) =0 Si 5,=0.

Las ecuaciones (19) se pueden transformar aho-
ra,si ponemos

(36)

r
= 2 Yhi = hi
h=1

(37)

n
=Y
=1

lo que nos dara
(38)
- Ofq _ pyir— ¢ i i .
ni—SEN 1= 4™ 0 (1(8)s,).
C.

Ahora, si(S) depende, no del conjunto 8, sino
del vector (s, ,..., 5, ). '

Para este vector s, habra

n

I G)= GG .G

k=

conjuntos diferentes, S, para este mismo vector s,
Luego
(39)

n
7 - 2 191 - 1y klz]l(ﬁk) w (5o,

S’

donde la suma se toma sobre todos los vectores s,
enteros, tales que 0 < 5, < r (k=1,..., n).

De la misma manera, la ecuacion (19) sera ahora

n
i = Ay £91 (1 - )20
Y § kzl
(h,i)eS
> u () ()
L Ag
(2,k)eS :



dondg 8 = S ~ {(h,i)} . Paraun valordek dado.
existen sk valores de 2 tales que (E,k)eS, y asi tene-
mos

(h,i)eS

é st (X6) - gt (X(s)
k=1

Ay

donde s} = 8; ~1, 8 = s sik# i De nuevo, ten-

dremos
W () = suk (359)

luego

(40)

.y}u - Ai 2 to—1 (1 _ t)nr—o
(h,i)eS
Z": we £5(S)s, - WS K(S')m,
k=1 M |

De nuevo preferimos expresar esta suma en tér-

minos de los vectores s més que de los conjuntos S.

Dado s, el jugador (h,i) esta naturalmente f1]o y
hay ( 1) maneras de escoger los otros 8 —1

r
jugadores de tipo i. Parak # i, e_xisten( Sk) mane-

ras de escoger los s, jugadores de tipo k. Tenemos
r-1 5 (r)
' = s
(- TG

y por lo tanto existen
g

206
k=1

maneras diferentes de escoger a S, dado s. Tenemaos,
entonces,

(41)
8.
Fii= A Z: —t0(1 - t)™C
hi i r

n -
[-4s,)
. k=1
wE (£,(8)58))

2“} fv* (s'f(s),sk)

k=1

¥, recordando que 3; =ty ;, obtenemos
(42)
7= A —sitﬂ(l—t)'“-" ﬁ (r)

wk (@), )

i wE ()5, )
=1

donde la suma se toma sobire todos los vectores s,
con 0 < s, < r. Naturalmente, el valor para el jue-
go replicado no es, en general, igual al valor para el
juego originat (sin replicar); Se sabe que esto no pa-
sa ni siguiera para los juegos con pagos laterales;
a fortiori, podemos esperar comportamiento mas
extrafio atn de los juegos sin pagos laterales, La
solucion, pues, del sistema (19) para el juego no re-
plicado (r=1) no nos dara, en general, la solucioén
para juegos mas grandes (r > 2). Es interesante, sin
embargo, notar que, para valores pequefios de t, los
juegos replicados y no replicados dan, en efecto las
mismas soluciones.

Teorema 1. Sea

(42)  yH =yt + o)

una solucidn regular (analitica), valida cerca de
t = O, para el sistema (19) del juego no replicado.
Entonces

(43) g =we + o)

es una solucidon regular para (19) del juego replica-
do. Conversamente, toda solucién regular para el
juego replicado tendri 1a forma (43).

Prueba: Sea y;(t) = y¥? + O(t*) una solucidon
para el juego no replicado.

Existen entonces niimeros A%, §; ( { i,k } ) tales
que

vt = D % ({ik})

- k#i

y, para cada (i,k), los nimeros ¥, ({i,k}), ¥, ({i,k})
maximizan

-) ¥y Yy

o
smeto a ye V({l,k}) Ademas, pura cada i,
¥; ({1ik}) ¥, ({Lk})

> “;;——'= 2

] k#i Ak



Para el juego replicado, ahora, sea

i (A0, WOD) = 9, (LK) i 2k

Vi i), 2D =0
A =M

Ahora bien, los dos conjuntos, V( {ik]) en el
juego original, y V({ (h,i), (2,k)}) en el juego repli-
cado son congruentes en el sentido de que, 8i y esta
en el primero de ellos, entoaces existe y' en el otro,
con ¥y = ¥p Yhyp = ¥y convemamente siy' per-
tenece al segundo de ellos, existe tal y en el prime-

ro. Por lo tanto ¥y ({(hi), ®)}), Fgp ({(h i),
{£.k)} ) maximizan

Yhi Yox

Api Mgk

sujeto a ye V({(h,i), (¢,k)}). .

Debido a la sitnetria y concavidad de las funcio-
nes de utilidad, vemos que y;; + yp; < 0 para todo
ye V({(h,i), (2,))] ). Por lo tanto los valores ¥, =
Vg; = 0 maximizan la expresion

Yni - Y1
_—+
A Ay
sobre todo este conjunto.

—r

Finalmente, para cada (h,1) tenemos

A -

(2.k) # (h,i)

_ Vi ({(hy0), (ﬂ,k)})]

Aok

> i [’i’fhi (0, @)

A

k¥#i =1 hi
Vo ({00), (e,k)})}
Agk-

rz ({lk}) Yk({i;k‘;’ﬂ

kabl S . .I

Por lo tanto ese vector § nos dard una éolucié_n
regular de (19). Tenemos

> Tw (@) -

(2.k) # (h,i)

> 2’: R C(CONCEY)
k#i 2=1

P>

k#i
= ry’f

%; ({ik))

¥ vemos que -
Vit = ry¥ t? + 0(t%)

es una solucion regular de (19) de t = Q.
Conversamente, supongamos que

Yhi(t) = yl:i" t? + 0t’)
es una solucion regular para el juego replicado, y

sean Ap¥ los componentes del vector lagrangiano
correspondiente, Entonces

YEP = vIS MR = AW
paratodoh,2 = 1,..,rytodoi=1, .., n

Sabemos que existen nimeros ¥, ({(h i), (2 k)})
tales que

yit= > In (fm, @ x})

(2,k) # (h,i)

que ¥y, ({(h.l), (&, k)}) » Yo ({(h i), (2 k))

maximizan

Yhi Yok
—_— 4
W

para y e V ({(h,i), (2.0} ) , ¥ que, para cada (h,),
v (10D, @0)1)

&) mH M

v ({0 @B))

Mk




Como los A §¥* no dependen de h, pondremos

Ai*= ?Lﬁi"
y, ademis,
1 r
({lk})—— 2 2 Yhi {(hx),(ﬂk)}
AL h=1 =1

para cada par i,k,i# k,

" Ahora bien, el punto ¥ ( { (h,i), (8,k) ] ) perte-
nece a V( { (h,i), (2,k)} ), luego, bajo el mapa na-
tural y,~ v, Vg~ ¥y, nos dard un punto de
V({ ik} ) en el juego no replicado. Como este
conjunto es convexo, el punto $({ik} ), que esel
promedio de estos r? puntos, también pertenece a
V({ik} ). Ademss,

y({lk}) § ik} 1
D)D)

i

Vg (R), (ﬂ,k)) Vo (b, @K
+

* *
% A%

y como cada uno de los sumandos aqui maximiza
y; AY + y, /A%, también Io hace el lado, izquierdo
de esta ecuacion - el promedio aritmético de ellos,
Por lo tanto ¥, (4 i,k}), ¥, (1ik}) maximiza

¥; Yy

AE

sujetoaye V({ik}).
Finaimente, para cada i, tenemos

2 [¥i({ik) ) Sl k) )]

Y ¥

1

[?m {(h,D), ©K)}

1 r
e
r? 0= Rhi

SPPOD>

i

Vo (i), (2 ,kn]
_ i

D> Zr: { Vi ({th,i); (g,k)})_

 hel |k#i 0=1 A

Y (0. ¢, k)})J

ek

~ W

En esta Gltima expresién, le podemos ahadir,
a la suma interna, términos como

v (@D, @) vy (), @)
L3 44 AN

ya que éstos se cancelaran al sumar con respecto a
h (la suma externa). El total de esta suma sera en-
tonces

> » [ Vi (1 (h,i),- @x))

1
? p=1 A

(%,k) # (h,i)

Mk
y, por hipotesis, la suma interna es igual a cero. En-

tonces
[m{i,k}) srk({i,kJ)J .

2 * *
% %

k+i i

v los ¥ ({ i,k } ) nos dardn una solucion regular. Es-
ta es

1= 2

k+#i

1
- g
(44)

gt = 2 3 2 Yai (0, @01)

h=11L k#i =1

¥, (11k})

2’: 2 ¥ (D), (sz,k)l)}

h=1 =1

Ahora, para h+%, sabemos que

Vu ({0, (ﬁ,i)})+ Yoo ((emi, (e,i)})o
At W

porque, debido a la concavidad, esto no puede ser
positivo, pero si puede ser 0 (su valor maximo) si
escogemos yh; yg- = (). Entonces, como )\"’* =

A% tenemos
Y (0D, @)+ Ty (i @i) =0

¥y por lo tanto, en la ecuacion (44), podemos afiadir
los términos ¥,;, ({(h,), (2,i)]) alasuma inter-
na -- ya que estos se cancelarin al tomar la suma
externa {con respecto & h). Por le tanto



1 I -
vt= 21 2w ({(h.i),(ﬂ,k)})}
h=1 | (2,K)#(h,i)
1

r
o 2 o
h=1

Ahora bien, y";ﬁ' es independiente de h, luego

1
yi=T "%
y vemos que la solucion regular es
y;(t) = = %42+ 0(t%)
i r Y hi '

7. Propiedades Asintoticas
Congideremos, en fin, €l comportamiento de las

ecuaciones de valor si r, el niimero de réplicas, au-
menta sin cota. Empezamos con la ecuacion (42)

¢ S oqgme []
7 )Lizs:tt(lt) k=1(sk)

é wE (£5)s) - wE (55 )8,

k=1 Ay

Podemos escribir

n
-y = [ ¢ *ka-tyr=
k=1

luego

n
1 — -0 H r
wa-ome 1 (s)

n
- I B(r,5, 5t)
k=1

donde B(r, 8, ; t) es la probabilidad binominal:
B(r,s,it) = t X(1-t)™ % ()

Por lo tanto, (42) toma la forma
(45)

n Kooy o ,
7= N {HB(r,sk;t)} % » e - W)
B 8 t k=1 Me

donde, por simplificar, hemos escrito w*(s) en lu-
gar de wE(£E(s):s, ), etc. De 1a misma manera, (39)

toma la forma

(46)
= > [H B(r,s, ;t)} wk(s)
8

Aqui, los w¥* (s) dependen delos A, ademasdeloss, .

Hasta ahora, s6lo hemos considerado valores en-
teros para el vector (s;,..., ;). No hay razén, sin
embargo, para no considerar valores fraccionales
de los sy, sobre todo si trabajamos en el n-espacio
(de n dimensiones) en cambio del y-espacio (de m
dimensiones). Definamos, entonces,

W(s, 8, yoresBy ) O0<sg <r
como el conjunto de todos los puntos (n,, 72,...,
n,) tales que

(47) ni< wi (Ei;si)

para alguna alocacidon = = ( ¢',...,t™) que satisfaga

(48) .
> -
i=1

(49) t5=0if 5, = 0

Por otra parte, tenemos los conjuntos ¥ (q), de
todos los (7 ,...,n,,) que tengan la forma

r
ni = 2 yhi i=1,...,n
h=1

para algun ye F{q).

Existe una relacion natural entre los conjuntos
F (q) y W(s), donde s y g cumplen la relacién

r
5 = 2 qy; i=1,.,n
h=1

En efecto, es facil ver que, si todos los g, son 0
6 1, entonces F(q) = V(8), donde S es el conjunto
de los (h,i) con q,; = 1. En ese caso,

F (q) = W(s).

En el caso mas general, en que los g, tienen va-
lores fraccionales, podemos dar un resultado mas
débil:

Lema 8. Sea s, = 2 q,;- Entonces
h

(60) F (a) C W(s)



Prueba: Supdngase que 5 ¢ F (q). Entonces exis-
te y e F(q) con

r
= 2 Yhi
h=1

Yhi™= 2 P; (q) Yhi (T)

TCN*

Y (M<ut (& (1)

donde X(T) = ¢ xM (T} ) es una alocacién factible
para la coalicion T. Entonces

m= ) B @N(T)
TCN

donde
M= Dy Ms X ot (M)
b (T

y
D i (M) <w ()
h
(h,i)eT

Por lo tanto

< 2 Py(@) w'( si(Tj;ti)
TCN

Ahora bien, los Pp{q) son nimeros no negativos
que satisfacen

D Pr@=1
TCN

luego, por la concavidad de wi,

ZPT(Q)“_'i (Ei(T);t»,) < wi (si; ai)
donde

g= D Pr@e ()
T

o= EPT(Q)ti.

Ahora hien,
n n
D H = P D £mM=0
i=1 TCN i=1

va que cada =(T) es una alocacion factible para T.
Supéngase, ademas, que o, =0, Esto quiere decir
que, para cada T, o bien t, =0, o Pp(q) = 0. Pero
si t, =0, entonces £%(T) = 0 también, y entonces -

ifo, = 0, then {¥= ¥ Pr(Q)t“(T)=0
Vemos, pues, que n satisface (48)-(49), asi gue

new(o, ,o,,...,an).
Falta demostrar que (¢, , 03 ,..., 6,) = (81 ,82,...,8, ),
donde s, = 2 q,,;- Esto se debg a que tenemos

o= D Pr(a);

T

Sea, pues, t,; = 08, (h)€ T, t, = 1si(hi)eT.
Entonces

= 2 bhi
h=1 '

y
W 2D P
h T
- {2 PT(q)}
h T
(h,i)eT
Esto nos da
; Pp(q) = q; E Tl Qe
. T (£,k)eT
(h,i)eT (h,))eT | (2,k)#(h,i)
H (1-qg,)
@k} T

¥ la suma en esta Gltima expresion es igual a 1 (ver
p.ej. [10]).Entonces

2 Pr(q) = i
T

(h,i)eT
y
r
h=1



lo que muestra que, efectivamente, ne W(S), con.. .

r
h=1 " o

como se habia planteado, Porlo tanto F (q) € W(S).
/Sé ha visto, en Qé.rticular, que

(51) T (tt.t,....t) CW(rt,rt,....rt)

Sit=0 61, es ficil ver que ¥ y W coinciden, Para
otros valores de t, la inclusion es generalmente pro-
pia (W contiene puntos que no son de ¥). .

Quisiéramos demostrar que, si r aumenta sin co-
ta, los dos lados de (51) se vuelven casi iguales. Es-
to es algo complicado ya que, cuando r crece, los
dos conjuntos aumentan sin cota. Es por lo tanto
necesario normalizar. - S S e

Notamos ante todo que  para cualquler t> 0, las
w! satisfacen

wi(té;tp) = tpu' (% ) = tout ( Ep) = twl (¢;p)

o sea que son homogéneas de grado 1. Vemovs,' pues,
que el punto € W(t,t,...,t) si y solamente sirn ¢
W(rt,rt,...,rt). o

Por otra parte, definamos F (q) como el conjun-
to de todos los n tales que rn € ¥ (q). La inclusién
(51) es entonces equivalente a

(52) P2 (tt0000t) TWE,t)

Ahora bien, en (52)-€l lado derecho es independien-
te de r; el izquierdo si depende de r. Tenemos en-
tonces lo siguiente:

Teorema 2.

Lim  F, (tt,...,t) =
r-)oo
Prueba: Sabemos que W contiene la union de los
F ya que contiene a cada uno de ellos. Mostrare-
mos que W es subcon]unto del limite inferior de los
F'

W(t,t,.,..,t) -

Sea ahora 7 un punto cualqulera de W(t ty..ot).
Entonces 7 satisface™ -

< W)
para alguna alocacion factible = = <! .. £? >
Sea f un niimero, mayor que el valor absoluto de

s¢odos los . Sea § una coali¢ién con todos los s,
- eerca de rt; mas exactamente, para todo k,

(63) "|sf-'—t| < —
r f
r 1

(54) I— -1 <e
5 ¢ ‘

Para todos los S que cumplen (53)-(54), escoja-
mos X(S) como

. r 'A.

x*"(S) =—F

§

| r(h,i)eS

x(8)= 0 (i) s

Para los otros S, sea X(8) = (0;0;...;0). Es facll
ver que, si S cumple (53)- (54), tenemos ~

> £hi(s) = 2 s—?“=r2 =0

(h,i)eS i

luego X(S) es factible. Para los otros S X(S) es ob-
viamente factible, -

Ahora, si S satisface (53)-( 54),

> v @) == = i (8)
r

h Lo Gy B

luego n € F (t,t,...,t), donde

1= pgar (8 2)
.S oo T

En esta ultima expresién,*él‘u'simbolo ' sobre la
sumativa quiere decir que ésta sdlo se debe tomar
sobre los S con (53)-(54). Entonces vemos que

1
— neF, (t,t,....t)
r :
donde
(%)
—n; Z[H B(rsk,t)} ( —)
. r -8

Considérese ahora el lado derecho de (55). El
producto que alli aparece es un producto de proba-
bilidades binomiales, con pardmetros r y t. Cuando
r crece, la probabilidad de que cada s, /r sea cerca
de t se acerca a 1 -- esto quiere decir que (53)-(54)
se cumple con probabilidad cerca de 1, y tendre-
mos, para cualquier §>0, '

_.20__



3
%;

(56) >

S

si r es suficientemente grande.

{ Il Bes ;t)} >1-5
k

De la misma manera,

.5 . 5
Wilgi— ) - wigh) = — uf —)— o )

r

o ‘%?i’ )

Ahora bien, el pnmer‘temuno del lado derecho
de esta Ultima expresion:se puede’ hacer arb1trana-
mente pequefio. si S cumple (54), escogiendo e pe-
queno De la misma .manera, el segundo termmo sen
ra arbitrariamente pequeno si § cumple (53), debi-
doala contmuldad de u!, deemos pues tener

‘W'(z —) - ‘{s t)!<a

para todo 8 gue satisface (53)~(54). Concluimos que

— ;> (1-8) (7, 5
¥

y, £OMo € es arbltt:arﬁmente pequefio,’ 'vemos. que
exlsi'en puntos en F," arbitrariamente ‘oerca de #,
sires suf1c1entemente grande. Por lo tanto

L B - TR T P i ST S S

¥, como todos los ¥, CW, tenemos

(BT W(bnot) = BT, (bt,ot).

En (57), es interesante ver que, ni el conjunto de
valores de importancia para cada x} es acotado, en-
tonces en (53) se puede usar la misma f para todos
los puntos 7, las funciones ul seran uniformemente
continuas, y por lo tanto la convergencia.sera uni-
forme sobre todo el conjunto W(t,...,t). La con-
vergencia no es uniforme con respecto a t, ya gue
valores cerca de 0 requiereti valores miiy grandes de
r para (56); la convergencia sera uniforme en t para
cualqmer interyalo cerrado que no contenga a 0.

Por 10, tanto: 'I‘eorema 3 ~Asumiendo. que los valo-
rés relevantes de los, i sean umformement-e acota-
dos, entonces la convergencia d F (tt..5) a
W(t,t,...,t) es uniforme en n sobre todp W, y unifor-
me en''{ sobre cualquier intervalo [J, 1], ,dom;l&
J>0.

En realidad, la condigion de cota uniforme en
los x; no es tembhmem;e restrictiva. En efecto,’
quiere decir que ninguno de los jugadores reciba

nunca mas que un maximo f, de ningiin bien. Esto
es razonable ya que, en muchos casos, s6lo hay una
cantidad fija de cadabien entre todos los jugadores;
cualquier transferencia adicional a uno de ellos cau-
saria un déficit que probablemente implicaria uti-
lidades negativas y grandes al jugador con tal déficit,

Encontramos, pues, que ‘cada. sucésxon conver-
gente de puntos efi tos conjuntos F (t £:..,t) con-
verge a un punto de W (t;t,...,t); sz ademas, los
puntos de la sucesiéon son 0.5 B. en los F; corres-
pondlentes, B Ilmwe también’ serd o.s p en W.
Pues, supdnhgase que n* = lim #(r) no es o.s.p.
en W. Entonces existe ne W con ny > n} para todo
k, n; > n} para una i por lo menos. Una pequefia
cantzdad del bien'j (arbitrario) se’'puede entonces
transferir ‘de 168 jugadores’ de tipo i a 1os demas ju-
gadores (es decir, podemos disminuir ¢! una canti-
dad pequefia y aumentar los Ek k#i," cantidades

muy pequena.s), obtemendo asi un punto nuevo
7' con; :

nﬁﬁ&q

para todo k. Entonces, para r suficientemente gran-
de, podemos encontrar 7' (r) en 'f‘" arbitrariamente
cerca a . Encontramos entonces que M {r) > My (r)
para todo k, y vemos que n(r) no es o0.s, p enF,

" Conibd los Qomuntos W ¥ F ‘son todos convexos,
convergencia de los con]untos implicara convergen-
cia de los hiperplanos tangentes. Es decir que, si los
puntos o.s.p,.convergen,

n"(r)*n* 7

de la misma manera los vectores (A, ,..., A} conver-
gen: : :
A(r) > A%

donde A (r) ¥ A* son los vectores lagrangianas; defi-
nidos para n(r) y n* respectivamente, y normaliza-

.n -
dos por: - 2 ‘Al ='1. Ademss, debido a una pro-
piedad bien conocida de los conjuntos convexos,
esta convergencia sera uniforme para. cualqmer sub-
conjunto compacto de W; en particular sera unifor-
me sobre la parte no negativa de W, que es la inica
que nos interesa.

Cuando r aumenta, encontramos que (46) toma
la forma agrox:mada

(58) S ALER (£’ (£); rt)
o
(59) RACERC (x (t))

donde x‘(d:l = s‘(t)/rt y donde el error en (59) se
acerca a O cuandé r crece‘sin ser acotado. Aqui,

—FF -



X(t) es una alocacion factible y eficiente, y por
tanto nos dara vectores de precio p(t) y lagrangla.no
A(t) que satisfacen (3).

Consideremos, ahora, la ecuacion (45)

n; = 2{” B(r,sk't)} § |
wE (8% ()isy) - w (8 &%5)

Ay

Aqui estamos mias que todo interesados en los tér-
minos w¥ (% (s);s, ) — k(% (s'):8} );asumiremos que

g5 (5) = £5(s) + 5tk
donde los szk son cantidades pequefias. (Esto pasa

porque los vectores s y s’ casi son iguales). Enton-
ces, para k=i, s, = s, luego

(o) - et )

s Uk (Elefs_))+ skZ—i-k u‘j‘ 85‘;
= wk (gk (s); sk) + )\kz P, lej‘

Asi, para k+#i, tenemos

wk (Ek (S);Sk)

W (erm) B
= - P, 5tk
)\k J=21 ] ]

En cambio, s} = 81, luego

w (£@)8) = (5- Dl (-——i fs)l)
Tenemos, pues, .
£ (s) £ (s)

5;(s; -)

£ (s)
= +

8~ 1 8;

y entonces,

£ (s) (S‘ (s) N i
u (Si’l)_ v 8; ) ¥ "*i(si‘l)2 Bik;

1

o si ponemos x} = E} Is;

i(zi(s))~ i (g(s))
u = u
5~ 1

= e

s—l

y
. g . — 1
w (o) =

w (£ ()9)

i
+)\i2ijj

Por lo tanto,

G (8)i) - W G ®)is}) B
A

1

1 m )
=—wi (¢ (hs) - 2B - IR XL
AiS; =1
luego, en (45), la sumatoria sera igual a
1 m
— wi (£ 6rs)- D, P 2 2 Ptk
Ais =1 k=1 j=

Esta Giltima sumatoria es 0 porque los & Ek deben su-
mar a cero, y vemos que (45) tiene la aproximacion

(60)

3l 0 2

Ahora, bien, la distribucioén probabilistica esta casi
completamente concentrada cerca de 8, = rt, lo que
nos da

(61) .
LA

e

1
—ni—)\irz P.x!
t

o equivalentemente,

1
62 * ~ -

Esto, junto con

v () = tul(x)

nos da el sistema asintotico, es decir, si t crece sin
cota, la solucion del sistema verdadero (19) aproxi-
ma la del sistema asintotico (62).

Si, en lugar de y;, tratamos con ul = y;/t, ten-
dremos

1
63 .._ .
(63) u‘——tJ\iEPj.xJ‘ .




como el sistema deseado. Repetimos que esta apro-
ximacion no es vilida para la vecindad de t = 0,
Cerca de t = 0, la aproximacion

ul (t) = tyt + 0(t?)

donde los y* satisfacen (24), sera valida, y nos da
un punto de sahda

Con el sistema (63), notamos que los puntos de
equilibrio, i = 0, satisfacen

(64) 2 Pxi .

o sea que son los equilibrios competitivos del mer-
cado.- Empero, no se puede esperar que el sistema
{68) sea en general estable; atn si desestimamos los
pequeiios errores debidos a la aproximacion, no
hay garantia alguna de que el sistema converja al
eguilibrio. Por consiguiente, nuestro modelo para
el valor no converge en general. En esto se diferen-
cia del modelo Shapley-Shubik para juegos sin pa-
gos laterales, en el cual el valor converge al equili-
brio competitivo cuando r crece. Esta diferencia
radica, sobre todo, en gue nuestro modelo es diné-
mico y trata {en cierto sentido) de imitar el com-
portamiento temporal de ciertc mercado idealiza-
do; el modelo Shapiey-Shubik, en cambio, es esta-
tico. En la vida real, los mercados no siempre con-
vergen al equilibrio.

8. Equilibrios Econdmicos Generales

. Como se ha visto, el modelo de valor para nues-
tro juego de mercado replicado nos da, asintotica-
mente, un sistema de ecuaciones diferenciales cu-
yos puntos de equilibrio son, precisamente, los
equilibrios competitivos del mercado. En esta sec-
cién presentaremos un modelo de comportamiento
de mercado que nos dari —esperamos— cierta justi-
ficacidn para nuestro sistema asintotico, Nuestra
consideracion aqui no es tanto €l problema juego-
tebrico, cuanto el problema de equilibrio economi-
co general para el mercado descrito en la la. sec-
¢ién de este articulo.

En general, la mayoria de analisis de esta situa-
cién asumen la existencia de un ‘“corredor” que
promulga precios para los varios bienes del merca-
do. Conociendo estos precios, los varios jugadores
(negociantes) ofrecen entonces la venta o compra
de ciertas cantidades de los bienes a estos precios
(estas son las cantidades x!). Si estas ofertas son
compatibles (es decir, si se cumplen las condiciones
(2) ), el corredor las acepta y las transacciones se
Hevan a cabo. Como las ofertas se asumen, de an-
temano, satisfacer (3) y (4} (es decir, todos los ne-

-gociantes tratan de maximizar su utilidad sujeto a

la restriccion de presupuesto), este proceso nos da
un equilibrio competitivo.

Supongamos, empero, que las ofertas no cum-
plen (2). En este caso, el corredor rechaza todas las
ofertas y reajusta los precios, subiendo los precios

de aquellos bienes que muestran excesc de deman-
da, y bajandolos para aquellos que muestran exceso
de oferta. Con estos nueves precios, los negociantes
hacen nuevas ofertas, y el proceso continGa hasta
(tal vez) obtener convergencia. Condiciones para
convergencia al equilibrio se han estudiadoen [1] ¥

(2].

Aunque no deseamos iniciar una polémica en
cuanto a los méritos de este modelo, consideramos
que no es perfecto, luego puede haber provecho en
estudiar otros modelos. Consideremos, pues, el si-
guiente proceso:

Asumamos que los varios jugadores se refinen a
negociar. Puede haber precios promulgados para los
varios bienes, pero aln si no los hay, los jugadores
pueden generalmente aumentar su utilidad al nego-
ciar, luego ciertas negociaciones se llevaran a cabo,
lo que nos dara —implicitamente por lo menos—
precios comparativos para los bienes. Después de
cierto tiempo, las negociaciones pararan, por cuan-
to se habra llegado a una alocacién eficiente, Esta
alocacion determina un ““precio-sombra’ para cada
bien, por la condicién (3). En general encontrare-
mos, sin embargo, que las condiciones de equilibrio
(4) no estan satisfechas; esto se debe a que algunos
de los negocios se llevaron a cabo antes de determi-
nar los precios finales, y por consiguiente algunos
de los jugadores encuentran que hicieron negocio
“malos”, es decir que compraron més caro, o ven-
dieron mas barato, que a los precios finales, Otros,
en cambio, han hecho ‘‘buenos’ negocios, y el
valor final (a los precios del mercado) de su paque-
te final de bienes es superior al de su dote original,
Asi pues, cuando las negociaciones terminan, las
condiciones (2)-(3) se cumpliran, pero no necesa-
rimente las (4).

Para convertir esto en un sistema dinamico, asu-
miremos, primero, que los bienes son perecederos,
y segundo, que los varios negociantes son también
productores, y producen los bienes de manera a
reemplazarlos a medida que se agotan. Mas exacta-
mente, asumimos que, en un pericdo de tiempo,
una pequena fraccién, a, de los bienes existentes
desaparece. Simultineamente, cada negociante pro-
duce la misma fraccién, a, de su dote inicial. La
cantidad total de cada bien permanece, pues, cons-
tante, pero, debido a los negocios, la distribucion
general de estos bienes varia con el tiempo.

_Supongamos que la dote inicial de i era z' =
(2 ,....%,, ). Al pnnclplo de un periodo de tiempo,
sus tenencms son z' + x'. Ahora bien, durante el
periodo el consumo de estos bienes serd az' + ax!;
al mismo tiempo, i produce la cantidad a?i, luego
sus tenencias cambian por la cantidad —ax'. El pue-
de ahora, naturalmente, negociar con los otros ju-
gadores, pero esto se debe hacer a los precios pre-
sentes del mercado, y el efecto neto de todo esto es
que, a los precios presentes, el valor de sus bienes

cambiari por la cantidad total — « 2 pjx}. Es

verdad que las negociaciones haran cambiar los pre-
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cios del mercado, pero si el periodo de tiempo es
corto, y a es pequefio, este cambio debe ser rela-
tivamente pequefio. Tendremos pues la aproxl-
macxon,

. | T m
Z P, Afx}; —a Z ij}
=1 e ;;1 o

donde A x! es el cambio neto en la cantidad del
bien j que el jugador i posee. Esta aproximacion se-
ra exacta en el limite —-dejando que el periado de
tiempo se aproxime a 0— dandonos un gistema di-
ferencial ‘ :

Ahora, debemos tener
' m
o i i
=1

pero u}f—- A;p;, luego

o .,
2 Y
=1

o

=e

(66)

m .
- i
@ 25 By
=1

- Se puedey ver (jue, aparte el factor a que aparece
aqux, y el factor 1/t en (63), los dos swtemas son

idénticos. El cambio de variable T = ae! hara que

m
. , (66) sea idéntico a (63). Asi pues, este modelo de
(65) 2 Pi x; = -« 2 ij; i=1,..,n. mercado ‘‘razonable’” parece apoyar nuestro mo-
=1 ~ j=1 . delo de valor,
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