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INTRODUCCION

1. Es un hecho curioso que el estudio de las ecua-
ciones en diferencias finitas que se encuentra en li-
bros, textos, revistas, etc. hasta el dia de hoy, ter-
mina en las ecuaciones lineales con coeficientes
constantes, Solamente para la ecuacién lineal de
primer orden se encuentran soluciones utilizables
cuando los coeficientes son variables! , y hay casos
particulares de ecuaciones de primer orden, no li-
neales, que admiten algunos procedimientos par-
ticulares, ad-hoc, para resolverlas?. Los libros dedi-
cados a estos temas, que los abarcan con mayor
amplitud, son los de Milne-Thompson y Ch. Jordan
(Ver bibliografia) y en ellos no se estudian a fondo
las ecuaciones de orden mayor que 1, con coefi-
cientes variables, ni siquiera aquellas que son linea-
les. En general, la teoria de las ecuaciones en dife-
rencias finitas sigue siendo en parte terra incognita,
a pesar de su interés tedrico y de sus numerosas
aplicaciones posibles.

2. El material que se presenta en este articulo ha
sido todo elaborado por el autor, sin poder apoyar-
se en la literatura disponible en nuestro medio, por
la casi total ausencia de bases tedricas en la biblio-
grafia que se estudid. Después de estar escrito el
articulo, el autor advirtid que una parte del trabajo
hecho podia haberse abreviado usando uno o dos
teoremas del capitulo 6 del libro de Levy y Less-
man, al cual ya se hizo referencia? . Sin embargo, el
autor cree ain que el trabajo merece presentarse
por tres razones:

a. Porque contiene deducciones y observaciones
que no existen publicadas en la literatura accesi-
ble actualmente en Colombia.

b. Porque puede tener alguna utilidad didactica.

c. Porque puede estimular en algin lector el interés
por estos temas, que son relativamente elementa-
les pero en los cuales hay todavia un buen cam-
po abierto a la investigacion.

(1) Ver, por ejemplo Miller, Keneth S., An Introduction to the
Calculus of Finite Differences and Difference Equiations, New
York, Dover Publications Inc., 1966, 160.

(2)Ver, Levy, H, y F, Lessman, Finite Difference Equations, New
York, Tihe Macmillan Company, 1961, 278.

Por eso se expondra completamente el trabajo co-
mo fue desarrollado por el autor.

LA ECUACION EN DIFERENCIAS FINITAS
DE EULER--CAUCHY

3. Se trata aqui de deducir un método para resol-
ver la ecuacion en diferencias finitas

Blnm+m-1)" y(n+m)+a (n+m-

-2)™Vy@m+m-1)+.+a,,(n+ 1) yn+2)

+a, ny(m+1l)+a y(n)=0,

cuyos términos tienen el siguiente significado:

y(n) es una sucesion incognita, definida en el do-
minio de los nimeros naturales positivos, o sea que
la variable independiente esn = 1, 2, 3,4,...;mes
un namero entero positivo fijo y predeterminado,
mayor o igual que 1. Se le denomina el orden de

la ecuacion;
n™) =n(n-1)..(n-m+ 1) = n!/ (n-m)!;

a;, a,, ... a_ son constantes reales o complejas, co-
nocidas y predeterminadas. a_ no es cero. Si lo fue-
ra, el orden de la ecuacion seria realmente m - 1y
no m, como es facil apreciar.

Ademas, se pretende que la solucion satisfaga las
condiciones iniciales

(31.1)y(1)=y:1,¥(2) =y, ., y(m) =y |

siendo Y1, ¥z, o0 Yo nameros reales o complejos,
conocidos y predeterminados.” Este tipo de proble-
ma se llama un problema de ecuacion en diferen-
cias finitas con condiciones iniciales, y tiene varias
analogias formales con el conocido problema de
Cauchy sobre ecuaciones diferenciales con condi-
ciones iniciales.

Por otra parte, la forma de la ecuacion (3.1) pre-
senta también cierta analogia con la forma de la
ecuacion diferencial

(3.2) x™ (d™ y/dx™) + a, x™! (d™! y/dx™ ')+

+ a™? x? (d’y/dx*)+a_, x(dy/dx)+a  .y=0

— 31—



-ecuacion a la cual se le llama ecuacién de Euler y
Cauchy, y cuya discusion y solucidén son muy co-
nocidas.

En razon de la analogia de la ecuacion original (3.1)
con la ecuacion (3.2), conviene llamar a la primera
con el nombre de ecuacion en diferencias finitas de
Euler y Cauchy, de orden m, homogénea.

En los tratados y textos corrientes sobre ecuacio-
nes en diferencias finitas no se la presenta en abso-
luto, o al menos no se la presenta como caso apar-
te, dlgna de su propio estudio.

4, Para explicar mejor la forma de la ecuacion, pue-.

de presentarse la ecuaciéon (de Euler-Cauchy) de
40, orden:

n+3)(n+2)(n+1)n. yn+ 4)+ a, (n+2)
(n+1)n.y(n+ 3)+ a (n+t1l)ny(n+ 2) +

+a; ny(n+ 1)+ a;.y(n)= 0

(a4#0,n= 1,2, 3..))

El significado de los términos es el mismo que se
explico atras. Usando el operador de desplazamien-
to E, definido como Ek y(n) =y (n + k) para todo
n y para todo k que sean nimeros naturales, la
ecuacion de 40. orden se escribe también

(n+3)® E* y(n) + a, (n+ 2)®.E? y(n) X

+a, (n+ 1) .E? y(n)+ a; n.Ey(n)+a, . y(n)= 0

5. Las potencias del operador nE.— Definimos el
operador nE sobre la clase de las sucesiones y(n)
definidas en los naturales positivos (n= 1,2, 3,...),
por la identidad.

(5.1’) (nE). y(n) = n.E y(n) = n.y(n+ 1)
Por la aplicacion reiteradas podemos definir las po-

tencias sucesivas de n, asi, la segunda potencia (nE)?
es tal que

(5.2) (nE)? y(n) = (nE) [n.E y(n)] =
.E? y(n) = (n+ 1)@ E? y(n)

n(n + 1).

Puesto que, segan la definicién de E, se tiene
E[n. E y(n)] = (En) . E (Ey) = (n + 1). E? y(n).
La tercera potencia es (nE)3, tal que

(5.3) (E)? y(n) = (nE) [(n+1)® E? y(n)] =

= n(n + 2)? E* y(n) = (n+ 2)® E? y(n)

Observando las identidades (5.1), (5.2) y (5.3), se -

puede escribir:

nE = n®”E (nE)’ = (n+1)¥E?
(nE)® = (n+2)® E?

y en general |

(5.4) (nE)* = (n+K-1)® gk

lo cual puede demostrarse por el método de induc-
ciéon completa. La ecuacion (5.4) permite varias co-
sas, entre otras las siguientes:

a. Definir las potencias del operador (nE):
(5.5) (nE)¥ . y(n)= (N+k-1)®E¥ y(n) =
(n+k-1)® y(n+k)

b. Interpretar expresiones de la forma (n+k-1)%®
y(n+ k) en términos de ese operador

(5.6) (n+k-1)® y(n+k) = (nE)* . y(n)
c. Comprobar que (nE)! (nE)* = (rlE)n+k =
= (nE)¥ (nE)"

6. La Ecuacién de Euler - Cauchy de Primer Orden.
La forma mas sencilla de la ecuacion (3.1) que esta-
mos estudiando, es

(6.1) n'y(n+ D-c.y(n)=
(6.2) (nE-c) y(n) =

es decir

(6.2) y(n+1) - (¢/n) y(n) =

La anterior ecuacidon es un caso particular de la
ecuacion general lineal de primer orden

(6.3) y(n+1) = g(n) . y(n) = Q(n)
cuya solucion general es (1)
(6.4) n—l n-1 ‘

y(n) = g(h) Q k L ia
h=o 2 _ g(J)

0 o bien

0 (n=1,2,3,...)

Siendo A una constante arbitraria, o una funcién
arbitraria pero periddica con periodo igual a 1.

Aplicando la foérmula (6.4) a la ecuacidn (6.2) en-
contramos que la solucion de la ecuacién

n.y(n+l)-c.y(n)=0
es la sucesion (o mejor, la'familia de sucesiones)

(6.5) y(n)= Anc"/n!

(1) Ver, por ejemplo, Miller, op. cit.

en donde A es cualquier constante arbitraria, o, si
se quiere, cualquier funcion definida en los reales
positivos y con periodo igual a 1.

7. Las potencias del operador (nE—c). Es facil com-
probar que las potencias de este operador pueden
obtenerse usando formalmente el binomio de New-
ton, a condicion de tratar como unsélo simbolo el
simbolo nE. Es decir; para todo niimero entero po-
sitivo k se tiene

(1.1) (E-c)* = 2( ) c)“"‘ oE)"
h=o0



v, segin la formula (6.4):

(7.2)

(nE-c)k = 2 C)(—c)k-h (n+h-1)® EP

Observando la férmula (7.2) se deduce que toda
ecuacion en diferencias finitas que pueda escribirse
en la forma ‘ .

(1.8) (mE-ck y(n) =

es también del tipo.

(7.4) 7
(n+k-1)‘k) EX y(n) + ..+ a,, ny(m+l)+a .
.y(n)=

o sea que pertenece a la clase que hemos llamado
ecuaciones de Euler—Cauchy, de orden k.

8. La ecuacion

(8.1) (nE-¢)? y(n)=

puede resolverse (o “sumarse” como podria decir-

se también) facilmente.

Poniendo

(8.2) z(n)= (nE-c) y(n) ‘

la ecuacién (8.1) propuesta se escribe
(nE—c). z(n) = o

que es como la ecuacion (6.2), y su solucion es co-
mo la formula (6 5):

Z(n) = Al ncn/n!‘ EAT

siendo A, una constante arbitraria
Sustituyendo en (8.2) se obtiene
(8.8) (nE~c) y(n) = A,.nc"/n!"
(E-c/n) y(n) = A, c?/n!
La ecuacién anterior, a su vez, ‘puede tratarse co-

mo ecuacion de primer orden en y(n), no homogé-
nea. Usando la féormula general (6.4) obtenemos:

" n-1 n-1 & k
ym =] ] m) |a + D A — ﬂvo’/c)]
1 k=1 ElE1

n—-1 n-1
=TT m a + E A =™ [m-1)]
h=1 7 k=1

[A:+(n-1) A;] = (c"/m!) [ n (A2/c) + n(n-1)

(A JO)] ;-

es decir

y() = (c*/n!) [ K, nP + K, n?]
o bien »
(8.4) y(n) =
en donde C, y C, son constantes arbitrarias que
podran luego determinarse fijando dos condiciones

iniciales (o en dos puntos distintos, eventualmente)
para y(n).

(c®mY[Cin +C;n’] n= 1,2,3,...

9. En general, la solucién de la ecuacién en diferen-
cias finitas. .

(9.1) (nE-c)* (n)= 0 (n=1,2,3,..)

en donde r es un nimero entero positivo y c es un
nimero real o complejo, es

(9.2)

y(n) = (c®*/n!) [ A, n+A, n®@ +o4 A n®]

Este teorema se demuestra por induccion completa.
En efecto. Admitamos que la solucidon (9.2) es
valida hasta algun valor de r. Entonces la ecuacion
de orden r+1 de la forma (9.1) puede escribirse

(9.3) (nE-c)™! y(n)= 0
y, poniendo |
(9-4) (nE-c)y(n) = z(n),
la (9.3) se escribe
(nE-c)* z(n)= 0

a(n) = (¢"/n!) [ A; nt+ A, n"i +..+ A n® )
Sustituyendo en (9.4) y dividiendo por n:

[E-c/n]ly(n)=(c"/n!n)[A, n+ ..+ A n® ]
Esta es una ecuacion en DD.FF., lineal, de pnmei

orden, de la forma (6 2) que se resuelve con la for-
mula (8 4):

n-1 n-1 ‘
y(n) = TT (c/k) 2~.(ck/k!k) [A; k+ ...+
k=1 k=1

+ A kO] TT Grer+ 8,

=1 R
n-1 ¢ n-1 ck K
—ﬂ 2 (B{ +Bik+.. +B'k”)—+B.,
k!
1klk=1

Pero como es bien sabido:

n-1
2 k™ = Polinomio enndegradom+ 1 -
1



de donde BRI
cn—l
n) = B, + B, n+ -+ B n'
y(n) (n+1)! (Bo 1 L)

Muitipﬁéahdo y dividiendo por cn, se tiene
o
y(n)=—(By n+ B, n* + ...
n! '

r+
+B . n")

en donde las B contienen un factor c¢. Transforman-
do las potencias ordinarias de n en potencias facto-
riles se encuentra, finalmente

y(n)= (c"/m!) [ A} n+..+ Al n ]

que es precisamente como lo prevé la férmula (9.2)
al sustituir r por r + 1. Queda asi demostrado que
la formula (9.2) es la solucién general de la ecua-
cién en DD.FF. propuesta en (9.1). ‘

10. Estamos asi en condiciones de tratar la ecua-
cién en DD.FF. de Euler y Cauchy, homogénea, de
orden m:

(3.1)

(n+m-1)™ y(n+m) + a, (n+m-2)™")

y(ntm-1) +..+ a.
(n=1,2,3,4...)

, y(ntl)+a .y(n)=

Usando el operador E, la ecuacién puede escribirse
[(n+m-1)™) E™ + a, (n+m-2)®™D E™ 4+ 4+

a,, nE+a ]ym)=

y, teniendo en cuenta la formula (5.6), podemos
poner también

(10.1)

[(nE)" + a, (nE)™ +.+a  (nE)+a_]

Es facil darse cuenta de que el polinomio-operador
que aparece en el lado izquierdo de la ecuacion an-
terior puede tratarse como un elemento pertene-
ciente a un anillo de polinomios (en el sentido del
Algebra Moderna). Por lo tanto, puede factorizarse
en factores de primer grado en nE. Sean b, b, ,...,
b, los ceros o raices simples del polinomio; y sean

Ci, C3,..., € las raices miltiples, siendo d,, d,,...,
d, sus multiplicidades respectivas. Esto significa
que la ecuacion caracteristica

(10.2)
x™ + g, x™ + 4+ a,  x+a =0

puede factorizarse como
(x-b,) (x=b, )..(x~b, ) (x~¢c, )41 (x-¢c,)%...

(x=¢,)% = ¢
siendo las multiplicidades tales que
(10.3) h+d, +d; + .. +d, = m

En conclusion, la ecuacion ((10.1) es equivalente a
la ecuacion original (3.1), y también puede escri-
birse

(10.4) _

[(nE-b, )..(n b, ) (nE—c, )¢! ...(nE~-¢, k] y(n)=0

Es bien sabido que si a_# 0 en la ecuacién (10.2),
entonces ninguno de los ceros by seees B,y C1see €
puede ser nulo, debido a la 1dent1dad bl b, ... by

C d, e kdk—a

11. Recordemos dos teoremas muy importantes
de la teoria de ecuaciones en DD.FF.

11.1 La solucién general de toda ecuacion en DD.
FF. de orden m, contiene m constantes arbitrarias.
Estas constantes arbitrarias pueden interpretarse,
mas generalmente, como funciones periodicas arbi-
trarias de periodo igual a 1.

11.2 Para toda ecuacidon en DD.FF. que sea lineal,
de orden mayor que uno, si se conocen dos solucio-
nes linealmente independientes, f, (n), f, (n), toda
combinacion lineal de la forma

A, fi(n)+ A, f,(n)

la satisface también, siendo A,;, A, funciones pe-
ribdicas arbitrarias, con periodo igual a 1. A este ti-
po de funciones se les llama “periodica-unitaria’.

12. Estamos ya en condiciones de describir el mé-
todo para resolver la ecuacion en DD.FF. de Euler-
Cauchy de orden m>1, presentada en la forma (3.1).
El algoritmo correspondiente consiste de los si-
guientes pasos:

a. Convertir la ecuacién de la forma original (3.1) a
la forma (10.1), como polinomio-operador en la
“variable” nE, mediante la identidad (5.6);

b. Factorizar el polinomio-operador que aparece en
(10.1), en factores lineales, o sea determinar los
‘““ceros” o raices del polinomio-operador, el cual
quedara en la forma (10.4);

c. 1) Para cada raiz simple real b, , construir el tér-
mino (o solucion particular)

(12.1) A, .nb."/n!
o, si se prefiere,
Ay . b " /(n-1)!

Si la ecuacion es de orden m=1, esta es la solucién
general.

c.2) Para cada pareja conjugada, b,; b, *, de raices
simples complejas,

. * .

b,=R, €’k b, = R, 6%k (R,=mod b,
6, = argb,)

construir el término (o solucidén particular)

(12.2)

(R,"/(n-1)!) (A, senné, + A, +1cosnd, )



siendo A +1, funciones arbitrarias pero peria-
dlcas-umga.nas mutuamente independientes.

c.3) Para cada raiz miltiple real, ¢, , de multiplici-
dad d, , construir el término

(12.3)

cn

k
—_— d
= [By, ntB,, n@ + .+ Bk,‘dk n©p)

en donde las B's sonfunciones peridédica-unitarias,
arbitrarias. Si se prefiere, el polinomio en potencias
factoriales que aparece en la formula anterior pue-
de convertirse a pllinomio en potencias ordinarias
usando las conocidas identidades entre _potencias
ordinarias y potencias factoriales con numeros de
Stirling como coeficientes™.

c.4) Para cada pareja conjugada de raices comple-
jas, maltiples,

¢ = Ci i, ¢* = G40 (€,

j = mod cj,0j= argcj)

con multiplicidad d. para cada una de ellas, cons-
truir la expresion

(12.4)

G
-— sen nej [le

n+.+ B, d.n¥] +
n! il

‘no. (
+ cosnd; [D, n+.+D;, dj.n‘dv]

en donde lasB's y las D! s son funciones arbitrarias,
periodica-unitarias, mutuamente independientes.

d. Construir la solucién general por superposicion
de los téminos resultantes de la etapa anterior. Esto
significa que la solucidon general tendra la forma

(12.5)
1
y(n) = (——T)‘,[Al by +.+ A bh]

n
C
+ '_{_'_ [Bll n+.+ Bl N dl n(dl)] +..+
n.

ok’ B, n+.+B (O
ot [ k1 nr.. k,dk n ]

en donde:

by, b ,.. by son las raices simples (reales o comple-
jas) de la ecuacibn caracteristica (10.2).

€1, €2,..c, € SON las raices miiltiples (reales o com-
plejas) de la misma ecuacion..

d,, dz,..., dj son las respectivas multiplicidades de
Cy yeeey Ck Ala ’Aha Bll’ ’Bld IS Bkl’ Bk’dk
son funcmnes arbitrarias perlodlca-umtanas

(1) Ver, por ejemplo, Hamming, Numencal Methods for Scnentx.sta
and Engineers, Ch:1. -

n=1,23,..., es la variable independiente discreta
que recorre la sucesion de niimeros naturales posi-
tivos.

Desde luego, si algunas parejas de las raices sim-
ples y/o de las raices multiples, son complejas con-
jugadas, los términos que les corresponden en (12.5)
pueden transformarse en términos de la forma
(12.2) y (12.4), respectivamente. En la forma gene-
ral (12.5) puede observarse que el nimero de fun-
ciones arbitrarias periodica-unitarias, es

ht+d, +..+ d,

que es igual a m segan la ecuacién (12.3), y que es
precisamente como lo prevé el teorema de existen-
cia de soluciones para ecuaciones en DD FF. (Ver
No. 11.1, mas atras).

13. Para resolver por completo el problema de la
ecuacion (3.1) con las condiciones iniciales (3.1.a),
estudiamos luego la determinacion de valores para
las funciones arbitraria peridodica-unitarias. Este
punto lo estudiaremos para el caso de la ecuacion
de orden m=4, para evitar una gran complicacién
en la nomenclatura y en las expresiones que siguen,
y porque el analisis que haremos es aplicable a cual-
quier otro valor m>1, sin modificaciones, y en for-
ma que resultara ev1dente Consideramos pues la
ecuacién

(13.1)

(m+3)® y(n+d4) + a, (m+2)® y(n+3) +..+

a,y(n) = 0 (a,#0;n=1,2...)

que puede convertirse en

(13.2)

[(mE)* + a, (mE)? +..4+ a,]y(n) =
con las condiciones iniciales
(13.3)

y(1) =y1,¥(2) =y2,¥(3) =V;, y(4) =y4,
siendo y,,.., V4, nimeros reales o complejos cono-
cidos, no todos nulos,

Supongamos que el polinomio-operador (13.2)
tiene dos raices simples, reales, b, y b,, y una raiz

doble, real, c. Entonces segin la expresién (12.5),
en este caso la solucion general de (13.1) es

(13.4)
n c" )
y(n)= —[A; b," + A; b, "] +;T[Bl n+B,n?]
n! :

en donde b, #0, b, #0, c#0, porque a, #0.

Aplicando las condiciones iniciales se obtiene el sis-
tema lineal

A, b, +A; b, +Bl C=Y1 ]
A, b? +A, b? +B, ¢ +B, ¢* = 2ly,/2
A, b} +A, b3+B, ¢® +B, 2¢® =3!ys/3
A; bt+A; b3+B; ¢* +B, 3c* = 4!y./4

- 8§ —



donde las incognitas son A,, A,, B, B,.Eldeter-
minante de este sistema es

(13.5)
1 1 1 0
b, b ¢ 1

D=b, b, ¢®* |b? b2 ¢ 2| =b; b, c*H
b} b3 ¢ 3¢?

Respecto a c, el determinante H es un polinomio
de grado 4o0., que se anula (como es evidente) para
c=b,, c=b,. Respecto a b,, el determinante es un
polinomio de grado 30., que se an'ala para b; =b2,
b,=c. Respecto a b,, el determinante es un polino-
mio de grado 3o0., que se anula para b, =b,, b, =c.
Por lo tanto el determinante H se puede factorizar.

(13.6)
H=k (b,;-b,) (b;—c)? (by—c)?

en donde k es una constante numérica que esta por
determinar. Para determinar a k basta observar que
el producto de la diagonal principal del determi-
nante H en (13.5) es 3b, c*, y que al expandir el
producto indicado en (13.6) el ultimo término se-
ria kb, c*. Por tanto k=3. Luego el determinante
(13.5) del sistema es

D=3b, b, ¢ (bl“bz)(bl_c)2 (b2—0)2

Por hipétesis, b, es simple, luego b,#b,, b, #c.
Por la misma razon b, #c. Luego

D+#0

Entonces existe un sistemade 4 nimeros A, A,,
B,, B,, no todos nulos, que obligan a la solucion
general (13.4) a cumplir las condiciones iniciales
(13.3), ademas de que satisface la ecuacién en
DD.FF. que se propuso en (13.1).

La aplicacion de este razonamiento a cualquier
ecuacion del tipo que estudiamos, de cualquier or-
den m>1 es evidente por si misma.

14. Por ultimo, examinamos el comportamiento
de la solucion general encontrada (14.5), para valo-
res grandes de la variable independiente n. Observe-
mos que, en general, esa solucidn es una suma de
términos (reales o complejos), correspondientes a
cada raiz c; de la ecuacion auxiliar, que tiene la
forma

(14.1)
¢ 2 d
-n’—!. [B, n+B, n@ +..+ Bi,di n@?)

en donde d;>1 (si d=1, se trata de una raiz c; sim-
ple).

Para valores enteros grandes de n, el factorial
puede representarse asintOticamente por la fé6rmula
de Stirling

n! = (nfe)® 2mn 9122 (0< g < 1)

Sustituyendo en (14.1):
(14.2)

(ec)®

B. n+..+ B, n@
12 B, id; ]

El limite de esta expresion cuando n tiende a in-
finito es cero porque para todo valor entero positi-
vo del exponente d, y para todo namero (real o
complejo), x, se tiene ‘

lim d _lim ,_n, nd,_
oo (xP nd/n?) = 1 (x?/n™d) = 0

Esto significa que cualesquiera que sean los valo-
res iniciales de una sucesion infinita y(n) que satis-
faga una ecuacion en DD.FF. de Euler-Cauchy ho-
mogénea, y cualesquiera que sean los coeficientes
de ésta, la sucesion tiende al limite cero.

LA ECUACION MODIFICADA
DE EULER-CAUCHY (FORMA INCREMENTAL)

15. Una ecuacion en DD.FF. que tiene cierta ana-
logia con la ecuacion (3.1) es la ecuacion

(15.1)
(n+m—1)™ A™ y(n)+b, (n+m-2)"") AT ymy

+.+ b, nAy(m)+b_ y(n)=0

1
en cuyos términos tienen el mismo significado ya
conocido. Los coeficientes b’'s son constantes (rea-
les o complejas) predeterminadas. Esta ecuacion se
expresa en términos de las diferencias finitas sucesi-
vas de y(n), Ay(n),.., A™ y(n), a diferencia de la
ecuacion (8.1), que se expresa en términos de los
valores sucesivos de la secuencia y(n), y(n+1),...,
y(n+m). Por lo tanto, a la ecuacion (15.1) la llama-
remos ecuacion de Euler-Cauchy, homogénea, mo-
dificada. Es importante notar que la una no es re-
ductible a la otra, es decir, que son dos ecuaciones
en DD.FF. distintas.

16. Las potencias del operador nA. El operador
nA se define sobre la clase de sucesiones y(n) (fini-
tas o infinitas) mediante la identidad

(16.1)

nA . y(n)=n [y(n+1)-y(n)] para todo n de la suce-
sién y(n).

El “cuadrado” (o “segunda potencia’’) de nA es
(16.2)

(nA)? y(n)=(nad) [nA.y(n)] =n A(n.A y) =
=n(nA? y+Ay+A%y)=(n+1)n A? y+n Ay =
= [(n+1)® A% +nA] y(n)

En general toda potencia entera positiva (nA )™ de
este operador se define por recurrencia‘l’,

(nA)™ y(n) = n.A [(nA)™! y(n)].

(1) Notese que (uA)k Fnk k, es decir que, (nA)k y¥nk Lky
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La tercera potencia es

(nA)® y(n)=na [(nA)* y(n)]= nA [(n+1)® A% y(n)
+nA y(n)] = n[(n+1)® A%y +2 (n+1) A’ y+
+2(n+1) A’ y+n A? y%Ay%AZy] = [(n+2)<3> A%+
+ 3(n+1)® A® + nA] y(n)

Para deducir estas identidades hemos usado la cono-
cida identidad para potencias factoriales

n® = (n+1)® - n® = | )
La “cuarta potehcia” de nA es ‘
(n4)* y(n) = nA [(na)® y]

Sustituyendo dentro del corchete cuadrado la ex-
presion (16.3) y después de efectuar las diferencias
indicadas y simplificar, se obtiene

(16.4)

(nA)* y(n)={(n+3)® A* +7 (n+2)® A%+
+6 (n+1)® A? + nA] y(n)
17. Teorema. Para toda sucesion y(n), y para cual-

quier nimero entero k mayor que 1, se tiene

(17.1) .

(na)* y(n)= 2 s(h, k). (n+h-1)® A" y(n),
h=1

en donde s(h, k) son los niimeros de Stirling de se-
gunda especie.

Estos nimeros son los que resultan al expresar
una potencia ordinaria en potencias factoriales

(17.2) 7 k

xk = 2 s(h, k) x™
h=1

Obedecen a la ley de recurrencia
(17.3)

s(h, k +1) = s(h, k). h+s (h-1, k)

y los primeros son los siguientes

kb1 2 3 4 5 6 17 8
1 |1

2 |1 1

3 {11 3 1

4 |11 17 6 1 ,

5 [1 15 25 10 1

6.J1 81 90 .65 15 1

7 11 63 301 350 140 21 1

8 |1 127 966 1701 1050 266 28 1|

Se demuestra-este teorema por el método de in-
duccion. Supongamos que la identidad (17.1)-es
valida hasta algn valor de k. Mostraremos que en-
tonces es también valida para k+ 1. En efecto. -Apli-
cando el operado nA a (nA)X y(n) en la férmula
(17.1), se obtiene : ,

k
(nA)5*! y(n)=na 2 s(h, k) (n+h-1)®) Ak y(n)

n=1

k

=n 2 s(h,k) [h (n+h-1)1 Abyip
h=0

(n+h-1)"D AP y(n) + (n+h-1)® ab! y(n)]

pero n(n+ h—l)(}“‘:i = (n+h-1)® asi que la expre-
sion anterior es ' |
N
s(h,k). h (n+h-1)" aby
h=1 )
K _
+ D s(nk) (h(n+h-1)"+n(n+h-1)®] s y(n)
h=1 . |
Cambiando de indice en la segunda sumatoria de la
expresion anterior, h+1=r; y poniendo r=h en la
primera sumacion se obtiene
(17.4)
k k+1
Z s(r,k) 1 (n+1-1)0 Ay+ 2 s(r-1,k).
r=1 B r=1
(n+r-1)0 Ay
k o
= s(k,k) (n+ k)& Akt gy 2 s(r,k).r+s (r-1,k)
’ r=1
(n+r-1)® A"y
Pero segin la foérmula (17.2) para los nameros de
Stirling
s(r,k) r+s(r-1,k) = s(r,k+1); s(k,k)=1=s (k+1,k+1)

de manera que la expresién (17.4) es (usando nue-
vamente a h como indice de sumacion):

k+1 -
(nA YK+t y= E s(h,k+1) (n+h-1)® ab y

h=1
y esta es precisamente la formula (17.1) tal como
resultaria poniendo k+1 en lugar de k. Asi queda

demostrada Ia validez de la formula (17.1) para to-
da potencia entera y positiva k del operador nA.

18, Para todo valor de k, las expresiones de la for-
ma (17.2) tienen sus reciprgcas de la fon;rpa

' k
D stkkx"

xB =
' h=1.
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"en donde th k) son ‘los nimeros de Stirling de
pmnera especie. Asi mismo, la formula (17. 1) tlene
su reciproca

(18.1) X
(n+k-1)® &K y(n) = D7 S(hk) (n4)" y()
h=1

19. De las ecuaciones que estamos estudiando, la
més sencilla es la de orden 1
(19.1)

nA y(n)-ay(n)=0 (n=1,2,..).

o bien

Ay (n)-(a/n) y(n) = 0
La formula (6.4), referida a la (6.3), da como solu-
cién para la ecuacion anterior

y(n) = A(l+a) (1+a/2).. [1+a/(n—1ﬂ, n=1.2,3,..

(19.3) n-1
ym) = A D) (L+a/k), n=123,.
k=1 )
siendo A una funcién arbitraria periddica-unitaria.
Sobre la solucion de la ecuacion en DD.FF. li-
neal, de primera especie, el Anexo a este articulo
muestra un método de solucidén del mismo autor.

Ese mismo método permite deducir que la solucién
a la ecuacion

(19.4) (nA-2a)? y(n) =
es
n-1 n-1
19.5 1
( ) y(n)= ﬂ (1+a/k) | A +A, 2 —_—

y que la solucion a la ecuacion

(19.6) (nA-a)¥ y(n)= 0
e  (19.7) y(n)=(1+a) (1+a/2).[1+a/(n-1)]
n-1 1 n—-1 1
A +A, 2 bt A,
ilvzl ii+a il=1 i, +a
iil 1 b1y
=1l ta 12:1 Iy +a

en donde A,,.., A, son funciones arbltranas perio-
dica-unitarias.

La demostracion de este Gltimo resultado eés un
ejercicio sencillo que puede realizarse usando repe-
tidamente los resultados del Anexo mencionado, y
que se deja al lector.

20. Asi puede desarrollarse ya el algoritmo para
resolver la ecuacidon homogénea, de Euler-Cauchy,
modificada

(15.1)
(n+m-1) ATy(n)+ A, (n+m-2)@D AT y(n)+

+..+ A‘m y(n)=0

que se ejecuta en las siguientes etapas:

a. Expresar cada uno de los términos con potencias
factoriales de la ecuacion anterior (15.1) en poten-
cias del operador n, mediante la identidad (18.1).

b. Simplificar y recoger términos semejantes, y es-
cribir la ecuacion en la forma

[(nA)™+a,(nA)™ +.+a  nA+a Jyn)=0

m-1
c. Factorizar el polinomio-operador del lado iz-
quierdo de esta ecuacion en factores lineales, con
lo cual la ecuacion toma la forma

..(nA-c, }ik] y(n)=0
en donde b, ,.. b son las raices simples, y las c, ,...,

¢, son las raices maultiples, con multiplicidades
dlf yers dk, respectivamente.

[(nA-by)..(nA~Db, ) (nA-c, )d;

c.1) Para cada raiz simple (real o compleja) b, le
corresponde la solucion particular

A, (1+by) (1+by/2)... [1+Db, /(n—1)]
c.2) Para cada raiz multiple ¢, de multiplicidad d
le corresponde una solucion parcial de la forma

(19.9), en donde ¢ tomara el lugar de a y d tomara
el lugar de k.

d. Construir la solucion general de (15.1) sumando
las soluciones parciales ya mencionadas. Esa solu-
cion general contiene un nimero de funciones ar-
bitrarias periodica-unitarias (o constantes) que es
precisamente igual a m.

e. Valorar las constantes A,,. . A usando condi-
ciones iniciales. Se puede demostra.r que esto es
posible mediante una discusion como la que se hi-
zo en el No. 13.

21. Quedan asi resueltas las dos ecuaciones en
DD.FF. que nos propusimos estudiar.
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