UNA FORMULA DE SUMACION APROXIMADA

Gabriel Poveda Ramos

1. El propésito de esta nota es establecer una fér-
mula aproximada para estimar con alguna aproxi-
macibén el valor numérico de una suma finita de la
forma

©on n=N
2
n=1

siendo Y, = f(n) una sucesion real conocida y defi-
nida en todos los puntos x = 1, 2, 3, ..., N, Un caso
muy frecuente de este problema es el de calcular
sumas del tipo mencionade cuando f(n) es una fun-
cion trascendente. Si f(n) es una funcion algebraica
el problema es muy facil de resolver, porque basta
aplicar la sumacion a cada uno de los sumandos del
polmomlo que da a £ (n), y calcular todos las suma-
ciones de la forma :

(02) N

2 o

n=1

(siendo p un exponente entero positivo, conocido)
que asi resultan. En tal caso existen formulas bre-
ves de sumacion para calcular la suma (02) recu-
rriendo a polinomios de Bernoulli, bastante cono-
cidas (1).

Es evidente que desde el punto de vista del Ané-
lisis Numérico sélo se justifica la bilisqueda de una
férmula de sumacién (siquiera aproximada) cuando
el nimero de sumandos en (01), es decir el nimero
N, es del orden de las decenas o de los centenares,
y cuando no se dispone de recursos de computa-

cion digital (sea del ‘““hardware” o del ‘“‘software”).

Cuando el niimero de sumando N en (01) es del

orden de 10, 20, 30 6 menor, o cuando se dispone

de un computador programado, el problema es un

ejercicio trivial de coOmputo numérico: basta calcu-

lar numéricamente los Nnlimerosreales £(1), £(2),
., f(N) y luego hacer la suma (Ver Fig. 1).

2. E]emplos imaginables del problema que se plan-
tea serian los de calcular los valores numeéricos de
las siguientes expresiones:

a. 150

22 71828184&- 3 base de ioga-

= 1 ritmos neperianos)::

b. 400
2 sen (n. 30°)
n=1
c. 230
2 n3.2842
n=1
d.
2 Jo(2.45 n), siendo Jo(x) la funcidon de
Bessel del primer tipo y de or-
den cero (2)
oo , N
e. ¢ (k)=2 n’k = lim 2 nk ,
‘n=1 Noeo &

que es la llamada
funcion “Zeta” de
Riemann (3).

3. El método que se usara se inspira en la idea de
buscar un ajuste o aproximacion que tenga la for-
ma de parabola de segundo grado (o sea un polino-
mio de segundo grado) para cada terna de términos
consecutivos de la sucesion {Y a que se refiere
la suma (01). Es decir, que nos planteamos el pro-
blema de calcular la parabola de ‘colocacion (como
se dice en Analisis Numérico); de segundo grado,
para cada terna (n—1),n, (n* 1), de nimeros consecu-
tivos, en donde n recorre los nimeros naturales
desde n=1 hasta n=N-1. (Véase Fig. 2).
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Sea pues p(x, n) el polinomio de segundo grado que
corresponde a la pariabola de colocacion que se bus-
ca. En cualquier libro de Anélisis Numérico (4), (5),
se puede comprobar que dicha parabola se caracte-
riza univocamente por la condiciéon

(03) |p(x,n) 1 x x2
Y 1 n—1 (n-1)

n1 _
Y, 1 n n? =
Y,., 1n+1(n+1)?

Expandiendo el determinante de cuarto orden me-
diante la regla de Laplace se tiene:

I n=1 (=11 Vp~1 n—1 (n—=1)"
Pu(x)}|1l n n? Y n n? —x
Dondl (41| n+l (ndl):
Yn—1 L (n=1)* Yn~1 1 (n—1

Yn 1 nt +x* | Y, 1 »n
Yo+l 1 (n+1)? Yn+1 L (n+]

Finalmente, expandiendo estos determinantes de
tercer orden y recogiendo los términos semejantes
se encuentra para el polinomio de colocacion p(x,n):

(04) 2.p(x,n)=Y,  [n(n+l)-(2n+1)x+ x?]
- Y, [2(n*-1)~4nx+ 2x?]
+Y,,, [n(n-1)-(2n-1) x+x?]

facilmente se comprueba que la férmula encontra-
da (04) es la correcta ya que, sustituyendo sucesi-
vamente x por (n—1), n y(n+1) se obtiene en ella

p(n-1n)=Y
p(nn)=Y
p(n+ln)=Y,

como debe cumplirse para el polinomio de coloca-
cacion segin lo prescribimos mas arriba.

4. Una vez determinado el polinomio de coloca-
cion en los tres puntos dados, con abscisas n—1, n,
n+1, podemos escribir para todo el intervalo cerra-
do desde n—1 hasta n+1:

(05) n-1<x<n+1= {(x)= p(x,n) + € (x,n)

en donde p(x,n) esta ya dado por la formula (04) y
€ (x,n) es el llamado error de colocacion. En cual-
quier texto de Analisis Numérico (4) se puede re-
cordar o comprobar que, para este caso, el error de
colocacién es la funcion

(06) € (x,n) = (x-n+1) (x-n) (x—n-1) 1 (x)/3!

en donde

X=X (x,n)eIn= (n-1,n+1)
es un cierto punto no conocido, pero seguramente
existente dentro del intervalo abierto (n-1, n+1),
y que depende del valor que se dé a x para cadan
(desde que f(x) sea de clase C?, es decir, que tenga
tercera derivada continua desde n—1 hasta n +1).

5. También en cualquier texto de Analisis Numéri-
co se puede comprobar que, por ser p(x,n)el polino-
mio de segundo grado que pasa por los tres puntos

(n-1, Yy, ), (n, Yn)’ (n+1, Yn.,,l )

previamente especificados, con abscisas separadas a
1 unidad una de otra, su integral definido en el in-
tervalo de la abscisa mas a la izquierda y la abscisa
mas a la derecha, estd dado por la siguiente formula

(07)
H 1y Ay 1y
p(x,n)dx="3 n“+3 n* 3 "n+a1
(3)

n-1
que es seguramente muy familiar a muchos lectores.

6. Integrando la ecuacién (05) en su intervalo de
validez (n—1, n+1), se tiene

n+1 n+1
p(x,n)dx + f € (x,n)dx

n+1
f £(x). dx:f
-1 n-1 n—-1

o también

n n+1 1
(08) J f(x) dx + f f(x) dx =':-3-Yn+1
n—1 n
n+1 )
+ j‘ € (x,n)dx
-1

Escribamos la ecuacmn (08) para n = 2, 3, 4,..
N—3 N-2, N-1

4 1
f(X) dX = - Yl + — Yz -+ —Y3 +
3 3
+f € (x,2)dx
1

4

3
1 4 1
2 3 3 3 3

4
+f e (x,2)dx
2
4 5
1 4
3 4 3 3 3
5
+j e (x,3) dx
3

(3) De esta formula se deduce justamente, la cono-
cida formula de Simpson.



N-3 N-2
1 4
+ f(x)dx=—Y_ _ +=Y +
4 3 3 N-4 3 N-3

2
1
+=Y, . o+ (x,N-3)dx
3 N-2 j‘n—4

J*N—Z N-1
4
+ f =
-3 J- (%) dx YN 3t 3 IN-2"
N-1
1y
+ 3 N—1+ N_3e(x,N—2) dx

j J f(x)dx—-—YN 9 3Y

+- 3YN f e (x,N-1)dx
-2

Sumando las ecuaciones anteriores obtenemos

ool )

1 5
fx) dx ="V, + =Y, +2 2 Y, +

5 L N-1 j* 1
+ Y =Y +E e(x,n)dx
- N
3 N-2"3 N=2,Jn=1

Sumando y restando dos integrales definidos (de 1
a 2 y de N-1 a N) y cuatro términos en la suma-
ciébn (2Y,, 2Y,, 2Yy_,, 2Yy), dividiendo por 2y
trasponiendo tenemos:

09) 2

N
1
2 Y, = f(x)dx=—-j f(x) dx -
2
n=1 1 /1

N

1 5

-— f f(x)dx+ —(Y, + Yp) +
_1 6

]

)+ E
N-1

en donde E es el “error de sumacién” y esta dado
por la expresion

. . N-1 n+1
E=-= 2 e(x,n) dx

2 n=2 Juo-1-

1
+(Y, +Y
6(z

y sustituyendo la funcidon ¢(x,n) por su expresion
en (06), esto es

N-1 A0t 1
E=—1 2 (x-n+1) (x-n) (x-n-1) % (%). dx/3!
2 n=2 -1

La expresion anterior no se puede calcular explici-
tamente debido a la indeterminacion (y a la even-
tual multivocidad) de la relacion entre X y x. Pero
es posible (y es también lo usual en Analisis Numéri-
co) establecer una cota superior para su modulo asi:

n+1
IE|=~ 2 (x-n+1) (x-n) (x-n-1) £ (%) dx
ll=2 n_
n+1

2 (x-n+1) (x-n) (x-n+1) (%)| dx

Es un sencillo ejercicio de cédlculo elemental el de
mostrar que el polinomio de tercer grado en x

(x-n+1) (x~n) (x-n+1) = x* - 3nx? + (3n® - 1)
x—-n(n®-1)

tiene su méaximo en n-1/vV 3 y su minimo en n+1/
v 3, y que dicho maximo vale + 0.384900179 asi
como el minimo vale —0.384900179. Es decir

| (x-n+1) (x—n) (x-nt1) | < 0.384900179
y en consecuencia
N-1 nt+i
|E] < 0.032075014 2 max | (%)) dx
n=9 n-1 ieln

(10) N-1
EI< 0.064150029 ), max £ (u) |
n=2 ue n

La foérmula (09) es la formula de aproximacion que
buscabamos, y el error absoluto que se comete en
ella al omitir el término E esta acotado por la ine-
cuacioén (10).

Podemos pues poner:

N N
(11) 2 f(n)=f
n-1

1

1 2
f(x) dx - = ( f f(x). dx +
2

N
+f f(x)dx ) + %(f(1)+ £(N) ) +
-1

+ %(f(Z) + f(N-1) )+ E

En donde E esta acotado por la inecuacion (10), si

f(x) es.de clase C*.



7. Ejemplo 1. Una serie bien conocida en Aritméti-
ca es la llamada serie arménica, que se forma con
los inversos de los primeros N niimeros natuales po-
sitivos:

1+1/2+1/3+ ...+ /N

y que se puede también escribir

N
f(n), siendo f(x) = 1/x

n=1

Para usar nuestra formula de sumacion (11), calcu-
lamos las siguientes expresiones, en este caso:

f(1)=1,12)=1/2 , f{(N-1)= 1/(N-1),£(N}=1/N

f(1) + (f(N)= (N+1)/N , f(2) + f{(N-1)=
= (N+1)/2 (N-1)

-2 -2

N
j f(x).dx =J dx - logeZ . J‘ fix).dx =
X -
1 1 -1

N N
dx N
= — =log, — | f(x).dx= log, N
N-1 X N-1

1

M) = 16/x* - max | f''w) | = 6/(n-1)*
UEIn

Aplicando la formula (11) tenemos:

N
1
12 1 = log N -1 N—
(12) n}:‘,l (1/n) = log N~ log 2N/(N-1) +
+ 5 (N+1)/6N + E

siendo
N-1

|EI< 0.064150029 D, max | ()| =
n=2 _ ueln

N-1
= (.0641560029x 6 2 (n—1)*
n==:2

— 0.384900174 (1+1/2° + 1/3* + 1/4* + ..+
+ 1/(N-2)*)

= 0.384900174 (1+0.0625 + 0.0123456 +

+ 0.00390625 + 0.001600

+0.0007716098 + 0.0004164933 +

+ 0.0002441406 + 0.00015241579 + 0.0001 +
...= 1.08215) = 0.4164758
Como se ve la cota superior del error es una suma

de los inversos de las cuartas potencias de los N—2
. primeros nitmeros naturales. Cuando N +og esta su-

ma se convierte en una serie infinita de la cual se
sabe bien que es convergente. Ademas:

lim log|2N/(N-1)1= log 2
N#oo

lim | 5{N+1)/6N | = 5/6
N+no

y por lo tanto

N
lim 2 (1/N) = lim logN + log 2 + (5/6) + E
N—b 1 N—)oo

v E < + o de modo que

N
lim E (1/n) = + =
Nooo 1

lo cual significa que la serie armodnica infinita es di-
vergente, lo cual, por lo demas, es un hecho muy
conocido por otros caminos.

8. Ejemplo 2. Ya que la férmula ha sido obtenida
ajustando arcos de pardbolas a ternas de puntos
consecutivos, con ordenadas f(n—1), f(n), f(n+1),
es claro que la formula sera rigurosamente exacta si
la funcién de que se trata es f(x) = x?, y también si
es f(x) = x. Comprobémoslo para f{x) = x?, fun-
cion elemental y bien conocida:

f(1)=1, §(2)=4 , f(N-1)=N? - 2N+ 1 ,
, f(N) = N?
£f(1) + f(N)= 1+ N* , £(2) + f(N-1)=N?* = 2N + 5

N N 2

J,f(x) dx = J;= dx =}—(N3—1) , fﬂxl dx =7/3
3
1 1 1

N
1 i
f f(x). dx == (3N? - 3N + 1) , 1 () = 0
N-1 :

Sustituyendo en la férmula (11) obtenemos

N .
1 1/7 3N*-3N+
, 3 2|3 3

5 1
+E(N2 +1) + —,‘::'--(N2 -2N+5) + E

- N(N+1) (2N +1) /6 + E
y el error E es:
N-1 -
E[< 0.064150029 O, max [f%(u)| = 0~ E = 0
o |

es decir que el error es cero y tenemos

— 28—
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Esta formula es bastante conocida. y se puede obte
ner por otros varios métodos.

9. Ejemplo 3. La idea de buscar la formula aproxi-
mada de que hablamos surgid cuando el autor de
esta nota se vio precisado a calcular un valor numé-
rico siquiera aproximado para la suma

1, 1

9909 10009

Esta serie la encontrd el autor cuando hacia un es-
tudio estadistico sobre la distribucion de los tama-
fnos de las ciudades en Colombia, medido por su
poblacion humana, al aplicarles una ley empirica
conocida en demografia como Ley de Auerbach. (6)

Evidentemente, se trata aqui de calcular la sumato-
ria

._i_-l- _1__ + ...+
20.9 730.9

(14) 1+

2 f(n) en donde f(x) = x* (coni 2 = 0.9), N =100

Facilmente calculamos:

Hly = 1. fH2) = 1/20 0.535886726

fIN=1) = f199) = 1/990 0.01599294
fIN)Y = f(100) = 1/100%* = ().015848932
J() + JIN) = f(1) + f100) = 1.015848932
f(2) + fIN=1) = f(2) + [(99) = 0.551879667
N ,
N ~ 1 . IN
ftxy dx = x? dx= —=x! =
1-a 1
1 o1 : o .
N'®-1 100 -1 _
= = . = 5.848932
1-a 0.1
2 : 2 9 B
! ) X 1 oo
f- f(x) dx = x*dx = —x' 3 =
1 1 1-a g
P U A SR
=S = 0717785
1-a 0.1 ‘
N N
f(x)dx = x?dx = —1-x"‘i N
1-a N-1
-1 -1
Nl'a - (N-1 1-a 1000.1 - 990.1
= ( ) = = 0.0016921. ...
1-a. 0.1 '

fm(u) =-a (a+ 1) (a+ 2) x¢2

max fm(u) =a (a+ 1) (a+2) (n—l) @) = 0 9x
xely I :
x19x2.9 (n—1)-39 = 4.959 (n—l)" s

Sustltuyendo en la formula (11) obtenemos :

B

(15) s

e s

N - Nl -a _ 1 * Y 1 o -a, T I ‘:w&i‘

> nt= - @2-1+:7"
nel 1-a 2(1~a)

+ N"" - (N—l)“a)

it
'R

.(ﬁ— (17‘)'a )+ E

. 5B ay, 1 o
+ = (L+N?) + = (22 +
6 6
de donde
(15A)
100 T
Dm0 = 5.848932 + (1/2) (0.717735 +
n=1

+ 0.0015921) + (5/6) X 1.015848932 + (1/6) x
x 0.551879667 + E = 7.14711627+ E |

En el caso particular de a = 0.9, N = 100, el error
de sumacion tiene una cota superior de:

99

|E| < 0.064150029 2 max | f (u)|
n=2 ueIn
100 o
= 0064150029x4959 2 (n-1)y39
n=2 -

= 0.318119993 (1 + 0.66985842 + 0.013779298+

+ 0.004487102 + 0.0018793903 + 0.0009230179¢
+0.0005059617 + 0.00030057237 +

+ 0.00018986907 + 0.00012589254 +
+ ..=1.0895) = 0.34655064

El valor relativo de este maximo error posible, sobre
el total estimado como 7.14711627 es de 4.85%/o,
que es relativamente satisfactorio para efectos prac-
ticos.

10. Ejemplo 4. Nuestra formula (11) permite dedu-
cir una expresion para calcular factoriales de niume-
ros naturales, aproximadamente, y también valores
aproximados para la funciéon gama de nimeros rea-
les positivos.

Como bien se sabe el factorial esta definido para
cada niumero natural:

N!'=1x2x3x..xN

o sea, tomando logaritmos naturales (o neperianos)

4log.N!=2 logn - . . Y
T I R

En este Acaso; ténetﬁos.i]ué )eaichl,'ar:

oy

95 —



N .
2 f(n) siendo (f(x) = log x
n=1

Calculamos pues las siguientes expresiones:

£(1) = 0, £(2) = log 2, f(N-1) = log (N-1),

£(N) = log N

N N
N
f(x). dx = logx.dx=x.logx-x| =
1 1 1

= log (NN elN)

~2
f(x).dx = log (2% €!)
J1
<N
log x. dx = log NN (N-1)!"N ¢
JN-1

Aplicamos la formula (11) que hemos deducido,
como férmula aproximada, es decir ignorando el
término de error E, y usando el signo = ( aproxi-
madamente igual) en lugar del signo = (igual):
N

N .1-N 1 2 -1 1
2 logn=log (N" e!"™N)-=log (22 ¢ ')~ —log
1 2 2

I NN(N_I)].‘N e"l l

5l N+11 2+11 (N-1)
=—1lo - lo -lo -

6 5 g BET gk

= log | NN72 + s/6 N_I)N/z—zxs e2-N o5 |

es decir, aproximadamente:
(16) v
N!:4.146967491 NN2+5/6 (N-1)N2 -2/6 &N

Para N=1, la formula anterior nosda 1! = 0, lo cual
es rigurosamente correcto, Para N=10, el factorial

vale 10! = 3628800, y la formula nos da 10! =
3641252, cuyo error relativo es solo del 0.349/o.
Para N= 50, cuyo factorial es 50! = 3.0414093 x
10%, la férmula da, aproximadamente, 50! =
3.051885699 x 10%, incurriendo en un error rela-
tivo solamente de 0.3449/o que en calculos numéri-
cos es un estimativo muy aceptable.

Cuando en la formula (16) sustituimos N por N + 1,
se obtiene después de algunas simplificaciones sen-
cillas:

(17)
1 Nn2
(N+1)!= NI (N+1) —  (N+1)"® (N-1)"* _,
N-1 e
N?/:I
G(N)

Ahora bien, la funcion G(N) tiende asintoticamen-
te a 1, En efecto:

im (N+1)/* (N-1)»*

Neveo N !
im N+1 '  lim |(N/2-1/2)+ 1| N/2 _
N=oo N-1 T N=0 | (N/2-1/2) |

2

lim
= 1+1/h)r =e
pap (1H1/B)
de donde
lim
N=

Es decir que la formula (17) puede escribirse, asin-
toéticamente:

(18)

G(N)=exe! =1

(N+1)!=N!'(N+ 1)

que es la relacién de recurrencia a la cual obedece
la sucesion de los factoriales de los niimeros natura-
les, o la que permite calcular valores para la fun-
cién gama I'(u). Vale la pena notar que G(10) =
1.000.003345, de modo que la férmula (18) sélo
tiene una diferencia relativa con la (17) de 3.34
partes por millén, ya desde un valor bajo de N co-
moes N = 10,

BIBLIOGRAFIA

(1) Mineur, Henri. Les Techniques du Calcul Numerique,
Paris. 1952, Librairie Polytechnique Ch, Béranger. Cap.
XI.

(2) Kreyszig, Erwin, Advanced Engineering Analysis. New
York. 1962. John Wiley and Sons. Seccion 3.5,

(3) Knopp, Konrad. Teoria de Funciones, Barcelona. 1956.
Editorial Labor. Libro II, 2a. parte.

(4) Scheid, Francis. Theory and Problems of Numerical
Analys(i)s. New York. 1968. Mac Graw Hill Book Co.,
Cap. 10.

(5) Ralston, Anthony. A First Course in Numerical Analy-
sis. New York. 1965. Chap. 2,

(6) Poveda Gabriel. Andlisis Estadfstico de la Poblacién
de las Ciudades Colombianas , en Boletin de Matemati-
cas, Bogot4, Junio 1978,



	25.pdf
	26
	27
	28
	29
	30

