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. Desigualdades entre operadores [1}]

Sean dos operadores autoadjuntos A y B.
Sediceque A<B 1)

Si<y |AlYy><<Y|Bly> (2)

para todo | ¢ ) del espacio de Hilbert que perte-
nezca a la interseccion de los dominios de los 2
operadores.

He aqui algunas propiedades ttiles:

a)SiA<B y B< A, entonces A=B
B)SiA< By BLC,entoncesA <C
¢) Se llama cota superior de A, M(A), el maxi-
mo valorde (Y| A {y) para llyll = 1
d) Se llama cota inferior de A, m(A), el minimo
valor de (Y |AlyY) sillyll=1
e) Para todo valor propio A de A, vale m(A)
< A < M@A) :
f)SiA>0
K | Alp)? < (P ALY) (plAlyp) para todo
¥ ¥ ¢ del dominio de A
- g) Sea 2 = A — B, positivamente definido, Q@ > O
y |¥) =Tl¢, siendo T un operador que admite
un inverso.

Entonces (¢| |¢) = @IT"QTip)
" Luegosi A> B, (¢ |IT*QT|¢) >0 - (3)
o bien T*AT > T*BT (4)
" h) Si en (3) hacemos T = Q™
wi@y'*'QaQlipyw>0
pero{p| (27)*'Q Q7'lpy = WIQ 1Y) >0
;71 obiensiQ> 0, Q% >0 . &

2. Raiz cuadrada de un operador [1]

Para B autoadjunto B’< 0

Entonces surge la pregunta: Todo operador au-
adjunto no negativo es el cuadrado de otro ope-
rador autoadjunto? Larespuesta es: Dado A < 0,
autoadjunto, existe un unico B autoadjunto tal
que B? = A v

_Tiene sentido pues la notacién B = A" para la

raiz cuadrada positiva.

. Otras propiedades de las desigualdades [4]

a) Si A > 1, sabemos que A" existe y es autoad-
junto si A lo es. Pongamos ahora

T=A"? en (4):
(A7%)* AA™'? > 1ydeahrl> AT
b)Sea A> B> 0
Poniendo T = B¢ en 4)
(B*2)* AB'? > (B'?)* BB 0 bien
B¢ AB" > 1
y de 3 a)
(B¢ AB'%)' <10 bien
B'? A B" < 1 es decir
B'2 A" B' < B'" B B'%, lo que significa
en virtud delg) A" < B
Enresumen:si A>B>0
: B'>A'>0 (5)

. Ordenacion de los valores propios [2,3]

La idea de usar las propiedades de los parrafos
anteriores para obtener desigualdades entre valo-
res propios, se remonta probablemente a Weyl

: en1912.



Dados A< B
Si los valores propios de A y B son ay y by res-
pectivamente, entonces

ag < by (6)
Demostracion.

Como ag y by son valores propios
Auk = auy B vy = bgvk (7)

Del principio variacional podremos deducir para
el valor propio méis pequefio

a; < (v, lAlv)), b, = (v; IBlv,) (8)

lo que usando (2) nos da
a; < ‘bl

Después se considera la funcién auxiliar ¢, =
v, B; + v;8, normalizada y ortogonal con v, .
Por esta Gltima razén, usando de nuevo el princi-
pio variacional

2, < {p2 |Alp2) < {9, |Blys)

Pero (g, |Bly;) = by 18, 1> + by 1B, 1*<b,,

ya que por la normalizaciéon de ¢, sabemos que
18112 + 18212 = 1 y suponemos b; < b,.

Es decira, < b,

Luego se considera 3 = vy 8; + v, 8, + V383,
normalizada y ortogonal a u, y u, y se llegara a
a3 < b; etc.

. Proyecciones interiores

A. Weinstein, N. Aronszajn, N. W. Bazley [2] ¥
posteriormente P.O. Lowdin [3,4], usaron el
concepto de proyeccion interior.,

Sea A un operador autoadjunto definidamente
positivo, A > 0. Si Q es un operador de proyec-
cion, la expresion A' = A¥? Q AY? sellama “pro-
yeccion interior de A respecto al proyecto Q.

Para el operador de proyeccion “exterior” Q sa-

bemos que

Wi = WIQ W) = WIQ*QY) =
=0

(‘QYIQY)

Este conjunto posee una matriz

A = (I con elementos A k, = (f, |f)

Sea un vector g que descomponemos en uno gf,
contenido en el sub-espacio (12) y otro g, per-
pendicular al 1o.

Hagamos gr = f¢c, donde £ es la matriz fila con
los elementos f*, ..f*ny ¢ la matriz columna

de los coeflclentes del desarrollo de g; por me-
dio de los f

Entonces(flg)= 1D e+ flgly=Ac
asique c=A"(flg y gfr=1fA" (i

Entonces el operador Q = |f) AT (f]
(con la condicién Qg = DA™ (ig) = g¢)

cumple los requisitos para ser el proyector sobre
el sub-espacio dado. Entonces, en la expresiéon
de la proyeccion interior,

Al = A" [EX(EIETIEI AT (13)

podemos hacer varias substituiciones:

a) f= A‘ég_ o

conlocual A!' = Alg)A ! glA

donde A =(glAlg (14)
byf= A" b

! = |h) A (h| donde A =(h|A™|h)  (15)

Estas formas se usan en los métodos que descri-
bo en el parrafo siguiente.

. Método de los hamiltonianos intermedios [2, 5]

Este método sirve para encontrar cotas inferiores
de 1os valores propios. Los métodos variacionales
nos permiten encontrar cotas superiores, pero
como observan Bazley y Fax [2] sin cotas infe-
riores no es posible una estimacion sobre la exac-

Como esto también vale para el proyecto titud del calculo.

P = 1—Q en el subespacio complemento ortogonal,

resulta La ecuacién de valores propios para el hamilto-

0< Q<1 o (10) niano completo es

Esto significa que, segin (4) con T = A y ' Hy; = E;¥; (16)
T*=A" S
1 I upongamos que hemos ordenado esos valores
0<A% QA <A (11) propios
Las ecuaciones (6) y (11) son el fundamento de . <E, <...

varios métodos para fijar cotas inferiores a los
valores propios, algunos de los cuales describire-
mos abajo. Pero antes veamos algunas formas al-
ternativas del operador A!:

~ Los valores degenerados aparecen un niimero de
veces igual a su multiplicidad. :

Supongamos también que el Hamiltoniano H se

Sea pues un conjunto de estado que determinan puede escribir

un sub-espacio
£={fi,f, ...fq} (12) H=H"+H! (17)



Donde H' es definidamente posmvo pero no ne-
- cesariamente pequefto.

El problema de valores propios para HO se supo-
ne resuelto

H® y{=E; ¥} - (18)

y los respectivos niveles de energia los supone-
mos ordenados

E? < Ej <

y que ademas suponemos estin abajo del espec-
tro continuo. En virtud de (6), como H° < H,

E <E; (19)

Asi que los valores propios de H° producen un
acotamiento por debajo (bastante impreciso) de
los valores propios de H.

El método consiste en elegir un conjunto de “Ha-
miltonianos intermedios” H¥, tales que

H < Hf< HK*' < H

Los valores propios de estos Hamiltoniangs in-
termedios estan situados entre los E;y ios E‘l-’.

Definimos los Hamiltonianos intermedios
Hk — HO + Hl Pk

siendo PX un proyector sobre un cierto.subespa-
cio de dimension k, que luego determinamos de

la manera mds conveniente. El operador P¥ se
puede poner

k —_ I§> (_g_lHl |£)'l (.Elﬂl
(verifiquese que pK - (Pk)2 )
Entonces H' P¥ = H! |g) (gH' |99 @lH'  (20)

que es de la forma (14) para la proyeccion inter-
nay H' Pk < H'.

El problema de valores propios se plantea asi: |
HE yl= (H° + HIPK) ¢} = Ek ¢!

osea (EX - H®) y!= H'Pk y!

o bien w‘ (EX - H° ) THIpE ¢! (21)
De (20) y (21) '

lyh = (EX-H°)T H'|g) a2 donde

a= (@HglgH iy}

Multiplicado por la izquierda por

@H'1p! @ H,

a= @Hg@H(EX - H°y'H|pa,

0 bien

{«qH® - @H(EX - H°)1H]| §>} a=

Comoa# 0
o - oplpk ~ly7] -
~ det [@H - H(ET-H°)"H|g]=0

Ecuacién secular del pwblema de donde salen
los Ek

. Aproximacié6n de Padé (6, 71

Esta aproximacion que Padé sugmo desde el si-
glo pasado, se puede estudiar con ayuda del ope-

rador de proyeccmn interna. .

Veamos primero cuil fue laideade Padé. Sea una

funcién j(z) que admite un desarrollo en serie

(=]

i2)= 7 a2 e
=0 o

Se llama “aproximante de Padé” [N, M] de esta
funcién el cociente de dos polinomios P(z) y Q(z)
de grados M y N respectivamente,

M) = =2 () (23)
Q@ '

con Q(0)= 1.
Se demuestra que se puede elegir [N, M] de ma-

nera que coincida con j(z) hasta la potencia
M+ N.

-El reemplazar la serie original por el aproxunan-

te es muy ventajoso cuando dicha serie converge
muy lentamente o no converge en absoluto. En
el caso de desarrollo en serie de operadores, esta
sustitucion conserva la unitaridad.

En las referencias [6] y [7] se muestra como se
puede expresar [N, M} como un producto de de-
terminantes,

Las condiciones de convergencia de [N, M] al
crecer N y M son muy bien conocidas cuando
(22) es una serie de Stieljes

f-2)=g@) =D, a2, (g4
i=0
donde los coef1c1entes a; son los momentos de

una distribucién, _ -
aj=f uldy(u).
0

¢ (u) es una funcion acotada no decreciente.
Para usar el método de las proyecciones internas
se introduce un operador R no negativo y se
aplican las formulas (11) y (15)

R > thy(hiR™ |hy! (h| (25)
Luego se hace R = R (z) = (1 + z A)! (26)
Consideremos una propiedad fisica dada por

g (z) = WIR (z) {¥). (27)
Desarrollando el denominador de R

g(z) =, (-2) Wik, (28)

Entonces (Y |A1h[/) corresponde al a, de (22).

En el operador de la proyeccion interior (15) es-
cogemos

Ih) = A*! [¥)



- yusanklo (2b) se liegaa -

[N,N] = g(z)= [N, N-1], (29)

propiedad que se puede deducir también [6, 7]
por manipulacién de los determinantes,

La aproximacion de Padé se ha utilizado entre
otras muchas-cosas, para el caso de los desarro-
llos en serie que aparecen en la teoria de pertur-
baciones, donde los aprox1mantes {N,N]y[N,N-1}
sirven de cota superior e inferior respectivamen-
te [8j. Analoga situacion se presenta en el desa-
rroilo de polarizabilidades por medio de los mo-
mentos.

8. Método de Particion [4, 5]

En ¢l método de los Hamiltonianos intermedios,
en general se requiere ordenar los valores propios
de los Hamiltonianos H® y HX, lo que en gene-
ral presupone que s¢ hayan determinado todos
esos valores propios. Con e] objeto de evitar ese
problema, P.O. Loéwdin [4,5], propuso como al-
ternativa la introduccion de una funcién de “orac-
keting” & = f (& donde &es una funcién que se
extiende sobre todo el plano complejo. Tal fun-
- cién cumple la condicion de que entre &y &; se
halla siempre un valor propio de H. El autor de
este Gltimo método sostiene también que en él
se ateniian las dificultades que se han presentado
en el método de los Hamiltonianos intermedios
para introducir adecuadamente las contribucio-
nes de la parte continua de H°,
Para todos esos fines, se introduce el * ‘operador
resolvente reducido”

T = (- PHP)'P

siendo P un operador de proyecciéon, . .
En el caso de una perturbacion V definidamente
positiva

H=H"+V
se tiene, segiin se demuestra en los art{culos ori-
ginales
& = Eg + (pol tipy)
t es el ““operador de reaccion”
t=V+VIV=(1-VRy)'V
SiT, = (&- PH,P)'P
E, ¥ l¢e) son un valor propio ¥ un ket propio de
HO

También se demuestrat™ = V! - T,.

Ademas, de las propiedades de las desigualdades
entre operadores sale &< EY, siendo E? la ener-
gia del estado fundamental.

T, <0
tP >Vt
obien 0<t<V

Luego aplicando el concepto de proyeccion inte-
rior, se logran iimites inferiores mas precisos pa-
rat.

Esta teoria tiene como casos particulares las teo-
rias de perturbaciones tipo Brillouin y tipo Schro-
dinger.

En la referencia {4] se indica donde se describen
algunas aplicaciones de este método.
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