ALGUNOS METODOS MATEMATICOS APLICADOS
A ESTUDIOS FORESTALES

Por: GABRIEL PovEDA RAMOS.

INTRODUCCION

® 1, Actualmente (1978-1979) no se conoce en
Colombia muchos métodos tedricos, de caracter ri-
guroso, para prever y programar el desarrollo de
proyectos forestales de alguna envergadura. En
particular, parece que el uso de métodos matema-
ticos para el tratamiento de variables cuantitati-
vas en estos campos es muy poco frecuente o es
inexistente, cuando todo indica que esos métodos
pueden ser muy fructiferos en el anilisis y en el
pronéstico del comportamiento de bosques, tanto
en Colombia como en todo el mundo.

A juicio del autor, este vacio se debe hoy en
nuestro pais a las siguientes causas principales:

a. Aun a nivel internacional, parece que la tecno-
logia forestal no ha incorporado muy a fondo
los procedimientos matematicos en su metodo-
logia. :

b. La actividad reforestadora en Colombia ha
sido muy escasa, falta de apoyo, dispersa y de
muy poca envergadura, frente a lo que deberia
ser.

c¢. Los matematicos en nuestra nacién se mues-
tran por lo general poco interesados frente a
los problemas reales de este pais, con pocas y
brillantes excepciones.

d. En los curricula de las tres facultades de inge-
nieria forestal, la ensefianza de las matemati-
cas alcanza solamente un nivel relativamente
elemental.

e 2. En este articulo se presentan algunos pro-
cedimientos para formular y analizar matemati-
camente algunos aspectos importantes dentro del
planeamiento de proyectos forestales. No se pre-
tende que este sea un tratado sobre la materia.
Solo se trata de mostrar las posibilidades de este
tipo de enfoque del desarrollo forestal, asi como
algunos de los instrumentos matemaéticos que son
utilizables en este sentido.

e 3. Se trataran, separadamente, los siguientes
temas:

1. Las funciones de crecimiento volumétrico de
arboles.

2. La funcién de supervivencia dentro de una
plantacion.

3. El crecimiento volumétrico de una masa fores-
tal o de un bosque homogéneo.

4. La formulacién de un régimen de siembra
frente a metas futuras de disponibilidad.

5. El programa econémico de un rodal.

1. FUNCIONES DE CRECIMIENTO VOLUMETRICO
DE ARBOLES Y BOSQUES

® 4. Es un hecho empiricamente conocido por
silvicultores y por técnicos forestales que el creci-
miento de un 4rbol de determinada especie bota-
nica, en una region determinada, en condiciones
edafolégicas y climiticas conocidas, sigue una
ley de crecimiento maAs o menos bien conocida,
que se puede expresar en términos del aumento
de la altura, o del peso, o del volumen de madera
aprovechable, en funcion de la edad. Es evidente
también que aln entre varios ejemplares de una
misma generacién, en un mismo bosque, hay dife-
rencias apreciables en cualquiera de esas variables,
debido a condiciones genéticas o ambientales que
difieren aleatoriamente de uno a otro arbol. Pero,
en general, es siempre posible escoger un ejemplar
promedio, representativo de todos los que forman
un bosque, de una misma especie (o variedad) bo-
tanica, y en unas mismas condiciones de suelo, de
clima y de ecologia.

Las consideraciones que se hacen a continua-
cién se refieren a ese ejemplar promedio de los
arboles de un bosque homogéneo, en el sentido
que se ha definido.
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e 5. La medicién de las variables mencionadas
(p. e. altura, volumen maderable, etc.), en fun-
cion de la edad del arbol, es un trabajo empirico
que requiere gran experiencia forestal, una cui-

dadosa seleccion estadistica de las muestras, y.

persistencia a lo largo de varios afios. En Colom-
bia son muy pocos los trabajos de esta naturaleza
que han sido realizados y publicados. El més cono-
cido, y tal vez el primero, es el que realizaron los
profesores TSCHINKEL (1) e ILLENCIK para el
Cupressus sp. en Antioquia, en los afios anterio-
res a 1971. :

e 6. La variable de mas interés es el volumen
maderable de un arbol (que llamaremos m) en
funcién de la edad (que llamaremos x), para un
ejemplar promedio. La relacién entre las dos va-
riables puede representarse por una funcién:

m=m (x)

Llamada funcién de crecimiento, y se puede
representar graficamente mediante la correspon-
diente curva de crecimiento.
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Figura 1

Esta funcién tiene lag siguientes propiedades,
que son evidentes desde el punto de vista forestal
y fisico:

a. La funcién m (x) estd definida solo para eda-
des positivas, es decir su dominio es > 0; y
és estrictamente positiva, es decir su codomi-
nio es m (x) > 0.

b. La funcién m (x) es continua, derivable y
monoténicamente no-decreciente en todo su
dominio, o sea, m' (x) = 0.

c. Existe un valor « para la edad, antes del cual
el arbol no contiene madera en cantidad apre-
ciable, es decir que m () =0 para z < a.

d. A partir de cierta edad, w, el arbol practica-
mente ya no crece en volumen maderable, o
sea que, para x> w, m' (x) = 0.

De las anteriores condiciones para la funcién
m (x) se desprende, necesariamente, que a partir
de algtn valor de z (mayor que ), la funcién
m (x) es convexa, es decir que para dos abscisas
hy, hs en esa regién (hy < h2), se tiene que m’
(hy) > m" (hy) ; y si admitimos que m (x) es de
clase C2 (4, w) (o0 sea que es derivable dos veces
en el intervalo abierto de o hasta w), eso significa
que existe un entorno a la izquierda de w tal que
m” () < 0. ,

e 7. Es natural definir la vida 6ptima silvicola
del arbol (o sea el turno 6ptimo silvicola del rodal
coetdneo), como la edad a la cual el volumen de
madera cosechada al cortar el arbol, dividido por
su edad, es la maxima posible. En la figura 1 ese
optimo estd en el punto g, tal que alli la recta
que va del origen a la curva tiene la méxima pen-
diente; es decir, que para todo x se tiene

m(B) /B=m (%) /x

Es evidente que en el punto de la curva corres-
pondiente a este 6ptimo, la recta que lo une al
origen, coincide con la tangente a la curva.

De acuerdo con los supuestos admitidos para m,
el turno 6ptimo silvicola cumple las condiciones

m (B) /B=max [m () /2] =m (x)/x
x

y necesariamente, en x = 3, se cumple
d{(m/x) /dx =0

o sea que alli es

B.m (B) =m (B) .
- Mas adelante se definira otro concepto de 6pti-
mo: el turno 6ptimo financiero, que en general
es distinto del anterior.
Es interesante también notar que la edad de
maés rapido crecimiento del drbol promedio (o sea,
del rodal), es la que cumple la condicidn.

max (dm/dx) =d (dm/dx) / dx =
x
O<=>d*m/dx?=0

e 8. La férmula de TSCHINKEL para el Cupressus
sp. en Antioquia se refiere no propiamente al
volumen maderable de un arbol, sino al volumen
de madera en pie de un rodal coetdneo. La for-
mula es (1) :

Log V=a+b/x+cI—dI/x+1IN,

en donde:

V == Volumen de madera en pie (en metros cibi-
cos), por hectirea (no por drbol).

z = Edad de la plantacién (x> 5 afios).

I = Indice de sitio = Altura de los arboles domi-
nantes a los 15 afios de edad, en metros.

N = Densidad de'la plantacién, en nimero de
arboles por hectirea.

a =0.7850
b =0.5137
¢ = 0.0912
d = 0.2451
I =0.00007

R =/0.92 = Coeficiente de correlacién multiple
de la férmula. ‘

e = 2.71828182846... — Base de los logaritmos
neperianos.

Se trata de una férmula empirica deducida por
TSCHINKEL y sus colaboradores a partir de nume-
rosas mediciones hechag en parcelas escogidas al
efecto. Se han constituido tablas numéricas para
facilitar su uso.
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El turno éptimo silvicola se define como la edad
z* para la cual se tiene

max (V/2) =d (V/z) /dx=0;

x
pero
V/x:x*.l e2.30259 (a+b/x+cl—
d1/x 4 LN)
de donde ‘
d (V/x)/dx:ez'30258 (a4 b/x + cI—

d/m+IN) 11 (b 4-dI) .2.30258 — 2-7]

Haciendo esta expresién igual a cero, se obtiene
el turno 4ptimo silvicola:
x* = 2.30258 (dI—0b)
Para indice de sitio 7 =18, que es muy fre-
cuente en Antioquia, se tendria
x* = 2.30258 (18 ¥ 0.2451 — 0.5137) = 9 afios

que resulta demasiado corto por otras razones
de caracter practico-forestal. Para indice de sitio
I == 21, que es un buen terreno forestal en Antio-
quia, se tendria

x* = 2.30258 (21 X 0.2451 — 0.5137) = 10.6 afios

que es también demasiado bajo por otras consi-
deraciones.

Se demuestra facilmente que d2 (V/z) /da? <
0, y por lo tanto z* es realmente el punto de ma-
ximo para la relacién V/z.

La edad de més rdpido crecimiento del volumen
de madera, cumple la condicién

a2V /de*=0
pero

dV/de=2.80258 x—2 B (d1—0b)

| donde hemos puesto E —a +b/c4+cI—dI/z+
I N por abreviar la escritura. Luego

d?V/dx? = 2.30268 (d I —b) oF [(dI—b)
2.80268 x—* —2 23]

vy haciendo igual a cero se deduce que la edad de
mas rapido crecimiento en volumen es
2°=2.80258 (dI—b) /2=2*/2

o sea, a la mitad de la vida 6ptima silvicola del
rodal , suponiendo la validez de esta ley de creci-
miento.

La férmula de TSCHINKEL merece, sin embargo,
algunas objeciones, como las siguientes:
a. No estd definida para x =0

b. Es un poco engorrosa para calcular numérica-
mente. :

¢. No deja ver claramente que para =z <5 afios,
practicamente no hay madera aprovechable.

d. Conduciria a un turno 6ptimo demasiado joven.

Por estas razones el autor de esta nota propone
otro tipo de funcién de crecimiento.

e 9. El autor de esta nota propone para investi-
gaciones futuras una funcién de crecimiento de la
forma

V (2) = (ax—k) / (x+Db), conz>k/a=
a (5 afiog para Cupressus)

y siendo

V (x) = Volumen de madera por hectérea, a la
edad «

a, k, b, = Constantes reales positivas.

X = k/a
Figura 2

La grafica de la funcién propuesta, en coorde-
nadas cartesianas, es una rama de hipérbola que
crece con z tendiendo asintéticamente a la recta
horizontal V — a. Asi, la constante a significa el
volumen maximo de madera, por hectirea, que
tiende a desarrollar el bosque, a largo plazo, con
todos los arboles plenamente desarrollados. La
constante & es k=4 . a, es decir, es igual a la
edad umbral « en que se empieza a formar madera
en el bosque, multiplicada por el parametro a.

La determinacién del turno 6ptimo silvicultural,
definido por la edad que proporciona el maximo
volumen de madera por afio de vida, al cortar el
bosque, resulta de la condicién

d(V/x) /de =0
Pero
V/e = (e—k/x) / (2 -+ b)
cuya derivada es
(k/2?) (x4 b) — (a—k/2)
(z+ b)2
Haciendo igual a cero se obtiene la ecuacién de
segundo grado
ax2—2kx—bk=0

cuya Gnica solucién real y positiva es

_k+\VEPFabk

a

¥

Féacilmente se demuestra, ademas, que para este
valor se tiene d2 (V/z) /dx? < 0, o sea que si se
trata del méximo para V/z.

A esa edad el volumen de madera cosechado por
hectarea es

aNTELabk

kE+ba+E+adbk ‘
y de aqui se deduce el maximo del volumen de
madera por hectérea-afio, V* / z*.

V=
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2. LA FUNCION DE SUPERVIVENCIA
DE UNA PLANTACION

e 10. Desde el momento cuando la plantula se
traslada del semillero al terreno, durante la siem-
bra del bosque, ella (y luego el Aarbol) estan
sujetos a muchos factores adversos que pueden
matarla. Algunos de estos factores son la sequia,
las plagas, el fuego, etc. Ademais, el mismo silvi-
cultor hace raleos y entresacas tanto por razones
forestales como por razones econémicas. Todo esto
significa que de un rodal coetaneo (sembrado en
un mismo momento, o siquiera dentro de un mis-
mo periodo lluvioso del afio), de un nimero gran-
de de individuos (digamos, unos 10 mil o 100 mil
ejemplares) que se siembran inicialmente, al cabo
de cierto tiempo solo subsisten vivos un ntmero
menor de ejemplares, o a lo sumo igual a los ini-
ciales. En general, a medida que pasa el tiempo y
el bosque aumenta en edad, su poblacién de drboles
va disminuyendo debido a factores naturales de
mortalidad y a procesos de corte por el hombre.
Si todos estos factores obedecen a regimenes bio-
l6gicos, climaticos o econémicos més o menos esta-
bles, es posible definir una funcién tal que, para
cada edad del bosque, dé la probabilidad de que
un arbol cualquiera, tomado al azar, muera o sea
derribado durante 1 afio, antes de cumplir el si-
guiente afio de edad. Esa funcién se puede deno-
minar tasa de mortalidad a la edad =, p (), por
analogia con el mismo proceso y la misma funcién
en poblaciones humanas (2).

En consecuencia, la probabilidad de que un
arbol elegido al azar sobreviva durante el trans-
curso de 1 afio, es 1~ (2). Si se designa con
L (x) la probabilidad de que un &rbol viva todavia
a la edad z, y consideramos un breve transcurso
de tiempo (por ejemplo de unos pocos dias) en el
bosque, A x, podemos escribir:

a. Probabilidad de que un arbol (al azar) muera
o sea cortado durante Ax :u(x). Az

b. Probabilidad de que sobreviva durante el lapso
Az :1—pu(x) L(2) . Az

Ademas, seglin una regla de probabilidades muy
conocida;

Probabilidad de que esté vivo a la edad z +
Ax = (Probabilidad de que esté vivo a la edad

z) X (Probabilidad de que sobreviva durante A z)
o poniéndolo en simbolos

L(z+az)=L(z) [1—p(x).Ax]

Formando L (x - Ax) — L (x), dividiendo por
Az y haciendo A z > 0, se obtiene
1 dL
— =—un(2) <O
L dz

cuando exista la derivada.

Es evidente que en el momento de hacer la
plantacién, todos los arbolitos estdn vivos, o sea
que L (0) =1. Integrando la ecuacién anterior
se encuentra, pues:

L (2) =¢ -'f:f‘ (t) . dt——E saltos de discontinui-
dad anteriores a z.

Esta funcién tiene algunas propiedades analiti-
cas que reflejan realidades fisicas obvias, y que
vale la pena mencionar:

a. L (#) es monoténicamente no creciente.
b. En todo su dominio, es L () < 1.

¢. Cuando se hacen raleos o entresacas la fun-
cion tiene un salto finito (discontinuidad),
negativa.

d. Cuando el bosque se corte totalmente, a la edad
T, se tiene L (T 4) = 0.

Entresaca

Entresaca

Tala finatl

Funcidn de supervivencia
L(x)

Figura 3

Si el niimero de arboles sembrados inicialmente
(a edad cero, x = 0), y que llamamos N (0) es
grande, digamos del orden de decenas o centenas
de miles, puede ponerse con muy buena aproxima-
cién que el nimero de ellos que viven aiin a la

-edad z es:

N () =N (0) L (x),
de acuerdo con la ley de los grandes nimeros. Es
decir, que un buen estimador para L (x) es
N (z) /N (0)

e 11. La edad T a la cual se tala el bosque com-
pletamente puede ser determinada a voluntad por
el silvicultor. Sin embargo, es presumiblemente
igual o cercana a la vida 6ptima del bosque, tal
como ya se ha definido.

e 12. En las consideraciones anteriores no se ha
tenido en cuenta el fenémeno de la regeneracion
natural del bosque por la germinacién esponténea
de semillas producidas por los 4rboles ya maduros,
porque se ha tratado de una misma cohorte coeté-
nea. La regeneracién natural ha de ser tenida en
cuenta cuando se analice la dindmica de la masa
forestal, junto con las siembras nuevas y las re-
siembras, como un factor exégeno que se incor-
pora a la poblacién de arboles ya existentes.

e 13. Por ultimo, es oportuno sefialar que el
supuesto que hemos hecho de que la funcién L (z)
es invariante en el tiempo, es decir estacionaria,
es bastante dificil de acercar a la realidad. En
distintas épocas histéricas van cambiando los fac-
tores adversos al bosque, tanto en su naturaleza
como en su intensidad. Sin embargo, como una
primera aproximacién y para fines de anélisis
admitiremos aquella condicién.
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En un bosque bien cuidado, y en ausencia de
incendios y de plagas puede ponerse con bastante
aproximacién

. dL/dx =0
en donde L (z) sea derivable. En este caso
Lx)=1—3p(x) ,cona <

siendo p (x;) la proporcién de arboles cortados
en una entresaca a la edad z; (anterior a z), en
comparacioén con el ntimero total inicialmente sem-
brados, N (0). Si hay incendios, o plagas u otros
agentes naturales que atacan el bosque, en gene-
ral, es

dL /dx <0

Este caso sera considerado después con mayor
detalle.

3. LA MASA FORESTAL DE UN BOSQUE
HOMOGENEO Y SU CRECIMIENTO VOLUMETRICO

e 14. Se trata aqui de obtener expresiones ma-
teméaticas que nos den la poblacién forestal y
el volumen maderable de una gran masa forestal
que se siembra de acuerdo con los siguientes
supuestos:

a. La siembra se hace en forma continua en el
tiempo, a una tasa constante o variable. Esto
ultimo incluye la posibilidad de interrupciones
en el proceso de siembra. '

b. La funcién de crecimiento de volumen made-
rable seglin la edad, m (x), es invariante en
el tiempo (o permanente, o estacionaria), y
es una misma para cada arbol; o por lo menos
representa fielmente el promedio por ejemplar.

c. Se trata de una misma especie taxonémica,
sembrada en una regién cuyas caracteris-
ticas ecolégicas, edaficas y agroldgicas son
uniformes.

d. Todos los arboles sembrados en una misma
fecha son cortados al alcanzar una misma edad
T, pero no se hacen entresacas a edades meno-
res que T.

Las premisas anteriores no son muy bien apli-
cables a procesos de reforestacion dispersos, espo-
radicos y con mercado incierto para la madera,
como ha sido el caso de Antioquia y en toda Co-
lombia hasta hoy. Pero previsiblemente si habran
de ser validas en el futuro, cuando existan gran-
des masas boscosas que se explotaran de acuerdo
con regimenes de corta bien determinados, y que
habran de sembrarse y resembrarse de acuerdo
con programas cuidadosamente planificados. Esto
habra de ser asi dentro de programas ambiciosos
de reforestacién para produccién de pulpa de celu-
losa, o para otras formas de industrializacién de
la madera.

Con tales premisas ya puede describirse cuanti-
tativamente la dindmica del bosque.

En efecto, sea:

s(t): El ntimero de arboles (o bien el nimero
de hectareas) que se siembren en una fe-
cha ¢, por unidad de tiempo (digamos, por
mes), dentro de un territorio determina-
do, como por ejemplo una cuenca hidro-
grafica, una gran regién geografica o un
departamento.

w: - Edad de un arbol y de todos sus coetineos
(sembrados en la misma fecha, anterior).

Volumen de madera en cada arbol (o, res-
pectivamente, en cada hectirea) en pie,
y de edad u. En caso de que los cilculos se
refieran a la superficie forestal en lugar
de la poblacion forestal, en lugar de m (u)
pondriamos la funcién V(u) que ya se
explic6 antes, introduciendo también el
nimero de arboles por hectérea.

m(u) :

L(u) : Funcién de supervivencia a la edad u, es
decir, proporcién de arboles que atin vi-
ven, en comparaciéon con el nimero que se
sembrdé inicialmente en una misma fecha.
Admitimos que L () es derivable a trozos,
por lo menos, en su dominio 0 <u < T.

T: Edad sefialada para la tala de cada &rbol,
o sea el turno de corta.
t: Una fecha dentro de la historia del bosque

en la cual se trata de cuantificar las exis-
tencias en arboles y/o en madera.

De acuerdo con esta nomenclatura, podemos es-
cribir:

s(z) A z : nimero de arboles que fueron sem-
brados durante un corto intervalo A x de tiempo,
en la fecha z anterior a ¢. Esos arboles tendran la
edad { — x en la fecha z.

s(z) L (t—x) Ax: nimero de arboles de esa
cohorte coetdnea (o ‘“‘generacién”) que permane-
cen en pie en la fecha ¢.

m(t—uz) . s(x) L (t—x) A xz: volumen de
madera de esa cohorte, en la fecha t.

Puesto que todos los arboles al llegar a la edad
T son talados, es claro que en fecha ¢ no queda
ninguno que hubiera sembrado en fecha anterior a
z=1t—T. En otras palabras: L (#) =0 para
%> T. Se deduce asi que el niimero de arboles en
pie a la fecha ¢ es:

Nt =

i—-T

y que la madera existente es:

(3.1) s(z) L(t—zx) dx

(3.2) M(t)={

~T
s(x) .dx

Cambiando la variable independiente de ¢ a
% =t—uzx, se escribe también:

m(t—2a). L {t—zx)

(3.3) N(t)=[ s(t—u)L(w)du

0
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(3.4) M) ={ m(u).L(w).s(t—uw).du

0
Las expresiones anteriores permiten predecir
las existencias en arboles o en madera que tendra
el bosque en una fecha futura determinada ¢, si se
conoce el programa de siembras s(z) y la funcién
de supervivencia L (u).
La funcién:

m(u) L(u) == g(u)

indica el volumen promedio de madera en pie exis-
tente a la edad u, por cada arbolito sembrado ini-
cialmente en una misma cohorte, aunque de ellos
algunos pueden ya haber desaparecido por des-
truccién, pestes o entresacas. Esta funcién sera
derivable (o por lo menos, derivable a trozos),

segiin las propiedades que hemos propuesto para

m(u) y para L(u). Por ser m (0) = 0. resulta
¢g(0), y la derivada de g (u#), en donde exista, es:

g(u) =m(x) L(u) 4+ m () L(u)
en donde el punto escrito sobre cada funcion

indica su derivada, como es usual (Notacién de
NEWTON y de LAGRANGE).

Usando la notacién de producto convolutivo, las
férmulas (3.3) y (3.4) pueden escribirse:

N(E) =s(t) *L(t) con 0t T
M) = g(t) *L(t).

® 15. Un aspecto del bosque que es muy impor-
tante conocer es la velocidad de crecimiento del
volumen de madera. Para ello derivamos la ecua-
ciéon (3.4) respecto a ¢, usando la llamada regla
de LEIBNIZ, ya que ¢ aparece bajo el integral y en
ambos limites

M) =f s(2)g(t—2) do+s(t) g(0) —
s(t—T) g~(T) pero g (0) =0, luego
(3.5) M) ={ s(z)g(t—2)do—
s(t—T) g(T).

Esta expresion esta constituida por dos términos:

a. El integral:

[ s(@) g(t—a) da

t—1
o bien:
¢ .
f s(t—w) g(u) du
o
que significa el aumento de madera por unidad

de tiempo, de aquellos arboles que atin no han
llegado a la edad de corta, T;

b. El término:
—s(t—T) g(t)
que significa la extraccién de madera por uni-

dad de tiempo, y que consiste de la que con-
tienen aquellos Arboles que llegan alaedad T, y

que pertenecen a la cohorte o generacién que
fue sembrada en la fecha anterior t — T.

A titulo de ejemplo examinaremos algunos mo-
delos correspondientes a distintos regimenes de
siembra en el tiempo, y dentro de las hipétesis ya
mencionadas.

® 16. Ejemplo 1. Consideramos un bosque que
desde tiempo inmemorial viene siendo resembrado
y talando los arboles de edad 7T, a un ritmo conti-
nuo y constante, o sea:

s(x) = a (constante), para — v <z < + «

La ecuacién (3.4) da para el volumen de madera:

M@ty =

t—1T

a.g(t—z) dx =
of | g(u) du=aG(T)
0

siendo G(z) = [ g(u) du, la primitiva de g (u).
Y derivando ;especto at:
dM / dt =0

Es decir que el volumen de madera en pie per-
manece constante. Eso significa que el volumen
de madera cortada por la tala de arboles a la edad
T es exactamente compensado por el aumento vo-
lumétrico de los 4rboles mas jovenes que quedan
en pie. Esta situacién es pues el régimen estacio-
nario de siembra y extraccién continuadas y cons-
tantes de una masa forestal de volumen constante.

e 17. Ejemplo 2. Consideramos el caso de una
plantacién nueva (forestacién primaria) que se
siembra durante un tiempo corto (y en todo caso
hasta antes de comenzar a talar), a un ritmo uni-
forme, durante un lapso de duracién D, y luego se
suspende la siembra. Al llegar a su edad de corte
(T > D), los primeros arboles, comienza a talarse
sisteméaticamente los que la van alcanzando.

S(x)

) D T

Figura 4

El ritmo de siembra es pues:
0,z<0
s(z)=<a,0<2 <D

0,z>D
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i.Para te (0, D) :
M) =fa.g(t—a)de=af g(u) du=aG(t)
0 0

de donde:
dM /dt=a .9g(t) >0

ii. Para te (D, T): .
M(t)=('s(z) .g(t—a)de=f a.g(t—)dz.de=—f a.g()du=alG(t)—G(t—D)]

0 0

de donde:
dM/dt =a [g(t) — g(t—D)1> 0, [si m(t) L(t) >m(t—D) L(t—) 1.

iii. Para t< (T, T 4 D) :
M) =[ s(x)g(t—=) dx:fD'ag(t-—m) do=—f a.g) du=0a[G(T) —G(t—D)]

de donde:
dM /dt=—ag(t—D) <o M

iv.‘ Para t > T4 D:
M(t) =0 de donde dM/dt =0

La figura 5 ilustra esquematicamente la curva
de desarrollo y de extincién de un bosque sembra-
do y talado en estas condiciones.

e 18. Ejemplo 3. En el caso en que la siembra t
se haga a un ritmo constante durante todo el pe- D T T+0
riodo de crecimiento de los primeros arboles, y se ° Figura 5

suspenda desde el momento en que estos comien-

zan a ser cortados a edad T, se tiene un caso particular del ejemplo anterior, siendo D = T. En estas
condiciones hay dos periodos en la vida del bosque, uno de siembra y otro de corte, sin intervalo inter-
medio. El crecimiento en cada uno de tales periodos puede describirse asi:

a. Parate(0,T): M(t) =k G(t) => dM/dt =k g(t)
b. Para t(T,2T): M(t) = k [G(T) —G(A—T)] => dM/dt=—Fk . g(t—T) <0

® 19. Ejemplo 4. Veamos ahora el caso de un rodal que se siembra partiendo de tierra rasa. La siembra
se hace a un ritmo creciente de manera uniforme, durante cierto lapso D, menor que la vida 1til prescrita
(T > D) ; luego se suspende la siembra y se deja crecer el bosque hasta que los arboles se talan al llegar
a su edad T. Este ejemplo es anédlogo al ejemplo 2, con la diferencia de que el ritmo de siembra en aquel
ejemplo es constante mientras en el presente ejemplo es variable (uniformemente creciente), es decir
s(x) == kz, en ze(0, D), con k — constante, y s(z) =— 0 en todo otro momento.

Se tiene aqui también tres etapas claramente diferenciadas:
. 4 t
a. Parate(0,D): M(1) = f kx g(t—z)dx = f k(t—u) g (u) du, e integrando por partes se encuetra:
0

0
M(t) =kt G(t) —k [uG (1) —G) dul =k { G(u) du => %=G(t)f 9(2) dz

b. Para T(D,T): M(?) :_kaxg(t—x) dx:f‘ E(t—u) g(u)du
[ t—D

=kt[G({t) —G(t—D)]-k[uGu) —G(u) du]LD
=k G()du—kDG(~—D)
t—D

"de donde:
dM/dt =k [G(t) -Gt —D)]1—kDg(—D)=k [ g(u) du—kD.g(t—D)
t—D

c. Para te(T, T+ D): M) =f* kzxg (t—zx)dx
= (P k’xg(t_x)dx:t}: k (t—u) g(u) du
—RE[G(T) —Gt—a)]—k [uG(w) — f Gw) dul”_
=k (t—T)G(T) —~kDG(t—D) +kf’ Gu)du =>

dM/dt =k [G(t) —G(T — D)1 —kag(t—D)

- 11 -



La curva de aumento volumétrico en las tres fases se aprecia en la

figura anexa.

Si el periodo de siembra se prolongara hasta el momento T de co-
menzar a talar los primeros arboles, se tendrian dos fases:

a. Para t¢ (0,T): M(¢t) = {* G(u) du=> dM/dt =k G(t)
[
b. Parate(T,2T): M(t) =k(t—T) G(T) —ka G (t—a) +k {7 G (w)du £
t—

En el anexo 1 se presenta otro ejemplo sobre el calculo del creci-
miento volumétrico bajo otro régimen de siembras.

® 20. Si consideramos la posibilidad de hacer
entresacas, las funciones que dan la poblacién en
el bosque, el volumen de madera en pie y la tasa
de extraccién son distintas. Consideremos, por
ejemplo, que antes de completar el turno del bos-
que se hacen n entresacas, a las edades E,, E,,
.., E, < T, en su orden. En cada una de estas
entresacas se corta cierto niimero de arboles que
representan ‘determinadas proporciones respecto
al niimero de arboles que permanecen en pie al
momento de la entresaca, proporciones a las cuales
llamamos p;, P2, .., pn. En Antioquia, en el caso
de las coniferas, para un turno de T — 20 afios,
los ingenieros forestales recomiendan hacer entre-
sacas a las edades de E, = 8 afios, E2 — 12 aiios,
Fs = 16 afios antes de la tala final a los 20 afios.

En este caso, debemos hacer otras consideracio-
nes. En la funcién de supervivencia L(z) hay que

o

)

a t
D T D+T
Figura 6

separar el efecto de la mortalidad natural por
pestes, fuego y otros agentes, del efecto de las
entresacas, porque el primero es una riqueza que
se pierde (al menos parcialmente) mientras que
las dltimas dan un producto aprovechable.

Sea H(x) la funcién de supervivencia a la edad
x, 8t no se hicieran las entresacas programadas, y
si solo se perdieran arboles por accién de agentes
que actdan al azar pero bajo un régimen aleatorio
cuyas probabilidades pueden determinarse a cada
edad. De esta funcién H(x) supondremos que es
derivable por lo menos a trozos en su dominio
0z T, aunque presente discontinuidades en
algunos puntos (p.e. por calamidades repenti-
nag), y desde luego, donde exista la derivada, es
dH/dx < 0. En esta forma la funcién de supervi-
vencia, considerando las entresacas, a lo largo de
la vida del rodal, sera:

a. Al momento de la siembra de una cohorte inicial de No arboles, x — 0, se tiene:

L(0) =H(0) =1

b. Después de la siembra y antes de la 1? entresaca o sea para 0 < x < E;, se tiene:
N(z) =N,H(z), de donde L(x) = N(z)/N,= H(x)

c. Inmediatamente antes de la 1? entresaca, o sea, en simbolos x = E,; — e, siendo e muy pequefia:
N(E—) =N,H(FE,), de donde L(E,—) = H(E,)

d. Inmediatamente después de la 1? entresaca, o sea, para x — E, 4 ¢, siendo ¢ muy pequeiia:
N(E,+) = H(E;) (1—p:) N,, de donde L(E;-) = (1—p,) H(E})

e. Después de la 1? entresaca y antes de la 2%, o sea, para E; <« < E: se tiene:
Probabilidad de que un arbol que estd vivo a edad F; contintie vivo a edad = > E, — H(x) /H(E")
Ntimero de arboles con que comienza este periodo =N(E;+) = (1 —p:) X H(E,) N,

Niumero de arboles sobrevivientes a edad z

N(z) = (1—p,) H(Ey) . N, . H(x) / H(E1) =N, (1— p1) H(x)

de donde L(x) = (1 —p,) H(x)

y por consideraciones anilogas se tiene, en general, que para la edad z, posterior a E, y anterior a
E, 41, es decir E, <z < E, .1, la funcién de supervivencia.ess..

L(z) =1 —p) 1—p2) .. 1—p)H(x)

Para fijar ideas, supondremos que sélo se haran 3 entresacas, a las edades E;, E» y E; antes de la

tala final a la edad T. Asi, se puede poner:

H(z) ,0< X< E;

L(z) = (1—p) H(z) , Bi < X < E2

1—p) 1 —p2) H(@) , B2 < X <ES

(1—p) A—p2) A —p3) H(x) , BEs< X <T.

- 12 -



® 21. Las existencias en el bosque, en 4rboles y en madera se pueden calcular ya facilmente, para una

fecha cualquiera:

a. De los arboles en edad x < E,, que alin no han sufrido la 12 entresaca, se sembraron en fecha
¥y =1%—x, un nimero s(y) . dy, y sobreviven en fecha t

dN,(t)=s(y) .dy . L(t—y) =S(y) . H(t—y) . dy

Entonces, del periodo de siembra desde ¢ — E; hasta ¢, quedan en pie

N.(?) =f‘F s(y) H(t—y) . dy

b. Del periodo de siembras desde t — E, hasta t-— E,, cuyos arboles tienen edades entre E, y E,, a

la fecha ¢ hay en pie
t—E

Na(t) =

t—Ey

" s(y) H(t—y) (1—p2)

Asi mismo pueden escribirse las expresiones para el nimero de arboles en pie con edades entre E,
v E; (N3), y el numero con edades entre E; y T (N,). La poblacién total es

N(t) = Ni(?) + Na(2) + Ns(t) 4 N4 (1)
(3.6) N(t) = f¢

—E,

t—E3

t
{ L 5@ H(t—y) dy + (1—p1) (1 —p,) (1—ps) f:_

) H—9) dy+ (1—p) [ s Ht—p) dy+ (—p) (1 —p)

—FE

sS(y) H(t—y) dy

T

® 22. Asi también se deduce que el volumen de madera en pie, a la fecha ¢, es:

(3.7) M(t) = {*

t—Iy

mt—y) .s(y) HE—y)dy+...* s f

t—Eg

m(t—y) s(y) H(t—y) . dy

t—T

en donde, por brevedad en la escritura, se han omitido los dos términos correspondientes a los periodos
de siembra de t — E, at—FE,;, y de t — E3 a T — E»>; y hemos puesto

qs = (1—p1) (1—172) (1—ps3), q2= (1-'-17‘1) 1—p2), ¢1=1—1p1.

Derivando la expresion (3.3), y escribiendo, por simplificar la notacién, m(u) H(u) = f(u), se
encuentra la_ tasa neta de aumento del volumen maderable:

t—E,

(3.8) Mty =f* s() fE—y) dy+a:f

t—Ez t—Ej

t— Ry

s(y) Ft—y) .dy+q=f

t—FE,

’s(y) .

t—E;y

F—)dy+as f  s(y) ft—y)dy —sE—E1) f(B) + @ [s(¢--Ey) f(EY)

— 8(t — E>) f(E2)] + q2 [s(t—=E?) f(E?2) — s(t — E3) [(E3)] + ¢a [s(t—E5) f(Es) - s(t—T) f (T)]

Para calcular esta derivada se ha usado la regla de LEIBNIZ (8), teniendo en cuenta que la variable
independiente ¢ aparece bajo los integrales, en los limites superiores y en los limites inferiores. Ade-

mas, se ha usado la propiedad de que
f(0) =m(0) H(0) =0 porque m(0) =0.

Sustituyendo las ¢ por su valor en términos, de las p, y reorganizando términos, se tiene:

t—E

@9 HO=f s@)fCt-1d+af W Ft—wdy+ af

t—E
1 3

t—FEy

t—LE -
3

sWfE—y . dy+

t—~8
3

Gf s f(t—y)dy —pis(t—Ey) f(E) — paqis(t—Es) f(Es)—
—P3 @2 S(t—E3) f(E3) — qs 8(1—T) f(T)

t—T

omitiendo las expresiones que hay bajo los inte-
grales, que son las mismas de la ecuacién (3.8).

Cada uno de los cuatro integrales significa el
crecimiento volumétrico de la madera de los arbo-
les sembrados en log periodos de t—E; a ¢, de
t-—-Ez, a t-—-El, de t—E3 at—FE, y de t—T a t—E3,

retrospectivamente. Los otros cuatro términos,
precedidos de signo negativo, expresan la tasa de
extraccion en la fecha considerada, ¢, correspon-
diente a la 1% entresaca de los aArboles de edad E,,
a la 22 de los de edad E,, ete., y a la corta final
de los que llegan a la edad T en ese momento.

- 13 -



4. PREDETERMINACION DE PROGRAMAS
DE SIEMBRA POR METAS FUTURAS

e 23. El anilisis que se ha hecho en parrafos
anteriores permite dar solucién a un problema
que hasta ahora no se ha planteado (y con mayor
razén, no se ha resuelto) en la literatura conocida
sobre manejo de bosques. Dicho problema es el
de determinar a priori un programa escalonado de
siembras, cronolégicamente dispuesto de modo
que, de acuerdo con un régimen determinado de
cortas, permita disponer en el futuro de determi-
nados volumenes de madera en pie.

Partimos nuevamente de la ecuacién (3.4) para
el volumen de madera en pie, de acuerdo con la
nomenclatura y con los supuestos explicados en el
numeral 14:

4.1) M@) = [T g(u) s(t—u) du
[

siendo g (u) = m(u) L (u). En esta fé6rmula no se
consideran entresacas, sea porque no las hay, o
porque su producido en volumen de madera es
insignificante.

El problema que se plantea es el de conocer
cuél es la funcién s(f) que dari lugar a una deter-
minada forma de crecimiento en el tiempo del
volumen de madera, M (t). Esto es, establecer la
funcién incégnita s(¢) suponiendo que M (L) esta
dada y es conocida. La funcién incégnita aparece
en la ecuacién anterior bajo el signo integral, y
ademas su argumento aparece disminuido o “reza-
gado” en cierta cantidad variable, . Una ecuacién
de esta naturaleza se llama una ecuacion integral
con retraso, o ecuacién histero-diferencial. Hay
muchos problemas en Demografia, en Investiga-
ciéon de Operaciones, en Biologia, en Teoria de
Renovacién, y en otras disciplinas que conducen a
una ecuacién aniloga a la ecuacion (4.1). (4).

Hay dos maneras de resolver la ecuacién pro-
puesta. Una de ellas usa el método de la transfor-
macién de LAPLACE (ver anexo 2). La otra fue
descubierta por el matematico y demografista
ALFRED J. LOTKA en 1939, y por ser mas sencilla
es la que presentaremos aqui. (5).

Segin el método de LOTKA, la solucién para la
ecuacion (4.1) es:

8(t) =CoFo(t) —Ci Fit-S2Fa () —S3Fa(®) + ..

siendo:
F,(t) =M()
F.(t) =d F,(t) /dtr
C,=1/ f"g(u) du

y los otros coeficientes estdn ligados por rela-
ciones:
C,=-a,C,
‘ Cz =-a,Ci—a; C,
Ci=-a,C,—2a,Cy—a3C;

..........

en donde los coeficientes a,, @, ..., se llaman
semi-invariantes y estdn relacionados con los mo-
mentos de la funcién g (u),

my= (Turg(u) .du.
[

por las relaciones:
My = fT g (u) du
]

m =a;m,

Mo = a1 My + A2 M,

M3 = Gy M2 + G2 My + A3 Mo

My = @ Mg - A My - A3 M1 + Ay M,

Resolviendo estas igualdades una tras otra se
encuentra

Co=1/m, , me= f* g(u) . du

Cr=— (mi/mo) , mi= fTu.g(u)du
my 2 mo
Co=[2 —_— ], my= f’u2g(u) du
m, . mg o
m, 3 5my; ms M3
C:g = — [5 — - ] ’
m, m,” M,

my = T u?. g(u) .du

Evidentemente este método supone que la fun-
cion M (%) es indefinidamente derivable casi por
doquier.

Es interesante ver dos ejemplos del uso de esta
ecuacién.

® 24. Consideremos el caso de una masa forestal
manejada en las condiciones que dan lugar a la
ecuacién (3.4) o sea a la (3.5), y en la cual se
trata de mantener constante en el tiempo el volu-
men de madera.

Es decir, M(t) = A. Entonces:
F,t) =A , F,(t) =0==F,=F3—= ...
v, ‘en consecuencia
A

s()) = ———M—
JT o) . du
o

Ademas, si en los bosques no hay plagas, ni
fuego, ni entresacas, L(u) =1, y por lo tanto:

g(u) =m(u)
asi que:
A.

S (t) - —
f T m(u) . du

[

es decir, que el programa de siembra debe hacerse
en forma prolongada, indefinidamente, y a un
ritmo constante. Para un proceso de reforestacién
de esta naturaleza, en Antioquia, con Cupressus
sp., y admitiendo la férmula de TSCHINKEL, seria



S(t) =

A

2.30258 (a+ ¢l +IN) T o—2.30258(dl —b)/z . dx

y el integral del denominador puede valorarse por
los procedimientos numéricos o graficos bien co-
nocidos.

o 25. Otro ejemplo seria el caso de que se trate
de lograr que el volumen de madera existente
crezca en el futuro segiin una curva logistica, tra-
tando de llegar a un volumen limite en el futuro,
-en forma mas o menos riapida. La forma de esta
curva se ilustra en la figura.

K:volumen.Limite de

K mcdera que se pre-
tende.
— tiempo (t)
Figura 7

La férmula que expresa la curva logistica es:
K
1+ e —c(t—t)

M) =

en donde:

K: Volumen — limite de madera al cual se pre-
tende llegar a largo plazo, asintéticamente.

¢ =2 M(@©0) / M(0) == el doble de la tasa
porcentual de crecimiento que se sefiale para el
momento de comenzar el programa, o sea en el
momento ¢ == t,.

5. INVERSIONES Y RENDIMIENTOS
ECONOMICOS DE UN RODAL

e 26. En general, el analisis econémico que reco-
miendan los textos de economia forestal es bas-
tante simple. Consiste en calcular los gastos que
requiere el bosque en cada afio de su vida, asi
como la cantidad de madera que producird por
entresacas y en la tala final, y luego proyectarlos
en forma descontada a una misma fecha (gene-
ralmente a la fecha de corta final). Una vez hecho
esto, se comparan los beneficios descontados con
los gastos y costos descontados para establecer su
rentabilidad. Las tasas que se suelen recomendar
para calcular valores descontados son por lo ge-
neral copiadas de la literatura sueca, canadiense
0 norteamericana de los afios sesenta, y alin mas
antiguas, y por eso son del orden del 5% anual,
el 6% o algo por el estilo, '

A esta metodologia pueden hacerse los siguien-
tes reparos:

a. No toma en cuenta los virulentos procesos
inflacionarios que se han experimentado y se
seguirdn experimentando en Colombia.

b. No considera el fenémeno que muestra la rea-
lidad colombiana de que la tasa de aumento en
los precios de la madera, sobre periodos de
variog afios, es sensiblemente distinta de la
tasa de aumento del nivel general de precios
de toda la economia.

¢. No da la significacién debida al costo de opor-
tunidad de la tierra ni al costo de oportunidad
del dinero.

Por estas razones se justifica ahondar un poco
en el andlisis cuantitativo de los fenémenos eco-
némicos de la reforestacion.

o 27. Para el andlisis que sigue, nos referiremos
a un rodal coetdneo, y estableceremos lag siguien-
tes hipétesis, que corresponden a la realidad co-
lombiana, al menos en primera aproximacién y
sobre periodos prolongados de tiempo (7) :

a. Se conoce de antemano la funcién de creci-
miento volumétrico de un arbol, m(z).

b. El rodal se siembra con densidad uniforme de
arboles por hectirea, y en forma simulténea,
es decir que todo el rodal es coetaneo.

c. El precio de la madera crecera en el futuro con
una tasa porcentual predecible y constante.

d. Conocemos con exactitud los gastos y los costos
que demanda la siembra y el cuidado del bos-
que en cada afio de su edad, previa una cuanti-
ficacién del trabajo humano y de los insumos
figsicos requeridos. Tales gastos y costos son
proporcionales al rea del bosque.

e. Pueden hacerse entresacas a distintas edades.

f. El analisis que se explicard corresponde a la
fecha de comenzar las siembras.

g. Toda madera que se corte se aplica priorita-
riamente a amortizar gastos ya hechos,

h. El reforestador es, estrictamente, un empresa-
rio que aporta la tierra y el capital, pero se
considerara que estos dos factores representan
costos de explotacién. El costo de la tierra se
computa como un arrendamiento que va incor-
porado a la funcién k(u), y el costo del dinero
esta representado por la tasa de interés .

i. Los célculos se hacen todos a precios constan-
tes, es decir, sin tener en cuenta la inflacién, o
bien una vez que ella ha sido corregida. -

j. Suponemos que todos log arbolitos inicialmen-
te plantados nacen y crecen, y que luego no
hay mortalidad natural del bosque.
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Establezcamos ademas las siguientes convencio-
nes de nomenclatura:

m(x) : Volumen de madera en un &rbol promedio
(es decir, repregentativo) de una misma
cohorte, a la edad , sembrada en un mis-
mo momento, por ejemplo, en un mismo
periodo lluvioso de un mismo afio.

N (z): Ntmero de arboles por hectarea que per-
manecen en pie a la edad .

N,: Numero de arboles por hectidrea que se
siembran y que crecen inicialmente.

h(z) : Gastos de operacion, mas costos de admi-
nistracién, mas renta de la tierra, por uni-
dad de tiempo y por hectirea, a la edad
x. Este valor se supone expresado a los
precios corrientes del momento de hacer el
andlisis, y, en general, no depende del ni-
mero de arboles existentes en el momento
de hacer estos gastos o estas inversiones.

p: Precio de la madera en pie, por metro
ctibico.

D(z) : Suma total de gastos e inversiones hechas
hasta la edad z, por hectérea.

i(x): Costo de financiamiento (si lo hay), por
unidad de tiempo, a la edad x. Este costo
vale i(z) =7 . D(z), siendo r la tasa de
interés que se pague por el dinero, por
unidad de tiempo, y que supondremos

constante.

t(x): Numero de arboles talados por unidad de

tiempo y por hectérea, a la edad u.

El monto acumulado de gastos e inversiones he-
chos hasta la edad u, por hectirea, crece con la
edad del bosque afectada por tres factores:

a. Los gastos de explotacién, administracion y
otros (h), que lo incrementan.

b. Los gastos financieros (7) que lo incrementan,
siendo ¢ = rD.

c¢. La tala de arboles (¢), cuyos rendimientos se

aplican en primer lugar a amortizar los gastos

hechos, o la deuda que se haya adquirido para
sufragarlos.

Esta consideracién permite escribir la ecuacién
diferencial:

dD ()

(5.1) =h(x)—p .m(z) . t(x)+r.D(x)

dx

con la condicién inicial obvia D(0) = 0.

La solucién de esta ecuacién diferencial (Pro-

blema de CAUCHY), se obtiene por métodos ele-
mentales de integracién, muy conocidos, y es (6) :

D(x) =g f7e™"™ [R(v)—p .m(v) . t(v)] dv

Dipp-—+ — - — - —

D(v)

Edad

Il dy T
Figura 8

La grafica que representa esta funcién se ve en
la figura anexa. La curva es creciente en la mayor
parte de su dominio, excepto en aquellas edades
en que el lado derecho de la ecuacién (5.1) sea
negativo.

La inversién retenida durante la vida del rodal,
por hectarea, es:

nm :fT D(x) . dx

y es con respecto a ella como se mide la rentabili-
dad relativa de la explotacién.

Integrando por partes se tiene:
I(T) =[D(z) . z] T—-—f"x .DY(z) .dx

(5.2) =T .D(T) —~fTz[h(z) —p.
m(x) t(x)] dx——fo .7r.D(z) dx

Ahora bien. E]l niimero de arboles que se haya
cortado hasta la edad z, por hectérea, es:

f@ t(u) . du

[

y los que subsisten en pie, por hectérea, a la edad
x, son:

N(z) =N,— f* t(u) . du

y al final del turno:
N(T) =N, — [T t(u) .du

El valor de las ventas de madera extraida por
las entresacas y el raleo, hasta la edad z, por cada
hectédrea, es:

f7p.mu) .t(u) .du,

y durante toda la vida del rodal, es el integral
anterior desde cero hasta T.

El valor de la madera que se corta en la tala
final es:

p.m(T) .N(T)=p .m(T) . [Ne—fTt(u) . du]
La utilidad obtenida es la suma de los dos

renglones anteriores menos la deuda D(T) que se
cancela finalmente al cortar por wltimo el rodal.

(6.3) U(T) = . m(T) . N,— f7 [m(T)
—m(u)lt(u) . du —D(T)
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La rentabilidad relativa, por afio de vida del
bosque, es:

5.4) U(T)/I(T)

cuyo valor esta dado por el cuociente de las expre-
siones (5.3) y (5.2).

- ® 28.Aplicaremos las ideas anteriores a las con-
diciones que corresponderian muy probablemente
a proyectos de siembra y explotacién de coniferas
que estuvieren exclusivamente dedicadas a pro-
duccién de pulpa de celulosa. Tales condiciones se-
rian presumiblemente las siguientes:

a. No se hacen podas, raleos ni entresacas en
toda la vida del bosque, es decir, ¢t (z) = 0 para
todo = desde 0 hasta T. ‘

b. El turno de los rodales es de 12 afos: T=12 a.

¢. Se usara para el cilculo de voliimenes de ma-
dera, m(2), las curvas de TSCHINKEL, con in-
dice de sitio de 18, que es aproximadamente el
promedio en Antioquia. Pondremos:
m(T) =m(12a) = M.

d. No hay mortalidad en el bosque, y todas las
plantulas inicialmente sembradas creceran.

e. El analisis financiero se hace a precios cons-
tantes, y sin considerar los costos de oportuni-
dad del dinero, es decir, sin corregir los valo-
res en distintas fechas por valores presentes
descontados a una fecha de referencia. Aunque
en buena técnica de andlisis financiero debe
hacerse esa reduccion a valores presentes, aqui
la omitimos por no recargar la escritura de las
expresiones. Ademés, trabajando a precios
constantes, las diferencias resultantes de hacer
0 no esa reduccién, no son muy importantes.

f. El reforestador aporta la tierra y el dinero
para la operacion. El valor de la tierra por
hectarea es A, y se mantiene constante, en mo-
neda constante. En otras palabras, aun a pre-
cios corrientes, el precio relativo de la tierra
es constante. Ademas, por otra parte, como el
dinero es propio del reforestador, no hay gas-
tos financieros. Y siendo propia la tierra, no
hay gasto por arrendamiento de la tierra.

En este caso la funcién k(x) estd formada por
los gastos de preparacién de tierra, siembra, cul-
tivo, administracién y asistencia técnica. No hay
que imputarle gastos financieros ni arrendamien-
tos, porque no los hay. Entonces, para cada hec-
tarea, se tiene:

i. Valor de las ventas de madera (en pie) al
final del turno: p . m(T) . N=pMN

ii. Gastos hechos durante toda la vida del bos-
que: (Th(z) .dx

iii. Inversién representada en la tierfa, retenida
durante toda la vida del rodal: AT

iv. Inversion representada en los gastos hechos,
retenido cada uno desde la fecha z hasta la
fecha T :

JT (T—z) h (z) . d=

En consecuencia, la utilidad en dinero obtenida
al final del proyecto valdria:

Ur=pMN— T h(z) . de

vy la rentabilidad relativa seria:
PMN— (T h(x) . dz

R1=
AT+fT (T' —2z) h(z) dx

o 29. Consideremos otro caso, en el que son

validas todas las hipétesis del caso anterior, a
excepcién de la que se refiere a la propiedad de
los factores. Nos referimos aqui a la situacién en
que el reforestador es un campesino duefio de su
tierra, pero que carece de recursos financieros
para hacer los gastos requeridos por el proyecto.
En las condiciones socio-econémicas de Antioquia
(y en muchas otras regiones de Colombia) esta
seria una situacién muy frecuente y muy comiin
si se realizara un proyeeto de reforestacion en
grande escala.

En estas condiciones, suponemos que el refores- -
tador aporta la tierra y obtiene una linea de cré-
dito para ir atendiendo los gastos de la operacién,
y aun para financiar los intereses que se causen
en cada momento por la deuda ya acumulada.
Evidentemente, los desembolsos de fondos solo se
haran en el momento en que se vayan requiriendo,
¥ no desde el primer momento del proyecto.

Asi, la deuda D(x) del reforestador con el
financiador obedece a la ecuacién diferencial

D(x) =h(z) +r.D(x)

D@0)=0
cuya solucién es [Ver ecuacién (5.1) antes]:

D(z) =™ ("~ h(v) . dv
y al final del turno, lo que tiene que reembolsar
al financiador es:

D(T) =™ fT e~ h(v) dv

Entonces, la utilidad en dinero obtenida al final
del proyecto valdria:

PMN—D(T) =pMN — 7 [T~ ™h(u) du

su inversion retenida es solamente la que ha hecho
en su tierra, AT.

Y la rentabilidad relativa que obtiene es:
pMN—e”'f’-"e—’“h(u) .du
R2 = 2

AT

e 30. Para mayor ilustracién obtendremos los
valores numéricos para las utilidades, las inver-
giones y las rentabilidades que resultarian atribu-
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yendo a la funcién k(z),’y los parametros p,
N, r, T, A, sus respectivos valores para lag condl-
ciones especificas de Antioquia, en 1975, a precios
de ese afio, en plantaciones de coniferas bajo las
dos modalidades econémicas de que.hablamos,

En este caso, la funcién &(x) geria aproxima-
damente una funcién que se puede describir por
etapas del proyecto, y por cada hectirea, asi:

a. Un desembolso inicial, en & = 0, de una suma
“de confado”, K,, para los gastos iniciales de
la reforestacién: contratos, asesoria técnica
para escoger la tierra y la especie adecuada,
ete. No se incluye aqui el valor de la tierra, si
fuere necesarlo comprarla.

b. Los gastos fuertes-durante el primer afio, des-
de x = 0 hasta x =1 afio == a, que correspon-

"~ den a la preparacién de la tierra, la compra
de p]ént‘ulas el trasplante, la deshierba, y, si
es necesario, la compra de fertlhzantes ¥y pro-
ductos fltosanitamos o

hix)

Edod(x)
0 a 2¢ T
Figura 9

Estos desembolsos pueden hacerse, aproxima-
damente, en forma gradual y contmuada du-

Ademas es necesario calcular:

rante &1 afio, y su valor total es K1 (pesos por
hectirea) :

0<z<a,hi{z) =K,/a, de donde
B _[ h(z) dz =K,

¢. Los gastos (ya menores) durante el segunde
afio, desde x —a hasta z = 2a, ocasionados

- principalmente por resiembras (para asegurar
la densificacién adecuada del bosque), deshier-
bas, etc. Suponiendo también que estas eroga-.
ciones se hacen a ritmo constante y llamando
K, a los gastos de ese afio, tenemos: '

a<x<2¢,k(zx) =K./a, de donde
fz"h(x) de =K, .

d. El tercer escalon es para e] resto dela vida
del rodal. Se trata de los gastos de vigilan-
cia, administracién, tratamiento fitosanitario,
asistencia técnica regular, ete., los cuales se-
pueden calcular como desembolsos a ritmo
constante durante ese periodo. Llamando K;
al ritmo de gasto por unidad de tiempo duran-
te esos T—2 afios, tenemos;

20 <z T,h(z) =Ky, de donde
f" hix) . d:c = (T—é2a) K,

En resumen, la funclon h(x) es:
E,8(z) , =0
K,/a 0 X Ka
K./a y A< X K2
1 K, y 28 < X < T
donde S(a:) es la “funcmn delta” de DIRAC (o me-
qor, la distribucién “delta” de DIRAC).

hz) =

Entonces:

. A EKYE 4K (r—a)/a,

fPhu)-.du=<a< X <2

o 1 Ko+ K, + Ko+ Ky (z—20) ,
20 < xXxET.

du =K, + K + K: + K (T—2a)

JKO.+K1x/a,0<x$a

NRIOR

J"'xh(x) .dx:f“xh(x) .dw+ feeh ) dx'irf'xh(x') dzx

Sustituyendo las expresiones para hizx), efectuando las operaciones indicadas y haclendo Slmpllfl-

caciones se obtiene:

También es necesario calcular: J‘ T —rz b (%)

/]

e 31. En Antioquia, para plantaciones de conife-
ras, los valores aproximados de los gastos y costos
de plantacidn, asistencia técnica y manejo, a pre-
cios de 1975 son aproximadamente:
K, =% 2.000/hectarea

K; =% 8.000/hectarea

K, =3 2.000/hectarea

K;=§% 500/hectirea-afio.

: K,
Ldr=—0
. ra

j'"xh(x) d:r--Kla/2+ 3K2a/2+ K, (T?—4a2) /2

- o —2ra . = 1T

eraf (K —K2)— ®-—(K./0— Kj) — T-—Ka

El volumen de madera en pie en bosques coxn
indice de gitio 7.S. = 18, a los 12 afios, en bosques
sembrados en plantilla rectangular a 2m X 2m
es de unos 180 m3/hectirea, es decir:

m(T) N=M N = 180 m?/héctarea,
* El precio de la madera en pie, én 1975, era cer-

cano a $ 300/m3. Para simplificar las operaclones
ponemos pues: p==¥§ 300/m?

18 ~



El costo real del dinero, a precios constantes, se sitia hoy-internacionalmente, y para muchas :opera-
ciones de crédito en Colombia alrededor del 10% anual. La tasa r de cap1ta11zac10n continua equivalente
no coincide estrictamente con la anterior, pero para elaborar un ejemplo sencillo numéricamente, toma-
remos 7 = 0.10/afio. El turno es T = 12 afio§ para plantaciones dedicadas a molinos de pulpa en las
tierras aptas para coniferas, en Antioquia.

® 32. Para un reforestador que dedica tierra y recursos financieros propios, la inversién retenida
de su tierra seria AT. En Antioquia, ca. 1975, un precio tipico de tierras para conifera es de unos
$ 3.000/hectdrea, en moneda de ese aflo. La inversién en tierra es pues: AT = § 3.000 X 12 afos/
hectarea — $ 36.000 afio/hectarea.

La inversion hecha y retenida en recursos financieros (dmero) valdria:
f" (T—2x) h(z) .dxe=T fTh(m) dr — [Tx h(z) .dx

= T[K0+K1+K2+K3(T 2a4)] —a (K, —I— 3K,)/2 — K3 (T*—4a?) /2 , ‘
= [12 X (12.000 + 500 X 10) — (8.000 + 3 X 2.000) /2—500(122—4) /2] ($ X afio/hectarea
= $ 163.000 afio/hectarea.

La inversiéon total retenida es, pues, I = (163 000 L. 36. 000) $ % afio/hectarea = ‘B 200.000 afio/
hectarea, El pronéstico de ventas de madera es:

MNp=180 (m*/h.) X $300/m® = § 54.000/hectarea y la utlhdad esperada es:
MNp—fTh(x) de==MNp— (K,+ K, 4+ K,) — K3 (T—2a)

= (54.000 — 12.000 — 500 >\ 10) ($/hectarea) —$ 67.000/hectirea y la rentabilidad relativa prome-
$ 67.000/hectarea

1 M -
dia valdria: i = ——<ea a5 /hectarea

= 22.7% por aflo a precios constantes de 1975.

® 33. En el caso de otro reforestador que carece de recursos financieros, pero que posee la tierra para
la' plantacién, y recibe una linea de crédito a interés » — 10% por afio (en moneda constante, ya vimos
que llega a acumular una deuda, al final del turno, en moneda constante, que vale:

Kl e-—ra e——zm ‘ K2 e-—rl‘
— (Ki—K,)— —K2& | — K;

D(T) — erT J‘{l’ e—r.rh(x) Ldx = erT

ra ra r @ L
K, R o T2 K, K,

= e’ — (K;—K,)— —K; ) —
ra ra r a r
8.000 ol . 500

— ~ ol (8.000 — 2.000) — —— (2.000 — 500) — —— ($/ha . )
0.1 0.1 | 0.1 0.1

= $§ 39.595/hectdrea, que es mayor que las ventas esperadas de madera.
En consecuencia, no puede esperar obtener utilidad: todo el valor de la madera tendra que entregarlo

a quien lo financié y atn quedara debiéndole.
6. OBSERVACION FINAL

® 34. Todos los analisis que hemos hecho aqui en términos de tiempo, considerando a éste como una
. variable continua, podrian hacerse considerindolo como una variable discreta (“afio a afio”). Ello
conduce a ecuaciones en diferencias finitas, a sumaciones finitas y a ecuaciones sumatorias. El hecho
de ser algo menos conocidos los métodos de anilisis de estos instrumentos es una de las razones para
no haberlo hecho asi en este articulo. Pero se deja como problema interesante para los lectores que
deseen continuar este trabajo. '

ANEXO 1

CRECIMIENTO EN EL TIEMPO DE UNA MASA FORESTAL BAJO UN PROGRAMA
DE SIEMBRA ACELERADO

Sea el caso s(2) =kx% en x¢ (0,a), con a < T; y cero todo el resto del tiempo:
a. Para te(o,a) . M(1) =ftktg(l—2)de = [k(l—u)2g(u) .du

— k[ (t—w)?2G®@) +Gw) X2 (t—u) du]’
C=k[(E—w)2G ) +2[(t—u) *G(v) . dv+ ([*G(v) dv . du]]*
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=k [(E—w)? G (u) + 2 (=) [+ G(v) dv+ 2 f* [*G(s) . ds . dv]*

=k [2f*f*G(3) .ds.dv—1*G(0)] | dM/dt =2Fk [{*G(8)ds —tG(o)]

b. Parate (a, T): M(t) =_f' k(t—u)? g(u). du
t—a

=k [(t—u)2 G(u) +2 (t—u) (*G(v) .dv+2 (¥ {* G(s) ds . dv]*

t—a

=k[ — a*G(a) —2f G@) .dv4-2 [t [*G(s) ds. dv] dM/dt—ZkJ“ G(s) ds

t—-ao

c. Para £ ¢ (T,T 4 a): M(t) :f‘ k(t—u)2 g(u) du

=k[(t—u)2 G(u) + 2(t—u) f“ G(v) dv+ 2_[" J'”G(s) ds . d'v]‘

_k[(t—T)zG(t)—a”G(a)+2(t——T) f’G('v) d'v——2af“G('v) dv+2 (T {°G(s) dsdv]

dM/dt:k [2(t—T) G(T) + 2_]"'G('v) .

d. Parat>T+4+a: M()=0 dM/di—=o

t—a o

dv—2f'—"G(s) . ds]

ANEXO 2

LA TRANSFORMACION DE LAPLACE EN EL CRECIMIENTO DEL BOSQUE

La ecuacién (4.1) indica las existencias de
madera en pie en una fecha ¢, asi:

(4.1) M(t) = fTg(w) . s(t—u) du

siendo g(#) =m(u) . L(u) la funciéon de su-
pervivencia de madera por hectirea (sin hacer
entresacas), y s(f) el niimero de arboles que se
siembran por unidad de tiempo. La operacién en-
tre dichas funciones que esta escrita en la férmula
anterior, se llama convolucién, y se suele repre-
sentar escribiéndola asi:

M(t) =g(¢) *s(?)

Un teorema de BOREL, muy conocido, establece
que la transformacién de LAPLACE de la con-
volucién es el producto de las respectivas trans-
formadas: }

LIM()] =

LIg ()] LIs()]

La transformada de LAPLACE de una funcién

es, por definicién:

LMD =" o~ M(t) . dt=F(r)

]

" (suponiendo, desde luego, que el integral asi escri-
to sea convergente). Esa transformada, F(s),

depende solamente del pardmetro de transforma-

cién r. Hoy en dia existen extensisimas tablas
de transformadas de LAPLACE para muchisimas
funciones.

De la ecuacién del prodﬁcto convolutivo se de-

duce:

L] = LMD /7 LIg®)]

Entonces, si se conoce la funcién de superviven-
cia en madera, g (t), y la funcién de crecimiento
que se proponga para la masa forestal, M (%), es
posible calcular explicitamente el lado derecho 'de
esta ecuacidn.

Sea, por ejemplo:

J-°° e~ M(t)

[

LAt/ 7 e g(t) L dt=f(r)

Entonces:

L) =7 (r)

v s(t) se obtiene como transformada inversa de
LAPLACE de f(7) :

s(t) =L ()]

Esta transformada inversa puede hallarse en
las tablas mencionadas, o usando la formula de
BROMWICH que permite escr1b1rla asi:

8(t) =Lt [f(r)]=——f ‘e

271 °—too

e f(r) .dr

como integral en el plano complejo.
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