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ALGEBRAS DE BOOLE

ASOCIADAS A UN

Resumen, En este articulo se considera inicial-
mente el isomorfismo natural entre la o—4&lgebra
de BOOLE de los idempotentes de L™ (X), donde
X un espacio de medida, y la c—4lgebra de BoOLE
de los conjuntos medibles de X, médulo los con-
juntos de medida nula. Este isomorfismo se aplica
luego para implementar espacialmente un isomor-
fismo cualquiera entre las algebras de multipli-
cacidon de dos espacios de medida finita. De este
caso particular puede luego obtenerse el resultado
general referente a dos Algebras autoadjuntas
‘maximales cualquieras.

§ 1. Introduccién, Con el fin de acordar termino-
logia y facilitar la exposicién se presentan algunas
nociones y se obtienen algunos resultados simples
que serdn utilizados mas adelante.

Un dlgebra de BOOLE es un sistema (X, V, A, ",
0) donde X es un conjunto, V (“unién”) y A
(“interseccién™) son operaciones binarias asocia-
tivas, conmutativas y distributivas cada una de
ellas con respecto a la otra y talesque AVA=—A
vy AAA=—A para todo A de X. Ademas, ' es una
funcién de X en X tal que (A"’ = Ay (AAB)’
= A"V R, para todo A y todo B de X, Por lfimo,
Oesunelementode X tal que AAO=0yAVO
= A para tedo A de X.

Si en un algebra de BOOLE se conviene eseribir
A = B para indicar que A A B — A, se puede com-
probar que = es un orden parcial con respecto al
cual A VB es precisamente sup { 4, B} Si el
4lgebra de BOOLE es tal que para toda sucesién
{A;) de elementos de X existe un minimo elemento
A de X tal que A,= 4 se dice que X es una o
dlgebra de BOOLE; en este caso al elemento A se
lo denota por V, A,

Un dlgebra de medida es un sistema constituido
por una o—4algebra de BooLE X y una funcién real
no negativa p definida en X y tal que:

i) n(A) =0 &i y s0olosi A=0
i)  w(ViA) =3pu(A), si AcA A;=0 para 544,

La funcién x se llama la medide de X,

Si X y Y son Algebras de BOOLE, un isomorfismo
de X sobre Y es una funcién biunivoca £ de X
sobre Y tal que

E(AVB) =£(A) VE(B) y £(A) =¢(A)"
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En este caso £ es un isomorfismo de Y so-
bre X.

Es facil ver que todo isomorfismo conserva el
orden. De aqui se deduce que, si X y Y son
o—4flgebras de BOOLE, entonces también conserva
uniones contables, es decir

E(V,A) =ViE(A).

En efecto, sea A =VA;; como A;= A ge tiene
que £(A;) =¢(A) para todo . Ademds, si £(A.)
= B para todo i, entonces A, == ¢-1(B) y entonces
A= ¢=1 (B), de donde £(A) = B. Se concluye que
£(A) =ViE(4).

Ilustraremos estas nociones en dos casos, im-
portantes para las consideraciones subsecuentes.
Supongamos que (X, 1, ) es un espacio de me-
dida (en el sentido de la Teoria de la Medida)
con u{X) finito.

1) Sea & la coleccién de todos los conjuntos de
medida nula. Definiendo

E~F SinélOSi_ EAF(&
se observa que ~ es una relacién de equivalencia

en iit, Denotando por E,laclase de E, E ey, puede
definirse

EAF=FENF EVF=FEUF (E)=CE
comprobdndose que las definiciones no dependen

de los representantes y que la estructura obtenida
sobre el cociente /g4 es la de una o—Aalgebra de

BOOLE. Si se define, ademis p(E) =p(E) se
obtiene un Algebra de medida.

2) Sea ahora L’ {X) la coleccién de todas las

clases de equivalencia % de funciones medibles
esencialmente acotadas (dos funciones son equi-
valentes ai y sélo si coinciden, salvo un conjunto
de medida cero), con la adicién y multiplicacién
definidas en la forma usual. Consideremos la
coleccién <) de todos los idempotentes de X, es

decir, ¢c<), si y solo si ¢?2—=e. Definiendo
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se obtiene sobre <J, una estructura de o—A4lgebra
de BOOLE.

Como es de esperarse, las dos o—algebras de
BOOLE que acabamos de definir son esencialmente
idénticas. En efecto, si definimos

ot mM/8 —> 9,

E —» Ky (EeM)

donde Kj; es la funcién caracteristica de E, se
comprueba ficilmente que la definicién es inde-
" pendiente de los representantes y que « es un
isomorfismo. El inverso de este isomorfismo es
la funcion

B: ¢, —>» m/y

e —>» e~1(1)

(e )
§ 2. Isomorfismo de Algebras de multiplicacién.
Sea (X,t,n) un espacio de medida con p(X)

<o,y sea H=L2(X) el espacio de HILBERT de
las (clases de equivalencia de) funciones de cua-

drado integrable. Cada elemento % de L~ (X)
define un operador acotado.

My: L2 (X) —» L2(X)
| fo—kF (feL? (X))
Queda asi determinado un isomorfismo de L”

(X) sobre una subilgebra del dlgebra B(H) de

todos los operadores acotados sobre L2(X)

M: L” (X) —» B(H)
iC —_ AMk

Este isomorfismo preserva la norma y la invo-
lucién, es decir, es un isomorfismo de Algebras
normadas involutivas. Mediante este isomorfismo

L= (X) puede considerarse como una subilgebra
del algebra B(H), cuyos elementos actiian en
IL2(X) mediante multiplicacién. Este subalgebra
de B(H) se llama el dlgebra de multiplicacién del
espacio X.

En este punto es conveniente recordar algunas
nociones y hechos de la teoria de operadores: Un
dlgebra de operadores sobre un espacio de HILBERT
H es una subalgebra involutiva g del Aalgebra
B(H) de todos los operadores acotados sobre H.
En este caso, el conmutante g’ de g definido por

a':{TeB(H) :TA=AT para todo Aea}

es también un algebra de operadores sobre H.
Se dice que § es un dlgebra abeliona mazximal
si g es conmutativa y ademas todo T de B(H)
que conmuta con cada uno de los elementos de &
pertenece necesariamente a §; para este tipo de
algebras se cumple que § = & . Se puede compro-
bar sin dificultad que el algebra de multiplicacion
antes definida es abeliana maximal. En la otra
direccién se tiene un resultado fundamental que

afirma que toda Algebra abeliana maximal es,
esencialmente, de este tipo.

Si g es un algebra de operadores sobre H y k,
es un vector del espacio H, se dice que %, es:

a) separador (para ) si para todo A ¢ § se tiene
que A k,>= 0, a menos que 4 = 0.

b) ciclico si el subespacio cerrado generado por
los vectores de la forma Ak, con Aecd, es
todo H.

Puede demostrarse que si k es separador para
#’ entonces es ciclico para g . Luego, para un élge-
bra abeliana maximal, todo vector separador es
ciclico.

Con estos preliminares podemos pasar a enun-
ciar y demostrar un hecho interesante referente a
los isomorfismos entre dlgebras de multiplicacién:

Teorema. Sean (Y, n, v) ¥y (X, 11, p) dos espa-
cios de medida finita. Si existe un isomorfismo de
dlgebras de operadores

o: L (Y)—> L (X)
entonces también existe un isomorfismo de espa-
cios de HILBERT
U: L2(Y) — L2(X)
que. implementa a ®, es decir, tal que
®Hh)oU=Uoh

para todo k de I (Y).
Demostracién: La restriccion @, de ® a <), es
un isomorfismo de <), sobre Jyr B partir del cual

se puede definir una funcién A de acuerdo con el
siguiente diagrama
A

| E
v
n/h > /g
o} I
®,

Y - Y
donde f1 (resp &) es la clase de los conjuntos nulos
de tt(resp deiit).

La funcion A es una medida (la aditividad
completa se obtiene debido a que ¥ preserva
uniones contables). Un cAlculo directo muestra
que .si f es una funcién caracteristica medible
en X, entonces

f faa={f @ () dp.

Se concluye que esta relacién se cumple para
toda f de L~ (Y).
Por otra parte, si Eefty »(E) = O, entonces,

A (E) = O luego, por el teorema de RADON-NICO-
DYN, existe ke L1(Y), k = O tal que

ffdx={ fkdv , feL (¥).

Tomando k, = k% se tiene que, para toda f de
o]

L (Y):
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<fko,k.,>=j;fka’dv={fkdv
=f fdr=[ @ (Ndn=<e()'1,1>
Se deduce que si fk, =0 entonces
0=< Fkofke>=<Flkok,>
=<e(fH'L1>=<a (), e () >

es decir, ® (f) =0, y entonces f =0. En otros
términos, ’, es separador y por lo tanto ciclico,
es decir, k, L (Y) es denso en L3(Y).

' Del hecho de que %, &g separador se deduce que
cada elemento g de %, L°°(Y) se puede escribir

de una sola manera en la forma g ==%.f con f«
L (Y). Puede entonces definirse
U (9) =U(kef) = 2(f)

y luego extender U/ a todo L2(Y) obteniéndose

un isomorfismo sobre L2(X). Para ver que U

implementa a @ tomemos heL (Y) yg="F,fe

kL (Y): |

(¢ () oU) g =2 (k) (Ug) =2(k) &(f)
=e(hfy=U(khf) =U(hyg)
= (Uoh) g

Se concluye que @ (R)yoU=Uohk,
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