DIVAGACIONES

Hace algunos meses escribi para una revista de
matemaéticas, y con finea ligeramente didacticos,
un articulo sobre algunos de los diferentes méto-
dos o procedimientos que hay para calcular la
raiz cuadrada de un nimero dado; arte que des-
graciadamente se est4 perdiendo entré nuestra
poblacién escolar y que, gracias al maravilloso
invento de las calculadoras manuales, pronto desa-
parecerd completamente

Uno de estos metodos, que no he encontrado en
los textos que he consultado, conduce al célculo
del valor de un radical por medio de una sucesién
de aproximaciones racionales obtenidas a través de
una factorizacién en el campo irracional como po-
demos ver en seguida:

Sea N el ntimero cuya raiz deseamos obten.er y
P
— una aproximacion cualqulera al vanr de \/N
q
de preferencia una aceptablemente buena “(aun
cuando el método permite aproximaciones tan
atrozmente incorrectas como la. de considerar a

10 0 a 100 como aprox1mac1ones 2/2) tendremos
entonces:

. P
VN~ —
. q

p‘z
N~ -
q2

Ng* ~p?* p*—Ng¢g>~0
o lo que es lo mismo:

pPP—Ng2=r )

(Ecuacién 1)

Igualdad en la que, probablemente, r es relati-
vamente pequefia en relacién con p y ¢, ¥y cuyo
primer miembro es factorizable en el campo irra-
cional asi:

(p+p»VN) (p—q/N) =7
- Expresiéon que elevada al cuadrado nos da:
P+ avN)? (p— /W) =12 B
(p* + Ng* + 2p0\/N) (p* 4 Ng*>—2pg/N) =12
o sea (p>4 Ng?)2— (2pq): N =1r*
que comparada con la ecuacién 1 nos sugiere que:
(p*+ Ng*)2— (2pq)?N =0
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P+ Nq2 2
YN~ [ ———
2 pq
y por lo tanto que:
P+ Nq"
2pg
es otra aproximacién a \/N.

‘Lo interesante de este proceso es que siempre
esta segunda aproximacién serd mejor que la pri-
mera como podremos ver asi:
de p>—N¢*=r
obtenemos sucesivamente

. p? T
p2 = N¢? +r =N —+
9* a*

y de
(P*+ Ng¥)? — (2 pq)2 =1t
(p*+ N¢*)? = (2pa)* + 7

P+ Ng |\ r?
(Zit) e
2 pq 4p* ¢?

ahora bien, la segunda fraceién sera una mejor
aproximacién a \/N que la primera si su cuadrado
difiere menos de N que el cuadrado de la primera,
0 sea si:

r? fr| '
< de donde <1
4p2q2 q2 4p2
ylri<4p®

pero 7 es siempre menos que 4p* porque su valor,
st 7 es positivo, es:
r=p?—Ng®> y siendo N >0
"'_p2““Nq2 <p2<4p2
luego r < 4 p?
ysinr es negativo, con mayor razon..

[{Una mejor demostracién puede basarse en las
proposiciones:

Proposicién 1: Si N, p y ¢ son niimeros positi-
vos (o al menos N > 0, y pg > 0) se tendra siem-
pre que

* Departamento de Mateméticas y Estadistica. Uni-
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p2 _+_ Nq2 ]
> VN
2pq
Proposicién 2: Si N, p y ¢ son nlimeros positivos
(o al menos N>0,pg>0) y P=p>*4+N¢g? y

P2+ N@?
@ =2 pq se tendra siempre que —————— es
2 PQ
mejor aproximacién a N (por exceso) que
P+ N¢?
2pq

Que pueden resumirse en una sola asi: Si N,
P y q son numeros positivos y P =p?4+ N¢?, y
Q = 2pq se tendré siempre que

p'+Ne¢  PEN@
> > VN
2pq 2 PQ
cuyas demostraciones, muy sencillas, omito en
gracia de la brevedad].

El procedlmlento anterior nos permlte apro-
ximarnos a la raiz de un ntmero muy facil y
rapidamente como puede verse en los siguientes
ejemplos:

1
V2ml=— pr=1 =1
1
_ 1pex1r 3
VEme—— = =15 B o2x2=1
2x1x1 2
3242 x 22 17
~ = =1,416..
2X3x2 12

172—2x122=1
172 +2x 122 577

- — — 1,4142156. . .
2% 17X 12 408
5772 —
— 2% 4082 =1
577+ 2 X 408° 665857
T 9w 577w 408 470832

1,4142135623746. .

La tercera aproximacién tiene tres cifras sig-
nificativas exactas, la cuarta seis (una mas que
en la aproximacién usual 1,4142) y la quinta doce

cifras exactas. Si hubiéramos partido de \/2 ~ 2

6 3
tendriamos como segunda aproximacién — = —
2
como en el caso anterior.
Para hallar \/8 partiremos de-la misma apro-
ximacién inicial 1:

1
VE ~
1
1248x12 4 2

2X1X1 2 1

243%1 7

~ = =175 723 X 42=1
2x2x1 4
72 43 X 42 97

~ = = 1,732142. ..

2XTX4 56
72 —3%X562=1

972 + 3 X 562 18817
A~ = = 1,732050810. . .
2. X 97 X 56 10864 8 cifras
y para \/5 partiendo de 2
2
VB~ —
1
245%x12 9
2x2x1 4
921 5%x42 161
~ = =2,236111. ..
2X9X 4 72 B
1612 —5X 722 =1
161245 X 722 51841
A~ = = 2,236067978. ..
2x161 X172 23184 9 cifras

Vemos que, en general, el nimero de cifras de-
cimales exactas de la aproximacién se duplica a
cada paso.

Si, en los ejemplos anteriores:

3 17
Ve —~—— ...
2 12
2 7
VB e
1 4
9 161
VB ...
4 72

buscamos el valor de 7 en la férmula p? — Ng2 =17
(ecuacién 1) vemos que en los tres casos este valo:
es igual a 1, o sea que hemos encontrado soluciones
para N=2, 3 y 5 de la ecuacién 2> — Ny*=1
muy importante en la teoria de nimeros y cono-
cida como la ecuaciéon de PELL, o peliana, aun
cuando en justicia deberia llamarse la ecuacién
de FERMAT, ya que fue este principe de las mate-
maticas el primero en afirmar en 1657 que esta
ecuacién poseia una infinidad de soluciones, al
desafiar, en la forma usual de la época, a los ma-
tematicos ingleses a resolver, entre otras, la ecua-
cién 22 — 151y2 = 1, la cual fue resuelta por LORD
BROUNCKER.

La importancia de esta ecuacion y la facilidad
con la que se obtienen soluciones para valores pe-
quefios de N me llevaron a ir coleccionando poco
a poco soluciones para valores de N cada vez ma-
yores y por procedimientos cada vez menos simples
como en el caso de N = 13 en donde se obtiene con
facilidad que 18* — 13 X 52°=—1 y de ahi por
una elevaciéon al cuadrado la menor de las solu-
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ciones para este valor de N: 6492 — 13 X 1802 =1,
o la correspondiente a N = 20 que se deduce de la
de N=5:92—~5 X 42=1, multiplicando ambos
miembros por 4 = 22 y dividiendo luego por cuatro

para llegar a 92 — 20 X 42 =1, hasta que estos

métodos més o menos empiricos fracasaron total-
mente al llegar a N = 61 donde tuve que recurrir
al método de las fracciones continuas, debido a
Euler, para encontrar primero

29.7182 —61 X 3.8062= —1

vy luego ,
1.766’319.049% — 61 X 226'153.9802 =1

que es la minima solucién para este valor de N.

Adjunto, en beneficio de quien pueda estar in-
teresado, una tabla de las soluciones minimas de
la ecuacion de PELL 22 — Ny*=1 (y las de 2% —
Ny? = — 1 donde éstas existen) para valores de
N entre 2 y 200. Basta con la tabla de soluciones
minimas ya que de éstas se pueden deducir tantas
como se quieran por procedimientos elementales
como podemos ver en los ejemplos siguientes.

TABLA DE SOLUCIONES DE LA ECUACION DE PELL

1. —

2. F¥-2x2t=1
3. 22-.3X12=1
4. —_—

5. 92—-b5X4*=1
6. 52—6x22=1
7. 88-Tx8=1
8. 3#-8X12=1
9.

10, 192-10x6*2=1
11. 102—11Xx32=1
12, 72 —-12x22=1
13. 6492 —13 X 1802 =1
14. 152 —-14x4*=1
156. 42 —15x1%2:==1

17. 832 —-17Tx 8 =1
18. 172 —18 X 42=1
19, 1702 —19x39%* =1
20, 92—-20x22=1
21. B52—21X122=1
22. 1977 —-22 x 422 =1
23. 242 -23 X H*=1
24, 52 —-24X12=1

26. b512—26%x102=1

27. 262 —-27TX B =1

28. 1272 —-28 X 24’ =1
29. 98012 —29 x 18202=1
30. 112—-30Xx22=1

31. 15202 —31 x2732=1
32. 172—-32X%x32=1

33. 232-33x4*=1

34. 352—-34x62=1

36. 62—35x12=1

37. 7¥—-37Tx122=1
38. 372 —-38X62=1
39. 252 —-39x4*=1
40. 192 -40x 3 =1
41. 20492 —41 X 3202 =1
142, 132 —42x22=1
43. 34822 — 43 X5312=1
44. 1992—44 X 302 =1
45, 1612 —--45x242=1
46. 24335% — 46 X 35882 =1
47. 482 —4TXT*=1
48. 7?—48xX12=1

12—2X12=~—1

22 -_5X12=~—1

22-.6X12=—2

F—-10X12=—1

182 —-13X62=—1

42-17TX12=-—1

42—-18X12=—2
132 -19X 82=—2

142 22 X 332=—-2

52-26X1?P=—1

B2 —-2TX12=—2

702 -29%X132=--1

392--31X72=2

62—-37TX12=—1

322 - 41X52=—1

592 —43 X 92 = — 2

1562 — 46 X 23* =2
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OB~ BLX TP =1

~485° — B4 X686 =1
.89 —6bXx122=1
IRt —-66 28 =1
11— BT X20F =1
196032 — B8 X 25742 = 1

997 — 50 X 142 = 1 T_BOXPP=—1
6492 — 52 X 90 =1 ,

662497 — B8 X 91001 =1 +  182° B3 X 2 =—1

992 - 58 X 182 = —
5302 —59.% 692 =1
312 — 60 X 42 =1
1766'319.0492 —

632 — 62X 82 =1

82 63X 12=1

226’153.980% X 61 =1

1292 — 65 X 162 =1 826X 1¥=—1
652 =66 X8 =1

488422 — 67 % 59672 =1
332 —68 }X42=1

77752 — 69 % 9362 =1

2512 — 70 % 202 =1

34802 — 71 X 4182 =

12 —-12%x22=1
2'281.2492—73% 267.0002—=1
36992 — 74 % 4302 =1

262 — 76X 38 =1

577992 — 76 X 66302 = 1
8512 — 77X 402=1
532.— T8 X 62=1

802 —79%X92=1

92— 80X 12=1

10682 — 73 X 1262 = — 1
432 4 X 52 = —1

1632 — 82 w182 =1 92_82%12=—1
822 83X 92=1

567 — 84 X 62 =1:

285.7692 — 85 X 309962 = 1
104052 — 86 % 11222 =1

282 87X 82=1

1972 - 88 % 212 =1

500.0012 — 89 x 53.0002 =1
192-90x22=1

15742 — 91 X 1652 =1

11512 — 92 X 1202 =1

121512 — 93 X 12602 =1
2'143.2952 — 94 X 221.0642 — 1
392 95 42=1

492 96 X 52 =1

62'809.6332 — 97 X 6’377.8522 — 1
992 — 98 % 102 =:1

102 —99 x 12=1

3782 —85x412=—1

5002 — 89 X 532 = — 1

14642 — 94 X 1512 =2

56042 — 97 X 5692 = — 1

2012 — 101 X 202 =1

1012 — 102 X 102 =1
227.5282—103 X 224192 — 1
512 — 104 X 52 =1
412105 X 42=1
327080.0512 — 106 X 3'115.8902 = 1
9622 — 107 X 932 =1

18512 — 108 X 1302 =1
158”070.671°986.2492 — 109 % 157140.424’455.1002 = 1
212 — 110 X 22 =1

2952 — 111 X 282 = 1

12—101 X 12=—1

4005% — 106 X 3892 = —1

Tofixim—g -

222X =—2

282 — 59 x 82 = —2

29.7182—61 X 38052 = — 1

$_ 62 1P=—2
2212 — 67 X 278 = — 2

592 —TIXTP=2

1022 — 86 X 112 =—2

102 —102 X 12 =—2

8'890.1822 — 109 X 851.5262 = — 1



112.
113.
114.

415.

116.

7.
: 118.

119.

120.

121,

122.

123.
124.

125.

126.
127.
128.
129.
130.

181.

132.

138.7
134.

135.
136.
137.
138.
139:
140.
141.
142.
148.

145
146. .
147.
148,
149.

150.
151,
152.
158.
154,
155.
156.

157.

158.
159.
160.
161.
162.
163,
164.
165.
166.

167,
168.

169.
170.
171.
172.

1272 - 112X 128 =1 - o
1'204.3532 — 113 X 118. 2962 =1 7762—1183X782=--—1

10252 — 114 X 96% = 1 '

11262 — 115 X 1057 =1

98012 — 116 X 9102 = 1

6492 = 117 X 602 =1 S

306.9172—-118 X 28.254* =1 T BB4 —~ 118 X Bl = — 2

1202 —119.¢ 1121 S e e

112 — 120 X 12—— 1

2432—122><222=1 112122 12=—1 112128 12 = =2

1222 - 123 X 112 =1 SRR R

47620.799% — 124 X 414.960° =1

930.2492—125 X 83.204% = 1 6822 — 125X 612 ='—1

449° — 126 X 402 =1

A730.6242 127 419,775 =1 | TR 127 108 =2

B77> — 128 X 512 =1

18.855? — 120 X 14842 =1

64992 — 130 X 5702 =1 572 — 180 X 5? = —
10,6102 181 X 9272 = 1

282 — 132X 2t =1

2'588.509 - 183 X 224:4602 = 1

145,9252—134 X 12,6062 = 1

2442 — 185 X 212 = 1

852 —136 X 3% =1

6'083.0782 — 137 X 519.7122 =1 - - 1744%*— 137 X 149> = —

47 — 188X ¢=1" R :
" q7'5563.250%—-189 X 6’578.829* =1 oot o B80T - 18T X AT =—2

713 — 140 x 62 =1
95% — 141 X 8?=1
1432 —142 x 122 =1
122 143 X 1P=1

2892 145 % 242 =1" 12X =—1
1452 — 146 X 122 =1 P I
9T 14T X 82 =1
‘732—148>(63-—1

25.801°741.449% — 149 X 2:118'761.0202 = 1

113.5822—149 X 9305% = —
4 150X 42 =1 T
11.728'148.0407 — 151 X 140’634 6980 =1 415712 — 161 X 33832 = 2
202.501% =162 X 164252 =1 L |
2177 — 153 X 176% =
21295% -~ 164, X 1716’ =1
2492 ~ 155 X 202 = 1

«26% =166 X 22 =1

46"698.728"731.849% — 157 X 3” 726.964'292. 2202 =1 ¥
T 48321182 — 167 X 3856452 =—1 j

1437 158 X 6162 =1 . 882 — 168 X T2 =2

13242.— 159 X 1052 = 1

7212 160 X 572 =1"

117762 — 161 X 9282 =1 ‘ :

196012 — 162 X 15402 =1 - - , - 1402 —162 X 112 = — 2
64'080.026% — 168 X 5'019.185° =1 . 80052 — 163 X 6272 = —2
20492 — 164 X 1602 =1 . " - '
10797~ 165><842=1 ‘ ' ’ I '
1700°902.5652 — 166 X 132'015 6422 =1 412422 — 166 X 82012 = — 1
1682 — 167 182 =1 - - o o i

~‘132—-168><12——1‘ -

389 170 X 26P =1 1B 10X 1= — 1

1702171 X182 =1 S 132 — 171X 1°=— 2

247248.6472 — 172 X 1'848.9422 = 1



173. 2'499.849% — 173 X 190.060> =1
174. 14512 —174 X 1102=1

175. 20242 — 175X 1532 =1

176. 1992 — 176 X 152 =1

177. 624232 — 177 X 46922 =1

178. 16012 —178 X 1202 =1

179. 4'190.210% — 179 x 813.1912 =1
180. 1612 —180 x122=1

11182 — 178 X 85% = - 1 o “

402 178 ¢ 82 — — 2
20472 — 179 % 1582 = — 2
(180= 45 22) '

181. 27’4696457423824’185.801% — 181 X 1835677298683’461940% — 1

182. 272 —-182x2*=1

183. 4872 — 183X 362=1

184. 243357 — 184 X 1794¢ =1

185. 92492 — 185 X 6802 =1 . 682
186. 75012 — 186 X 5502 =1

187. 16822 — 187X 1232 =1

188. 46072 — 188 X 336> =1

189. 552 —189 X 42=1

190, 520212 — 190 X 37742 =1

191. 8'994.000%2 — 191 X 650.7832 =1
192, 972 —192 X 72=1

193. 67224328’426849% — 193 X 448036’6040401 =1

194, 1952 —194 X 142 =1
195. 142 —-195x12=1
196. —

197. 3932 — 197 x 282 =1
198. 1972 —198 X 142 =1
199. 16266°196520% — 199 X 1153°080099% =1
200. 992— 200X 72=1

1. TRIANGULOS PITAGORICOS CASI ISOSCELES

Consiste el problema en hallar los tridngulos
pitagéricos cuyos catetos difieran en 1 unidad,
como en el caso del conocidisimo tridngulo de la-
dos 3, 4 y 5.

Los lados enteros de un tridngulo rectangulo
estdn dados por las férmulas:

a = k(m2— n?)
b=Fk(2mn)
¢c=k(m2<4+n2), con m, n y k enteros.

Conocidas, por lo menos, desde la época de D1o-
FANTO (mediados del siglo III) y probablemente
desde muchos siglos antes por los matemaéticos
babilonios, y en las que las soluciones llamadas
primitivas se encuentran haciendo k=1, y n y
m primos entre si y de diferente paridad. El pro-
blema pide entonces aquellos tridngulos para los
cuales

a—b==+1
osea (M2—n2) —2mn==1
m2—2mn— (n?x1)=0

de donde por la férmula de la ecuacion de segundo
grado

m=nxy(ni—(n*xl) )=n=vV(Cn2x1) =n*d
que no puede dar valores enteros de m sino en el
caso de que la cantidad subradical sea un cuadrado

perfecto o sea que:
2n2 +1 = p2

142 - 197X 12=-1

11112257702 — 181 X 82’5967612 =—1"

— 185X 52 =—1

A 18T X $=—2

29997 191 X 21T =2

1'764.182% — 193 X 126.985% = = 1

142~ 198 X 12 = o2 . |
| 127539* — 199 X 90412 = 2

de donde p? — 2n2 =1
ecuaciéon que tiene la squc16n obvia '

P = 1 n=1 ) L
Supongamos una segunda solucién Prs T
Pi2—2m2 = (P + M x/2) (pk—m \/2) =1

X 12—-2.12= (1+V2) (1—Vv2) =

Pi+1 —_ Z’ni+1 = [(px + 2n:) + (px+ ) \/E]
[(pr +2m) — (P +m) V2] == 1

por lo tanto, de una solucién py, 7; se deduce una
segunda Py;1, Nxi1, por las formulas

Pr+1 = Pr + 2nx N1 = Pr + N
Tendremos pues la tabla:

k= p= n= p*-2n= m=ntp= m'=n—p=
1 .1 1 R | 2 0
2 3 2 +1 5 =1
3 7 b —1 12 —2
4 17 12 +1 29 —b
5 41 29 —1 70 —12

en la que vemos que los valores de m y n son
términos sucesivos de la sucesién 1 2 5 12 29 70
169 408 985... que es recurrente (como puede
demostrarse facilmente) con cada término igual
al doble del inmediatamente anterior mas el que
lo precede 5 =2 X 24 1; 12_2><5+2 ete,, lo
que nos permite prolongar la sucesién tanto como
queramos y obtener asi la de tridngulos



a= b= ¢ =

k=

1 3 4 b
2 21 20 29
3 119 120 169
4 697 696 985
b 4059 4060 5741
6 23661 23660 33461

en la que tanto las hipotenusas como la suma de

los catetos, 7, 41, 239, 1.393...
relaciones de recurrencia

Ck+l fammad GCk -_— Ck—l
Qpy1 + brpr = 6(ar + b)) — (g -+ bi_y)

Cada cateto de la sucesién es unas seis veces
mayor que el anterior, de manera que aumentan
rapidamente de valor hasta el punto de que los
catetos del vigésimo triangulo son ya nimeros de
16 cifras y el tridngulo mismo précticamente
indistinguible de uno rectangulo isésceles de lados
racionales.

cumplen con las

2. PROBLEMA DEL 3, 8, 120

Un segundo ejemplo, bastante mas complejo es
el propuesto hace algunos afios, por MARTIN
GARDNER, en la forma siguiente: Scientific Ame-
rican, marzo de 1967.

“Los nimeros 1, 3, 8 y 120 tienen la propiedad
de que el producto de 2 de ellos es siempre una
unidad menos que un cuadrado perfecto. Encon-
trar un quinto nimero que pueda agregarsele sin
que desaparezca esta propiedad”.

El problema hacia parte de un grupo de doce
que debian resolverse en menos de cinco minutos
cada uno, lo cual es posible si caemos en cuenta
que la intencién del autor era la de que el quinto
numero fuera el cero que multiplicado por cual-
quiera de los dados da como resultado 0 = 12 — 1.

Pero el problema dista mucho de ser trivial si
tratamos de que el quinto niimero sea diferente
de cero, ya que en este caso el niimero pedido seria
la solucién del sistema de ecuaciones:

r=n2-1
3x=m2—1
Br=p2—1

1202 = 92 — 1 o su equivalente.

3(mr—1) =m—1
8(nt—1) =p2—1
120(n2 —1) =¢2—1

sistema que resulté superior a mis capacidades,
por lo que me vi obligado a atacarlo en forma
indirecta construyendo tablas de soluciones para
cada una de las tres ecuaciones con la esperanza
de encontrar un valor de n comin a todas ellas.

El proceso fue como sigue:

de 3(n2 — 1) =m2 —1 obtenemos

M2 —-8=m2—1

m2—3n2—=—2 que es una variante de
la ecuacién de PELL, que no siempre tiene solu-
cién, pero que en este caso la tiene y esti

dada por los datos mismos del problema ya que
3 X 8=(2%—1) (3°—1)=(5°—1) y por lo tanto
52_-3x3=—2

partiendo de una solucién cualquiera m;, n; de la

ecuacién anterior podemos establecer

m? — 3= —2
(my + n\/3) (my, — m\/3) = — 2

y de la solucién de la ecuacién de PELL
2+V3) 2—V3) =1
M1 — 3% 1 = [ (Cmy + 8ny) +
(m+21) VBII( ) —( ) VBl=—2

encontrando asi dos nuevas soluciones My, Nx41
de la ecuacién m2 — 3n? = — 2.

Partiendo entonces de las soluciones conocidas
m; = 5, n; = 3 obtenemos sucesivamente:

M= o v ¢ + o o » 5. M= . ¢ ¢« s « s &« 3
m, .— 2m1 + 3”1 = 19 No —= My + 2’n1 = 11

(29 valor del problema)
ms — 2m2 {— 3'7&2 = T1 TNg —= M2 + 2n, = 41
My = . ¢ « « ¢« « & 265 Ng== ¢ ¢« ¢ ¢« o o« » 153
Ms= . . . « ... 989 my=....... 571

No estamos interesados en realidad sino en los
valores de n; y por esta razén conviene buscar una
forma de hallar sus valores independientemente de
los de las m’s, lo que en este caso es sencillo, ya que
un poco de observacién nos lleva a la conclusién de
que los valores de n satisfacen la relacién de recu-

‘rrencia * Ney1= 4'nk — N1

De donde también n;_.; = 4n; — Mypq
y podemos avanzar o retroceder en la sucesién de
lag n’s para obtener los nimeros cuyo cuadrado,
menos uno, multiplicados por 3, dan un ntmero
cuadrado perfecto, menos 1.

...B71, 153, 41, 11, 8, 1, 1, 3, 11, 41, 153, 571...

El 1 corresponde a la solucién trivial 12—1=0.

En forma analoga encontramos la sucesion de
los nimeros cuyo cuadrado, menos uno, multipli-
cado por 8 nos dan un nimero que sea cuadrado
menos uno.

...781,134,23,4,1,2,11, 64,373 ...

La relacién de recurrencia en este caso es de
Ngy1 == 6n, — 1 que da valores diferentes a lado
y lado del uno central.

* de nga1 = my -+ 2n,
Y N = Mg—1+ 2031
deducimos:

N1 = 2Mg—1 + 3Np_1 + 2mp_1 + dic_y
=dmy_y + Tha—1 + Mgy — My
=4 (Mg—1+ 204_1) — g1
= 4dn, — Ny

con My —= 2mk_1 -I— 3nk_1

y, en forma similar
Mpp1 = 4My — Mgy
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En forma similar hallamos la-sucesion: eorres-
pondiente a los niimeros cuyo cuadrado, menos
uno, multiplicados por 120 dan cuadrados perfec-
tos, menos -uno. Solo que en este caso obtenemos
no una sino dos sucesiones de recurrencia corres-
pondiente a 744 = 22n; — Ny, estas suces1ones
son:

5771 263 12 1 10 219 4808

(112 ——,1)
19759 900 41 2 3 64 1405 (112 -1)

Hay dos, porque en una de ellas aparece €] 1
correspondiente a la solucién trivial y en la otra
el 2 y el 3 dados por el problema.

Cualquier nimero comtn a una de ‘estas dos
sucesiones y a las dos anteriores seria solucién del
problema como lo sugieren el 41 y el 64 comunes
a dos de ellas pero no a las tres.

Infortunadamente, ni el caleulo de estas su-
cesiones hasta nimeros de 12 cifras con ayuda
de una calculadora. manual, ni tampoco su pro-
longacmn hasta numeros de 90 mfras es decir, a
factores de 180 cifras, hecha con ayuda de una
compitadora y que .debo agradecer a mi hijo GUI-
LLERMO, produjeron resultados favorables, de mo-
do que todo lo que puedo decir por el momento es
que -la ‘solucién, en caso de que exista (lo que
parece poco probable), es un numero de mas de
180 cifras.

Otra posibilidad de ataque consiste en conside-
rar factores diferentes de 3, 8y 120, mejor atin,
en considerar todos los factores de la forma p? —
1 con cuyas sucesiones podemos construir el cua-
dro giguiente, llevado hasta valores de 4 cifras.

NUMEROS CUYO CUADRADO, MENOS UNO, MULTIPLICADO POR (p2—1)
DAN POR RESULTADO UN CUADRADO, MENOS UNO:

-3 -2 -1

| .
-8

1 0 1
p=2 158 = 41 11 3 1 1

3 2174 313 64 11 2 1
4 1425 181 23 3 1
5 3821 38 39 4.1
6 8377 703 59 5 1
7 1156~ 83 6 1
8 1769 111 . 7 1
9 2566 143 8 1
10 871 179 9 1
11 4808 219 10 1
11 bis 1405 64 3 1
12 6301 263 11 1
13 8074 311 12 1
14 363 13 1
15 419 14 1
16 479 15 1
23 1011 22 1
23 bis 8322 181 4 3
39 2963 38 1
39 bis 386 5 4
41 3279 40 1
41 bis 900 11 2
59 6483 58 1
59 bis 703 6 5
64 ; 8063 63 1

3

64 bis - 1405 11

Inmediatamente aparecen algunas regularida-
des como por ejemplo la de que en la fila corres-
pondiente a un valor dado de p aparecen los de
p+ 1y p—1, lo que nos indica que el producto

2 3 4 5 6 7 8
3 11 41 153 571 2131 7953
4 23 134 781 4552 |

539 307 2417
6 59 584 5781
7 83 989
8 111 1546
9 143 2279

10 179 3212

11 219 4369

12 263 5744
41 900

13 311 7451
14 363 9424

15 419

16 479

17 543
24 1103
134 6161
40 3119
307

42 3443
168

60 17079
584

65 8319
373

" de los cuadrados, menos uno, de dos nimeros con-

secutivos es también igual a un cuadrado, menos
uno, o sea:

(P2—1) ((p+1)2—1) = (p24+p—1)2—1.
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y factorizando. completamente el prlmer mlembro
obtenemos:: . 7 i oz

(»+1)(p— 1) ((p+ 1) +1) ((p-t—l) 1) =

p—Vpp+1y@p+2)=((p*+p—-1)2—1
o sea que el producto -de cuatro enteros consecu-
tivos . es szemp're zgual @ un cmzd'rado perfecto,
menos uno.
- Podemos ver tamblen que el caso de los tres
numeros, 3,8y 120 (22‘— 1, 82— 1, 112—1) no
es tinico, ya que hay una infinidad ‘de ternas con
la propiedad de que siendo ‘sus mienibros cuadra-
dos menos uno, sus productos dos a dos también
lo son, como en el caso de:

32—1 42—-1 2321 8 15 528
42 -1 bH2—-1 392—-1 15 24 1.520
52—-1 62—1 592—1 24 35 3.480
22-1 112—1 412—1 3 120 1.680

Los tres primeros casos corresponden, como se

ve facilmente, a las férmulas

n

n+41

2n24-2n—1  para valores
de n enteros, positivos o negativos, o més clara-
mente, a las férmulas siguientes en las que no
daremos sino valores positivos a n:

n n—1
n+1 n
2n2 4+ 2n—1 2n2 —2n —1

que, después de un estudio mas detallado del

. euadro, se complementan con las siguientes dos
férmulas, para formar los quintetos:

Serie 1

1 n

2 n--1

3 2n2+2n—1

4 4n3 + 4n? — 3n — 1

5 16n° + 32n* — 4n® — 24n%2 4+ n + 2
Serie 2

1 n—1

2 n

3 nz —2n — 1

4 43 — 4n?2 —3n 4+ 1

5 16m5 — 32nt — 4An3 +24n2 4-n — 2

Que nos dan cada uno siete parejas cuyo pro-
ducto es igual a un cuadrado, menos uno; por
ejemplo, con la primera serie, y n == 2 tendremos
los valores 2, 3, 11, 41, 900, que nos dan los nu-
meros 3, 8, 120, 1680 y 809.999 con los siguientes
7 productos dos a dos:

3x8=24=52—-1

3X120=360=19z2—1

3% 1.680=5.041=T712—-1

8X120=960—=3812—1

120 3¢ 1.680 =201.600 = 4492 — 1

120 % 809.999 — 97°199.880 — 9.8592 — 1

1680 ¢ 809.999 = 1.360’798.320 — 36.8892 — 1
en la que tres de los productos son los del proble-
ma original. Con n = 3 en la segunda serie obte-

vy om=

nemos 2, 3, 11, 64 y 1:405 de los que se deducen
los siguientes 7 productos:

3X8=24=52_1 i

3%X120=360=192—1: "

8 X 120 = 960 = 312 — 1

8 X 4.095 =32.760 = 1812 — 1

120 < 4.095 = 491.401 = 7012 — 1

120 X 1'974.024 — 236’882.880 — 15.3912 — 1

4.095 X 1°974.024 — 8.083’628.280 = 89.9092—1
que incluyen también los tres del problema inicial.

Otra posibilidad es la de que, para algin valor
particular de n, se obtenga un cuadrado, menos
uno, en uno de los productos de las parejas que
normalmente no dan este resultado, pero hasta
donde he podido comprobarlo no es posible que
esto suceda, por lo que me inclino a creer que el
problema propuesto no tiene solucién ni aun entre
los nameros de mas de 180 cifras.

3. PRODUCTOS DE DOS NUMEROS CONSECUTIVOS

El dltimo problema que trataré se refiere a en-
contrar dos nimeros consecutivos cuyo producto
sea un determinado nimero de veces, el doble, por
ejemplo, del producto de otros dos niimeros con- .
secutivos.

Tendremos entonces:

m(m4+1) =2n (n 4+ 1)

m24+m—2(n?-Fn) =0

—1x+v/(148@*+n))
2

—1+~/(8n2+8n+1)

2 .
que no admite soluciones en enteros sino en el

caso de que la cantidad subradical sea cuadrado
perfecto.

8n?4-8n+ 1=1p2
+=p—1

m —

82+ 8n— (p2—1) =0
—8xV(64+32 (p*—1))
16
—2xV{@EF2 (P —-D)
4
—2xV(2p*+2)

4
nuevamente aqui la cantidad subradical debe ser
cuadrado perfecto, luego:
+=q—2

22 4-2=¢? y n=
4

q21— 2p? = 2 que admite la solucién obvia ¢ =2
p _—
(@+pV2) (g —pV2) =2

(3 +2v2) (3—2v2) =1

n =

-3 =



((3g+4p) + (29 4?;3?) V2)
¢

((3g+4p) — (20 +3p)v2) =2
y obtenemos las sucesiones

qg—2 p—1
pP= qg= m=—= n=
4 2
1 2 0 0
T 10 -2 3
41 b8 14 20
239 338 119 84

Pry1=6pr — P12 TQrr1=6¢c — Q1
que nos dan como solucioneg al problema:

3xX4= 2(2x8) =12
20x21= 2(14x15) =420
119 120 = 2(84 v 85) = 14.280

696 X 697 = 2(492 < 493) = 485.112
4.059 X 4.060 =2(2.870 X 2.871) = 16’479.540

en las que, por extrafia coincidencia, encontramos
de nuevo los catetos de los tridngulos casi isdsceles,
cerrandose asi el ciclo,
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