DIFERENCIAS DE VARIABLES BINOMIALES

Por Gabriel Poveda Ramos

0. Es bien sabido que en el siglo XVIII el gran
matemdtico Daniel Bernouilli dedujo la férmula
que hoy conocemos con su nombre y que da lugar
a la llamada distribucién binomial de probabilidad.
Dicha férmula da la probabilidad de que, al extraer
aleatoriamente (y con reposicion) una muestra de
m elementos de un universo estadfstico cuyos
miembros pueden poseer (0 no poseer) una cierta
caracteristica o propiedad E, en la muestra aparezca
un numero determinado 7 de elementos que poseen
esa propiedad. Si la probabilidad de que un elemen-
to al azar del universo tenga la caracterfstica F es p,
entonces la probabilidad buscada es

f =( " ) o dp) T (0.01)
r r

Este resultado es muy usado en problemas de
control de calidad y en muchas otras aplicaciones
de la Teoria de Probabilidades a problemas esta-
disticos. Un ejemplo de estas aplicaciones es el de
la efectividad de una droga: Si admitimos que la
droga es eficiente en una fraccion p de todos los
enfermos humanos, entonces la probabilidad de
que al tomar m enfermos y aplicarles la droga, re-
sulte efectiva para r de ellos, viene dada por la
formula (0.01) de Bernouilli.

1. La formula (0.01) puede usarse para resolver
el problema inverso, de inferencia estadfstica, que
consiste en lo siguiente: Supongamos que no cono-
cemos el valor de la probabilidad p, que se llama
la ‘“‘probabilidad a priori”, pero se sabe que la
caracterfstica £ (como ser aliviados por la droga)
ha aparecido en r miembros de los m elementos
que forman una muestra aleatoria simple, extraidos
con reposicion del universo en cuestion (como ser,
por ejemplo, todos los afectados de cierta dolencia),
el problema es estimar la probabilidad a priori p.

Segin el criterio de mdxima verosimilitud, el
valor de p es el que haga médxima la expresion fr, en
donde 7 y m tienen valores fijos y conocidos. Esto
implica que debe buscarse p de manera que haga

max p" (1-p)Mm—T"
14

Esto dltimo equivale, como bien se sabe, a que
haga

m;xv In [p’ (l'——p)m_’]

O sea

max[r inp +(m—r)in (l——p)] =max S (p)
p

Para esto es necesario que dS (p)/dp = 0, o sea,

- que:

r m-—r

p 1-p

=0

r(1-p) =p(m—r)
es decir que

p =rim (1.0D)

Puede demostrarse que este estimador, dado

por la formula (1.01) es un estimador centrado (no

sesgado) y eficiente, aunque no es usual que aparez-
ca en los textos corrientes de Estadistica.

2. Este articulo se refiere al problema andlogo,
siguiente, que se refiere a dos universos: Una carac-
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‘teristica £ puede presentarse (o estar ausente) en
los miembros de un universo U; y de un universo
U, distinto al primero. De U, se extrae una mues-
tra aleatoria simple de m,; elementos donde E
aparece en r, de ellos. Y de U, se extraen aleatoria
y simplemente m, elementos, hallando que E estd
presente en r, de;ellos. El problema es el de inferir
como se comparan las probabilidades a priori, p,,
P2, de Eenlos d(%ghpiversos respectivos U, , U,.

Este es el caso de un universo U, formado por
todos los pacientes humanos de cierta dolencia con
una droga D, y de un universo U, de todos los
pacientes que pueden tratarse con otra droga D,.
De los primeros se hace una prueba sobre m; pa-
cientes, de los cuales r; sanan;y de los segundos se
hace una prueba sobre m, pacientes, de los cuales
r, responden a la segunda droga. El problema es
comparar las probabilidades a priori p; , p, de que
las dos drogas respectivas D, , D, sean efectivas en
el conjunto de todos los afectados por la dolencia
en cuestion.

3. Para responder al problema que hemos plan-
teado en el parrafo anterior, consideramos las varia-
bles aleatorias X, = r,/m,, X, = r,/m, que repre-
sentan las proporciones en que la caracteristica £
se presenta en las dos muestras que se comparan,
tomadas de los dos universos respectivos. Compa-
remos las dos variables X, X, estudiando su dife-
rencia X, — X, = L como variable aleatoria.

La probabilidad de que la variable X; valga u
(siendo u uno de los nameros 0, 1/m,, 2/m,, ...,
(m,=1)/m,, 1) la indicamos como %, (u). Es igual
a la probabilidad expresada por la férmula (0.01)
poniendor =r,, m =m,.

A su vez, la variable X, puede tener los valores
0, 1/my, 2/m,, ..., (my—1)/m,, 1;y la probabili-
dad de que adopte uno de esos valores (que indica-
remos genéricamente como V) es A, (v). Dicha pro-
babilidad coincide con la que da la férmula (0.01)
poniendor =r,, m =m,.

Es decir
h, (u) = Pbbdd- (X, =ry/m; =u)=fr, =
f(uml)
hy (v) =Pbbdd. (X4 =ry/my =v) =fry, =
f(v.mz)

Es facil demostrar (aunque casi ningiin texto
usual de Estadistica o de Probabilidades 1o hace),
que la probabilidad de que, con esta notacidn, la
variable L adopte el valor L = k, estd dada por
la expresion

g (k) = Z Ry (@) by (u—k) (3.01)
u

en donde u recorre todos sus valores 0, 1/m,,..,
(m; —1)/m,, 1. Por esta razén, el factor #1, (u—k)

m, myu my (1-u) m,
w3 () ()
m,u

sOlo adquiere valores no nulos en aquellos valores de
u tales que u—k adopta alguno de los valores O,
1/m2 s 2/m2 yooy 1.

Escribiéndolo en forma explicita, se tiene la
siguiente expresiéon (3.02):

"M\ mu my (l—u)v m,
g (k) =2(m1y)P11°(1*P1) ( )'

u ma (u—k)

my (u—k)

my (1-u-k)
D2 - (I-py)

(3.02)

donde u asume la sucesion de valores 0,1/m, ,...,
(m, -1)/m,, 1, al paso que u—k adopta los valores
0, 1/m,,2/m,,...(my—1)/my, 1.

4, Una situacion interesante es el caso en que,
como resultado de un experimento aleatorio, resul-
ten r,, r, de tales valores que r, /m; =r,/m,. Este
es precisamente el casoen que L =r,/m; —ry/m,
=0, 0 sea, en que k = 0. También sucedeque L =(
cuando r; y r, adoptan ambos el valor cero.

La probabilidad ex-ante de que esto resulte asi
vale, segin la expresion (3.02), lo siguiente:

u m,u

my (1-u)

pa . (1-py) (4.01)

El criterio de maxima verosimilitud expresa
que, si no se conocen previamente los valores de
P1, P, pero si los de m,, m,, la mejor inferencia
respecto a las dos probabilidades a priori es la que
haga

max g (0)
P1,P2

Como bien se sabe, para ello es necesario que
se cumplan simultineamente las dos condiciones:

9g (0)/dp, =0 (4.02)

g (0)/9py =0 (4.03)

Tomando la derivada parcial de (4.01) respecto
ap,,y escribiendo, para méds comodidad, m,u = r,
y my, =am,, la ecuacion (4.02) se convierte en
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m; m,a .
S (2)() prrecapenionn

m-rn n

rl—l
ryp1 '(l_pl) —pl

my—ri—1
(1-py) =0

(m,— rl) .
(4.04)

De la misma manera la ecuacidén (4.03) condu-
ce a la ecuacion

m, mia
SO v
r r.a rr - (-p1) .

ry

rla-l ’ (ml—rl)a ria
ryap, « 1 (1-py) —P2
(mqy—rya—1
(my—ry)a (1-p,) =0

Un cédlculo algebraico sencillo demuestra que la
condicién necesaria y suficiente para que estas alti-
mas dos condiciones sean compatibles es que se
tenga

ri/py —(my-ry) [ (1=py) =
ri/py —(my—ry) [ (1-p3)

para todos los valores de r, . Esto significa necesa-
riamente, que

D1 = D2

Es decir, que si hemosobtenido r, /m; =r;/m,
(o sea k =0), mejor inferencia es que las probabili-
dades a priori son iguales.

En el caso de las dos drogas D, D,, si hemos
tratado m, pacientes (tomados al azar) con la pri-
mera droga, y se han aliviado r, de ellos; y si,
habiendo tratado m, pacientes con la segunda, se
han aliviado r, de ellos, siendo r,/m, = r,/m,,
puede inferirse por el criterio de mdxima verosimi-
litud que las dos drogas tienen una misma eficiencia
curativa para todos los pacientes (p; = p,) en gene-
ral. Por lo demas, este esun resultado intuitivamente
muy verosimil.

5. En cambio, si l1a droga D, alivia a r; pacien-
tes entre m,;, al paso que la droga D, alivia r,
pacientes entre m,;y si designamos con k a la dife-
rencia r,/m, — r,/m, = k, la mejor inferencia
respecto a p,, p, esla que haga

2g(k)/dp, =0
2g(k)/dp;, =0

de manera simultinea. Escribiendog (k) enlaforma

m, m,a
( ) ry ml—"l( ).
P
r r pr.(1=p1) ria—km,

1

ria—km,

P2 «(1-py)

(mi—ryya+ km,

Tomando las dos derivadas parciales respecto a
D1, P2 Y haciendo las operaciones algebraicas corres-
'pondientes, se encuentra que las condiciones de
compatibilidad de las ecuaciones es que para todos
los valores de r, se tenga

mp,—r =20 (4.06A)

Yy que

m,p, —r,a—km, =(Q cona=m,/m; (4.06B)

cuya solucion simultidnea Gnica es

P2 = D1 — k . (407)

Podemos pues inferir que sir, /m; —r,/m, =k,
los poderes curativos de las dos drogas guardan la
misma diferencia

pr—pr=k-

6. Pero, ademas de los anteriores resultados,
interesa calcular la distribucion g (k) de probabili-
dades de la variable L = X, — X,, dada mds arriba
por las expresiones (3.01) y (3.02).

En primer lugar interesa identificar los valores
que pueda adoptar la variable kK =r, /m, —ry/m,.
Es evidente que el maximo posible de k se presenta
cuando r, adopta el valor r;, = m,, y cuando r,
toma el valor r, = 0, que es el minimo posible. En
tal caso max k = 1. Asf mismo, el minimo valor de
k se presenta cuando r; = 0 y r, = m,, en cuyo
caso se tiene min k = —1.

Todos los valores de k se forman haciendo la
diferenciar,/m, — r,/m,, poniendor, = 0,1, 2,...,
myyr, =0,1, 2, ..., m,. Examinemos pues, la
diferencia de quebrados
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En la Aritmética elemental se muestra que esta
diferencia de quebrados se calcula buscando prime-
ro €l mfnimo comin miltiplo de los denominadores:

M= mcm. (m,, m,)

y sus cuocientes enteros con estos mismos denomi-
nadores:

Py =M/ml '

El! numerador r; P, — r, P, = S adopta valores
que son todos nimeros enteros, Tales valores resul-
tan al darlea r, losvalores 0,1,2,..,m,,yar, los
valoresr, =0,1, 2, ..., m,, y se pueden disponer
en una tabla de doble entrada, o matriz rectangular,
como los que se¢ muestra en las Tablas 1 y 2. De la
férmula (6.01) resulta que

Py, =M/m, ry =myk+ (my/my) r,
deci
Entonces la diferencia de quebrados que se es declr que
busca, es
k= _ T2 1 Mmi) -y (M/my)_ r=>mk (6.024)
m,  m, M
o bien que
nh-nk S (6.01)
M M ry > my S/M (6.02B)
TABLA 1
Valores del numerador S =ry Py — ry Py conmy =12, my =10
r:0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Fa
0 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
1 —6 -1 4 9 14 19 24 29 34 39 44 49 54
2 -12 -7 -2 3 3 13 18 23 28 33 38 43 48
3 —-18 —13 -8 -3 2 7 12 17 22 27 32 37 42
4 -24 -19 -l14 -9 -4 1 6 11 16 21 26 31 36
5 -30 -25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25 30
6 -36 -31 -26 -21 -—-16 -1l —6 -1 4 9 14 19 24
7 -42 -37 -32 27 =22 17 -12 -7 -2 3 8 13 18
8 -48 —43 38 -33 28 -23 —-18 13 -8 -3 2 7 12
9 -54 -49 44 -39 -34 -29 -24 -19 -14 -9 —4 1 6
10 —-60 -55 -50 -45 —-40 -35 -30 -25 =20 -15 -10 -5 0
TABLA 2
Valores del numerador S =ry P, —ry P, conm; =8,m,; =6
r,: 0 1 2 3 4 5 6 7 8
ra
0 0 3 6 9 12 15 18 21 24
1 —4 -1 2 5 8 11 14 17 20
2 -8 -5 -2 1 4 7 10 13 16
3 —12 -9 -6 -3 0 3 6 9 12
4 —16 ~13 ~-10 -7 —4 -1 2 5 8
5 -20 —17 —14 —11 —8 -5 -2 1 4
6 ~24 ~21 —18 —15 -12 -9 —6 -3 0
7. En la Tabla 1 esti tratado el caso de la Py = M/m, =60+12 =5
diferencia r, P, — ry P, cuando r, va desde cero Py, = M/my; =60+ 10 =6

hasta m, = 12 y r, va desde cero hasta m, = 10.

En esas condiciones, se tiene

M=mcm (10,12) =m.cm. (5x2,2x2x3)=
5x4x3=60

r1P1—72P2=571—6r2

El nlimero de entradas o casillas de esta tabla es,
porsupuesto,(m, + DN x(m, +1)=13x11 =143
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pero en ella solamente hay 1Q1 valores numéricos
distintos, como puede comprobarse contindolos
directamente en la tabla. Notese que en esta situa-
cion, el minimo coman miultiplo M se puede expre-
sar como

M=60=5x6+6x5=AP, + BP,
siendo
A=5 B=6

y que el nimero N de valores numéricos en la tabla
es

N = 3AB+A+B =3 x5x6+5+6 =101

(7.01)

8. En la Tabla 2 se presentan los valores del
numerador S =r, P, — r, P, cuandom; =8y
m, = 6. En este caso el minimo comun multiplo M
es

M =mcem (8,6) =mcm. (23,2x3) =22 x3 =
24

y sus cuocientes con m,, m,, son
P, = M/m, =24/8 =3
P, = M/m, =24/6 =4
Aquf también se tiene la situacién de que

M=124=4xP, +3xP, =4x3+3x4 =24

de modo que
M= AP + BP,

A=4 , B=3

El nimero de valores distintos en esta Tabla
2 esde N = 43 como se obtiene enumerandolos
y contindolos directamente. Pero también aqui
comprobamos que

N=43=3AB+A+B = 3x4x3+4+3 =43
(8.01)
9. En la Tabla 3 se presenta el caso en que

m; =5, my =4, que son nimeros primos entre si.
En estas condiciones

M=mcm. (m,, my) =
mem. (5,4)=5x4=m, xm, =20
P, =M/m, =20/5=4=m,

P2 =M/m2 =20/4=5 =my

En tales condiciénes no existen nimeros natu-
rales A, B que permitan escribir M = AP, +B P, . El
numero de valores numéricos distintos que apare-
cen en la tabla es, mds bien,

N=29=m, my, +m; +my =5 x4 +5+4 =29
(9.01)

numero que puede comprobarse por enumeracion
en la propia Tabla 3.

TABLA 3

Valores del numerador S =r, P, — r, P, con
my = 5, m, = 4

r: 0 1 2 3 4 5
r,
0 0 4 8 12 16 20
i -5 —1 3 7 11 15
2 —-10 —6 -2 2 6 10
3 -15 -11 -7 -3 1 5
4 -20 -16 -—-12 —8 —4 0

10. En la Tabla 4 se muestra el caso en que
m, =3, m, = 6, que es el caso en que uno de estos
nameros es miultiplo del otro y cuando

M=mcm. (m;, my) =max (m;, my) =m*
M=mcm. (3,6)=6
Py =M/m, =6/3=2
P, =M/m, =6/6 =1

En este caso si existen nimeros naturales 4, B
tales que

M=4P +BP,
porque, con A = 2 y B = 2 se obtiene
M=6=2P, +2P,=2x2+2x1=6
TABLA 4

Valores del numerador S =ry P, —r, P, con
ml = 3, ’nz = 6

rl . 0 1 2 3
r;
0 0 2 4 6
1 -1 1 3 5
2 -2 0 2 4
3 -3 -1 1 3
4 —4 -2 0 2
5 -5 -3 —1 |
6 —6 -4 -2 0
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" Pero el nimero de valores distintos en la tabla
es N = 13 como se puede contar sobre ella mis-
ma. De manera que en este caso N es distinto de
3 AB + A + B, a diferencia de lo que se tenia en
{7.01) vy en (8.01). En realidad, en estas condicio-
nes el nimero de valores diferentes que adopta S es

N=2max(m;, m)+1=2x6+1=13(10.01)

11. Los anteriores ejemplos sugieren unas reglas
de formacién para calcular el nimero N de los valo-
res k que puede adoptar la diferencia algebraica
L = X, — X,. Porque cada valor de k corresponde
biunivocamente a cada valor distintode S = k. M =
ry P, — ry P,. Aqui enunciaremos, sin demostrar-
las, algunas de estas reglas (que pueden enunciarse
como ‘‘teoremas’’ si se prefiere):

a.— Sim,; y m, soniguales (m, =m,; =m),el
mimero N de valores numéricos que adopta § (o
bien k) es

N=2m+1

b.— Si m,, m, son primos entre si (0 sea, care-
cen de factores primos comunes que sean distintos
de uno (1), como ocurre en la Tabla 3), el nu-
mero N de valores numeéricos diferentes que toma
el numerador Sde las fracciones & = S/M es decir, el
numero de valores diferentes que toma k, es

N=mymy; +m; +m, (11.02)

La formula (9.01) es un ejemplo de esta situa-
cién.

c.— Si m,, m, son miltiplos el uno del otro (y
por lo tanto no son primos entre si), como en la
Tabla 4, el nimero N de valores numéricos dife-
rentes que toma S es

N=2max(m;,, my)+1=2m*+ 1 (11.03)

Un ejemplo de esta situacion lo da la férmula
(10.01)

d— 8i m,, m,; no son primos entre si (tienen
factores comunes distintos de uno), ni uno es mual-
tiplo del otro, pero existen dos ndmeros naturales
positivos A (menor que m,;) y £ (menor que m,)
tales que

.M =m.cm. (M, my)=A M/m,)+B (M/m,)

0 sea que satisfacen la condicidn

A/m, +B/my =1

- .entonces el namero N de valores de S (o también

ide valoresde L), es

N =34B+A+8B

Este es el caso presentado enla Tabla 1 yen la
Tabla 2.

e.— Otras situaciones entre m,, m, se dejan
para la curiosidad del lector que se interese en Arit-
mética,

12. Para no fatigar al lector no daremos aqui
las demostraciones expiicitas de todas las formulas
consignadas en ¢l pdrrafo anterior. Pero daremos la
demostracion de la formula (11.04) correspondien-
te al caso (d), por ser una de las mis interesantes.

Para fijar ideas, nos remitimos a la Tabla 2,
En primer lugar, obsérvese que en el centro geomé-
trico de la tabla estd el nimero cero. En la casilla
r, =4,r, =0estd el nimero 12 que es 3 x 4 0 sea
B P,. El mismo numero 12 estd en la casillar, = 8,
r, = 3. En los dos extremos de la diagonal princi-
pal estd el nomero cero. Y en los dos extremos de
la otra diagonal (o diagonal transversal) esta el
namero 24 = M. Esta configuracion de nimeros
en la tabla es lo que refleja en ella la relacion arit-
mética

M=AP, +BP,

A la derecha de la columna mediana de r, = 4,
hay 4 columnas (en general, A columnas), y a su
izquierda hay otras 4 columnas. Encima de la 1inea
horizontal mediana de r, = 3 hay 3 columnas (en
general, B columnas), v debajo de esa linea hay
otras B columnas.

Asi pues, la tabla puede descomponerse en los
siguientes fragmentos, que no contienen numeros
comunes enitre si

a) La submatriz de la parte superior derecha

15 18 21 24
11 14 17 20
7 10 13 16

que contiene 12 = 4 x 3 elementos. En general, AB
elementos.

b) La submatriz de la parte inferior izquierda,
con nimeros todos negativos, simétrica de la ante-
rior, que contiene también AB elementos.

¢) El namero cero, que aparece en tres casillas.
Es otro elemento mds, distinto de los anteriores.

d) Los nimeros en la fila mediana (r, = 3), a
la izquierda de la columna mediana (r, = 4), que
son

—-12 -9 6 3

cuyo numero es 4 (en general, son A numeros).
e) Los nimeros

—4
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de la primera columna (r; = 0) encima de la fila
mediana r, = 3, y omitiendo el cero (que estd en
ry, = 0, r, = 0) el cual ya se ha enumerado. Son
pues, otros dos nimeros (en general, B — 1 nimeros).

f) Los nimeros
-1 25
-5 -2 1
que forman una submatriz en la parte superior
izquierda de la tabla, cuyo nimero es 6 = 3 x 2
(en general, (4 — 1) x (B — 1) numeros).
g) Los nimeros

3 6 9 12

que aparecen en la primera fila, desde r; = 1 hasta
rl = 4.

Son cuatro nimeros (en general, son A numeros).

h) Los nimeros

8
4

que aparecen en la mitad superior de la columna
mediana (r; = 4), omitiendo el cero (0) y el doce
(12) que ya estin enumerados. Son dos nameros
(en general, son B — 1 nimeros).

i) Todas las demas casillas de la tabla contienen
nimeros que ya estin incluidos en alguno de los
fragmentos anteriormente descritos.

En consecuencia, el nimero de valores distintos
que contiene la tabla, es, sumando los cardinales
indicados atras,

N=24AB+1+A+B-1)+A-1)B-1) +4
+(B-1) =3AB+A+B

que es lo que se trataba de demostrar.

Las otras formulas, (11.01), (11.02) y (11.03)
son mas sencillas de demostrar.

13. Volviendo a la distribucion de probabilida-
des de L, dada por

g k)= 2 hy W hy (u—k)

esta distribucién se refiere a los N valores diferen-
tes que puede adoptar el nimero k = S/M, donde
M=mecm (my,m)yS=r. M/my)—ry (M/ry)
permitiendo a r; recorrer la sucesion 1,2, ....m, y
permitiendo a r, que recorra la sucesion 1, 2, ...
m,. De todas maneras, los valores de k pertenecen
a la sucesion -1, (M + DM, (-M + 2)/M....
—1/M, 0, + 1/M, 2/M,..., M-2)/M, (M—-1)/M, 1,
e incluye necesariamente a k = -1, a8k =0ya
k=+1. A -

—4 -

14. Con lo observado hasta aqui, podemos
construir el siguiente algoritmo para calcular la dis-
tribucién de probabilidades de la diferencia X,
— X, =L;donde X, =ry/m, y X, =r,/m,;don-
de r; tiene distribucidén binomial desde O hasta m, ,
con probabilidad a priori p,; y donde r, es también
binomial, desde cero hasta m,, con probabilidad
apriorip,.

a) An0tar mlr m2’ plr p2
b) Calcular M = m.c.m. (m,, my)

¢) Calcular: P, = M/m, y P, =M/m,
d) (Es m; =m,?

d.1.- Si. Pongam = m, = m,. Calcule
N=2m+l1

d.2.- No. ;Sonm,, m, primos entre si?

d.2.A.- Si. Calcule N =m; m, +m,; +m,

d.2.A.- No. ;Son m,;, m, miltiplos el uno
del otro?

d.2.A.lI. Si. Calcule m* = max (m,,
m,) y calcule N =2 m* +1

d.2.A.Il. No. ;Haydosnimerospositi-
vos A m; y B m, tales que
M = AP, +BP,?

d.2.AIL.1.-Si. Calcule N=
3AB+A+B

d.2.AIl.2.-No. Siga al paso
(e)
e) Forme la tabla T de las(m; + 1) x (m, +1)
diferencias

ri/my — ry/my

f) Cuente el nimero N de valores numeéricos
distintos que forman esta tabla. Si es del caso, con-
frontelo con el que ya se haya calculado en el paso
(d), en la parte pertinente.

Cercidrese de que N2 M +1.

g) Anote k = —1 como primer valor para k. Le
corresponde el valor S = —M, que esté colocado en
el extremo inferior izquierdo de la tabla T, donde
ry=0yr, =m,.

h) Calcule S = kM. Escriba k como k = S/M.

i) Calcule el valor correspondiente de la expre-
SlénSmI/M = k ml =R1.

j)} En la tabla T inspeccione las columnas que
tienen valores de r; enteros y que sean iguales o
mayores que R, (r; 2 R,) leyéndolos en orden
creciente, de derecha a izquierda. Identifique y
enumere ordenadamente aquellas donde aparezca
la S que calculamos en el paso (h). Note que puede
no haber columnas que contengan S. En tal caso,
pase al paso (). ;



-k) En cada una de las columnas asi sefialadas,
encabezadas por los valores indicados de r;, anote
el valor de r, de la fila donde aparezca el valor de
S ya calculado. Dicho valor de r, es Gnico para cada
r,, y puede también calcularse por la fé6rmula.

ry =(ry Py —kM)/P,

1) Anote todas las parejas (r, r,) asi formadas,
que corresponden a cada valor de R, (es decir, al
valor de k prescrito en (g) y en (h) ya calculado en
el paso (i)).

m) Formar para cada una de estas parejas el
producto

my . m,
pi/t (1 —py*1-"1. p. 2 (1 —py)"2-"2
r r

n) Sumar estos productos para el conjunto de las
parejas obtenidas en el paso (1), que corresponden
a un mismo valor de k (o, si se quiere, a un mismo
valor de S). Esta suma es el valor de g (k). Anételo.

fi) Pasc a k' = k + 1/M. Esto significa que
SpasaaS =S +1.

o) Repita todos los pasos desde (h) hasta
(n), para k'. Asf obtiene

g(k')

p) Repita la operacion (fi) (y las sucesivas
de (h) a (n), que le corresponden) hasta llegar
ak=+1,0oseaaS=+M.

q) Calcule g (k)

1) Haga el listado de g (—1),.., £(0), -, & (+1)
ya encontrados.

s) Pare.

De esa manera se ha examinado toda la secuen-
cia de 2 M +1 ntmeros —1,(—-M + 1)/M,..., —-2/M,
—1/M, 0, + 1/M 2/M,.., M—1)/M, + 1 y se han
identificado aquellos N nimeros de la secuencia an-
terior que son valores de k = ry /m; — ry/m,. Ade-
mds, se han calculado y listado los N valores de la
distribucion de probabilidad g (k).

15. El algoritmo que dejamos escrito nos per-
mite calcular los valores numéricos de la distribu-
cion de probabilidades g (k). Ademas, ddndole a k
los N valores numéricos k,, k,,..., KN que se le han
identificado, también puede calcularse numérica-
mente el valor medio (o esperanza) de k, realizando
las operaciones implicitas en la férmula bien co-
nocida.

_ N
E[k]=k = > k.gky (150D

i=1

Dado que k = ry/m; — r,/m,, y recordando

un teorema bien conocido en Estadistica, deberd
resultar que, ademads, k¥ resulta igual a

k =p, —p, (15.02)

Porque

r=mp s r, =m,; p,

Podemos también calcular la varianza de k me-
diante formula conocida

VKl =) glk).(k—k»  (15.03)

i

Una identidad bien conocida en Estadistica, y
vilida en nuestro caso, permite escribir

V Ikl = Viri/m, —’2/m2]=(1/m%) Virl+

+(1/m2) Vir,] =
(1/m}) my py (1—-py) +(1/m3) m, p, (1-p,) =

p1 (1—-p,)/m; +p, (1-p3)/m, (15.04)

Este resultado (15.04) debe coincidir con el
resultado numérico (15.03).

16. Por ultimo, sefialaremos una forma de escri-
bir la distribucién g (k) que también puede usarse
en otros casos en que se manejan variables aleato-
rias binomialmente distribuidas.

Comenzamos por observar que la expresion
(3.02) puede también escribirse como

my
g(k)=2( )pl’l (1-p Y"1~ "1

ri.nvn

m,
( )pz’z(l—-pz)”'r’2 (16.01)

r

en donde ry, r, son, para cada valor de k, las pare-
jas identificadas en el paso (1) del algoritmo descri-
to en el parrafo 14, y entre las cuales se cumple la
condicion

ri/my —rpjmy — k=0

siendor; =0,1,2,....myyr, = 0,1,2, ..., my.
Ademds k adopta luego los valores ky, k,,..., KN




(que forman una sub-sucesiénde la sucesion k, = —1,
(-M+ D/M, .., I/M,0,+1/M +2/M,.. (M-1)M,
+ l.=ky)

Los coeficientes binomiales que aparecen en la
formula (16.01) se pueden también escribir

m! Lim+1)

(7)-

r! (m —nr)! =1‘(r+_1).r(m~r+1)

m '(m) ' m- r (m)

- rrv (@) .(m—r)r{m-r) rim—-r)r@).rim—r)

L B(r,m—r)
r(m—r) ’

donde B (r, m) es la funcidon llamada ‘‘beta” u
*‘euleriana de primera especie”.

1 r—1 s—1
B(r,s)= x (1—x) dx

0
y que mantiene uha identidad muy conocida

r@+s)
B (r,s) =
'@ .T()

con la funcién “gama’.

o~ A
ros= /e_x .x’ﬂl . dx
0

llamada “‘euleriana de segunda especie”.

Por lo tanto, la formula (16.01) puede es-
cribirse _

m, m,
g(k)=z —  B(ry,m; —1,),
r ry (m —r,)
' my - ry m
Pt (1 —-py) . .
: r, (my —ry)
r, M, — Fy

By, my —ry) P2 (1— py)

(16.02)

en donde:

a) cada valor de k, r, esla variable que cumple
las dos condiciones
r, € (O’ l’ 2’ 35 "')ml)

r, 2km,

b) a cada valor de k y de r, le corresponde el
valor inico r, dado por las condiciones

ry =My (rl/ml— k)e (O, 1, 2, .y mz)

¢) la variable k recorre la sucesion ky, k5, ...,
kn que se ha formado en las etapas (g) y (fi) del
algoritmo del parrafo 14.

17. Sisuponemos quep, =p, =p, laexpresion
(16.02) toma la forma

m, m, ‘
gk)=). .
;( n )(mz (rl/ml—k))

ry (0 +myfmy) -myk my +m, (1+k)y—r, (14+m,/my)

p (1-p)
(17.01)

con las advertencias (a), (b), (c) del parrafo 16.
Numéricamente pueden calcularse los N valores de
gk)conk=—1,k,, k3, ..., ky=1

18. Volviendo al caso concreto de la compara-
cion de las drogas, la distribucidon g (k) permite
comparar la una contra la otra en aquellos casos en
que se conoce la eficacia p, de la droga D, pero no
hay certidumbre sobre la eficaciap, de la droga D,.
En este caso, se siguen los siguientes pasos:

a) Se formula la hipotesis nula H, de que
P2=p1=D.

b) Se construye la tabla T; se extraen los N
valores distintos de S que contiene, y se dividen
por M para obtener los N valores distintos de
k=S/M.

¢) Para cada valor de & se identifican los valores
de r; que deben entrar en la sumacion de la formu-
la (17.01), como en el paso (j) del algoritmo.

d) Se valora la féormula (17.01) sumando sobre
los valores de r; correspondientes a cada valor de k.

e) Se obtiene asi la distribucion
gi=8k) , k;=k, ks ., kN

que tiene dos colas: en el lado de los valores mds
bajos de k (k,, k5 ...), y en el lado de los valores
mas altos de k (..., kN—-Z, kn_1, kN)

f) Se toma una muestra de m, pacientes y se
tratan con la droga D,. Se cuentan los r;, de ellos
en que ia droga es eficaz.

g) Se toma una muestra de m, pacientes. Se
tratan con D,. Se cuenta el nimero r, de los que
resultan aliviados.

h) Se mide la diferencia kder,/m, —r, /m, =k.

j) Se establece un nivel o de significacion para
la prueba. Usualmente se toma 1% 6 5% segun que
se quiera ser mas o menos exigente.
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- k) Se identifican los primeros valores &k, k,,..
de la cola izquierda, cuya suma de probabilidades
sea mds préoxima a a/?2

8 tg&, + .. +3Nl =a/2
1) Se hace lo mismo en el extremo de la cola
superior:

EN, T BN, . tey=al2

m) Si el valor medido de k pertenece a la suce-
sién de la cola izquierda

kl ’ k2’ seey kNl

se rechaza la hipotesis H, y se formula una nueva
hipétesis nula H’0 de que p, >p,

n) Si el valor medido de k pertenece a la suce-
sibén de l1a cola derecha

kN, kN oo K

se rechaza la hipotesis Hy y se formula una nueva
hipotesis H" ; de que p, <p, |

o) Si el valor medido de k cae en el centro de la
distribucion, es decir en uno de los valores

k S 4
Nl’kN1+1’ ’ Nz—z’sz—l

no se rechaza la hipotesis Hy sino que se toman

nuevas muestras hasta que sus extensiones reunidas
(m,, m,) hagan que la desviacion tipica (Ver for-
mula 15.04) sea suficientemente pequefia respecto
a p. Por ejemplo, que sea

’ 1 1
pr(d-pf— +—-Y<001lp
m, m,

si es que se usa este criterio de validez para aceptar
la hipotesis Ho .

19. Es evidente que el procedimiento que se ha
expuesto aqui sirve no solamente para comparar la
eficacia de dos drogas, sino para comparar muchas
otras parejas comparables de datos. Ejemplos de
tales comparaciones son:

a) Las resistencias mecdnicas de dos marcas de
barras de metal.

b) Las velocidades de dos corredores.

¢) Los contenidos de un cierto mineral en dos
yacimientos distintos,

d) Las durabilidades de dos marcas de buriles
para metal.

f) Las eficiencias de dos procedimientosde fabri-
cacion; y muchas otras.





