CONFIGURACIONES SEMIPITAGORICAS

Estudio sobre algunas figuras geométricas cuyos
lados se miden en niumeros enteros.

RESUMEN

Con la lectura del siguiente trabajo su autor, el
profesor Eduardo Caro Cayzedo, dio cumplimiento
al requisito reglamentario para asumir su cargo
de miembro correspondiente de la Academia, En
é] se estudian aquellos triangulos que tienen un
angulo de 60° y cuyos lados son todos numeros
enteros (para los que se propone el nombre de
semipitagéricos por analogia con los rectiangulos
similares) y se llega a la conclusién de que estos
lados deben satisfacer la ecuacién diofantica
3a? 4 b* = c¢* de la que se hallan sus soluciones
en forma paramétrica y esta solucién se generaliza
a la de las ecuaciones Ax?4-y2=2%2 y 22+ Bxy
+ y* = 22. Luego se investigan aquellos paralelo-
gramos en los que sus lados y sus diagonales se
pueden expresar también en nimeros enteros y
se resuelve la ecuacién diofantica asociada a tales
figuras x* + y2 =2 (22 4- w?) y por tltimo se ta-
bulan algunas de las primeras soluciones de los
tridngulos y paralelogramos de las caracteristicas
anteriormente anotadas.

CONFIGURACIONES SEMIPITAGORICAS

Hace ya algunos afios que, durante una de mis
clases de Trigonometria, propuse a uno de mis
estudiantes la solucién de un tridngulo de lados
5, T y 8, cifras escogidas sin otro propésito que
el de no alargar innecesariamente los célculos en
el tablero; para sorpresa mia, ya que no de mis
alumnos, uno de los angulos de este tridngulo
resulté ser de 60° exactamente.

Al terminar la clase me pregunté si, a seme.
janza de los pitagéricos, no existiria también una
familia de tridngulos (que llamaré semipitagdri-
cos) con un angulo de 60° y cuyos lados fueran
todos nimeros enteros. Este trabajo es la respues-
ta a esa pregunta.

La primera idea fue la de subdividir el trian-
gulo pedido en dos rectangulos, uno de ellos con
el angulo de 60°, cuyos angulos fueran por lo
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tanto a, a/3 y 2a y el otro con lados a\/3, dy ¢
que deberian cumplir la condicién

(a\3)2+d2=¢?
0 sea 302+ d2 = ¢2

El problema dependia pues en la solucién de esta
ultima ecuacién diofantica para lo cual intenté
una modificacién de un método sugerido por B.
L. van der Waerden (Science Awakening), como
el utilizado por los matematicos babilonios para
hallar ternas de ntimeros pitagéricos que utiliza-
ban para la construccion de sus tablas trigonomé-
tricas y que es como sigue:

Sea la ecuacién:
3a2 + d? = ¢2
3a2 = c2—d2

SORE)
(1))

Siendo a, d y ¢ nimeros enteros, los dos factores
del segundo miembro de la Gltima igualdad seran
entonces nimeros racionales y podremos por lo
tanto sustituir

c+d 3m

c—d

n
a n a m
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en donde m y 7 son nuevamente niimeros enteros.
De estas dos ecuaciones, por suma y resta encon-
tramos:

2mn

1 (3m n) 3m2 4 n?

3m n 3m2 — n?
n m)- 2mn

y por lo tanto
a— 2km/n
d=Fk (3m? —n?)
c=k (3m? 4 n?)

(Otra sustitucién posible es:
c+d m c—d 3n

a n a m

que, tratada en la misma forma, conduce al re-
sultado a = 2kmn, d =k (m2 —3n?), c=k (m?
-- 8n?), esencialmente igual a la anterior).
Estos resultados nos dan, inmediatamente la so-
lucién del tridngulo original:
20 = 4kmn
b=a-+d=F|3m? | 2mn — n?|
c=k (3m*+n?).

Las soluciones serin primitivas, es decir, en
enteros primos entre si, si k=1, m y » primos
entre si y de diferente paridad y » no es miltiplo
de 3.

Puede verse facilmente que una solucién de este
tipo (con C > 2a) conduce a la de otro tridngulo,
de lados también enteros y con un dngulo de 120°
cuyos lados son:

20 — 4kmn
bV =d—a=Fk|3m?—2mn — n?
g' ¢c=Fk (3m* 4 n?)

y este tridngulo, a su vez, a otro tridngulo con un
angulo de 60° cuyos lados son:

V=d—a=EFk|3m? — 2mn — n?
« o=d+a=k|3m*+2mn—n?=2>
c = k (3m? 4 n?)

Asf, por ejemplo, en el caso en que k=1,
m=1, n=2, tendremos:

20 = 4dmn =
b = 3m?*4-2mn—n? =

b'=|3m?*—2mn —n?| =

- v W 00

¢ = 3m*4-n? =

en donde aparece, de nuevo, el tridngulo 5, 7, 8,
origen del problema, y los triangulos 3, 7, 8 con
un angulo de 60° y 3, 5, 7 con uno de 120°,

Al final de este trabajo damos una tabla con
algunos tridngulos de este tipo; por tultimo y co-
mo curiosidad es posible continuar el dibujo
anterior hasta obtener la figura de la pagina
siguiente donde todos los segmentos miden 3,
5, 7T u 8 unidades:

El procedimiehto empleado atras para resolver,
en enteros, la ecuacién 3a® 4+ d? = ¢ puede gene-

* ralizarse facilmente para resolver la ecuacién mas

general Ax? 4 y2 =22, donde A es en general un
nimero entero pero podria ser racional, asi:

Ax2+y2—_—_z2

At =22—y2 = (2+y) (2—9)

SEHIEE

Tomemos dos nlimeros r y 8, cuyo producto sea
A (rs = A en donde r puede valer 1 y s valer A)
y m y n otros dos ntimeros enteros; podremos en-
tonces hacer '

z Yy m™m

—_t—

z =z n

zZ Yy sn rm sn
—_———— (——X-——:TS:‘A)
z x m n m

de donde, por suma y resta, obtenemos:

2z l(rm sn) rm? 4 sn?
x—2 n ml] 2mm
Y l(rm sn) rm® — sn?
x—?—n_ Tn- - 2mn

y, finalmente:
z=k 2mn
-y =k |rm? — sn?|
2z ==k (rm? 4- sn*)
En estas f6rmulas se toma el valor absoluto de .
y porque esta letra figura al cuadrado en la ecua-
cién que tratamos de resolver:

Las soluciones seran primitivas si hacemos
k=1ysimymn, ryn, sy mson primos entre si.
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Ademaés si A, y por consiguiente r y s son impares,
una de las cantidades m o » deberad ser par ya
que, si ambas son impares las soluciones halladas
contendréan el factor 2 y las soluciones primitivas
procederan de las férmulas:

rm? — sn?

2

rm? 4 sn?

2

r=mn Y= 2=

Por ejemplo, si se trata de resolver
622 + y2 = 22
con k=1 r=1 s=6 m=5 n=3
68024 292= 792
con k=1 r=6 8=1 m=5 n=3
6 X 802 4 1412 = 1592
con k=1 r=2 8=3 m=56 n=38

se tendra

se tendra

se tendra 63024 232= T7?

yeon k=1 r=3 s=2 m=56 n=3
6 %X 3024 B72= 932

esta tltima solucién no es primitiva porque r =3
divide a 7 =38; eliminando factores tendremos
6 X 102 4 192 = 312; que procede de hacer k=1
r=6s=1m=1n=>5.

Una segunda idea para atacar el problema del
tridngulo semipitagérico de 60° seria tratarlo
como un caso del teorema del coseno

a? 4+ b? — 2ba cos 60° = ¢?
o sea a?- b%2— ab=c? porque cos 60° = 14.

obtenemos

No estudiaremos aqui la solucién de este caso
particular sino que la generalizaremos a aquel en

1%
que cos 7 Sea un niimero racional — cualquiera,
q
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es decir, a la de la ecuacién 2 + y>— Bxy = 22
con la restriccion de que B sea racional y menor,
en valor absoluto que 2.

En estas condiciones el problema es equivalente
a buscar los lados enteros, de un tridngulo ABC

B p
en el que o8 r=—=—;
2 q

Si hacemos e=pf y ¢ =gqf
tendremos h =+\/22 — €2 =f\/¢® — p°
y como h?4d2=22 (ABDA)
(@*—p%) P4+ d2=22
que es la ecuacién que resolvimos atras, con

se deduce

P?—pr=A f="2 d="y
por lo tanto, si rs = ¢ — p? tendremos:

f=2kmn

d =k |rm? — sn?|

2=k (rm?+4sn?)  de donde:

r = qf = 2kgmn
y=pf =d=1Fk |2pmn = (rm? — sn?) |

en el valor de y se utiliza el doble signo == porque,
segiin que d sea menor, mayor o igual a e se ob-
tendran dos soluciones para el caso:

2% 4 y?2 — Bxy — 2% o una para este caso y la

segunda para 2% 4 ¥2 4 Bxy = 22, o0 una sola para
el primer caso.

:c[
o
+
Q
1

Fyce d—————yp* 04d ———

' 2
Por ejemplo, sea 22 - y2 — — a2y =22, en este
3
B 1 ‘
casocosr =—=—dedondep=1¢=3
2 3

CF—-pPP=8y8ff+d®=22 k=1
d = |8m? — n?|.

z = 8m? + n?

f_—_2mn

z =3.2mn = 6mn
¥y =|2mn %= (8m? — n?) |

que en el caso m =1 n =2 nos dan:
8
r=12 y=4+x4= 2=8+4+4=12
0

solucién no primitiva y tinica que reducida nos da:
2
32422 - — 2,332
3
Sim=2 n=1
35

2=3241=33

z=12 y:]4i31|={
27

2
de donde: 1224352 —-—.12,35=332
3

2
y: 122+272+—é—. 12, 27 =382

una solucién para cada uno de los dos casos

y si m=1 n=3

5
=18 y=6:+-_1:{ z2=8+4+9=17
7

2

de donde: 182-4-52—— . 18.5=17
3

2
y: 182—|—72,—?.18.7=172

dos soluciones para el primer caso.

Lo interesante de esta soluciéon es que como en
el caso de que se elimine la restriccién de que
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|B| < 2y por lo tanto el raciocinio por compara-
cién con un tridngulo deje de ser valido, el proce-
dimiento formal, puramente numérico, sigue sir-
viendo (con pequeiias variaciones) y continda pro-
porcionando soluciones como se puede ver en el
ejemplo siguiente: '

Sea la ecuacion z? 4 y? — 8xy = 22 (en este ca-

3
80 cos r = — — —, trigonométricamente imposi-
2 g
posible) haciendo
z=qf =2f
e=7pf=38f obtenemos:

h=\/%—p?* f=+/—05f (imaginario)
continuando:

h? - d? =22
— 52 4 d2 =22 y trasponiendo 5f
5f2 + 22 =d?

obteniendo la ecuacion original pero con ¢ y d in-
tercambiados, entonces:

f=2mn
d = 5m? 4 n?
z="5m? —n?
¥ =3f =d=6mn = (5m? + n?)
Tz = 2f = dmn.

Y como casos particulares:

(kt=1)

n=2

3
z=8 Y=
21

8.4 82-3.8. 3=1°
824217 —8.8.21 =12

m=2

m=1

z=1

n=1

—~9
z=28 Y=
33

824+ 924.3.8. 9=192
824-332 —3.8.83 =192
m=2

z=19

n=3
7
rx=24 y:{
65
242 - 72 —-3.24. T=112
242 - 6562 — 3.24.65 =112

m=38

z=11

n—=2
—13
z=24 Y=
85
243 1 132 4-8.24.13 = 412
242 1 852 — 3.24.85 = 412

z=41

En donde, en algunos de los ejemplos, apare-
cieron soluciones de 22 1| y? 4 Bry =22

Un segundo problema, anilogo al anterior es el
de encontrar aquellog paralelogramos en los que,
tanto los lados como las diagonales sean niimeros
enteros.

en este caso, si a y b son los lados y z las dia-
gonales deberid cumplirse que

2(a® b2 =a2 4942

Y ademés podemos suponer, sin pérdida de ge-
neralidad, que e >b y x> v y estas cantidades
deberdn cumplir, ademés, con las desigualdades
del tridngulo, que podemos resumir en

at+db>x>=2y>a—0
desigualdades que eliminan, inmediatamente la so.
lucién
2(@+4b)=(a+b)*+ (a—0b)?

ya que en este caso a4+ b =2 a— b=y en con-
tradiccién con las desigualdades anteriores; pero
sugiriendo, al mismo tiempo que de existir valores
de z, y diferentes de éstos deberemos tener

2?42 = (@4 b)2+ (a—b)2=2 (a2 + b2)

es decir, que deberemos buscar dos parejas de
nimeros cuyos cuadrados tengan la misma suma,
que es exactamente lo que ocurre en la conocida
igualdad:

(m*+n?) (p*+¢°) =
= (mp 4 nq)? 4 (mq — np)? =
= (mq + np)? 4 (mp — ng)?
por medio de la cual podemos encontrar cantida-
des a, b, ¢ y d tales que:
2(a'+b*) =(a+b)*+ (a—Db)?
2(+d) =(c+d)?+ (c—d)?

en las que no se cumplen las condiciones necesa-
rias para formar el paralelogramo semipitagérico
buscado pero en las que, mediante un intercambio
de los segundos miembros, obtenemos:

2(@*+0%) = (c+d)?+ (c—d)?
2(+d?) =(@a+b)?*+ (a—0)?



dos nuevas igualdades de las que una correspon-
der4 siempre a uno de los paralelogramos que tra-
tabamos de encontrar.

Por ejemplo:sim —=4n=3p =2y q =1 ten-
dremos:

o= mp4ng = 4.2+48.1 =11
b=|mqg—np|=|4.1-3.2|= 2
c= mg+np = 4.143.2 =10
d=|mp—ng|= 4.2—3.1 = 5

de donde:

2 (1124 22) =
(10 + 5)2+ (10 — 5)* 1142<15
2 (1024 5%) =
(114 2)2+ (11 —2)2 104+5>13

Y esta tltima igualdad nos da el paralelogramo
¢=10 b=15 =13 y = ¢, que, a su vez, genera
el =130’ =9 2’ =20 ¥ = 10, como se ve en la
figura:

N /
9\\ //5 //13/
-
NE

Las férmulas asi obtenidas (y que se reprodu-
cen en el apéndice) son innecesariamente compli-
cadas ya que dependen de cuatro parametros;
otras, méas simples, con solo tres se obtienen como
sigue:

de 2 (a?® 4-b%) =2 (c® 4 d?) se deduce
?—ct=d?— b
(a+c) (a—¢)=(d+b) (d—D)
y sustituyendo:

PgXr=pXqr=pqr

obtenemos:
1 1
a=—(pg+7) b=—(p—gqr)
2 2
. ( ) d - ( )
c=—(pq—7r =—((p+4+ar
2 2

1
de donde, eliminando el factor —2, una de las dos

expresiones
(e +0)*4 (a—b)?=2 (c* 4 d?)
(c+d)?+ (c—d)*=2 (a* 4 b?)

corresponde a un paralelogramo semipitagérico.
Por ejemplo, con:

P=1q¢g=2r=7Ta=9b=13 ¢c=5d=15
obtenemos 102 4 202 =2 (9% 4 132)
del que se deduce 2 (52 102) =92 132

que fue el ejemplo anterior.

APENDICE
Resumen de los resultados obtenidos:
1° La ecuacién Aa? | y2 =22
donde As4u y A=1rs
admite las soluciones en enteros dadas por
z=2kmn
y=k|rm?— sn?|
2=k (rm? 4 sn?)

éstas serdn primitivassik=1yryn, sy m,
m y n son primos entre si y no todos impares.
Si A es impar y m y n también lo son las solu-
ciones halladas serin dobles de otras primi-
tivas.

29 La ecuacién 22 y? + Bry =22

a) donde |B| <2 Bzz—p,'r'ér:pz—-qz
q

tiene como soluciones:
r=2kqmn
y=Fk[2pmn = (rm? — sn?) ]

z=1Fk (rm?® 4+ sn?)
2p
b) ysi [B|>2 B=— rs=p%—g¢?
q

tiene como soluciones:
=2 kgmn
y=1Fk [2pmn &= (rm?+ sn?) ]
z=1Fk (rm? — sn?)
3% La ecuacién 2 (a®+ b%) =22+ 92

tiene como soluciones las correspondientes a
uno de los dos casos:

2@ 40 =(c+d)?2+ (c—d)2 =22+ 92
2(c24+d?) = (a+b)24 (6 —b)2 =122+ w?
en donde:
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a=mp -+ ng | 11 85 91 96

b= —_—n
ma—np 19 80 91 99
c=mq +np
d=mp —nq 55 57 97 (112)
o, més simplemente:
a=pq+r
b=p—qr PARALELOGRAMOS SEMIPITAGORICOS
c=pg—r
d=p+gqr
y X
TRIANGULOS DE 60° Y 120° b
a+b <100
¢ < 100
a
2 (a? + b?)
b= 4= Y= xr = =a 4y =
3 4 5 5 50 [ ]
4 7 7 9 130
5 10 9 13 250
5 12 18 13 338 [ ]
6 7 7 11 170
6 13 1 17 410
3 5 1 8 6 17 17 19 650
7 8 13 16 7 16 13 21 610
5 16 19 21 8 9 11 13 290
o 24 81 35 g 11 o 17 310
7 33 31 40 8 16 17 17 518 [
18 36 43 48 10 11 9 19 442
16 39 49 - 56 10 19 7 27 78
9 56 61 66 11 16 15 23 754
32 45 67 7 13 16 1 27 850
17 63 3 80 13 18 19 25 986
40 51 79 91 15 16 11 29 962
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