EL INFINITO

Por ALONSO TAKAHASHI.

INTRODUCCION

Comenzamos haciendo algunas observaciones
sobre la eleccién del tema de esta exposicion. En
primer lugar, la matematica tiende a ser univer-
sal aunque los problemas matematicos de cada
época sean bien determinados; quizas haya una
matematica propia de cada cultura pero el mate-
matico no encuentra temas propios de su medio
ni problemas inherentes a su localidad. La Mate.
mética Aplicada es algo distinto: es una aplica-
cién de la matemaética.

En segundo lugar esti la comunicacién: la ma-
tematica es en si misma un lenguaje con una gra-
maética mas precisa que la de los idiomas naturales.
Sus conceptos pueden tener interpretaciones con-
cretas aproximadas o pueden necesitar de una
franca intuicién de lo abstracto; en todo caso la
exposicién no puede permitirse muchags parafrasis
sin arriesgar profundamente el significado, aun-
que es la opinién de matematicos eminentes que
una teoria matematica no debe considerarse com-
pleta mientras no sea tan clara que pueda ser
explicada a la primera persona que uno encuentre,
Habria que aclarar que es conveniente, si no
indispensable, que dicha persona sea un mate-
matico.

En todo caso, el tema debia ser de interés gene-
ral y también ser significativo dentro de la misma
mateméitica y ademés debia intentarse una pre-
sentacién no especializada del mismo. Ahora bien,
la nocién de infinito, en su doble versién de lo
desmesuradamente grande y de lo arbitraria-
mente pequefio, ha sido una de las grandes inquie-
tudes de la mente. El ser humano, decia Pascal, “se
aterrar4 sin duda al verse perdido en el cuerpo
que la naturaleza le ha dado entre esos dos abis-
mos del infinito y de la nada... Porque, en fin,
{ Qué es el hombre en el mundo? La nada con res-
pecto al infinito, el todo con respecto a la nada,
un medio entre nada y todo. Se encuentra infini-
tamente alejado de los dos extremos y su ser no
estd menos distante de la nada, de la cual fue
sacado, como del infinito en donde esti inmerso”.

Y ya en la matemaética, es el concepto de infi-
nito el que con mayor insistencia ha permanecido
al acecho con irrupciones periédicas cargadas de
significado como en las paradojas de Zenén, en
la doctrina de los infinitesimales, en los nimeros
transfinitos y la crisis de los fundamentos, en la
moderna metamatemaAatica y en las ambiciosas
teorias actuales que figuradamente pueden des-
cribirse como galécticas.

Por 1ltimo, y afortunadamente, para la presen-
tacion del tema se cuenta con ensayos magistrales
de hombres como Bertrand Russell, David Hilbert
y otros més. Es por esto por lo que, sin querer
parangonar esta exposicién con una de las maés
grandes obras de la civilizacién, debo descubrirla
como una simple colcha de“retazos.

Deseo ingsistir en que el tratamiento del tema no
pretende ser técnico y, a decir verdad, es muy po-
co ortodoxo. Espero ser disculpado por quienes
consideran que esto es incorrecto,

La nocién de infinito.

La nocién de infinito se presenta al espiritu
ligada a experiencias comunes como el tiempo, el
espacio y el proceso de contar objetos de una
coleccién. El homo sapiens aparecié sobre la tie-
rra hace 30.000 afios, tiempo muy corto si se com-
para con los 250 millones de afios durante los que
reinaron los trilobitos y los dinosaurios o con
los 4.500 millones de aiios transcurridos desde la
formacion de la tierra. Sin embargo, no es habi-
tual imaginar que el tiempo haya empezado en
cierto momento o que vaya a terminar en un ins-
tante dado; cabria siempre pensar en un antes y
un después. Pero tampoco es facil aceptar un pasa-
do infinito durante el cual, habiendo habido plazo
suficiente, todo lo posible habria sucedido ya.

Esta suerte de consideraciones exige el estable-
cimiento de ideas fundamentales a cuya luz se
determinen las formas sensatas de plantear los
problemas, cuidando siempre de no concluir méas
de lo estrictamente implicado.
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Como en el caso del tiempo, es inadmisible
asignar un término al espacio, pero de ello se
conciuye su ilimitacién y no su infimtud. Esta ob-
servacién permitié corregir en forma genialmente
drastica y sencilla la moderna teoria de la gravi-
taci6n: habiéndose observado que las ecuaciones
correspondientes fallaban en regiones arbitraria-
mente alejadas, vale decir, en el infinito, se curvé
el espacio hasta cerrarlo completamente y asi, no
habiendo infinito, la teoria era correcta. Pero se
necesité valor para abandonar la geometria eu-
clidea como descripciéon propia del espacio fisico.

Similarmente se han elaborado teorias para eli-
minar la total infinitud del tiempo. Puede, por
ejemplo, argiiirse que en un estado inicial y final
de equulibrio el tiempo tenderia a detenerse o
también que la evolucién del mundo fisico es eter-
na pero perioaica, como la Bibloteca de Babel de
Borges, donde el gran desorden repetido una y
otra vez se constituye en Orden.

Y con respecto a tamaifio y masa, a pesar de la
impres:onante inmensidad de la boveda celeste, la
coswuologia moderna afirma que el universo esta
formado por 100 mil millones de galaxias, cada
una de las cuales consta, en promedio, de unos
100 mil miilones de estrellas; que el radio del uni-
verso, antes de iniciarse el actual proceso de ex-
pansion, era de 1.060 millones de anos luz y que
su masa es de 2,14 X 10% toneladas cor.espon-
diente a 1,29 X 10 protones.

También en la direccién de lo infinitamente pe-
quefio la mente desprevenida estaria dispuesta a
aceptar la divisibihdad indefinida de la materia
en fragmentos arbitrariamente minudsculos, Pero
de nuevo aparecen limites finitos en forma de par-
ticulas elementales y cuantos de energia.

En conclusién: el mundo fisico no presenta o
no necesita el infinito en ninguna de sus modali-
dades. Y debido a esta fimtud, aunque las magni-
tudes sean inconcebibles, el hombre de ciencia ac-
tual ha perdido algo del pasmo ante el Universo:
“contia en que dados suticiente ingenio, perseve-
rancia, tiempo y dinero, puede entender todo lo
que hay mas alla de las estrellas” (W. Rindler).

Pero el infinito subsiste en la mente y exige
una aclaracién. Su naturaleza ha sido explicada
como negacién de lo finito y no como una idea ver-
dadera. Decia Buffon que “una cosa infinita no
es sino esa misma cosa finita a la cual le quitamos
sus términos, sus limites; la idea de infinito no
es sino una idea de privacién y, en modo alguno,
un objeto real... Un numero infinito carece de
realidad pues le hace falta un objeto, o mejor,
una coleccién de objetos por representar, a fin de
que su existencia sea posible”,

El infinito en matemdticas.

El empleo del infinito en matematicas se justi-
fic6 inicialmente con base en la comodidad. Leib-
niz, por ejemplo, no creia en la existencia de
magnitudes verdaderamente infinitas ni verdade-
ramente infinitesimales pero las consideraba como

“ficciones tutiles para abreviar y hablar univer-
salmente”. Segin Fréchet “. . .para cada grado de
civilizacién existe un limite para los niimeros que
se pueden efectivamente contar. Toda coneepcién
de un numero superior a este limite es puramente
tedrica”.... ‘“Pero es mas simple no ocuparse
jamés de esta limitacién e imaginar pura y sim-
plemente la serie de los enteros como ilimitada. Y
he aqui el infinito introducido en las matemdticas,
no como la afirmacion de que este infinito corres-
ponda a una realidad cientifica, sino como una
comodidad del lenguaje”.

Pero no todos se resignan a un infinito irreal
y es asi como Dedekind, en un esfuerzo para ex-
hibir una coleccién real infinita arguye que, si
algo puede ser objeto de mi pensamiento, entonces
también puede serlo la idea de que ese algo puede -
ser objeto de mi pensamiento, y asi sucesivamente,
De tal manera que las cosas que pueden ser objeto
de mi pensamiento forman una coleccién infinita.

La realidad del infinito hace parte del problema
general de la existencia de los objetos matemati-
cos y de la naturaleza de las matematicas donde
pueden distinguirse tres posiciones extremas, a
saber: :

1. Segiln el Platonismo hay un hipermundo en
el cual los objetos matematicos gozan de una exis-
tencia tan real como la del mundo en que vivimos.
Alli se encuentran los conjuntos finitos e infinitos,
las funciones, el campo de los nimeros reales, los
6rdenes. El matematico, a semejanza del natura-
lista, observa este mundo y lo describe y sus “crea-
ciones” son los resultados de este estudio.

2. Segiln el Formalismo la matematica es un
juego con ciertos términos y reglas explicitas, las
cuales deben aplicarse en la derivacion de los teo-
remas. Los objetos matematicos no tienen existen-
cia real y sélo existen representaciones mas o
menos ltiles. La verdad es la aplicacién correcta
de las reglas y la existencia es sinénimo de con-
sistencia, es decir, ausencia de contradiccion.

3. Segln el Intuicionismo la matemaitica es
una actividad propia del cerebro humano, el cual
tiene intuiciones directas como la de los nameros
naturales. La verdad es evidencia interna y la exis-
tencia es constructibilidad con base en procesos
directamente intuibles.

Naturalmente estos son especimenes puros que
no se dan en la realidad y todo matematico pre-
senta trazas de todas estas tendencias.

Considerando la evolucién del concepto de ni-
mero se encuentra que en las primeras etapas la
numeraciéon se reduce a

uno, varios o
uno, dos, varios, muchos, ete.,

y aunque este “muchos” sea el germen del infinito,

dichos sistemas no facilitan nombrar ntumeros
grandes. AUn un sistema mas evolucionado como
el jonico, usado por los griegos y basado en el
alfabeto y otros signos adicionales, aunque per-
fectamente adecuado para las necesidades de su
civilizacién, no permitia simbolizar con facilidad
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ndmeros arbitrariamente grandes como se mani-
fiesta, por ejemplo, en la penosa argumentacién
de Arquimedes para mostrar que el nimero total
de granos de arena, aunque muy grande, no es
infinito.

Con la introduccién del sistema posicional por
parte de sumerios y chinos y en particular el de-
cimal de acadios, babilonios, arabes e hindudes se
tuvo el instrumento adecuado para simbolizar to-
dos los nlimeros y aun magnitudes no intuibles.
Una vez dado este paso, la simbolizacién decimal
se extendié a los niimeros racionales o fracciones
y luego a los irracionales para encontrarse fron-
talmente con el infinito. En efecto, una fraccién
como 7/4 tiene una expresion decimal finita, a
saber, 1,75 y hay otros casos, como 20/7 que pro-
duce la expresién, 2,857142 857142 857142... la
cual, aunque infinita, puede visualizarse en su
totalidad debido a su caracter periédico. Podria
decirse que el desorden en que aparecen las cifras
del periodo, al ser repetido una y otra vez, produ-
ce un orden que permite aprehender de una vez

toda la exvresion. El caso del ntiimero \/2 es
esencialmente diferente, pues la representacién de-

cimal 1,4142... no es peridédica (si lo fuese, /2
seria racional) y es por lo tanto verdaderamente
infinita; aceptarla significa aceptar que en alguna
parte existe dicha exvresién infinita aunque no
sea conocida en su totalidad. El estudio de los
nimeros reales (racionales e irracionales) suce-
siones, series y funciones numéricas, limites y
continuidad, representacién de funciones arbi-
trarias en términos de funciones trigonométricas
(como lo exigia, por ejemplo, la teoria del calor
de Fourier), derivadas e integrales, extremos de
funciones y funcionales, constituyé el llamado

Anilisis Matematico que ha sido descrito como’

“una sola sinfonfa del infinito”. Esta maravillosa
estructura tedrica exigia en forma apremiante,
una definicién clara del conjunto de los nimeros
reales, entidad en la cual se basaban todas sus
construcciones y exigia una formulacién precisa
del infinito asociada a funciones numéricas que
representan magnitudes que devienen infinitas o
infinitesimales.

- Y ademés de esta modalidad del infinito, sub-
sistia aiin sin resolver el problema mas antiguo de
“contar’’ colecciones arbitrarias como la totalidad
de los ntimeros enteros o el conjunto de puntos de
discontinuidad de una funcién.

El paraiso de Cantor.

Esta intensa actividad matemaética produjo una
considerable tensiéon en medio de la cual estalls
lo que Hilbert ha descrito como “la mis maravi-
llosa floracién del espiritu matematico y, sin duda,
una de las més altas aportaciones de la serena y
pura actividad de la inteligencia”, a saber, la Teo.
ria de los Nimeros Transfinitos, de George
Cantor.

Antes de Cantor, si bien se aceptaba la existen-

cia de colecciones infinitas, como 1, 2, 8,..., se

crefa que cualquier coleccién, finita o no, podia
ser agotada extrayendo primero uno de sus ele-
mentos, luego otro y asi sucesivamente. Aplicando
un “método diagonal”, Cantor descubrié que los
nimeros reales no pueden agotarse de esta ma-
nera. También mostr6 que hay tantos ntimeros
enteros como fraccionarios a pesar de que entre
dos fracciones cualesquiera hay infinitas méas. He-
chos similares habian sido observados antes:
Galileo, por ejemplo, sefial6 que hay tantos cua-
drados perfectos como niimeros naturales, pues al
asignar a cada ntimero su cuadrado se agotan las
dos colecciones; la misma peculiaridad puede
presentarse en forma pintoresca refiriéndose a
cierto personaje que, al redactar su autobiogra-
fia, emplea un afio describiendo un dia de su vida.
A este ritmo, a medida que transcurre el tiempo
estara més y mas lejos de terminar su obra. Pero,
si vive eternamente, todos los dias de su vida que-
daran descritos: el 10° dia en el afio 10°, el
dia 1000° en el afio 1000°, ete. Sin embargo,
estos hechos eran considerados simplemente como
jugarretas del infinito. En manos de Cantor y con
la sencillez propia de la genialidad, estas parado-
jas se transformaron en la misma definicién de
equinumerostdad: dos conjuntos o colecciones de
objetos A y B son equinumerosos (esto es: tienen
el mismo ntimero de elementos o cardinal) si entre
ellos puede establecerse una corresnondencia biu-
nivoca (esto es, uno a uno) y que las agote a am.
bas. El cardinal de A sera (estrictamente) menor
que el de B si A es equinumeroso con una parte de
B, vero B no es equinumeroso con ninguna parte
de A. Es claro que estas nociones coinciden con las
usuales cuando A y B son colecciones finitas.

En este sentido, el niimero de enteros es igual al
de fraccionarios pero menor que el de reales.

De acuerdo con estas definiciones, si de una
coleccidn se extraen algunos elementos, e inclusive
infinitos, la subcoleccién restante no tendra nece-
sariamente un ntimero de elementos inferior al de
la original. Asi, si de la coleccién 1, 2, 3,... se
sacan los nimeros impares, la subcoleccion res-
tante es equinumerosa con la coleccién completa.

Cantor descubrié también que en lugar del sim-
ple {cudntos. . .? puede, en ciertos casos, pregun-
tarse jcudntos... y en qué orden? Para coleccio-
nes finitas esta diferencia es secundaria pero en
el caso infinito las respuestas imponen dos tinos
diferentes de niimeros transfinitos: los cardinales
y los ordinales.

Para un conjunto cualquiera A el cardinal de
A es la caracteristica que distingue a todos los
conjuntos que son equinumerosos con A. Si, ade-
mas, entre los elementos de A se ha establecido
un orden de tal manera que, como en el caso de
los nimeros naturales, cada subconjunto no vacio
tiene un menor elemento, entonces el ordinal de A
indica la caracteristica comin a todos los conjun-
tos equinumerosos con A y ordenados en forma
completamente similar a él. Los primeros ordina-
les son los niimeros naturales,
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01,23,

y después de todos ellos viene el primer ordinal
infinito ¢. Ni siquiera contando todos los objetos
del mundo fisico se llegaria a ¢, pero en el mundo
de Cantor, después de ¢ vienen

0)+19 w+2, w+3,

y después de esta infinidad aparece ¢ + ¢ u 2.
De esta manera se obtienen

@2 ... @3

y después de esta infinidad de infinidades viene
ww U @ Aparece entonces una infinidad de mfl-
nitas infinidades, a saber,

wz, e ey ws, evay see

después de las cuales viene o. Y asi se obtienen

@WWy o0y QWP o0y

El ordinal que aparece después de estos se de-
signa por ¢, y con €l se inicia de nuevo toda la
historia:

e+ Le+2 ..., ete ete.

A pesar de su tecnicismo, esta situacién evoca
el initil esfuerzo del mensajero imperial descrito
por Kafka: “...todavia estid abriéndose paso a
través de las cdmaras del palacio central; no ter-
minari de atravesarlas nunca; y si termina, no
habria adelantado mucho; todavia tendria que es-
forzarse para descender las escaleras; y si lo con-
siguiera, no habria adelantado mucho; tendria que
cruzar los patios; y después de los patios, el se-
gundo palacio circundante; y nuevamente las
escaleras y los patios; y nuevamente un palacio;
y asi durante miles de afios; y cuando finalmente
atravesara la tltima puerta —pero esto nunca,
nunca puede suceder— todavia le faltaria cruzar
la capital, el centro del mundo”.

La introduccién de los poderosos métodos de
Cantor para manejar infinitudes transformé la
Matematica en una verdadera Ciencia del Infinito,
plantandola de un salto en un nuevo paraiso. Pero
alli precisamente acechaba la contingencia més
destructiva para la ciencia deductiva: la contra-
diccién interna.

Se encontr6é que los mismos principios usados
por Cantor en su magnifica teoria conducian a
contradicciones. Russell comenzé aplicando el
método de definir un conjunto tomando como ele-
mento los objetos que satisfacen una condicién de-
terminada para asi introducir el conjunto de todos
aquellos conjuntos que no son elementos de si
mismos. Este “conjunto” no puede ni pertenecer a
si mismo ni dejar de hacerlo, También aparecieron
otras antinomias més técnicas como la obtenida
por Burali-Forti aplicando al “conjunto” de todos
los ordinales el teorema que afirma que para cual-
quier conjunto de ordinales hay un ordinal mayor
que todos los del conjunto, o la de Richard en don-
de la contradiccién resulta al aplicar un método
diagonal como el introducido por Cantor,

Infinitesimales.

Mientras que los transfinitos de Cantor eran
mirados con justa desconfianza debido a las anti-
nomias, los infinitesimales habfan sido progresiva-
mente aceptados en el mundo matematico. Aunque
algo misteriosos, la gente quizés estaba acostum-
brada, desde la antigiiedad, a que un circulo, por
ejemplo, podria ser aproximado por un poligono
regular de lados pequefiisimos cuya &rea diferia
infinitesimalmente de la del circulo. Finalmente,
el éxito y la potencia de los métodos del Célculo
Infinitesimal disculpaban la falta de claridad en
los cimientos. Sin embargo, los trabajos de Wier-
strass mostraron que el Anilisis podia aritmeti-
zarse: que la estructura del campo numérico real
no admite infinitesimales y, lo que es méis impor-
tante, que los infinitesimales no eran necesarios
para desarrollar el cilculo y la mateméitica supe-
rior. Aunque muy caros a la intuicién, su presen-
cia era inadmisible e indtil y fueron totalmente
expulsados de la matematica.

La lucha contra lo crisis.

La aparicién de las antinomias ocasioné la
llamada Crisis de los Fundamentos contra la cual
se inicié un programa similar al desarrollado por
Hilbert en Geometria, que buscaba un sistema
consistente de axiomas a partir del cual pudiesen
derivarse todos los hechos de la teoria, Esta labor
fue iniciada por Zermelo y continuada por von
Neumann, Bernays y Godel, dando lugar a la Teo-
ria de Conjuntos (TC), la cual se refiere a ciertos
objetos llamados clases. Una clase puede o no per-
tenecer a otra clase; en el primer caso se dice que
la clase es un conjunto o coleccion,; éstos consti-
tuyen por asi decir, los objetos elementales. El
sistema de axiomas es el siguiente:

1. Axioma de extensién: Una clase estd deter-
minada por sus miembros.

2. Azioma de conjuntos binarios: Con dos ob-
jetos elementales puede formarse un conjunto.

3. Axioma de formacion de clases: ciertas pro-
piedades determinan clases.

4. Azioma de uniones: Reuniendo los miem-
bros de una coleccién de conjuntos se obtiene un
nuevo conjunto.

5. Axioma de Conjuntos de Partes (o poten-
cia) : Los subconjuntos de un conjunto constituyen
un nuevo conjunto.

6. Axioma de reemplazo: Al sustituir cada ele.
mento de una coleccién por un conjunto se obtiene
de nuevo una colecci6n.

Para que la teoria no sea vacia debe postularse
la existencia de objetos, y para que sirva de fun-
damento a la matematica debe comprender con-
juntos infinitos, Los objetos obtenidos progresi-
vamente a partir del conjunto vacio ¢ agregando
siempre a cada conjunto A un nuevo elemento, a
saber, el mismo A, son todos diferentes. Entonces,
la existencia de conjuntos y en particular de con-
juntos infinitos se postula asf:
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7. Axioma del Infinito: Existe un conjunto M
tal que ¢ pertenece a M y si x pertenece a M en-
tonces el conjunto xt+ obtenido agregando a x el
nuevo elemento x también pertenece a M.

El conjunto M contendra entonces, entre otros,
los siguientes elementos:

$ {6h {6 {oth {6 {8h {4 {otth ..

A los axiomas de la Teoria de Conjuntos (TC)
es conveniente agregar otros dos principios:

El Axioma de Eleccion (E): Dada una colec-
cién no vacia de conjuntos no vacios puede for-
marse un nuevo conjunto extrayendo un miem-
bro de cada uno de los conjuntos de la coleccion.

Cuando la coleccién dada es finita no es nece-
sario recurrir a este principio para formar ese
nuevo conjunto. Aplicado a colecciones infinitas
las implicaciones del Axioma de Eleccién son sor-
prendentes. Asumiéndolo puede demostrarse que
cualquier conjunto puede ordenarse perfectamente
de tal manera que en todo subconjunto no vacio
haya un elemento minimo. Y en un terreno més
accesible a la intuicién, puede probarse que una
esfera como la tierra puede dividirse en un ni-
mero finito de fragmentos tales que al ser reuni-
dos de nuevo en otra disposicién forman una nue-
va esfera del tamafio de una arveja.

Azioma de Restriccién (R) : Toda clase no vacia
tiene un miembro disyunto con ella.

Este axioma excluye algunas situaciones intui-
tivamente patolégicas y una de sus consecuencias,
aunque un poco técnica, es también sorprendente:
Todo conjunto puede obtenerse a partir del con-
junto vacfo haciendo uniones y tomando conjuntos
de partes en nlimero suficiente, posiblemente
transfinito, de veces.

Con base en estos 8 o 9 postulados pueden fun-
damentarse y desarrollarse las teorias matemaé-
ticas usuales. Otras, como la moderna Teoria de
Categorias, en su intento de estudiar grandes co-
lectividades de estructuras matemaéticas, debe con-

tar con conjuntos infinitos supremamente gran-
" des. Con el fin de adaptar la teoria a estos reque-
~ rimientos se introducen los universos o conjuntos
en el seno de los cuales pueden efectuarse las ope-
raciones usuales entre conjuntos sin que nunca el
resultado escape al universo y el Axioma del In-
finito se sustituye por el.

Azioma Fuerte del Infinito: Todo conjunto es
miembro de algtin universo,

Si bien es cierto que estos principios han sido
escogidos de tal manera que las antinomias cono-
cidas no pueden presentarse, también es cierto que,
no habiéndose demostrado la no contradiccién de
los axiomas, siempre es factible el descubrimiento
de otras nuevas.

Metamatemdtica.

El estudio general de las teorias formales, de
. los problemas de consistencia y constructibilidad

iniciado por Hilbert y sus discipulos como una
“teoria de la demostracién”, abarcé posteriormen-
te gran parte de la logica, recibiendo acertada-
mente el nombre de Metamatematica.

La mayor esperanza de la Metamatemética en
sus comienzos, la demostracién de la consistencia
de la Matematica usual, fue dramaticamente frus-
trada por los resultados de Godel en 1931.

Godel demostré que en la matematica existen
aserciones indecidibles, esto es, aserciones que no
pueden probarse ni refutarse dentro de ella. Y
también demostré que jamas sera posible probar
con los métodos aceptados, que la matematica no
es contradictoria. Es con razén como von Neu-
mann declara que después de Godel la Légica
nunca podra volver a ser la misma.

Este es basicamente el estado actual de los fun-

~ damentos aunque hay impresionantes resultados

nuevos que parecen justificar la confianza puesta
en la Teoria de Conjuntos. He aqui algunos de
ellos:

1. GODEL 1938, COHEN 1963, El Axioma de Elec-
cion es indenendiente, es decir, su afirmacién
o0 Su negacién no acarrea contradicciones.

2. GENTZEN 1936, Admitiendo razonamientos por
induccién transfinita, hasta el ordinal ¢, pue-
de probarse que la aritmética es consistente.

3. SoLowAy 1965. Admitiendo la existencia de
ciertos cardinales infinitos grandes, llamados
fuertemente inaccesibles, puede probarse la
consistencia de la Teoria de Conjuntos,

4. COHEN 1963. La llamada hipétesis del conti-
nuo es independiente,

Nuevos infinitesimales.

Anvoyandose en la teoria de conjuntos y, en par-
ticular y en forma explicita, en el Axioma.de Elec-
cion puede ampliarse el campo de niimeros reales
de tal manera que aparezcan elementos infinita-
mente pequefios e infinitamente grandes adecua-
dos para desarrollar el anélisis segin las lineas
intuitivas seguidas por sus creadores. Estos nue-
vos elementos son los nidmeros reales no conven-
cionales, la apariencia legitima con que los infini-
tesimales regresan al mundo matematico.

CONCLUSION

El infinito es indudablemente un concento di-
ficil de manejar y ha sido un ingrediente indispen-
sable del pensar matematico. La Matematica no
puede reducirse a los confiables métodos finitarios
sin sufrir enormes mutilaciones.

Los técnicos emplean miembros mecénicos para
manipular peligrosos elementos radiactivos. Los
mateméticos han creado en la Metamatemética
un arsenal de dispositivos de tipo finito para ma-
nejar el infinito.

Profetizar en este terreno es demasiado arries-
gado.
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