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Resumen
Los politropos newtonianos son modelos fundamentales en astrofísica que pueden representar 
sistemas autogravitantes, como son las estrellas y ciertos objetos compactos. Sin embargo, llama la 
atención que, a pesar de su popularidad,  muy poco se ha discutido en la literatura sobre su momento 
de inercia. Por ello, en este estudio nos propusimos analizar algunas propiedades integrales y de 
la estructura de los politropos newtonianos, prestando especial atención a su momento de inercia. 
Con ese fin estudiamos la ecuación de Lane-Emden y presentamos soluciones tanto analíticas como 
numéricas para diferentes valores del índice politrópico n. Asimismo, ofrecemos diagramas de masa-
radio y calculamos el momento de inercia de varias configuraciones. Encontramos que el momento 
de inercia normalizado I/MR2, en función del índice politrópico n, se ajusta a una función polinómica 
de cuarto orden.
Palabras clave: politropos newtonianos; momento de inercia; ecuación de Lane-Emden; diagramas 
masa-radio; índice politrópico.

Abstract
Newtonian polytropes are fundamental models in astrophysics that can represent self-gravitating 
systems such as stars and certain compact objects. Despite their popularity, however, it is striking 
that very little has been discussed in the literature about their moment of inertia. In this context, here, 
we aimed to analyze some integral and structural properties of Newtonian polytropes, with special 
emphasis on their moment of inertia. For this purpose, we studied the Lane-Emden equation and 
present both analytical and numerical solutions for different values of the polytropic index n. We also 
provide mass-radius diagrams and calculate the moment of inertia for various configurations. We 
found that the normalized moment of inertia I/MR2, as a function of the polytropic index n, follows 
a polynomial of the fourth order.
Keywords: Newtonian polytropes; moment of inertia; Lane-Emden equation; mass-radius diagrams; 
polytropic index.

Introducción
El concepto de politropía tiene sus raíces en el estudio de la termodinámica de gases y 
fluidos, pero su aplicación en astrofísica se consolidó en el siglo XX con los trabajos de 
Eddington (1920) y Chandrasekhar (1964). Eddington (1920) utilizó estos modelos para 
analizar la estabilidad de las estrellas, mientras que Chandrasekhar (1964) los empleó en 
el estudio de enanas blancas, estableciendo el famoso límite que lleva su nombre, el cual 
determina la masa máxima que una enana blanca puede alcanzar antes de colapsar por 
efecto de su propia gravedad.
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El concepto de politropa introducido por Lane (1870) y complementado por Emden (1907)
surge porque la ecuación de estado (EdE) politrópica que describe estos sistemas permite
describir una gran variedad de estructuras, dependiendo del valor del ı́ndice politrópico. En
otras palabras, como su nombre lo indica, estos sistemas autogravitantes pueden adoptar
diferentes perfiles de densidad y presión, dependiendo de su ı́ndice politrópico.

La EdE brinda un modelo sencillo, que describe relativamente bien a una gran variedad de
objetos compactos sin necesidad de recurrir a ecuaciones más complejas. En el marco de la
gravedad Newtoniana, estos modelos son esenciales para entender la distribución de masa,
presión y temperatura dentro de una estrella en equilibrio hidrostático (Chandrasekhar,
1967; Shapiro & Teukolsky, 1983; Tooper, 1964). Algunos autores han propuesto el
modelo de politropas relativistas para modelar halos de materia oscura en galaxias (Lopes &
Panotopoulos, 2019; Stuchlı́k, Hledı́k, & Novotný, 2016; Stuchlı́k, Novotný, & Hladı́k,
2025).

Tooper (1964) extendió el análisis de los modelos politrópicos al marco de la relativi-
dad general, explorando su aplicabilidad en objetos extremadamente compactos, como
estrellas de neutrones y precursores de agujeros negros. Estudios de la estabilidad ra-
dial de configuraciones politrópicas relativistas fue llevado a cabo por Bludman (1973),
Chandrasekhar (1964), Hladı́k, Posada & Stuchlı́k (2020), Horedt (2013), and Posada,
Hladı́k & Stuchlı́k (2020). La EdE también ha sido empleada en el modelamiento de obje-
tos compactos covariantes anisotrópicos (Beltracchi & Posada, 2025; Raposo et al., 2019)

A pesar de que el modelo politrópico es ampliamente utilizado en la literatura, llama la
atención que se haya prestado poca atención al estudio de su momento de inercia en el
lı́mite Newtoniano. Aunque se han realizado investigaciones en sistemas relativistas au-
togravitantes (Beltracchi & Posada, 2024a, 2024b, 2025; Breu & Rezzolla, 2016; Chan-
drasekhar & Miller, 1974; Hartle, 1967; Hartle & Thorne, 1968; Jiang & Yagi, 2020), el
análisis de cómo este momento de inercia varı́a con el ı́ndice politrópico, en el lı́mite New-
toniano, sigue siendo un tema poco abordado. Este estudio es particularmente relevante,
ya que los resultados para politropas Newtonianas proporcionan un banco de pruebas fun-
damental para validar los correspondientes cálculos en sistemas relativistas. Este trabajo,
busca subsanar esta carencia mediante un estudio del momento de inercia de politropas
Newtonianas.

Materiales y métodos
Politropas Newtonianas
En astrofı́sica estelar, uno de los problemas centrales es comprender cómo se mantiene
en equilibrio una estrella frente a dos fuerzas opuestas, la presión térmica hacia el exte-
rior, generada por procesos nucleares, y la atracción gravitatoria hacia el centro, debida
a su propia masa. Este equilibrio, denominado equilibrio hidrostático, define no solo la
estructura interna de las estrellas, sino también su estabilidad y evolución a lo largo del
tiempo (Araujo & Chirenti, 2011; Chandrasekhar, 1967; Kippenhahn, Weigert, &
Weiss, 2012; Shapiro & Teukolsky, 1983).

Ecuación de equilibrio hidrostático

El equilibrio hidrostático es una condición fundamental en la fı́sica estelar que establece
que, en cada capa concéntrica de una estrella, la fuerza de presión que actúa hacia el exte-
rior debe equilibrar exactamente la fuerza gravitacional que actúa hacia el centro (ver Fig.
1). Esta condición es esencial para que una estrella mantenga una estructura estable; si la
presión fuera insuficiente, el objeto colapsarı́a; si fuera excesiva, se expandirı́a. En el marco
de la gravitación Newtoniana, el equilibrio hidrostático se describe mediante la siguiente

2



3

Estudio de la estructura y el momento de inercia 
de los politropos newtonianosdoi: https://doi.org/10.18257/raccefyn.3578

Revista de la Academia Colombiana de Ciencias Exactas, Físicas y Naturales. 2026

ecuación
dP
dr

=−Gm(r)ρ(r)
r2 , (1)

donde, P(r) representa la presión radial en una capa ubicada a una distancia radial r desde
el centro de la estrella, ρ(r) es la densidad de masa en esa capa, m(r) es la masa contenida
dentro del radio r, y G es la constante de gravitación universal. Esta ecuación muestra que
el gradiente de presión es negativo, por lo tanto, la presión debe aumentar hacia el centro
para contrarrestar la atracción gravitacional ejercida por las capas superiores.

•R

•r
•r+dr

P
+

dPP

•
mr(R) = M

m(r)
m(r)+dm

Figura 1. Representación esquemática de un sistema esférico con distribución radial de presión
(Chandrasekhar, 1967, p. 62), (Kippenhahn, Weigert, & Weiss, 2012, p. 4)

Para resolver la ecuación (1), es necesario conocer cómo varı́a la masa acumulada m(r) con
el radio. Esto se establece mediante la ecuación de conservación de la masa en simetrı́a
esférica, la cual está dada por (Chandrasekhar, 1967, p. 62), (Shapiro & Teukolsky,
1983, p. 57); (Kippenhahn, Weigert, & Weiss, 2012, p. 3).

dm
dr

= 4πr2ρ(r), (2a)

m(r) =
∫ r1

0
4πr2ρ(r)dr, (2b)

donde, m(r) comprende a la masa contenida en el radio r. La masa total M = mr(R), donde
R es el radio de la configuración.

Las ecuaciones (1) y (2) forman un sistema acoplado de ecuaciones diferenciales de primer
orden que permite determinar la estructura interna de una estrella, es decir, cómo varı́an la
presión, la densidad y la masa con el radio. Sin embargo, este sistema es incompleto hasta
que se especifique una relación entre P y ρ , conocida como la EdE, la cual refleja la natu-
raleza del material estelar y las condiciones termodinámicas del sistema (Chandrasekhar,
1967, p. 84); (Shapiro & Teukolsky, 1983, p. 58).

Ecuación de Estado Politrópica

La EdE politrópica está dada por
P = Kρ1+ 1

n , (3)
donde K es una constante que depende de las propiedades del gas (como su composición
quı́mica y temperatura) y n se llama el ı́ndice politrópico, un parámetro adimensional que
determina el tipo de estructura del sistema estelar (Chandrasekhar, 1967, p. 84).
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Sobre las unidades de K. A lo largo del manuscrito empleamos el sistema cgs (centı́metro,
gramo, segundo) para todas las magnitudes fı́sicas. La constante K tiene unidades que de-
penden del ı́ndice politrópico n, pues su dimensión queda determinada por la ecuación de
estado (3). Igualando dimensionalmente [P] = [K] [ρ]1+1/n y usando [P] = gcm−1 s−2 y
[ρ] = gcm−3, se obtiene

[K] = g−1/n cm2+3/n s−2. (4)

En particular, para los ı́ndices que aparecen más adelante en este trabajo:

• n = 1: [K] = cm5 g−1 s−2,

• n = 3/2: [K] = cm4 g−2/3 s−2,

• n = 2: [K] = cm7/2 g−1/2 s−2,

• n = 3: [K] = cm3 g−1/3 s−2.

Los exponentes fraccionarios en gramos y centı́metros son una caracterı́stica intrı́nseca del
modelo politrópico y no deben interpretarse como anomalı́as; provienen directamente de la
potencia no entera 1+1/n en la ecuación de estado. Cuando se reportan valores numéricos
de K en el resto del manuscrito, las unidades correspondientes se indican explı́citamente
para evitar ambigüedad.

La ecuación (3) idealiza el comportamiento del gas al suponer que la presión en un punto
dado depende únicamente de la densidad local. Aunque no incluye efectos como el trans-
porte de calor, la radiación o la rotación, resulta notablemente conveniente para capturar
las propiedades esenciales de muchos sistemas astrofı́sicos reales Kippenhahn, Weigert &
Weiss (2012, Cap. 3); (Shapiro & Teukolsky, 1983, Cap. 3) .

Cabe resaltar que distintos valores de n permiten modelar diferentes tipos de materia este-
lar; por ejemplo n = 0 corresponde a una configuración con densidad constante; el caso
n = 3/2 corresponde a un gas de electrones no relativistas degenerados, como en enanas
blancas de baja masa, y el caso n = 3 corresponde a un gas de electrones relativistas de-
generados, como en enanas blancas masivas cercanas al lı́mite de Chandrasekhar (1964).
El caso especial n = 5 corresponde al lı́mite donde la masa total del sistema diverge, por lo
tanto, la solución se vuelve fı́sicamente inviable (Chandrasekhar, 1967, p. 94); (Tooper,
1964).

Cabe resaltar que distintos valores de n permiten modelar diferentes tipos de materia estelar.
El caso n = 3/2 corresponde a un gas de electrones no relativistas degenerados, como en
enanas blancas de baja masa, y el caso n = 3 corresponde a un gas de electrones relativis-
tas degenerados, como en enanas blancas masivas cercanas al lı́mite de Chandrasekhar
(1964). El caso especial n = 5 corresponde al lı́mite donde la masa total del sistema
diverge, por lo tanto, la solución se vuelve fı́sicamente inviable (Chandrasekhar, 1967,
p. 94); (Tooper, 1964). Mención aparte merece el caso n = 0, que no debe interpre-
tarse a través de la Ec. (3) de manera literal ya que el exponente 1+ 1/n diverge y la EdE
politrópica deja de tener sentido como tal, sino como el lı́mite formal de incompresibilidad
del modelo, en el que la densidad se mantiene constante en todo el volumen, ρ(r) = ρc, y
la presión se determina exclusivamente por la condición de equilibrio hidrostático (1); este
lı́mite es útil como modelo idealizado de baja densidad o como caso de validación analı́tica
de la formulación general.

Cabe mencionar que el valor del ı́ndice n también afecta la concentración de masa en la
estrella; a menor n, la densidad es más uniforme; a mayor n, la masa tiende a concentrarse
más hacia el centro (Chandrasekhar, 1967; Shapiro & Teukolsky, 1983; Tooper, 1964).
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La ecuación de Lane-Emden

La ecuación de Lane-Emden representa una reducción universal del problema de equilib-
rio hidrostático a una forma simplificada que encapsula los aspectos esenciales del sistema.
A través de sus soluciones adimensionales, es posible reconstruir magnitudes fı́sicas como
la masa total, el radio fı́sico, el perfil de presión, su distribución de densidad y de masa.
Además, esta ecuación permite analizar cómo varı́a la estructura interna de un objeto com-
pacto al modificar el ı́ndice n, facilitando la comparación entre distintos tipos de objetos
astrofı́sicos (Chandrasekhar, 1967, p. 88); (Shapiro & Teukolsky, 1983, p. 62).

Nota terminológica. A lo largo de este trabajo empleamos la palabra adimensional para
referirnos a magnitudes cuya dimensión fı́sica en el sentido del análisis dimensional es la
unidad. Esto incluye situaciones distintas que conviene no confundir: (i) parámetros puros
como el ı́ndice politrópico n, que no tienen unidades por su propia definición; (ii) cantidades
reescaladas mediante el cociente con una escala caracterı́stica del problema, como la vari-
able radial ξ = r/a y la función θ(ξ ), relacionada con la densidad local mediante ρ = ρcθ n;
y (iii) ecuaciones reformuladas ı́ntegramente en términos de las variables y funciones del
tipo (i)–(ii), de manera que ninguna constante con unidades aparece explı́citamente en ellas.
Las cantidades del tipo (ii) y (iii) son las que más adelante se denominarán adimensionales
en este texto, y en particular ξ y θ(ξ ) son funciones de variable real cuyo dominio y codo-
minio son numéricos puros.

El sistema original está compuesto por las ecuaciones (1)-(3), al incorporar la relación
politrópica para la presión en la ecuación (1). Esta transformación permite un análisis más
general y la comparación directa de las soluciones, facilitando la resolución del sistema y
proporcionando una interpretación más clara de los resultados. Para simplificar aún más el
análisis, se introduce el siguiente cambio a variables adimensionales,

ρ(r) = ρcθ n(ξ ), (5a)
r = aξ , (5b)

a2 =
(n+1)Kρ1/n−1

c

4πG
, (5c)

donde ρc es la densidad central, θ(ξ ) es una función adimensional que representa la razón
entre la densidad local y la densidad central, ξ es la variable radial adimensional y a es una
escala de longitud que depende de la densidad de masa central y del ı́ndice politrópico n.
Este cambio de variables fue introducido por Emden (1907) y permite obtener una forma
universal de la ecuación para distintos valores de n.

La derivación de la ecuación de Lane-Emden a partir de las ecuaciones de conservación
de masa (2) y la EdE (3) permite simplificar el sistema a una única ecuación diferencial
adimensional. Esta ecuación encapsula la estructura del objeto estelar para un ı́ndice n
dado. El proceso de cambio de variables y reescalamiento [Ecs. (5)] involucrado en esta
derivación ha sido ampliamente discutido en la literatura (Chandrasekhar, 1967, p. 87);
(Kippenhahn, Weigert, & Weiss, 2012, p. 215); (Shapiro & Teukolsky, 1983, p. 62);
como resultado de este procedimiento, se obtiene la muy conocida ecuación,

1
ξ 2

d
dξ

(
ξ 2 dθ

dξ

)
+θ n = 0. (6)

La ecuación (6) se conoce como la ecuación de Lane-Emden de ı́ndice n. Esta es una
ecuación diferencial ordinaria no lineal que describe el perfil de densidad adimensional de
una estrella politrópica.
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La ecuación (6) está sujeta a las siguientes condiciones iniciales,

θ(0) = 1,
dθ
dξ

(0) = 0, (7)

las cuales aseguran que la densidad es máxima en el centro (θ = 1 ⇒ ρ = ρc) y que no
hay dirección preferente en el origen, ya que el gradiente de densidad es nulo allı́. El radio
de la configuración está dado por la condición, θ(ξ1) = 0, considerando que la presión es
nula en el exterior.

La existencia de soluciones analı́ticas para ciertos valores de n ha sido discutida en (Chan-
drasekhar, 1967; Emden, 1907; Schaffner-Bielich, 2020). Estos valores corresponden a
casos especı́ficos donde la ecuación se puede resolver de manera exacta y cerrada, los cuales
están dados por:

• En el caso n = 0, la solución analı́tica es θ0(ξ ) = 1 − ξ 2/6, lo que describe un
modelo con densidad constante. El radio en este caso se encuentra en ξ1 =

√
6, lo

que indica una distribución de masa homogénea a lo largo de la esfera. Este modelo
es una aproximación útil en situaciones de baja densidad o para gases ideales donde
no se esperan grandes variaciones en la presión.

• La solución para el caso n = 1 está dada por la función θ1(ξ ) = sin(ξ )/ξ , la cual
corresponde a una estrella en equilibrio donde la presión es proporcional al cuadrado
de la densidad. En este caso, el radio es ξ1 = π . Este modelo es ampliamente
utilizado para representar estrellas en su fase estable.

• Para el caso n = 5, la solución analı́tica es θ5(ξ ) = 1/(
√

1 + ξ 2/3). Esta solución
da lugar a una configuración con un radio infinito ξ1 = ∞, pero con una masa finita.
Este comportamiento indica que la densidad decae rápidamente con la distancia ra-
dial, mientras que el radio crece sin lı́mite. Este modelo, aunque matemáticamente
válido, se considera un caso lı́mite, ya que para n > 5, la masa sigue aumentando sin
restricción conforme el radio crece.

Sin embargo, para la mayorı́a de los valores astrofı́sicamente relevantes como n = 3/2 y
n = 3, es necesario recurrir a métodos numéricos para obtener la función θ(ξ ).

Relación Masa - Radio

En el estudio de objetos compactos, como las enanas blancas, la relación entre la masa total
y el radio fı́sico es una de las propiedades más importantes para entender su estructura y
evolución; por ejemplo, se puede hacer análisis de estabilidad a partir del diagrama Masa-
Radio M(R) (Chandrasekhar, 1967, Cap. IV), (Shapiro & Teukolsky, 1983, Cap. 3). En
el marco de la teorı́a de politropas, es posible obtener expresiones explı́citas para el radio
fı́sico R a partir de la Ec. (5b) y la masa total M a partir de la Ec. (2b) para una estrella
en equilibrio hidroestático, en función del ı́ndice politrópico n la densidad central ρc y la
constante K.

De la Ecs. (5a), (5b) y (5c) se obtiene que el radio máximo está dado por,

R = aξ1 =

[
(n+1)K

4πG

]1/2

ρ(1−n)/2n
c ξ1, (8)

donde ξ1 es la primera raı́z positiva de θ . Un caso crı́tico ocurre para n = 1, donde se
cumple que ξ1 = π , y la expresión del radio se simplifica, dando lugar a la expresión

R =

(
K
2G

)1/2

. (9)
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Este resultado es notable porque muestra que el radio no depende de la densidad central, lo
cual es importante dentro de la familia de soluciones politrópicas. En este caso, el tamaño
del objeto está determinado únicamente por la constante K, es decir, por la temperatura
politrópica del sistema (Chandrasekhar, 1967, p. 97).

Por otro lado, la masa interior contenida en una esfera de radio fı́sico r se obtiene a partir de
la ecuación de conservación de la masa (2), sustituyendo en ella las relaciones adimension-
ales del modelo politrópico. En primer lugar, el cambio de variable r = aξ [Ec. (5b)] im-
plica dr = adξ y r2 = a2ξ 2; en segundo lugar, la densidad se reemplaza por ρ(r) = ρcθ n(ξ )
[Ec. (5a)]. Sustituyendo ambas relaciones en la Ec. (2b) se obtiene

m(ξ ) = 4πa3ρc

∫ ξ0

0
ξ 2θ ndξ , (10)

y usando Ec. (6) se llega a,

m(ξ ) = 4πa3ρc

(
−ξ 2 dθ

dξ

)
.

La masa total M de la estrella se obtiene evaluando la expresión cerrada para m(ξ ) en
ξ = ξ1, donde ξ1 es la primera raı́z de θ(ξ ):

M = m(ξ1) = 4πa3ρc

(
−ξ 2 dθ

dξ

)

ξ=ξ1

. (11)

Para escribir M explı́citamente en función de K, G, n y ρc, basta con sustituir la definición
de a dada por la Ec. (5c). De a2 = (n+1)Kρ1/n−1

c /(4πG) se obtiene

a3 =

[
(n+1)K

4πG

]3/2

ρ 3(1−n)/(2n)
c . (12)

Sustituyendo la Ec. (12) en la Ec. (11), y la expresión cerrada para la masa total queda
entonces

M = 4π
[
(n+1)K

4πG

]3/2

ρ(3−n)/(2n)
c

(
−ξ 2 dθ

dξ

)

ξ=ξ1

, (13)

donde la constante
(
−ξ 2 dθ/dξ

)
ξ=ξ1

se obtiene tras resolver la Ec. (6).

Otro caso interesante ocurre para n = 3, el cual es particularmente importante en el es-
tudio de las enanas blancas relativistas (Beltracchi & Posada, 2024a; Posada, Hladı́k, &
Stuchlı́k, 2020; Tooper, 1964). La expresión para la masa total, Ec. (13), se simplifica y se
vuelve independiente de la densidad central,

M = 4π
[

K
πG

]3/2(
−ξ 2 dθ

dξ

)

ξ=ξ1

. (14)

A partir de las expresiones analı́ticas para la masa total M [Ec. (13)] y el radio R [Ec. (8)]
de una estrella, que dependen de la densidad central ρc, es posible eliminar esta variable
algebraicamente para obtener una relación directa entre M y R. Combinando ambas ecua-
ciones, se llega a la siguiente expresión general (Chandrasekhar, 1967, p. 97), (Shapiro
& Teukolsky, 1983, p. 62)

GM(n−1)/nR(3−n)/n =
(n+1)K
(4π)1/n

[
−ξ

n+1
n−1

dθn

dξ

](n−1)/n

ξ=ξ1

, (15)
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ó

M = 4πR(3−n)/(1−n)
[
(n+1)K

4πG

]n/(n−1)

ωn, (16)

donde,

ωn =

[
−ξ

n+1
n−1

dθn

dξ

]

ξ=ξ1

,

es una constante adimensional que depende exclusivamente del ı́ndice politrópico. Aquı́
θn ≡ θ(ξ ;n) denota explı́citamente la solución de la ecuación de Lane-Emden (6) para un
valor dado del ı́ndice n; el subı́ndice se introduce únicamente para enfatizar la dependencia
funcional con n en aquellas expresiones, como las Ecs. (15)–(16), en que conviven canti-
dades evaluadas en distintos ı́ndices. Los valores numéricos de ωn para varios ı́ndices se
reportan en la Tabla 1.

Esta formulación, Ecs. (15) ó (16), es particularmente útil porque establece una relación
universal que no requiere conocer la densidad central para describir la configuración de una
estrella. La Ec. (16) puede reescribirse compactamente como

M = λ ,R
3−n
1−n , (17)

donde λ es la constante de proporcionalidad que conecta la masa total M con el radio fı́sico
R en una configuración politrópica de ı́ndice n. Identificándola en la Ec. (16), su forma
explı́cita es

λ = 4π
[
(n+1)K

4πG

]n/(n−1)

ωn, (18)

de modo que λ depende de el ı́ndice politrópico n y, a través de la solución de la Ec. (6), el
valor numérico de ωn, la constante politrópica K y la constante de gravitación universal G.

Por otro lado, la estabilidad de una configuración estelar descrita por un modelo politrópico
está gobernada por el valor del ı́ndice n, a través de su relación con el exponente adiabático
efectivo, Γ = 1 + 1

n . La condición para la estabilidad es Γ > 4
3 , que se cumple para n < 3;

fuera de este rango, la estructura se vuelve inestable (Schaffner-Bielich, 2020); (Shapiro
& Teukolsky, 1983, p. 61). Para n > 3 (Γ < 4

3 ), la EdE proporciona una respuesta
de presión insuficiente ante un aumento de densidad. Esto resulta en la incapacidad del
sistema para restaurar el equilibrio hidrostático tras una compresión, conduciendo a una
inestabilidad por colapso gravitatorio (Schaffner-Bielich, 2020); (Shapiro & Teukolsky,
1983, p. 61).

Constante K a partir de la Masa y el Radio

En modelos estelares, la constante K es un parámetro clave que depende de las propiedades
internas y termodinámicas del material que forma el objeto, tales como la temperatura, la
composición quı́mica y la naturaleza de las partı́culas que contribuyen a la presión interna
(Chandrasekhar, 1967, Cap. IV); (Kippenhahn, Weigert, & Weiss, 2012); (Shapiro &
Teukolsky, 1983, Cap. 3) . Sin embargo, es posible reexpresar K en términos de la masa
M y el radio R de la estrella, proporcionando una forma más práctica de encontrar este
parámetro, ası́, K se obtiene a partir de las ecuaciones (15) ó (16) dando lugar a la expresión

K = Nn GM
n−1

n R
3−n

n , (19)

donde Nn es un coeficiente numérico dependiente únicamente del ı́ndice n y de las carac-
terı́sticas de la función θ , el cual está dado por

Nn =
1

n+1

[
4π

ωn−1
n

]1/n

.
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En la práctica, K puede obtenerse a partir de modelos fı́sicos más detallados que incluyan,
por ejemplo, la teorı́a del gas ideal, la degeneración cuántica de electrones y otros efectos
relevantes para la estructura estelar, en la forma general (Chandrasekhar, 1967, Cap. IV);
(Kippenhahn, Weigert, & Weiss, 2012); (Shapiro & Teukolsky, 1983, Cap. 3).

K =
kBT
µmH

, (20)

donde kB es la constante de Boltzmann, T es la temperatura efectiva del gas, µ es el peso
molecular medio y mH es la masa del hidrógeno.

Mientras que el cálculo teórico de K depende directamente de las propiedades fı́sicas y
termodinámicas del gas, la expresión (19) derivada a partir de la relación masa-radio permite
obtener un valor de K en función de las propiedades observables o calculadas de la estrella.
Este enfoque es particularmente útil cuando no se cuenta con información detallada sobre
la composición o temperatura interna, pero sı́ con datos observacionales, o simulaciones, de
masa y radio.

Métodos
Para estudiar la estructura interna de las politropas Newtonianas, se resolvió numéricamente
la ecuación de Lane-Emden mediante el método Runge-Kutta de cuarto orden, implemen-
tado en una rutina en Python (Python Software Foundation, 2021). Este método de in-
tegración permite ajustar dinámicamente el tamaño del paso en función de la precisión re-
querida, garantizando ası́ la confiabilidad de las soluciones (Epperson, 2013; Kiusalaas,
2013).

La integración se realizó en el intervalo ξ ∈ [0,173], utilizando una tolerancia relativa de
10−12 y una tolerancia absoluta de 10−14, con un millón de puntos de evaluación distribui-
dos uniformemente. Para determinar el borde de la configuración estelar, se implementó
un evento de parada que detiene la integración cuando la función θ(ξ ) se hace no positiva,
definiendo ası́ el radio adimensional ξ1.

Las soluciones numéricas se obtuvieron para algunos ı́ndices politrópicos n ∈ [0,5], in-
cluyendo los casos especiales n = 0, 1, 5, que poseen soluciones analı́ticas conocidas.
La validación de los resultados mostró una excelente concordancia entre las soluciones
numéricas y las analı́ticas en estos casos particulares, confirmando la precisión del método
implementado.

Se realizó un análisis estadı́stico de la constante de proporción K entre la masa y el radio
para hallar la constante politrópica K para diferentes ı́ndices n, examinando su dependencia
funcional con los parámetros estructurales de las configuraciones. A partir de las relaciones
masa-radio derivadas del modelo de Lane-Emden, se determinaron los valores de K para
cada ı́ndice politrópico mediante un procedimiento de ajuste que considera las condiciones
fı́sicas de las enanas blancas.

Por otro lado, se calculó numéricamente el momento de inercia para todo el rango de ı́ndices
politrópicos mediante evaluación de la integral correspondiente. Los valores obtenidos se
representaron gráficamente en función del ı́ndice n, observándose una curva suave y con-
tinua que coincide exactamente con los valores calculados analı́ticamente para n = 0, 1, 5.

Para obtener una expresión analı́tica aproximada del momento de inercia en función de
n, se realizó un ajuste de curvas mediante varios métodos de aproximación. Se probaron
modelos logarı́tmicos y polinomios de grados 2, 3 y 4, encontrándose que un polinomio
de grado 4 proporciona el mejor ajuste a los resultados numéricos. Este modelo permite
calcular el momento de inercia para cualquier ı́ndice politrópico dentro del rango estudiado

9
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sin recurrir a métodos numéricos, manteniendo una precisión comparable con los resultados
de integración directa.

Resultados
Soluciones de la ecuación de Lane-Emden
Los perfiles de densidad, obtenidos mediante la solución numérica de la ecuación de Lane-
Emden para distintos ı́ndices politrópicos n, se presentan en la Fig. 2. La gráfica incluye
tanto los casos con soluciones analı́ticas conocidas (n = 0, 1 y 5) como aquellos para
los que solo es posible obtener soluciones numéricas. La ecuación (6) se puede expresar
como un sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas, definiendo la
variable auxiliar φ = dθ/dξ , lo que lleva a,

dθ
dξ

= φ , (21a)

dφ
dξ

=− 2
ξ

φ −θ n, (21b)

con las condiciones iniciales en las Ecs. (7).

Singularidad en el origen

El término −2φ/ξ en la Ec. (21b) introduce una singularidad de tipo regular en ξ = 0
que impide iniciar la integración numérica directamente desde el origen. Para evitar este
obstáculo, se construye una solución en serie de potencias en un entorno del origen que
sirva como condición de arranque del esquema de Runge-Kutta a partir de un ξinicial sufi-
cientemente pequeño. Ahora bien, antes de determinar los coeficientes de dicha serie con-
viene establecer una propiedad estructural de θ(ξ ) que reduce sustancialmente el número
de coeficientes independientes, la función θ es par alrededor del origen, de modo que su
desarrollo de Taylor contiene exclusivamente potencias pares de ξ . El argumento se apoya
en tres elementos.

En primer lugar, aunque la variable radial reescalada ξ = r/a está definida sobre ξ ≥ 0 por
construcción, la simetrı́a esférica del problema permite extender θ de forma natural a todo el
eje real. En efecto, la densidad ρ(r) en una configuración esféricamente simétrica depende
únicamente de la magnitud de la coordenada radial, lo que motiva imponer θ(−ξ ) = θ(ξ )
como definición de la extensión. En segundo lugar, esta paridad es compatible con la
dinámica, la Ec. (6) es invariante bajo la reflexión ξ → −ξ , pues el operador diferencial
ξ−2 d(ξ 2 d/dξ )/dξ involucra dos derivadas y el factor ξ 2, de modo que los signos se com-
pensan, y el término no lineal θ n no depende explı́citamente de ξ . Como consecuencia,
si θ(ξ ) es solución de la ecuación, la función reflejada θ(−ξ ) también lo es. En tercer
lugar, ambas soluciones satisfacen idénticas condiciones iniciales en el origen, θ(0) = 1 y
θ ′(0) = 0 [Ecs. (7)], de manera que el teorema de existencia y unicidad para problemas de
valor inicial garantiza su coincidencia, θ(−ξ ) = θ(ξ ) en todo el dominio de definición.

Establecida la paridad de θ , se sigue por diferenciación término a término que las derivadas
de orden impar se anulan en el origen, θ (2k+1)(0) = 0 para todo k ∈ N0. El desarrollo de
Taylor de θ alrededor de ξ = 0 adopta entonces la forma

θ(ξ ) = 1+
θ ′′(0)

2
ξ 2 +

θ (4)(0)
24

ξ 4 +O(ξ 6),

en la que el término constante coincide con la condición de centralidad θ(0) = 1 y los
coeficientes restantes serán determinados a continuación mediante la sustitución de la serie
en la propia ecuación de Lane-Emden.

10
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θ(ξ ) = 1+
θ ′′(0)

2
ξ 2 +

θ (4)(0)
24

ξ 4 +O(ξ 6). (22)

Para determinar los coeficientes, esta expansión se sustituye en la ecuación de Lane-Emden
(6). El desarrollo de θ n se obtiene mediante la expansión binomial,

θ n = (1+u)n = 1+nu+
n(n−1)

2
u2 +O(u3), (23)

donde u = θ ′′(0)
2 ξ 2 + θ (4)(0)

24 ξ 4 + · · ·. Igualando, orden por orden en ξ , los coeficientes
de las series (22) y (23) tras sustituirlas en (6), se encuentra

θ ′′(0) =−1
3
, θ (4)(0) =

n
5
.

Por lo tanto, la expansión resultante es,

θ(ξ ) = 1− 1
6

ξ 2 +
n

120
ξ 4 +O(ξ 6).

Ası́, el sistema de ecuaciones (21) en la región cerca al origen toma la forma

dθ
dξ

= φ , (24a)

dφ
dξ

=−1
3
+

n
10

ξ 2 +O(ξ 4), (24b)

lo que permite iniciar la integración numérica de manera estable evitando la singularidad.

Figura 2. Perfiles de densidad derivados de la solución numérica de la ecuación de Lane-Emden
para diferentes ı́ndices politrópicos n. Se incluyen tanto soluciones numéricas como analı́ticas donde
están disponibles.

La Figura 2 presenta los perfiles de densidad adimensionales θ(ξ ) obtenidos mediante la
solución numérica de la ecuación de Lane-Emden para distintos ı́ndices politrópicos n. Los
resultados muestran el comportamiento de la función θ(ξ ) desde el origen hasta la super-
ficie de la configuración, donde θ(ξ1) = 0. Se observa que todos los perfiles comparten
caracterı́sticas comunes, presentan su valor máximo en el centro [θ(0) = 1] y decrecen
monótonamente hacia la superficie. Sin embargo, la forma especı́fica de cada perfil muestra
una dependencia con el ı́ndice politrópico n. Para valores bajos de n, la densidad disminuye
gradualmente, resultando en configuraciones con una distribución de masa más extendida.
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En contraste, para valores mayores de n, los perfiles muestran una disminución más pro-
nunciada cerca del centro, seguida de una cola extendida, lo que indica una mayor concen-
tración de masa en las regiones centrales. Las soluciones también fueron comparadas con
los resultados reportados en (Chandrasekhar, 1967, p. 96), lo que valida la precisión del
método usado para los valores de n.

Tabla 1. Valores de constantes derivadas de las soluciones de la ecuación de Lane-Emden. El
sı́mbolo ...... indica que la cantidad correspondiente no está definida en ese ı́ndice porque su ex-
presión analı́tica involucra un exponente singular de la forma q/0

n ξ1 −ξ 2( dθ
dξ ) ωn Nn

0 2.4493 4.8981 0.3333 ......
0,5 2.7526 3.7886 0.0240 2.5240
1 3.1415 3.1416 ...... 0.6367
1,5 3.6536 2.7141 132.23666 0.4242
2 4.3529 2.4110 10.4949 0.3647
2.5 5.3552 2.1872 3.8266 0.3515
3 6.8968 2.0182 2.0182 0.3639
3.5 9.5358 1.8906 1.2044 0.4010
4 14.9714 1.7972 0.7292 0.4772
4.5 31.8364 1.7378 0.3944 0.6580
5 ∞ 1.7318 0 ∞

Determinación inversa de la constante K a partir de la relación masa–
radio
Como se mostró en la [Ec. (20)], la constante K está fijada por la microfı́sica del fluido. Para
enanas blancas, los dos casos canónicos son el régimen degenerado no relativista, asociado
al ı́ndice n = 3/2,

Knr =
(3π2)2/3

5
h̄2

me(µemH)5/3 ≈ 3.16×1012
(µe

2

)−5/3
cm4 g−2/3 s−2, (25)

y el régimen degenerado ultra-relativista, asociado al ı́ndice n = 3,

Kur =
(3π2)1/3

4
h̄c

(µemH)4/3 ≈ 4.94×1014
(µe

2

)−4/3
cm3 g−1/3 s−2, (26)

donde µe es el peso molecular medio por electrón (Chandrasekhar, 1967, p. 421). Una
vez fijados n y K, el modelo politrópico es una familia uniparamétrica en la densidad central
ρc, cada ρc genera un único par (M,R) a través de las Ecs. (8) y (13), y la trayectoria
M(R) es la curva unidimensional dada por la Ec. (17). La pregunta complementaria que
se aborda en esta subsección es la inversa; Dada una nube observacional (M,R) tı́pica de
enanas blancas, ¿qué valores de K resultan compatibles con un modelo politrópico de ı́ndice
n? Esta inversión, definida punto a punto por la Ec. (19), ofrece un análisis de consistencia
entre el modelo politrópico y los rangos observacionales y permite contrastar el resultado
con los valores microfı́sicos canónicos Knr y Kur.

Por otro lado, el estudio de la relación masa-radio en enanas blancas, bajo el marco de mod-
elos politrópicos Newtonianos, permite explorar a partir de datos simulados y soluciones
numéricas, la caracterización de la constante de proporcionalidad que conecta la masa total
M [Ec. (13)] y el radio R [Ec. (8)], por lo que se generaron conjuntos de datos que abarcan
el rango fı́sico realista para enanas blancas, considerando masas entre 0.08 M⊙ y 1.44 M⊙

12



13

Estudio de la estructura y el momento de inercia 
de los politropos newtonianosdoi: https://doi.org/10.18257/raccefyn.3578

Revista de la Academia Colombiana de Ciencias Exactas, Físicas y Naturales. 2026

(el lı́mite de Chandrasekhar) (Chandrasekhar, 1967; Kippenhahn, Weigert, & Weiss,
2012; Shapiro & Teukolsky, 1983), y radios entre 0.008 R⊙ y 0.01 R⊙, donde, M⊙ es la
masa solar y R⊙ es el radio solar, valores que reflejan observaciones astronómicas y simula-
ciones previas (Araujo & Chirenti, 2011; Chandrasekhar, 1967; Kippenhahn, Weigert,
& Weiss, 2012; Shapiro & Teukolsky, 1983).

Al calcular la constante de proporcionalidad λ = M/R
3−n
1−n , para cada combinación masa

radio dentro del rango caracterı́stico de una enana blanca, se obtuvieron resultados para dis-
tintos ı́ndices politrópicos. Sin embargo, es evidente a partir de la Ec. (16) que la constante
λ puede expresarse como Ec. (17).

Conviene precisar que la naturaleza de este muestreo es na secuencia politrópica con (n,K)
fijos traza la curva unidimensional M ∝ R(3−n)/(1−n) y no una región rectangular en el plano
(M,R), de modo que el muestreo cartesiano cubre parejas que, en general, no corresponden
a una secuencia de equilibrios politrópicos con un único K. La distribución resultante de λ
debe entonces interpretarse como la distribución marginal de λ bajo medidas uniformes en
los intervalos observacionales de M y R, equivalentemente, como un análisis de sensibilidad
de K sobre la nube observacional, no como una probabilidad fı́sica sobre K.

Por ejemplo, para n = 3 es posible determinar el rango de valores de K entre 7.131 ×
1013 cm3 g−1/3 s−2, y 4.807×1014 cm3 g−1/3 s−2, calculado directamente a partir de la Ec.
(14) para la configuración analizada, orden de magnitud similar a los usados por Araujo &
Chirenti (2011), sin necesidad de recurrir a un tratamiento estadı́stico de la constante de
proporcionalidad λ . De manera análoga, para el caso n = 1, se puede obtener un valor de
K entre 4.135× 1010 cm5 g−1 s−2 y 6.461× 1010 cm5 g−1 s−2 a partir de la Ec. (9); sin
embargo, en estos dos lı́mites, la masa y el radio permanecen constantes respectivamente.

Figura 3. Histograma de la constante de proporcionalidad λ = M/R(3−n)/(1−n) calculada para n =
3/2 sobre las Ntotal = 2,5× 105 parejas (M,R) generadas mediante el muestreo cartesiano descrito
en el texto, con M ∈ [0,08; 1,44]M⊙ y R ∈ [0,008; 0,01]R⊙. El eje horizontal reporta los valores de
λ en unidades de M⊙ R3

⊙ (las que corresponden a n = 3/2); el eje vertical reporta el conteo absoluto
de parejas en cada barra.

Para el ı́ndice politrópico n = 3/2, la distribución de la constante de proporcionalidad λ
(Figura 3) presenta una forma asimétrica con un máximo pronunciado entre 0.1 × 10−6 y
0.7 ×10−6. Esta meseta indica los valores de λ más frecuentes, los cuales están relaciona-
dos con la constante politrópica K mediante la expresión (17).

Tomando los valores de λ correspondientes a las frecuencias máximas del histograma,
es posible determinar un rango representativo de K entre 1.15 × 1012 cm4 g−2/3 s−2, y
2.20× 1012 cm4 g−2/3 s−2, que caracteriza las configuraciones politrópicas más probables
para este ı́ndice. Este rango concentra la mayor densidad de ocurrencias, lo que sugiere
que los valores de K obtenidos corresponden a combinaciones que dan valores de masa
y radio dentro de los rangos observacionales aceptados para dichas configuraciones. La
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forma decreciente del histograma hacia valores mayores de λ , y por tanto de K, indica que
configuraciones con constantes más altas son menos probables o menos representativas del
equilibrio hidrostático para los valores de masa y radio usados para enanas blancas.

Es importante aclarar, en consonancia con la observación anterior, que dicho rango no debe
leerse como la distribución de probabilidad de K, sino como el conjunto de valores que
un modelo politrópico de ı́ndice n = 3/2 requerirı́a para reproducir las parejas (M,R) más
densas del rectángulo observacional bajo medida uniforme.

Una vez estimados los valores de la constante K a partir de la constante de proporcionalidad
λ , se emplearon las ecuaciones para la masa total M [Ec. (13)] y el radio R [Ec. (8)]
derivadas de la ecuación de Lane–Emden para el ı́ndice politrópico n = 3/2 la masa y
el radio dependientes de ρc tomando valores entre 105 y 2.35× 107 g cm−3 (Shapiro &
Teukolsky, 1983, p. 150).

Figura 4. Relación masa–radio para n = 3/2 construida a partir de los valores de K compatibles
con la moda de la Figura 3. Las curvas se obtienen variando ρc con K fijo, lo que sı́ define una se-
cuencia politrópica auténtica.

La Figura 4 muestra el comportamiento inverso entre masa y radio caracterı́stico de las
enanas blancas modeladas como politropas no relativistas. La masa está medida en unidades
de la masa solar, y el radio en unidades del radio solar. Observe que a medida que el radio
disminuye, la masa aumenta. El desplazamiento de las curvas hacia masas mayores con
el incremento de K indica que una constante politrópica más alta corresponde a una EdE
más rı́gida, es decir, una mayor presión para una misma densidad central, dando lugar a
representaciones y configuraciones similares a las expuestas por (Shojai et al., 2015).

Para el ı́ndice politrópico n = 2, la distribución de la constante de proporcionalidad
λ , mostrada en la Figura 5, muestra un comportamiento notablemente diferente al caso
n = 3/2. a diferencia del indice 3/2 acá se observa una distribución más amplia con máxima
frecuencia en la región de λ ≈ 0.001−0.011. Esta mayor dispersión en los valores de λ
sugiere que para n = 2 existe un rango más amplio de constantes K comprendido entre
7.24×1012 cm7/2 g−1/2 s−2, y 3.09×1013 cm7/2 g−1/2 s−2, que pueden dar lugar a config-
uraciones consistentes con los valores aceptados de masa y radio. La presencia de múltiples
valores de λ con frecuencias significativas indica que, a diferencia del caso n = 3/2 donde
existı́a una configuración claramente preferente, para n = 2 hay varias combinaciones
Masa-Radio que son igualmente probables. Finalmente, la Figura 5 sugiere que configura-
ciones con constantes K más altas son relativamente más frecuentes que en el caso n = 3/2.

La relación entre la masa y el radio para el ı́ndice politrópico n = 2, presentada en la Figura
6, muestra que a medida que el radio de la configuración disminuye, la masa total aumenta.
Por otro lado, las distintas curvas correspondientes a valores de la constante politrópica
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Figura 5. Histograma de λ = M/R(3−n)/(1−n) para n = 2, construido bajo el mismo muestreo que la
Figura 3 (Ntotal = 2,5× 105 parejas (M,R) en el mismo rectángulo observacional). El eje horizontal
reporta los valores de λ en unidades de M⊙ R⊙ (las que corresponden a n = 2); el eje vertical reporta
el conteo absoluto de parejas en cada barra. La mayor dispersión respecto al caso n = 3/2 refleja la
dependencia funcional de λ (M,R) propia de este ı́ndice (los exponentes hacen que λ varı́e sobre un
rango más amplio al barrer el rectángulo).

K en el rango de 1013 en unidades cgs, muestran cómo este parámetro escala la relación
fundamental Masa–Radio. Valores mayores de K permiten configuraciones con mayor masa
para un radio dado.

Figura 6. Relación masa–radio obtenida para el ı́ndice politrópico n = 2 utilizando los valores de K
calculados a partir de la constante de proporcionalidad λ .

Los rangos de K obtenidos por inversión pueden contrastarse cuantitativamente con los
valores microfı́sicos canónicos Knr y Kur introducidos al inicio de esta subsección. Para
n = 3, el rango K ∈ [0.71, 4.81]× 1014 cgs calculado vı́a la Ec. (14) se aproxima al valor
canónico Kur ≈ 4.94 × 1014 (µe/2)−4/3 cgs, lo que confirma la consistencia del modelo
politrópico ultra-relativista con los rangos observacionales adoptados. Para n = 3/2, el
rango K ∈ [1.15, 2.20]× 1012 cgs extraı́do de la moda del histograma muestra el mismo
orden de magnitud de Knr.

Por último, las incertidumbres sobre K inducidas por las incertidumbres observacionales
σM y σR se obtienen por propagación estándar a partir de la Ec. (19),

σK

K
=

√(
n−1

n

)2(σM

M

)2
+

(
3−n

n

)2(σR

R

)2
. (27)

La Ec. (27) muestra que la sensibilidad de K a las incertidumbres observacionales depende
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del ı́ndice politrópico: para n → 1, K se vuelve insensible a σM; para n → 3, insensible a
σR. Por ejemplo, incertidumbres relativas del 10% en M y 5% en R producen σK/K ≈ 6%
para n = 3/2 y σK/K ≈ 7%.

Momento de Inercia en Modelos Politrópicos
El momento de inercia I es una cantidad fundamental que caracteriza la distribución de masa
en un cuerpo en rotación. Para estrellas compactas como las enanas blancas, su cálculo
permite modelar la evolución rotacional y estimar la energı́a cinética almacenada (Hartle,
1967; Horedt, 2004; Ravenhall & Pethick, 1994; Shapiro & Teukolsky, 1983).

Para una configuración esféricamente simétrica, el momento de inercia se define como:

I =
8π
3

∫ R

0
ρ(r)r4dr, (28)

donde R es el radio total y ρ(r) es el perfil de densidad.

En el marco del modelo politrópico, donde la estructura interna está determinada por la
solución θ(ξ ) de la ecuación de Lane-Emden (6), es posible expresar el momento de inercia
en forma adimensional. Sustituyendo las relaciones de escala del modelo [Ec. (5)] en la
ecuación (28), se obtiene:

I =
8π
3

ρca5
∫ ξ1

0
θ nξ 4dξ . (29)

Combinando esta expresión con las ecuaciones para la masa total M [Ec. (13)] y el radio R
[Ec. (8)] de la politropa, se deduce que el momento de inercia puede escribirse en la forma
normalizada mediante manipulaciones algebraicas de las ecuaciones y puede expresarse en
términos de la solución de Lane-Emden como,

Ĩ ≡ I
MR2 =

2
3

∫ ξ1
0 ξ 4θ ndξ

ξ 2
1

(
−ξ 2 dθ

dξ

)
ξ=ξ1

. (30)

Esta expresión final permite calcular el momento de inercia, directamente a partir de las
soluciones numéricas de la ecuación de Lane-Emden [Ec. (6)]. Sin embargo, es importante
destacar que para la Eqc. (30) existen soluciones analı́ticas exactas para tres casos particu-
lares del ı́ndice politrópico, a saber, n = 0,1,5, para los cuales disponemos de expresiones
analı́ticas cerradas que facilitan la validación de los resultados numéricos.

El valor n = 0 corresponde a una configuración de densidad constante, cuyo momento de
inercia da el valor bien conocido Ĩ = 2/5. Para n = 1, el momento de inercia normal-
izado se calcula como Ĩ = 2(π2 −6)/3π2 ≈ 0.261, lo cual coincide con el resultado repor-
tado por Beltracchi & Posada (2025). En el lı́mite n = 5, caracterizado por la solución
θ5(ξ ) = (1+ ξ 2/3)−1/2 con radio infinito, también es posible calcular el momento de in-
ercia normalizado. Sin embargo, este caso requiere un tratamiento particular debido a la
naturaleza asintótica de la configuración. En este contexto, la integral relevante resulta ser,

Ĩ = lim
ξ1→∞

∫ ξ1
0 ξ 4

[
(1+ξ 2/3)−5/2

]
dξ

ξ 2
1

√
3

. (31)

Resolviendo (31), se obtiene,

Ĩ = lim
ξ1→∞

9
√

3
(

ln
∣∣∣
√

3+ξ 2
1 +ξ1

∣∣∣− 1
2 ln(3)− 4

3

)

ξ 2
1

√
3

. (32)
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Observe que la ecuación (32) tiende a cero, lo que muestra que en configuraciones cuando
el indice politrópico n → 5, la contribución al momento de inercia disminuye, lo cual es
coherente con la solución asintótica, donde el radio tiende a infinito.

Para valores del ı́ndice politrópico diferentes a n = 0,1,5, la evaluación debe realizarse
mediante métodos numéricos, resolviendo primero la ecuación de Lane-Emden (6) y poste-
riormente integrando numéricamente la expresión (30).

Figura 7. Momento de inercia normalizado Ĩ, en función del ı́ndice politrópico n, para configu-
raciones politrópicas Newtonianas. Los puntos marcados en color indican los casos n = 0,1 con
solución analı́tica conocida.

La Figura 7 muestra la variación del momento de inercia normalizado Ĩ en función del
ı́ndice politrópico n. La curva muestra los resultados obtenidos numéricamente, además,
los puntos indicados en color, corresponden a los casos n = 0,1 los cuales tienen solución
analı́tica. Observe que el momento de inercia se aproxima a 0 cuando n → 5.

Para complementar los resultados obtenidos mediante la resolución numérica de la ecuación
de Lane-Emden (6), se utilizó un método de ajuste de curvas para encontrar una relación
analı́tica que determine el momento de inercia en función del ı́ndice politrópico n. La
figura 8 muestra la comparación entre la solución numérica para el momento de inercia
normalizado Ĩ y varias aproximaciones utilizando regresiones. En el gráfico principal, se
presentan diferentes modelos de regresión; logarı́tmica (lı́nea punteada roja), polinómica
de grado 2 (lı́nea verde a rayas), polinómica de grado 3 (lı́nea azul punteada) y polinómica
de grado 4 (lı́nea morada punteada). Los cı́rculos azules indican los puntos calculados
por la solución analı́tica. El error absoluto de cada aproximación se muestra en el gráfico
inferior, donde se observa que las regresiones de grado 3 y grado 4 presentan el menor
error en comparación con la regresión logarı́tmica y la de grado 2. Esto indica que las
aproximaciones polinómicas de mayor grado son más precisas, particularmente para valores
más altos de n.

Esta aproximación permite estimar Ĩ sin necesidad de resolver numéricamente las Ecs. (6) y
(30) para cada ı́ndice n y permite disponer de expresiones para aproximar Ĩ. Considerando
que el polinomio de grado 4 brinda el menor error absoluto, aquı́ sugerimos que el mo-
mento de inercia normalizado, en función del ı́ndice politrópico n, de politropas Newtoni-
anas puede aproximarse analı́ticamente a través de la expresión

Ĩ ≈ 0.0001776n4 −0.0019n3 +0.0203n2 −0.1570n+0.3997. (33)

La expresión polinómica propuesta reproduce bastante bien los casos analı́ticos conocidos,
por ejemplo, para n = 0 devuelve Ĩ = 0.3997, lo cual es cercano a 2/5; para n = 1, ec. (33)
arroja Ĩ = 0.261, el cual se aproxima muy bien al valor exacto 2(π2 −6)/3π2.
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Figura 8. Comparación entre la solución numérica y las regresiones logarı́tmica y polinómicas (de
grado 2, 3 y 4) para el momento de inercia normalizado, en función del ı́ndice politrópico n.

Bondad del ajuste y validación cuantitativa.

Para evaluar de manera rigurosa la calidad del ajuste polinómico de la Ec. (33), se reportan a
continuación los detalles metodológicos del procedimiento numérico y las métricas de error
asociadas. La malla de evaluación en el ı́ndice politrópico está conformada por

nk = 0, 0.05, 0.10, . . . , 5.00, k = 0,1, . . . ,100, (34)

es decir, N = 101 puntos uniformemente espaciados con paso ∆n = 0.05 en el intervalo
n ∈ [0,5]. Para cada nk se resolvió la Ec. (6) mediante el esquema descrito en la sección de
Métodos y se evaluó Ĩ(nk) por integración numérica de la Ec. (30). La regresión polinómica
se realizó por mı́nimos cuadrados ordinarios, equivalente a la minimización del residuo en
norma L2,

min
{a j}

N−1

∑
k=0

(
Ĩ(nk)−

d

∑
j=0

a j n j
k

)2
, (35)

para grados d = 2,3,4. Una alternativa habrı́a sido el ajuste minimax (norma L∞), que
minimiza el error máximo absoluto en lugar del cuadrático medio; sin embargo, dado que
el objetivo es disponer de una expresión analı́tica de uso general en n ∈ [0,5), el ajuste
L2 resulta más representativo del comportamiento global de Ĩ(n) y es el procedimiento
implementado por la rutina numpy.polyfit (Python Software Foundation, 2021).

Para cuantificar la calidad de los distintos ajustes se adopta las siguientes métricas, todas
evaluadas sobre la malla (34): el coeficiente de determinación R2; el error cuadrático medio
RMSE =

(
N−1 ∑k r2

k

)1/2, donde rk = Ĩ(nk)− ∑ j a jn
j
k; el error absoluto medio MAE =

N−1 ∑k |rk|; y el error absoluto máximo ∥r∥∞ = maxk |rk|. Los resultados se resumen en
la Tabla 3.

Tabla 2. Métricas de bondad del ajuste polinómico de Ĩ(n) por mı́nimos cuadrados (norma L2) so-
bre la malla de N = 101 puntos definida por la Ec. (34). Los errores relativos se reportan en la región
Ĩ > 0.01, donde la división por valores cercanos a cero no infla artificialmente la métrica.

Modelo R2 RMSE MAE ∥r∥∞
Polinomio grado 2 0.99997 6.0×10−4 4.8×10−4 2.3×10−3

Polinomio grado 3 0.99998 5.6×10−4 4.6×10−4 1.8×10−3

Polinomio grado 4 (Ec. (33)) 0.99982 1.6×10−3 1.1×10−3 4.4×10−3

Polinomio grado 4 (sin redondeo) 0.999999 9.7×10−5 7.9×10−5 3.8×10−4
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La Figura 9 muestra los residuos rk en términos absolutos (panel izquierdo) y en términos
relativos |rk/Ĩ(nk)| (panel derecho, escala logarı́tmica). Dos comportamientos son notables.
Primero, los residuos absolutos del polinomio en la Ec. (33) se mantienen por debajo de
∼ 5× 10−4 en n ∈ [0,2], pero crecen monótonamente hasta ∼ 4× 10−3 cerca de n = 5.
Este crecimiento es consecuencia exclusiva del redondeo de los coeficientes a cuatro cifras,
el polinomio de grado 4 con coeficientes sin redondear (curva verde) mantiene el residuo
absoluto por debajo de ∼ 1×10−4 en todo el rango y segundo, el error relativo del polinomio
Ec. (33) se mantiene por debajo del 1% en n ∈ [0,3] y por debajo del 2.5% en n ∈ [0,4],
valores que cubren con holgura los regı́menes de mayor relevancia astrofı́sica (n = 3/2 y
n = 3).

Tabla 3. Errores relativos del ajuste polinómico de Ĩ(n) por mı́nimos cuadrados (norma L2) sobre
la malla de N = 101 puntos definida por la Ec. (34). Los errores relativos se reportan en la región
Ĩ > 0.01 (es decir, n ≤ 4.35), donde la división por valores cercanos a cero no infla artificialmente la
métrica.

Modelo Error rel. medio (%) Error rel. máx. (%)
Polinomio grado 2 0.61 5.08
Polinomio grado 3 0.71 5.70
Polinomio grado 4 (Ec. (33)) 2.46 25.24
Polinomio grado 4 (sin redondeo) 0.09 0.54

Figura 9. Residuos del ajuste polinómico de Ĩ(n): panel izquierdo, residuos absolutos rk =
Ĩnum(nk)− Ĩpoly(nk); panel derecho, errores relativos |rk/Ĩnum(nk)| en escala logarı́tmica, evalua-
dos solo en la región donde Ĩ > 0.01. Se comparan el polinomio publicado en la Ec. (33) (rojo) y el
ajuste de grado 4 sin redondear (verde).

La Figura 10 muestra los residuos absolutos de los polinomios de grados 2, 3 y 4 (sin
redondeo de coeficientes) en escala logarı́tmica, junto con el polinomio Ec. (33) de grado
4 como referencia. Se observa con claridad que los polinomios de grado 2 y 3 producen
residuos tı́picamente entre 10−4 y 10−3 sobre todo el intervalo, mientras que los polinomios
de grado 4 alcanzan residuos un orden de magnitud menor (tı́picamente 10−5 a 10−4). Esto
justifica la elección del polinomio de grado 4 como expresión final para Ĩ(n).
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Figura 10. Residuos absolutos |rk| de los ajustes polinómicos de grado 2, 3, 4 y 5 (todos sin re-
dondeo de coeficientes), junto con el polinomio publicado de grado 4 (lı́nea discontinua negra), en
escala logarı́tmica. Se aprecia la mejora de un orden de magnitud al pasar de grado 3 a grado 4, y el
carácter marginal del salto a grado 5.

Finalmente, si se desea optimizar la precisión del ajuste sin renunciar a la forma polinómica
de grado 4, basta con utilizar los coeficientes con mayor número de cifras significativas:

Ĩ(n)≈ 1.7782×10−4 n4 −1.8681×10−3 n3 +2.0291×10−2 n2

−1.5696×10−1 n+3.9971×10−1,
(36)

con cuyo uso el error absoluto máximo en la malla (34) se reduce a 3.8×10−4 y el error rel-
ativo máximo en Ĩ > 0.01 es inferior al 0.6%. Esta expresión se recomienda en aplicaciones
que requieran precisión por debajo del 1% en todo el rango n ∈ [0,4.9].

Discusión
Este trabajo ha proporcionado un análisis de algunas de las propiedades estructurales e inte-
grales de las politropas Newtonianas, enfocándose en la resolución numérica de la ecuación
de Lane-Emden y el estudio de propiedades clave como la relación masa-radio y el mo-
mento de inercia. A lo largo del estudio, los resultados obtenidos se validaron mediante la
comparación con soluciones analı́ticas conocidas, lo que corroboró la precisión del método
implementado.

Uno de los aspectos más relevantes de este trabajo fue el cálculo de la constante politrópica
K, que conecta la masa y el radio de las estrellas. Este parámetro, dependiente de las
caracterı́sticas fı́sicas del sistema, fue determinado mediante un ajuste estadı́stico basado
en las condiciones observacionales de las enanas blancas. La relación masa-radio resultó
ser fundamental para comprender cómo las configuraciones estelares varı́an según el ı́ndice
politrópico n y cómo la constante K influye en la distribución de masa y presión dentro de
las estrellas.

El análisis del momento de inercia en el modelo politrópico, utilizando regresiones, per-
mitió desarrollar una aproximación analı́tica que evita la necesidad de cálculos numéricos
extensivos. La regresión polinómica de grado 4 resultó ser una excelente aproximación para
modelar el momento de inercia normalizado en función de n, proporcionando una expresión
para este parámetro, lo que simplifica el cálculo sin sacrificar la exactitud.

En este trabajo, nos centramos en configuraciones politrópicas Newtonianas isotrópicas,
pero se reconoce que este enfoque puede extenderse a modelos más complejos que incluyan
anisotropı́a, como los estudiados por Beltracchi & Posada (2024a) y Beltracchi & Posada
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(2025) en el caso relativista. La inclusión de anisotropı́a podrı́a tener un impacto significa-
tivo en las propiedades obtenidas, lo que abre la puerta a futuras investigaciones.
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