UTILIZACION DEL CALCULO MATRICIAL EN EL AJUSTAMIENTO
POR MINIMOS CUADRADOS

La finalidad de este trabajo es presentar, de una
manera rapida y directa, el proceso de formacion de
los sistemas de ecuaciones normales, que es necesa-
rio resolver para lograr los valores Optimos, o sea,
mas probables, que se debe asignar a un conjunto
de magnitudes que haya sido medido experimen-
talmente.

En esta exposicién supondremos que el lector
conoce, seglin los lineamientos clasicos, la teoria
de ajustamiento de errores de observacion basada
en el principio de minimos cuadrados, justificado
en el Calculo de Probabilidades. Serd también ne-
cesario —para la comprensién del presente traba-
jo— que el lector conozca, al menos los fundamen-
tos del 4lgebra de matrices.

Reduciremos la discusién a dos casos especiales,
de mucha importancia en Astronomia, Geodesia,
Fisica, etc.,, al primero de los cuales pasamos a
referirnos.

Supongamos que un conjunto de magnitudes
pequefias, a saber, @ , ¥2, ... 2, , y decimos
pequeiias por tratarse de correcciones que deben
ser adicionadas a las magnitudes medidas, estén
ligadas entre sf linealmente, en el sistema siguiente,

011$1+a12$2+a13$3+...+amwp—|—h1:0,
(1) a21w1+a22 w2+a23w3—|— ..-—I-dgp.%‘p—i—hg:(),

a’rlm1+ar2$2+ar3w3+---+afrpwp+hr207
donde los @g, by, (s=12,...,r; t=12,...,p)
son nmeros reales conocidos. Si ademis es r> p,
tenemos un sistema redundante.

El Algebra demuestra que estos sistemas son en
general, incompatibles, no existiendo, por consi-
guiente, solucién. El nlimero de ecuaciones super-
fluas es, en este caso r-p, al suponer, claro est4,
que las ecuaciones (1) son distintas.

Empero,. existe un ntimero infinito de soluciones
aproximadas (pseudo-soluciones) es decir, conjun-
tos de ntimeros o'y, 2’2,..., &'y, tales, que al ser
sustituidos por las correspondientes incoégnitas, no
satisfacen rigurosamente las ecuaciones (1), adqui-
riendo los primeros miembros valores €;,&,..., &,
que llamaremos residuos.

Entre el ntimero infinito de soluciones aproxi-
madas interesa, siguiendo a los creadores de la
teoria de errores de observaci6én, Legendre y Gauss,
aquélla que dan para la suma de los cuadrados de
los residuos un valor minimum, es decir, para las
cuales se tiene,

(2) Y &’ = [¢&] = minimum
v=1
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Se sabe que el sistema (1) genera un siétema de
ecuaciones normales, de matriz cuadrada y simétri-

ca, cuya dimensi6én es igual al ntimero p. La reso-
lucién de este sistema responde a la cuestion.

Al efecto, si se utiliza la designacién matricial,
el sistema (1) puede escribirse asi,

El a11 2 ... d1p ol -hvl
E2 U1 Q22 ... dop &o ) h2

(3) : : “e es eas s . + . :0
E. (1 Q2 - .. Oyp op hy

el cual expresaremos también en la forma abre-
viada,

(3 bis) (EBy) = (4) (2v) 4 (hs) =0

Si empleamos asterisco para indicar los valores
mas probables de las @y, se tiene,

(4) (B*) = (4) (&%) + (hy) = (&)

Como vamos a demostrar en seguida, de la con-
dicion (2) de minimum se deduce, para obtener
los valores mas probables de las correcciones a.*,
el siguiente sistema de ecuaciones normales,

(5) T (4) (4) (»") +T (4) (he) =0

En efecto, sean las ecnaciones de condicioén (1), de
las cuales escribimos ahora la que ocupa el orden i,

(6) Fi=an® +anwe+ ... + tp2p +h =0

Esta ecuaciéon puede escribirse de la manera si-
guiente:
1
T
i aip]

(7) Ei: [(1/51, A2y o —{—hx:O
Tp
Los valores més probables de las incégnitas, a sa-
ber, z1*, x2*,..., xp*, al ser sustituidos por las va-
riables en el sistema (1), dejan residuos &, €,
ey & ..., &, teniéndose,
(8) Ef= &, Bb*, = ¢ ..., E.* = ¢

Ahora bien, la condicién de minimum (2) se ex-
presa ahora, segtin el Célculo Diferencial, asi,

(9) S e, 2% —g

v=1 ami -
Por otra parte, es,

QB _ 26 _

(10) = o =

— BBl —



Por consiguiente,
(11) > rllyy = E Ev v =
v=1

T

p (lanarl*—k G2+ o O+ hy) ay =0
v=

Variando en esta tltima el simbolo v (v =1, 2,
..y T), Be obtiene,
(12)
(@ @* 4+ a2 72" + ...+ a4y 2" 4 k1) ay
+ (@21 &1* 4 a2z 20" + - a2 4 Re) ax
+ (@ 21* - g 22* —I— —i-arpa:p +h)aﬂ—-0
Teniendo en cuenta la relacién (7), se puede
escribir la (12) de la manera siguiente,
(13)

.’Pl'
@s*
[ﬂn, @12y ..y G1p] . an + [0’21, Gazy .+ oy Gop]
et
ot "
ra® o"
. -+ ... + [aﬂ, Gr2y + o oy a'rl)] a"'+
o, xp*
hy
ko
[a'll, a2i} “ ey al‘l] == 0
by

Cambiando en ésta los designaciones de los vee-
tores columna, mediante empleo de simbolos més
generales, viene a ser,

(14)
[a'll, @12y « - 4y ﬂ’lp] 2T (mv.) + {a'217 X2z, o« .y ﬂ"lﬂ}
das (2" + ool + [0, g, ..., 6]

vey @] (By) =0

Extractando como factor comiin el vector (z,*)
Y conmutando los productos, de manera que se
tenga,

an (2v*) + [an, aq,

e [, trz, ..., 815] , et

la anterior queda asi,
(81 [o11, @1z, .. .y 81p] + @z [82, a2, ..., 6]+

(16) ..ot au [@n, Gy ...y @) ) (%) +
[a’li: 215 ..., aﬂ] (hy) =0

la cual se puede sintetizar en la siguiente,

(16) [ay, an, ..., an] [A] (&) +
[ay, ez, ..., ari] (he) =0

la cunal viene a ser la ecuacién normal de crden i.

Al suponerla escrita para i =12 ..., aparece la
matriz transpuesta de [4], a saber 7 [4], lo que

conduce a expresar el resultado de la manera si-
guiente,

(5 T [4] [A] (&) + T [A] (Re) =0

como se queria demostrar.

En lo que sigue presentamos otra deduccién de
la formula (5) de las ecuaciones normales, la cual
lograremos tener por operacién directa sobre ma-
trices. Para ello partimos nuevamente del sistema
(1), el cual escribimos matricialmente,

(17) (Bv) =[4] (&) +Rv=0
En realidad a la derecha del signo — deberia es-
0
cribirse - | , que es el vector cero. El sim-

¢
bolo 0 es pues, en este caso, indicativo del vec-
tor cero.

Ahora consideremos el vector linea [E,] y el vec-
tor columna (). (Suprimiremos los asteriscos
mientras dura la demostracion, para simplificar la
escritura). Suponemos escrito el sistema (4), en
el coal la suma de los cuadrados de los residuos,
viene a expresarse de la manera siguiente,

(18) [B+] (&y)
Ahora bien, 1a condicién de minimum,
(19) *é% [E)] (By) =0,parai=1,2,...,p

implica la siguiente,

(20) [Ev] (Fv) =0

En efecto, si se deriva la (18) seghn x;, viene a
tenerse,

(21) W)+ ——[Ev] (By) =0
0 sea,
(22) (E<] (aw) + [au] (E:) =

Como el producto interior de dos vectores es
conmutative, Ia (22) da lugar a la siguiente,

(23} [Bv] (an) + [By] (o) =2 [By] (6u) =0
de donde, suprimiendo el factor 2,
(24) [Ev] (gu) = O

equivalente a la (20) que se queria demostrar.

Considerando las funciones lineales que forman
los primeros miembros de (1) en su expresi6n
(17), y transponiendo, se tiene,

(25) (E:] = [2¢] T [A] + [&]

Derivando el vector columna, (E,), se tiene,

0 @
26 o A : o
@  Lmy=ta|f =]
: .
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Sustituyendo este resultado en la (20), se tiene,

i
Aai

(27) [#] T [4] + ]| . [=0

Cry

El producto anterior, por tratarse de vectores,
es conmutativo, o sea que puede escribirse, trans-
poniendo a la vez,

(28) [, a2y ..oy @] T ([20] T [A] + [Re]) =0

Efectuando la transposicién indicada en la an-
terior, viene a ser,

ooy @n] ([A] (29) + (b)) =0
donde, efectuando los productos, se tiene,
(30) [a117 A2iy o+ .-y aﬂ] [A] (.Tv) +

{ay, @21y ..y @] (By) =0

La (30) es la expresién que ya habiamos encon-
trado, para la ecuacién normal de orden i. Supuesto
escrito el sistema para i=1, 2, ..., p, el resultado
se sintetiza en la expresion siguiente,

(5 bis)’ T [A][A] (ov*) + T [A] (hy) =0

forma matricial del sistema de ecuaciones normales.

(29) [es, as,

Ejemplo.— Formemos el sistema de ecuaciones
normales que corresponde a las siguientes ecuaciones
de condicion,

e + by + h = 0,
(31) 422 + Doy + he = 0,
asr —l— b3y + ha = 0.

Se tiene, como matriz de los coeficientes y matriz
transpuesta,

@ by a1 az ay
(32) [Al= |ab:|, T[4]= [,,1 o
as ba

cuyo producto en el orden requerido viene a ser,

(33) T1A] [4] =

a1 61+ az @2 + as a3 a1b1+a2b2+asba]
biay + baas + bgas - by by +b2be 4 babs

Introduciendo la notacién debida a Gauss, la an-
terior se escribe,

34) ) L)

T [4] [A] = [[ba] [bb]

la cual multiplicando a derecha por el vector (;)

nos da,

o\ _ ([ea] o+ [ab]
65 7141 1] (y) = [[ba]w+ [bb]y]

Por otra parte, se tiene,

hy
. ay Az ag’ _ [ah]
(36) T [A] (b) = [bl be b,] :s - ([bh])

»N

luégo, finalmente,
a7 [aa] @ + [ab] y + [ah] =0,
[be] # + [bb] ¥ + [bR] =0,
que son las dos ecuaciones normales de este caso.

Resulta interesante observar c6mo la notacién de
Gauss, segtin la cual,

(39) fab] = a1 b1+ a2 b2+ as bs

es una manera particular de escribir el producto de
la matriz linea - vector linea —

(40) (a1, @2, as)
por la matriz columna - vector columna -, by
b2
41
(41) b

Segundo caso

Un caso de particular importancia es aquél en que
las correcciones v; estin ligadas entre si por s ecua-
ciones lineales, siendo inferior el ntmero de ecuacio-
nes al de incognitas, debiendo, por otra parte, satis-
facer las correcciones la condicién de que la suma de
sus cuadros sea un minimum. (Cambiamos la desig-
nacién para corresponder a la costumbre).

Sea el siguiente sistema de ecuaciones lineales de
condicién,

0»11171—I—a12172—|— SN +almvm+p1:0,
(42) 21 U1+ G2 V2 + ..o + G2 O+ P2 =0,

Q1 V1 + @2 V2 + .o A+ G Vm + P =0
8 < m ; 8 ecuaciones, m incégnitas.
Diferenciando las (42), se tiene,

a11 d’l)l + a12 d172 + cen + A1m dvm = 0,
ag1 dv1 + @2 AV2 + ... + (g Aoy =0,
(43) cen - ces
g1 AV1 4+ ae dv2 + ... + Ggm AV = 0 ’
Las ecuaciones (43) pueden ser resueltas para 8
incrementos, que pueden ser los primeros escritos,
a saber,

(44) dvl, dvg, ... s dv,
Como de la condicidn,
(45) 2 2 = minimum

se deduce,
(46) vidvy 4 vedva+ ... + O dop =0

podemos traer los dvi, dvs, ..., dv., despejados en
(43), a la (46), 1a cual contendré s6lamente m - 8 in-
crementos diferenciales duv, +1 dvs +2 ey dom.
Como éstos son independientes, sus coeficientes de-
beran igualarse a cero, lo cual nos da,

m-—8

relaciones entre las v;. Puesto que, por otra parte,
se cuenta con las 8 ecuaciones (42), el ntimero total
de ecuaciones de que se dispone para determinar las
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m correcciones vendrd a ser, m—s 4+ e=m, lo
cual deja el problema teéricamente resuelto.

En la practica se prefiere seguir un procedimiento
lamado de ecuaciones correlatives, que pasamos a
exponér aprovechandoe los recursos del Algebra Ma-
tricial.

Los coeficientes de las ecnaciones (42) nos dan la
matriz rectangular,

@11 12 «.. G1m
Qg Qo2 .. .0em

.........

(47) [4] =

Por otra parte, los vectores

(51 "

U2 P2
(48) w)=|. [, (=

Pm De

permiten escribir las (42) como sigue,

(49) (4] (v} + (pu) = 0

# ecuaciones, m incoégnitas; & < m. La condieién
{45) se puede escribir como sigue,

"
V2
(45") [o1, 2, ..+, Um] =~ minimum,
Tm
de la cual se deduce,
d‘l?]
d'vg
(50) [‘Ul, T2y, o0y vm] . =10
dvm

que, escrita en forma sintética, es,
{51) [v+] (dvg) =0

En las (49) introducimos ahora la sustitucion li-
neal siguiente,

(52) (v} =T [A] (hn)

que hace que para determinar los parimetros A de-
bemos resolver el sistema normal,

(53) [4] T [A] (b)) + (py) =0

A lag ecuaciones contenidas en (53) se lar lama
ecuaciones correlativas. Una vez obtenidas las X s¢
pueden calenlar las v por medio de las (52). Des-
pués demostraremos como los valores que ast se ob-
tienen para las v, satisfacen a la condicién de mi-
nimun expresada por la (51).

Un ejemplo sencillo dard mis claridad a lo ante-
rior. Bupongamos un sistema formado por dos ecua-
ciones de condicién, a saber,

(64) 00+ G vg+ as vz + pr =0,
bivr -+ bav2at byvg 4+ pz= 0

8e tiene,
a4 bl
a1 2z @
(55) [4] = [bib ;], T [4] = |az2by
2 U3 s by

Las (52) aplicadas a este caso, dan,

ay by 2 by A
G2bz | (Apn) = | a1 By (11)
a3 by @3 by ?

(586) () =

de donde, efectuando productos, se deduce,

v a1 by A ay dy 4 by s
(57) o = s ba (1]) = | tia 11 + by J\.g
3 i3 by 2 @z dy 4 ba ks

La transformacion correlativa viene a ser, en con-
secuencia,

vy = @ ?Ll + bl ;-2,
(58) s = o 11 + bg Ag,

g — a;;ll —I— ba;\.z.

Ahora se efectaa el producto:

 ag gy | Y

(A1 T [A] = [} a2 b
by by by

aabs

(w2 - asag @by 4 a2 bz 4 a5 by
brar + baag +baag by by 4 b2 bx -+ by by

[aa] [ab]
= [iwal )

[bo]
teniéndose en seguida,

(59)  [A] T [4] (h) = [4] T[4] [U

_ {lee]l -+ [ad] &
= [[bw] M + [bB] 12]

de manera que las ecudaciones normuales correlati-
vas son las siguientes,

lGO [LLH-] 1‘1 + [ab] 1'2 + = 0)
[ba] & -+ [0b] b + p2 = O,

lag cuales se resuelven (generalmente por el método
de eliminacion) para Ay, Az, obteniéndose luégo vy,
vz, vg, por medio de las (58),

Suma de cuadrados de las corrcceiones,
Comprobacidn.

Es costumbre eomprobar los resultados numéricos
por medio de la relacién siguiente,

(61) [ve] = — [ps] (&)
la cual pasamos a demostrar,

De la (49}, por transposicién, se deduce,
(62) [vs] T [A] = — [ps]

donde, multiplicando a derecha por T-' [4], se tie-
ne,

)  [n]=—[p] T [A]
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Multiplicando (63) por (52), se tiene,

[oe] (v0) = [o0] = — [p] T-' [4] T [4] (M)
(64) . = — [pv] (M) v

como se queria demostrar. Asi por ejemplo, en el
ejercicio tratado anteriormente, se tiene,

(65) 171.2 + v2® + vs® = - »(pl}‘l + pahe + psks)

Ahora nos encontramos en condiciones de demos-
trar por qué las v;, calculadas por medio de las
(52) y (53), satisfacen a la condicién de minimum
(51).

Al efecto, tfasponiendo (52), se tiene,

(66) [vs] = [A] [4],
Diferenciando la misma (5), viene a ser,
(67) (dvy) = T [4] (dk)

Multiplicando ahora las dos tltimas, se tiene,
(68) [vs] (dvy) = [M] [A] T [A] (ddy)

Por otra parte, diferenciando la (53), se obtiene,

(69) [4]1 T [4] (dA\) =0

Teniendo en cuenta este resultado en la (68) se
obtiene finalmente,

(70) [ve] (dvs) = [A]. 0 =0

lo cual demuestra el aserto.

ORIGEN DE LAS ECUACIONES
CORRELATIVAS

Se llega a las ecuaciones corrclativas cuando se
trata de determinar, en Analisis, los valores mdai-
ma o minima de una funcién de varias variables.
Limitandonos, para mayor sencillez en la exposi-
ci6én, al caso de una funcion de cuatro variables, a
saber,

(71) F (21, ©2, ®3, 24) = F

cuyos valores minimae deben determinarse, teniendo
en cuenta que entre las variables existan, por ejem-
plo, dos ecuaciones de condicién, a saber

(72) @ (@1, @2, @3, 24) = 0,
L1} (.’L‘l, &g, T3, 604) == 0,
tal determinacién se lleva a cabo como sigue.

8i las variables fuesen independientes, la condi-
cion de minimum seria,

(73)
aF oF oF .
Sar o + gy o gy 0o G = 0
que puede escribirse asi,
. F
(13 bis) [%] (dao) = 0

Mas, como los incrementos d;, doz, ... no son
independientes, la diferenciacién de las ecuaciones

’(76)

(72) nos da,

aa: do; +-2% aq)da' +aq° dag + 2% a“’ 2V dos = 0,
(74)

0% oy + 20, + 2040, + W = o,
las cuales podemos también escubu c¢omo produc-
tos escalares, a “saber, '

(74 bis) [g:] (dwr) = 0, [%ﬁ‘] (day) = 0

Entre las tres ecuacmnes (73) y (74) se puede
eliminar dos incrementos, por ejemplo dwxs, dws,
quedando como eliminante una relacidon que con-
tiene los dos incrementos restantes da;, doe. Igua-
lando a cero los coeficientes de da,, dx. se obten-
dran dos relaciones que, unidas a las dos (72), per-
mitiran obtener las cuatro ineégnitas o*, z.*, xs*,
z4*, que responden a la cuestion.

Para llevar a cabo la eliminacién se emplea con
éxito el método de coeficientes indeterminados o
multiplicadores de Lagrange. Al efecto, multipli-
quense las ecuaciones (74) por — Ay, — As, respecti-
vamente, y stimense a (73). Se tiene,

aF o a%
' oF 29 P1
[aar;z——law A aw]d%—l——...—O
o sea, de manera abreviada, la siguiente,
oo or o9 o1 _
(75 big) [afb‘i A o — M > ] (dx;) =0

Los utmeros — A;, — A2, han de ser tales que los
paréntesis se anulen, con lo cual la ecuacién (75)

‘queda automiticamente satisfecha. Se obtienen en-

tonces las relaciones,

of . o9 o091 __
fol41 h oxy —h owa 0,
(76)
oF oQ oP1
_ — e —
T2 M o ore

que escribimos sintéticamente asi,
oF o anl]

—2 — A =0
[ 0wy ' om " om
constituyendo las llamadas ecuaciones correlati-
vas.

Apliquemos las consideraciones anteriores al ca-
80 de minimos cuadrados. En este problema debe
determinarse el minimum de la funcidn,

(77) F = x;? + .’D22 + .’L‘32 + 242

debiendo cumplirse ademas las ecuaciones de con-
dicioén:

1

5O =M@+ a0 + GaT3 + 0uBy + P1 = 0,
(78)

1
2 P1= biw1 4 bawe 4 baws + baws + p2 = 0.
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Efectuando derivaciones parciales, se tiene,

(79) i = 2.’1)1, % = 2a1, oo

valores que, al ser sustituidos en lag (76) nos dan,
& = llaq + }.2 b1
@y =Maz + A2 b2
@3 = Mg+ A2 bs
Cs = May+ A2 by

ml-—llal—lg bl = 0,
Ba— M2 —Ay by = 0,
wa—llas—lz ba =t 0,
.174—110/4—12 b4: 0,

(80)

Resultados que podemos sintetizar asf,

201 _ op

oF _, . 09 _o, .
(81) - = 20,5 =20; S0

oz o

y, eh consecuencia,
(80 biS) [(L‘i - lla, -— Azb[] = 0

que es la abreviatura matricial de la transforma-
cién correlativa.

Nota del autor.— El presente estudio fue leido per-
sonalmente por su autor ante los profesores de la
Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional
de Colombia, bajo el decanato del doctor Leopoldo
Guerra Portocarrero, en el mes de Abril de 1955.
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