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Las siguientes notas son la ampliacién de uno de los temas mencionados en un conferencia que con el
titulo de “Los Satélites artificiales y la forma de la Tierra”, tuve oportunidad de realizar en una de las
sesiones de la Academia Colombiana de Ciencias, en el afio de 1963. Otros aspectos de dicha charla, como
por cjemplo el referente a las perturbaciones de un satélite cansadas por no ser el potencial gravitacional te-
rrestre el de una esfera homogénea o formada por capas esféricas homogéneas, y el de las implicaciones geo-
fisicas, podrin ser objeto de otras notas separadas.

Desde el instante en que se contempld la posibilidad de colocar satélites artificiales de la tierra se considerd
como uno de sus primordiales fines el de lograr un conocimiento mis completo y preciso del potencial gra-
vitacional de nuestro planeta.

Si el globo terrdqueo fuera una esfera perfectamente homogénea, o formada por capas esféricas homogé-
neas, la érbita de un satélite artificial, omitiendo ademds el efecto perturbador de otros cuerpos celestes, luna,
sol, etc., estarfa regida por las leyes de Kepler: la érbita serfa plana, ¢l radio vector describirfa 4reas proporcio-
nales a los tiempos, uno de los focos de la elipse coincidiria con el centro de la tierra, la relacién del cubo
del semi-eje mayor al cuadrado del perfodo serfa constante. Siendo la tierra de forma no rigurosamente esfé-
rica, la fuerza de atraccién ejercida sobre el satélite no va necesariamente dirigida hacia el centro del planeta
y su intensidad no es exactamente proporcional al inverso del cuadrade de la distancia. En estas condiciones
el movimiento del satélite se puede considerar como realizado sobre una 6rbita eliptica cuyos elementos,
excentricidad, semi-eje mayor, inclinacién sobre el plano ecuatorial, longitud del nodo y argumento de su peri-
geo, estén permanentemente variando en una forma apreciable.

Precisamente, el estudio de las perturbacxones en las drbitas de los satélites permite conocer en mayor
detalle el potencial gravitacional de la tierra y de tal potcncml obtener a su vez un conocimiento mis lograde
de la forma de la tierra y de la distribucién de su masa.

En las presentes notas se haré referencia al desarrollo del potencial terrestre por medio de Harménicos
Esféricos y a una relacién de los valores obtenidos de los coeficientes de tales harmonicos a través del estudio
de las orbitas de los sat_élites_ por diversos autores.

El Potencial gravitacional de la tierra en un punto exterior a clla satisface la ecuacién d1fcrcnc1:il
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conocida como ecuacidn de Laplace. Esta famosisima ecuacién aparecié por primera vez en una de las me-
morias de Laplace, preseritada en 1787 y publicada dos afios mds tarde.

Si esta ecuacidn se trasforma a coordenadas esféricas, mediante las relaciones
x =rsend cos
y =rsenl send
Z =rcosd
puede escribirse de la siguiente manera:
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Se suele buscar una solucién de esta ecuacién que sea el producto de dos funciones, una de ellas una
funcién de r y la otra una funcién de 0 y ¢:

V=R ()Y (64)

Sustituyendo en la ecuacién de Laplace en coordenadas esféricas, se obtiene:

2 W 32y cos@ oV 1 #V 1 ¥V
r o + Y + r senf b0 + 2 bR + Psen?d ¥ 0
2 dR d*R cost 3Y R Y R ¥y

r dr Y+ ar Y+ r send R Y + Y + rPsen?d o =0
y muldplicando esta expresibn por r*/RY, se obtiene, luego de ordenar los términos:
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Designando por n (n 1) al valor comtn de los dos miembros de la anterior ccuacién, que ademds debe

ser constante, ya que a la izquierda se tiene una funcién de r Gnicamente y a la derecha una de # y ¢, se

puede escribir:
: &’R dR

~ 5 + 2 . —n{n4+1)R=0

22y cos BY 1 2y
3 T mb s T semigeer TREHDY=0

La primera de la ecuaciones tiene por soluciones: Ar® y Br —("+1), En el presente caso interesa la segunda
de estas soluciones. La segunda ecuacién diferencial representa la forma en que aparece por primera vez en
las memorias de Laplace de 1782, publicadas en 1785. Es interesante notar cédmo es en esta forma mds com-
pleja, en coordenadas polares y no en la forma simple que toma en coordanadas rectangulares, como aparece
por vez primera. No debe olvidarse que la ecuacién de Laplace y las de Legendre fueron logradas por estos
dos extraordinarios genios precisamente cuando estudiaban la forma de la tierra y su potencial.

En cuanto esta segunda ecuacién diferencial, pucde ser objeto de una nueva separacién de variables:
Y (6,¢) =@ (0) ¢ ()

Sustituyendo se encuentra:
52@ cost ¥® »2®
o +sm0b0 +.ren26 o +n(rn+1)02=0

y, finalmente, multiplicando por sen®8/@®, se pucde escribir:

e 1 1 e 1
VR +m9co:6 +n(n4+1) s'mza:—WT

Denominando m* el valor constante comin a ambos miembros de la ecuacién, resultan las siguientes dos
ecuaciones: la primera,

sen®0

220 .
W+m¢'=0

Cuya solucién es-® = C cos m¢ + D sen m¢, y, la segunda,

2
sen*d AR = T senf casﬂ + n (n -+ 1) sen?6 = m?

of? 60 @

26
sen*d E—— + send cosﬂ —|- [#(n+ 1) senf— m?] @ =0

denominada ecuacidn asociada de Legendre, cuya forma algebraica se obtiene haciendo:

@ ae
cosf = x, —ja— —sent e
(0] ® ® : (L] ®
%:7 = ~cosh %—uﬂﬂ 52? j—; = — cosf ‘%— + sen’t :_r;_
lo que permite, luego de hacer las sustituciones, escribir:
®
sen?0 j? fxg ) + sent cosﬂ(—;mﬂ-j%)-{-[n(n-l-l) :mzﬂ—m’]exo

m2
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Si en la ecuacién asociada de Legendre se hace m — 0, se obtiene la ecuacién de Legendre

(1—£)f—§f_2x %j—-i-n(nq.n@:o

d* d
A=) Ga—2 G+ 2+ 1) —

Los polinomios de Legendre Pa(x) son solucién de esta ecuacién.

‘ N
. (= 1)* 2 —28)!
B 2 E o BT — 201

en donde N = n/2 para » par, y.
= (n—1)/2 para n impar,

Otra definicién de los polinomios de Legendre es la conocida con el nombre de férmula de Rodrigues:

Pale) = e o (= 1)?
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Los primeros cinco polinomios de Legendre se indican a continuacién:

Po(x) =

Pi(x) = =
3 1

Py(x) = 2 2% — 3

Pa(x) ———-x‘ -_— i‘

Py(x) = —gx‘— —-—12+ 3

Por su parte la ecuacién asociada de Legendre se satisface por los polmomios asociados de Legendre.
d™ P n(x) )
m — — m/2 N/
Pn(x) = (1— )™ 3

m, es un entero menor que # y el valor absoluto de x es menor que 1.

Los primeros polinomios asociados de Legendre son:

= (1—2)%
P! =3x (1—2%)%
P2=3(1—2%)

Pg:i(sxz“—l) (1— )%

Volviendo a la forma trigonométrica, y recordando que para m =0 los polinomios asociados se reducen a los
polinomios de Legendre, se pueden indicar en un solo cuadro todos ellos:

n m P nm
0 0 1
1 0 cosb Zonal

. 1 1 senf . Sectorial
2 0 —23’—( co:za———;—) Zonal
2 1 3 senb cosb Teselar
2 2 3 sen Sectorial
3 0 -;— (cos®0 — -—;—— cosb) Zonal
3 1 125 senb (co:zﬂ— %) Teselar
3 2 15 sen?6 cost Teselar
3 3 15 sen®0 Sectorial

35 6 ., . 3

4 0 5 ( costt — —— 5 cos 04 35‘) Zonal

En las referencias anotadas al final puede encontrarse una completa discusién de las ecuaciones de Legendre y
de los polinomios aqui citados, asi como sus propiedades y el detalle de las demostracmnes concernientes.
(Bronwell, 1953; Byerly, 1959; Dettman, 1962; Ramirez, Takeuchi, Ruiz, ( ). Para lo que aqui interesa bastari
recordar que se asumié para el potencial una solucién

V=R(r) Y(6,¢)
V=R(r) ©(0) ¢ (¢)
Yom suele denominarse como harménico superficial
Vaum recibe el nombre de harménico sélido.

»

Si m =0, se denominan harmédnicos zonales, si m = n, se llaman sectoriales, en general se denominan tesela-
res. En la figura adjunta se representan, como ilustracién algunos de estos harménicos.

Retornando al potencial y de acuerdo con las soluciones obtenidas atris para las 3 ecuaciones diferencia-
les, se podri escribir:

Voym= TB-:.T (Cuopne cos mé + Duym sen me) Pu™ (cosb)

en donde 7 y m son enteros positivos con 7 > m

~La expresibn general para el potencial sera la siguiente:

V=§ _Ba_

z ,n.n § (Cuym ao.rm¢+D.,m sen m¢) P™ (cosb)
onss
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separando los términos en los cuales m vale cero, e incorporando en: Cn,0 el coeficiente Bn, la expresién
queda: :

o0 n ’ .
V= }_‘,0 ,Tl-.-’f l: Cuo Pu (cost) +- 21 (Cum cos mp 4 Doym sen m) Py™ (cosﬁ)]

Si se considera tnicamente el término #» =0, y recordando que Po (cosf#) =1, se deberi tener para el po-
tencial el valor correspondiente al de una masa con simetria esférica, por lo tanto,

 Cow . GM

r r

Ademis; si. el origen del sistema de coordenadas coincide con el centro de masa de la tierra, el coeficiente del
término 7 =1 es cero; lo anterior permite escribir: '

GM + ; 1
r n=2 71 . Co o
Es, sin embargo, lo usual expresar el anterior desarrollo no en funcién de la colatitud aqui llamada 6, sino de la
latitud geocéntrica ¢’ y denominar la longitud por A. Ademds, utilizando una nomenclatura que se emplea
con mis frecuencia para los coeficientes de los polinomios, se puede modificar la escritura de la expresién
del potencial: " '

V=

[ [Cn,§ Px (cost) ;: (Cuom cos iﬁcﬁ + Duym sen me) Py (co:ﬂ)}
‘ m=1l . o L ., : .

=)
_ oM _3
r n=2

) " [:]n f’n (send’) +m§1. (’n,m co.s:' mA 4 Knym sen mA) P, (send’ )] ]

r
R
Las constantes G, M'y R valen, respectivamente ‘ ‘ .

G = 6668 x 10— (¢, g,3) (Constante gravitacional); c e

M =5977 x 10*® gr. (Masa de la tierra).
R = 6378, 388 Km. (Radio ecuatorial de la tierra)

Antes de la época de los satélites artificiales se conocfan los coeficientes de los harménicos zonales segundo y
cuarto pero con una exactitud mucho menor que en la actualidad. Los valores mis aceptados eran los de
Jeffreys y Jongolovitch. Al aceptar la hipétesis del equilibrio hidrostitico se asumfan nulos los harménicos zo-
nales impares. ' ‘ :

Los primeros anilisis de las érbitas de los satélites no sélo lograron una mayor exactitud para dichos coefi-
cientes, sino que mostraron la existencia de una asimetria de la tierra con respecto al ecuador en la forma de
coeficientes no nulos para los harménicos zonales 3% 5°, etc. El tercer harménico zonal es el que ha dado
lugar a la llamada “forma de pera” del globo terrqueo, claro estd, admitiendo para la forma de la tierra la de
una superficie equipotencial: las latitudes ms. al norte de 35° estarian elevadas, entre el ecuador y esta latitud
habria una depresién, al sur del ecuador y hasta el paralelo 35 sur se encontraria una protuberancia y final-
mente las latitudes australes estarfan hundidas (ver la figura donde se ilustra el tercer harménico zonal).
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FIGURA N° 1

‘4

A — Harménico Zonal: La figura representa las zonas de signos contrarios correspondientes al tercer harménico zonal. En general,
hay n cambios de signo a lo largo de un meridiano, o, lo que es lo mismo, en 7 paralelos la funcién es igual a cero. Para el valor
J3 =—2.566 del potencial terrestre, las discrepancias correspondientes- en' los polos son == 17 ‘metros._y en las zonas restantes
alcanzan valores méximos de 7m, i ) o
B — Harménico Sectoral: Se ha dibujado el término 7 == m = 2. El [harménico sectoral cambia 21 .vetes de. signo, a lo largo de un
paralelo; es cero, por lo tanto, en 27 meridianos. Para el valor [yp =—1,97 las mdximas discrepancias con una esfera son de
) =+ 38 metros. .
C — Harménico Teselar: Se ilustra aqui el términon ==. 6, m ==3; 's¢ 'nota. como hay 2m cambios ‘de signo a lo largo de un paralelo
y n—m cambios de signo a lo largo de un meridiano. La funcién es cero-en 2m meridiano y #—m paralelos.
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Estudios més recientes han mostrado la existencia de harménicos sectoriales y teselares, especialmente el
harménico sectorial dependiente de m — n =2 que da lugar a considerar la elipticidad del ecuador; ver tam-
bién figura respectiva. Esta elipticidad del ecuador ya habia sido contemplada en algunos trabajos cldsicos de

geodesia,

El cuadro siguiente incluye los valores de los coeficientes de los harménicos zonales del potencial terrestre

obtenidos por diversos autores.

F O’Keefe (1959) _[ Kozai (1959) King-Hele (1961) D. E. Smith (1963) Kozai (1963)
Ja 1082,19 == 0.024 | 108279 == 0.15 1082,48 = 0.4
Js 24 = 03 | —2,285+ 0018 — 244 = 007 — 2566 = 0012
Ja — 2,124 = 0.041 — 1402 —184 =+ 0,09
Js | —005+007 | —0232+004 —0.18 = 0,03 —0.003 == 0.019
e — 0907 —039 =+ 009
J2 —030 == 0,03 — 0469 == 0,04
Js —0,02 =007
Jo | —o114 %0025

En cuanto a los harménicos sectoriales y teselares, cuyo estudio apenas comienza, y donde existe atin bas-
tante discrepancia entre los datos de diversa procedencia, sélo se incluyen los correspondientes al término Ja,2,
indicando ademds la orientacién del eje mayor del ecuador.

3.89 2°'W

343 21°5 W

220 10° W
ILﬁl'97 19°5 W

Jao A 22
5,33 =048 33°'wW Issak (1961)
1.68 38°5 W Kaula (1961)

40 +=08 11°+=6° W Newton (1962)
23 =05 37°*£9° W Kozai (1963)

Kaula (1963)
Kaula (1963)
Newton (1963)
Kozai (1963) ||
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