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Resumen

En el contexto del analisis de Clifford surgen las funciones inframonogénicas como las soluciones
de una version no conmutativa de la ecuacion de Laplace. La aplicabilidad de estas funciones
en la busqueda de nuevas representaciones para las soluciones de la ecuaciéon de equilibrio en
Elasticidad Lineal ha sido objeto de estudio por varios investigadores. Este trabajo se centra
en descomposiciones aditivas para los desplazamientos del sistema de Lamé-Navier mediante
funciones inframonogénicas.

Palabras clave: Analisis de Clifford; Funciones inframonogénicas; Conjuntos estructurales; Sistema
de Lamé-Navier.

Abstract

In the context of Clifford analysis, the inframonogonic functions arise as the solutions of a non-
commutative version of the Laplace equation. The applicability of these functions in the search
for new representations for the solutions of the equilibrium equation in Linear Elasticity has been
studied by several researchers. This work focuses on additive decompositions for the displacements
of the Lamé-Navier system by means of inframonogeneric functions.

Keywords: Clifford analysis; Inframonogenic functions; Structural sets; Lamé-Navier system.

Introduccion

En las ultimas décadas el estudio del operador de Dirac ha sido el tema central en muchas
areas de la matematica. La consideracion de propiedades locales de las funciones que per-
tenecen al nucleo de este operador (conocidas como funciones monogénicas) ha conducido
a una moderna teoria de funciones, comunmente conocida como analisis de Clifford. Las
algebras de Clifford tienen infinidades de aplicaciones dentro del Analisis, la Geometria, la
Computacion y la Fisica. Incluso, la factorizacion que buscaba Paul Dirac de la ecuacion de
Klein-Gordon alla por el afio 1928 solo era posible considerando matrices y que generan el
algebra de Clifford R ;, la cual es isomorfa a la del espacio-tiempo de la relatividad especial
(Dirac, 1928). De particular interés es el dlgebra de Clifford real y universal R, que se genera
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con la base candnica {ey,...,e, } de R" sujeta a las relaciones multiplicativas siguientes:
eiejt+eje; = —26,',1', (1)

donde §; ; denota a la delta de Kronecker. Las dlgebras IR ; y IRg » son isomorfas a las alge-
bras de los complejos y cuaternios reales, respectivamente. El andlisis de Clifford constituye
una generalizacion elegante de la teorfa de las funciones holomorfas del andlisis complejo
y cuaterniénico. A diferencia de lo que sucede en los niimeros complejos, en estas dlge-
bras geométricas se pierde en general la conmutatividad del producto y solo se preserva la
asociatividad.

El operador de Dirac sobre IR se define como

o0
Q;:an;. )

i=1 !

Este operador es débilmente eliptico y puede ser visto como un caso particular del ope-
rador de Atiyah-Singer-Dirac en Geometria Espinorial. Ademds, o factoriza al Laplaciano
m-dimensional A, en el sentido de que —Qz = Ay, Por ello, el andlisis de Clifford puede
apreciarse también como un refinamiento del cldsico andlisis arménico. La conocida ecua-
cioén de Laplace, en este contexto, tomaria la forma siguiente en términos del operador de
Dirac:

2°f=0. 3)

Una versién no conmutativa de esta ecuacion (3) es la siguiente ecuacion:

dfd =0, “

cuyas soluciones son llamadas funciones inframonogénicas y surgen especificamente en es-
te ambito del analisis de Clifford (Malonek, Peia-Peiia & Sommen, 2011). En el cdlculo
vectorial cuando se restringe a solo considerar campos vectoriales f = ¥, la anterior ecua-
cion (4) puede ser reescrita como

V(V-¥)+Vx(VxV)=0. 5)
Puede notarse como la ecuacion de Laplace toma la forma similar
V(V-¥) =V x (Vx¥)=0. (6)

El cambio de signo en ambas ecuaciones provoca que la segunda de ellas, a diferencia de la
primera, sea fuertemente eliptica.

El gran atractivo de esta clase de funciones para matemadticos y fisicos ha ido creciendo
desde su descubrimiento en el 2010 por Malonek et al. (Malonek, Pea-Pefia & Sommen,
2010) y ya han sido muchos los resultados que hasta la fecha se han obtenido. En el 2017
se publicé una férmula integral de tipo Cauchy que permite conocer a la funcién inframo-
nogénica en un dominio interior a través de los valores de esta y de sus derivadas de primer
orden sobre la frontera (Garcia et al., 2017). También se ha podido constatar que el vec-
tor de desplazamiento de los puntos de un material eldstico lineal, is6tropo, homogéneo y
sin fuerzas de volumen admite la representacién de un campo vectorial armdénico mas uno
inframonogénico (Garcia et al., 2018). Moreno Garcia et al. probaron que la bola en di-
mensién impar es un conjunto de unicidad para este tipo de funciones (Garcia, Garcia &
Blaya, 2022); mientras que Lavicka encontr6 una descomposicion de Fischer por medio de
la H-accidn para el espacio de polinomios homogéneos inframonogénicos (Lavicka, 2011).
Recientemente, se han obtenido descomposiciones de Almansi y se han construido bases
ortogonales cuadrado integrables sobre la esfera para este tipo de funciones (Garcia et al.,
2020; Peiia, Morais & Porter, 2023). Se remite al lector interesado en profundizar sobre
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este topico a los trabajos: Alvarez et al., 2023; Dinh, 2014; Garcia, Santiesteban y Blaya,
2023; Santiesteban, Blaya y Reyes, 2023; Wang et al., 2022.

El objetivo de este trabajo es estudiar las funciones inframonogénicas y sus aplicaciones en
la Elasticidad Lineal, especificamente en la bisqueda de descomposiciones aditivas para el
vector de desplazamiento que describe el famoso sistema de Lamé-Navier. Las representa-
ciones de las soluciones a la ecuacion de equilibrio eldstica mediante funciones definidas
en algebras de Clifford ayudan a comprender la estructura del vector de desplazamiento y
sugieren generalizaciones naturales en dimensiones mayores. Los métodos empleados en
la elaboracién de este trabajo estuvieron determinados por los objetivos especificos y las
tareas de investigacién. Se emplearon los métodos: histérico-16gico, andlisis y sintesis, in-
duccién y deduccidn; todos de gran importancia en el estudio de fuentes de informacién y
en el procesamiento de los fundamentos cientificos. Se hace necesario el uso de un extenso
marco tedrico enfocado al uso de las herramientas propias del andlisis de Clifford y de la
teoria de operadores en la resolucién de sistemas de ecuaciones en derivadas parciales de la
Fisica-Matematica.

1 Preliminares
La siguiente definicién de dlgebra de Clifford esta dada por Giirlebeck, Habetha y Sprofig,
2008, pag. 52:

Definicién 1.1 Algebra de Clifford R, ,
Sea el espacio euclideo R™ con la base candnica B = {eo,e1,...,em} sujeta a las si-
guientes relaciones multiplicativas:

epe; = ejep) = ¢4, i= 1,...,1’)’17

eiej=—eje;, I j i,j=1,..m,

e%:e%:...:eizl,

2 _ 2 . _2

€l =€ppp=.. =€, =1, @)

donde p € {0,1,....m} y g := m— p. La base By las relaciones (7) generan una base de
un dlgebra 2™ -dimensional o/ =R, 4

€05€1,€2,.,€p3€1€2,€1€3, ..., Cm1€m5 -3 €1€2...€p,

con elemento unitario ey. El dlgebra construida recibe el nombre de dlgebra de Clifford
universal IR, .

De particular importancia son las dlgebras de Clifford con p = 0, las cuales generalizan
directamente al algebra de los nimeros complejos C y al dlgebra de los cuaternios reales
de Hamilton H(IR). Cabe destacar que existe un isomorfismo entre IRy y C; asi como
también entre IRg» y IH(IR). En lo que resta de este trabajo serdn de nuestro interés solo las
dlgebras IR ,,. El espacio vectorial

R"™ = {x=x1e1 +x2e2+ ... + Xpep, X € R,i=1,2,...,m}

estd inmerso en Rg ,,. Un elemento a € R ,, puede ser escrito como a = Y 4 asea, donde ay
son constantes reales y A recorre todos los posibles conjuntos ordenados

A={1<ij<..<i<m}

0A=0,yes=ee;...€;,,e0 = eg = 1. En particular, Scla] se refiere a la parte escalar de
a. Nétese que cualquier a € Ry ,, admite la descomposicion tnica:

a=lalo+ a1 + ... + [@]m, 8)
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donde [.]x denota la proyeccién de Ry, en ]Rékr)n. Aqui Rgfr)n denota al subespacio de k-
vectores definido por '

]Rgfr)n = spang(ea : |A| = k).

Para un vector v y un k-vector Fy, su producto vFj resulta en un (k— 1)-vector y un (k+ 1)-
vector:
vEe = VEi-1 + [VEkt

donde ,
VF]k—1 = 3 [V — (—1)*F]
g 1
[FJier = S P+ (—1)*E].
Los productos interior y exterior entre v y F; son definidos por v- Fy := [VFi]r—1 y VA
F := [VFi]k+1, respectivamente. El espacio IRy ,, también puede ser descompuesto en dos

subespacios 2"~ !-dimensionales lR(Y n YR, los cuales contienen los multivectores pares
e impares:
_ Rt -
lRoﬁm - IRO,m D IRO,m'

Cabe mencionar que ]R0+) ., €8 una subdlgebra de IRy, llamada subélgebra par. La subdlgebra
par del dlgebra del espacio-tiempo de Minkowski es isomorfa al dlgebra de Pauli IR3 o, y esta
a su vez tiene una subalgebra par isomorfa al algebra de los cuaternios reales H(IR);
mientras que los nimeros complejos C representan la subalgebra par de H(IR).

Todo elemento Cliffordiano a es suma de su parte par

at = Z [a]k

k—par

y su parte impar

k—impar
La conjugacion es una anti-involucién definida por las relaciones g; = —e; (i = 1,2,...,m).
Por ende,
_ _ _ [AlA+1)
a :ZaAeA, ea=(—1)" 2 eqs.

A

Para un andlisis detallado de los fundamentos bdsicos relacionados con las dlgebras de Clif-
ford se invita al lector a consultar las referencias: Brackx, Delanghe y Sommen, 1982;
Delanghe, 1970, 2001; Delanghe y Reyes, 2003; Delanghe, Sommen y Soucek, 1992;
Giirlebeck, Habetha y SproBig, 2008; Giirlebeck y Sprossig, 1990, 1997; Reséndis y
Shapiro, 2002; Ryan, 2000, 2004; Sommen y Sprossig, 2002.

En este trabajo se considerardn funciones f : & C IR" — IRq,, las cuales puedan ser es-
critas como f(x) = Y4 fa(x)es, donde f4 son funciones reales. Propiedades tales como la
continuidad, la diferenciabilidad y la integrabilidad tienen el usual sentido a través de sus
componentes reales, o sea, una funcién serd continua si todas sus componentes reales 1o
son. El espacio de funciones k-veces continuamente diferenciables sobre un dominio € sera
denotado por C¥(Q, 1Ry ;). Se asumirén dominios © C IR™ abiertos y simplemente conexos
con una frontera I' lo suficientemente suave.

En las ultimas décadas los tan llamados conjuntos estructurales han ganado mucha relevan-

. . o 1
cia. Un conjunto estructural ¢ es una base ortonormal arbitraria de IR" ~ IR(()JL:

O=(Q1,--,Pm),
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la cual también cumplird que

00 +0ipi=-28;(i,j=1,2,...,m).

El término fue introducido en los trabajos de Shapiro y Vasilevski a finales del siglo pasa-
do (Shapiro & Vasilevski, 1995); sin embargo, fue el japonés Nono quien utilizé por vez
primera estos tipos de conjuntos alld por el afio 1986 en una linearizacion cuaternidnica del
Laplaciano (Nono, 1986). Algunas nociones preliminares acerca de este tipo de conjuntos
pueden consultarse también en los trabajos de Nono y Inenaga, 1987; Shapiro, 1997. Los
conjuntos estructurales poseen un rol importante en las representaciones de polinomios con-
tragénicos, propiedades de mapeo de transformadas de Ahlfors-Beurling (o IT-operadores),
Elasticidad Lineal, d-problemas, descomposiciones de Fischer y en transformaciones con-
formes multidimensionales (ver, por ejemplo, los trabajos: Blaya et al., 2016, 2017; Bock
et al., 2015; Giirlebeck y Nguyen, 2014; Krausshar y Malonek, 2001; Nguyen, 2015;
Santiesteban, 2024; Santiesteban, Blaya y Alejandre, 2023; Santiesteban et al., 2024).

En el espacio C' (£, IR ) es posible definir un operador de Dirac generalizado como:

= oxy oxp " x|

Para el caso particular del conjunto estructural estdndar {ej,es,...,e,} el operador 99 se
convierte en el tradicional operador de Dirac d definido en la introduccién. La ortonorma-
lidad del conjunto estructural implica la factorizacién del Laplaciano mediante el operador
?9. Una funcién se dice que es @-hiperholomorfa por la izquierda (derecha) en el dominio
Qsi?df =0 (f% =0)en Q. Es conocido que el espacio de funciones ¢-hiperholomorfas
es isomorfo al espacio de funciones monogénicas, ya que se puede asegurar la existencia
de una transformacién ortogonal T entre ambos espacios tal que 7(¢;) = ¢;, Vi € {1,...,m}
(consultar el libro de Giirlebeck, Habetha y Sprofig, 2008). Sin embargo, la teoria de
funciones @-hiperholomorfas tiene rasgos interesantes cuando se consideran conjuntos es-
tructurales diferentes, en cuyo caso la existencia de una transformacién ortogonal al caso
estandar es al menos improbable. En la siguiente seccion se podra corroborar lo antes men-
cionado.

2 Generalizaciones no triviales de las funciones armonicas

Los conjuntos estructurales brindan la posibilidad de considerar toda una familia de nuevas
ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden:

?9f¥d =0 ©))

?9¥of =0, (10)

donde ¢ y y son dos conjuntos estructurales arbitrarios. En la literatura, las soluciones
de las ecuaciones (9) y (10) reciben el nombre de funciones (¢, y)-inframonogénicas y
(@, y)-armonicas, respectivamente (Ricardo, Reyes & Blaya, 2021; Santiesteban, Blaya
& Alejandre, 2022a; Santiesteban, Pérez & Blaya, 2022). Note que cuando ¢ = y la
ecuacién (10) se reduce a la ecuacidon de Laplace; mientras que en el caso particular de
0 =y = (e;,ez,...,e,) la ecuacién (9) se transforma en la ecuacién sandwich (4). Los
espacios de funciones arménicas, inframonogénicas, (@, y)-inframonogénicas y (¢, y)-
armonicas en Q se representardn con las simbologfas: 7 (Q), 7 (Q), Sy w(Q) y H4 w(Q),
respectivamente. Existe un isomorfismo entre . (Q) y %5 y(Q); sin embargo, cruciales di-
ferencias se han obtenido entre estos tipos de funciones cuando las bases ortonormales se
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toman diferentes (Santiesteban & Blaya, 2022). No es posible construir una biyeccion li-
neal semejante a la obtenida entre los espacios anteriores para el caso de funciones armoni-
cas y (¢, y)-arménicas. Es de esperar que no sucediese por el hecho de que en general las
funciones (¢, )-arménicas (al igual que las inframonogénicas y (¢, y)-inframonogénicas)
violan el principio del médulo méaximo. En los trabajos de Ricardo et al., 2022 y Santies-
teban, Blaya y Alejandre, 2022a, se han construido ejemplos no triviales de funciones
(@, y)-inframonogénicas y (@, ¥)-arménicas sobre dominios elipsoidales con traza nula.

Estas funciones son infinitamente diferenciables haciendo uso del teorema de regularidad
para operadores elipticos. Ademads, se han encontrado férmulas de representacion integral
de tipo Cauchy con nicleos infinitamente diferenciables(Reyes et al., 2016; Santiesteban,
Blaya & Alejandre, 2022a). Como ?9%9(.)¥9¥9 = ¥9?9?9¥d(.) = A” entonces los espa-
cios Sy y(Q) y Hp () son subespacios propios del espacio de las funciones biarménicas.
La Figura 1 muestra un ejemplo concreto de la posicion relativa de estos subespacios. Si se
escoge Q = IR? y los conjuntos estructurales ¢ = (eg,e2,e3) y W = (e3,e2,e1 ), entonces por
un cdlculo sencillo se puede verificar que los siguientes polinomios pertenecen a cada una
de las intersecciones de estos subespacios:

p1(x) = 2x1x3¢] — X202 — (] —x3)es € H(IR*) N S (RY) N 5 (RY),
P2(x) = 2x2x3e1 — (5 +23)e2 € Iy (IR?) N4 4 (RY) \ A (IRY),

P3(x) = xix381 + 3262 € Iy (RY) N (IR?) \ Ay (IRY),

Pa(x) = (xix2 +x2x3)€2 € Hpy (RPN (IRY) \ Iy (IRY),

ps(x) = (] —x3)ez +x2e1 € H(RY)\ Ay (RP) U 7  (IR?),

Po(x) = (5 +3)er +2x3e3 € Tp y (IR7) \ A,y (IR) UA(IRY),

p1(x) = (xf +23)e1 — 2xaes € Hpy (IR*) \ A (IR%) U I,y (IRY).

Figura 1. Los espacios 7 (IR?), Zp y(IR?) y 74 4 (IR?)

La accién del operador de Dirac d sobre un campo k-vectorial F; puede verse como suma
de un producto interior y otro exterior, o sea,

Fy =0 Fy+d NF, (1)

donde |
d-F = E[QFk — (= 1)*Fd] = [0F]i1
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1
INF = 3 [0F+ (—1)*Fd] = [9Fi+1-
Utilizando el hecho que d - d - Fy = d A d A Fy, = 0, se obtienen las férmulas siguientes:

AFy=0-dNF+9Nd-F (12)

9Fd = (—1)"2-dNF—d NI - F). (13)

El Laplaciano y el operador d(.)d mantienen invariante el espacio de k-vectores. Se tiene
asf la primera semejanza entre las funciones arménicas y las inframonogénicas. Una fun-
cién es armonica (inframonogénica) en  si y solo si cada una de sus k-partes es también
armoénica (inframonogénica) en Q. Sin embargo, esta propiedad no se evidencia en gene-
ral para las clases de funciones (@, y)-arménicas y (@, y)-inframonogénicas. Veamos un
simple ejemplo. Sea la funcién f : R> — Ro 3 definida por:

F(x) =23 +23 +x3x1 +x3ejes + 2nxieaes. (14)
Sean los conjuntos estructurales:

(P = (61762763)7

V= (e3,e2,e1).
Mediante un célculo directo se arriba a lo siguiente:
*f I*f I*f I*f I*f
P9 FY) = o —L ZJ i
df'd =e ax% ez +en 8x§ ert+e3 c:)x% e;t+ep Tx10% er+ep Tx10%s el
I*f *f I*f 9*f

+e

———e3te el te e3t+e3—-——e
BXanl 3 2&)628)63 ! 38x38x1 3 38)63(9)62 2

=e(2e1e3)e3 + 26% +2esze; +e1(2ere3)er + e% +ex(2ere3)es +e%
=2—-2+42e3e; +2e1e3—1+2—1
=0.

Es decir, la funcién f es (¢, w)-inframonogénica en todo el espacio IR? y nétese ahora que
algunas de sus componentes k-vectoriales no lo son:

?9[f10"0 = P[5 +x3 +x3:1]¥d
= 2@% +2eze —|—e% —|—e%
=—-2+42e3e1—1—1
= —442e3e; #0,

?9[f1:1¥d =0,

29[f]2¥a = Pd[x3eres + 2xax1€23] VO
=e1(2e1e3)e3 + 1 (2eze3)er + ex(2e2e3)e3
=2+42e1e3+2
=442eje3 #0,

?9[f]3¥a = 0.

Note en este ejemplo como el operador generalizado #d(.)¥d no transforma la parte es-
calar de f en otro escalar, sino en un escalar sumado con un bivector. Aunque esta pro-
piedad de invariancia no se cumple en general para conjuntos estructurales no equiva-
lentes; si es posible arribar a una versién débil de la misma. Una funcién f es (@, y)-
inframonogénica ((@, y)-arménica) en Q si y solo si sus partes par e impar son funciones
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(@, y)-inframonogénicas ((¢, y)-arménicas) en Q. Esta afirmacién se demuestra directa-
mente gracias a las relaciones de conmutacion siguientes:

9[f]+"d = [P0 f¥0]+, %9YI[f]+ = ("9 f]s. (15)

En este contexto, la accién del operador de Dirac 99 sobre el campo k-vectorial estd dada
por
P9F =% -F+ 9 NF,

donde

%9 Fi = 3(%0Fi~ (~1)F%3) = (PR,

% N B = 1 (P9Fi+ (-~ R9) = [0
Por consiguiente,

(PQ‘I’QFk:(PQ.WQ/\Fk+¢Q/\WQ.Fk+‘PQ.V’Q.Fk
+(PQ/\WQ/\FI{7

POFY) = (—1) ("2 YA NF—*d A YD F,

k—vector
—(pQ'WQ'Fk-‘r(pQ/\WQ/\Fk).
| U S —

(k—2)—vector  (k+2)—vector

En particular, para campos k-vectoriales (¢, y)-arménicos o (@, y)-inframonogénicos se
tiene que

99 -¥9 - Fy =0,
PVIF,=0< < P9 -YONF+P9NYd-F, =0,
P9 AYI N\ F =0,
%9 -¥9 - F, =0,
POFY0 =0 ¢ ?0-YONF—P9AYI -F, =0,
%9 ANV A F =0.

3 Sistema de Lamé-Navier

El vector de desplazamiento tridimensional i de un material elastico lineal, isétropo, ho-
mogéneo y sin fuerzas de volumen es descrito por el sistema de Lamé-Navier (o ecuacién
de equilibrio):

Lyt = P+ (U +2A)V(V-id) =0, (16)

donde u > 0,4 > —% u son los coeficientes de Lamé (Lamé, 1837). Numerosas son las
aplicaciones de este sistema dentro de la Electrostatica Lineal, los sistemas hamiltonia-
nos cadticos y la teorfa de los condensados de Bose-Einstein (Barber & Klarbring, 2003;
Fung, 1965; Grigoriev, 2016; Malvern, 1969; Marsden & Hughes, 1983; Niyozov &
Makhmudov, 2014; Patrault, Bock & Giirlebeck, 2014; Russell & Brown, 2009; Sadd,
2005). Es bien conocido que la mayoria de los problemas elasticos en el plano son resuel-
tos eficientemente mediante las técnicas del andlisis complejo y las famosas féormulas de
Kolosov-Muskhelishvili (Muskhelishvili, 1953). Estudios del problema de Riemann para
el sistema de Lamé-Navier bidimensional sobre dominios con fronteras suaves y fractales
pueden encontrarse en los articulos de Valencia, Blaya y Alejandre, 2021; Valencia et al.,
2023. El uso de las herramientas del andlisis cuaternidnico y de Clifford en la teoria de la
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Elasticidad Lineal ha ayudado a fabricar una mejor visiéon matemdtica cuando la dimensién
del espacio es mayor que 2 (ver Bock et al., 2015; Giirlebeck y Nguyen, 2015). Investi-
gaciones recientes lograron establecer un estrecho vinculo entre las soluciones del sistema
(16) con las funciones inframonogénicas. Garcia et al., 2018 reescribieron el sistema de
Lamé-Navier (16) en términos del operador de Dirac en IR? a la forma siguiente:

y obtuvieron que i puede ser representado como
il =h+1, (18)

donde / es un campo vectorial arménico e fesun campo vectorial inframonogénico. Ademas,
los autores probaron que esta representacion es tinica salvo un campo vectorial que fuese
a la vez arménico e inframonogénico. Santiesteban, Blaya y Alejandre, 2022b estudiaron
una generalizacion natural de la ecuacién (17) mediante conjuntos estructurales arbitrarios
oy

Lowii:= 02V + BP9Y9ii = 0, (19)

o

donde para abreviar se utiliz6 la notacién o = # yB= # Debido a las restricciones

de Lamé se tendrd que g < o < B.En el caso especifico cuando ¢ = y, los sistemas (17) y
(19) son equivalentes salvo una transformacién ortogonal, y las soluciones de (19) pueden
ser vistas como desplazamientos de (17) que han sido rotados en el sistema de coordenadas.
Las descomposiciones son omnipresentes en la matematica y en todas las ciencias. San-
tiesteban, Blaya y Alejandre, 2022b obtuvieron nuevas descomposiciones aditivas de los
desplazamientos en términos de funciones (¢, y)-inframonogénicas y (¢, ¥)-armédnicas,

dadas por los siguientes teoremas que se enuncian a continuacion:

Teorema 3.1 Si i satisface que £, ii=0en Q C IR3. Entonces ii puede ser descompuesto
o;f
en Q en la suma

ii =h+1, (20)
donde h e #(Q) e e Fyw(Q). Ademds, esta representacion es iinica salvo un campo
vectorial de la clase 7€(Q) N Ly, y(Q).

Teorema 3.2 Sea el campo vectorial ii que satisface £, ii =0en Q C IR3. Si ii es armoni-

B
co y (y, y)-inframonogénico en Q, entonces este admite la representacion

i=h+i, 21

donde h € Ay y(Q) e i € Iy y(Q). Ademds, esta representacion es iinica salvo un campo
vectorial de la clase 7y y(Q) N Fp ().

Teorema 3.3 Sea el campo vectorial ii que satisface £, ii =0 en Q C IR3. Si ii es armoni-
o
co en Q, entonces este admite la descomposicion

i=hti", 22)

donde h € 7 w(Q) ei € Sy o(Q). Ademds, esta descomposicion es iinica salvo un campo
vectorial de la clase 7y () N Iy o (Q).

Teorema 3.4 Si un campo vectorial (W, y)-inframonogénico i satisface £y, i =0 en Q C
of
IR3, entonces este admite la representacion

ii = h+i*, (23)
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donde h € 7 w(Q) e i € Sy o(Q). Ademds, esta representacion es iinica salvo un campo
vectorial de la clase 7y () N Iy o (Q).

Observacion 3.1 Los sumandos que se obtienen en las descomposiciones de los Teoremas
3.2, 3.3 y 3.4 no necesariamente son campos vectoriales, a diferencia de los que se tienen
en el Teorema 3.1. Note también el cambio de orden en el par de conjuntos estructurales
(@, ¥) para la inframonogenicidad de i* en los Teoremas 3.3 y 3.4.

Si u es un campo escalar arménico en Q C IR3, entonces Ydu serd un campo vectorial
armoénico también, tal que es solucién de cualquier sistema generalizado de Lamé-Navier y
por tanto se puede aplicar cualesquiera de los teoremas anteriores. Asi resulta el siguiente
corolario:

Corolario 3.1 Si u es un campo escalar arménico en Q C IR3, entonces el campo vectorial
You admite la representacion
Vou=h+i, (24)

donde h € 4y y(Q) e i € Sy y(Q), para cualesquiera conjuntos estructurales ¢ y y que
se seleccionen. También Ydu admite la descomposicion

You = h+i*, (25)

conh e Hyy(Q)ei* € Ly o(Q).

Si los conjuntos estructurales son convenientemente escogidos entonces soluciones particu-
lares de sistemas de Lamé-Navier en presencia de una fuerza de volumen constante pueden
ser analizadas como soluciones de sistemas generalizados del tipo

n

i =0.
B

Este hecho caracteristico abre el camino para nuevas representaciones aditivas de las solu-
ciones de sistemas de Lamé-Navier no homogéneos. En la siguiente seccién se construiran
ejemplos de ello, en base a la metodologia seguida por Santiesteban, Blaya y Alejandre,
2022b.

4 Descomposiciones de los desplazamientos del sistema de Lamé-
Navier

Segtin lo concerniente a la teoria de la elasticidad, se le denomina desplazamiento universal
a toda solucién del sistema de Lamé-Navier que no depende de los coeficientes de Lamé
(ver: Garcia et al., 2020; Muskhelishvili, 1953). En correspondencia con la reescritura
Cliffordiana (17), un desplazamiento universal es todo campo vectorial # que es a la vez
arménico e inframonogénico en el dominio Q. Sean los conjuntos estructurales de IR3:
O =(01,02,03) y ¥ = (Y1, ¥, y3). Para el sistema generalizado de Lamé-Navier (19)
se definird a los desplazamientos universales como los campos vectoriales que son a la
vez (@, y)-inframonogénicos y (¢, y)-arménicos. La clase 52 (Q) N .7 () no contiene
las mismas funciones que la clase J7(Q) N %y (), siendo ¥ un conjunto estructural
diferente al estandar. Los desplazamientos universales del sistema clasico de Lamé Navier
no necesariamente lo son para el sistema generalizado con conjuntos estructurales idénticos,
ni mucho menos para cuando los conjuntos ¢ y Y sean no equivalentes. Entiéndase por
equivalencia entre los conjuntos estructurales ¢ y y a la igualdad siguiente:

(@1,02,03) = (£y1,£yn,+y3),

en cuyo caso el orden de los elementos es determinante.
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El siguiente campo vectorial f : IR> — IRo3:
F(x1,%2,x3) = x1x0201 +x1X3€2 + X2X3€3 (26)
es obviamente arménico. Sean ahora los conjuntos estructurales siguientes:

¢ = (e2,e1,€3),
v = (e3,e2,e1).

Mediante un célculo directo se obtiene que

Vo f = e3(xae1 +x3e2) +ex(x1e1 +x383) +e1(x1e2 +x2¢3)
Y9 f¥o =0,
dfd =ejerer+ererer +ereres +ezerer +erezes +ezezen
=—ex—e—e—e
= —462
#0.

El campo f es arménico, W-hiperholomorfo por la izquierda. Por ende, también es (y, y)-
inframonogénico, y sin embargo no es inframonogénico en IR3. Ademis, f es claramente
(@, y)-inframonogénico y (@, ¥)-arménico. Luego f es solucién del sistema generalizado
de Lamé-Navier para los conjuntos estructurales antes descritos y cualesquiera restricciones
de Lamé-Navier. Es decir, f es un desplazamiento universal para los sistemas generalizados
de Lamé-Navier (19) y ni siquiera es solucién de la ecuacién de equilibrio.

En lo adelante se mostraran ejemplos de cémo construir las diferentes representaciones de
las soluciones de estos sistemas eldsticos siguiendo el enunciado y demostracién de los teo-
remas planteados en la seccion anterior. Se sugiere al lector consultar el articulo (Santies-
teban, Blaya & Alejandre, 2022b) para mas detalles en algunos pasos de la construccion.

Véase que la funcién 7 : R3 — IR 3 definida por:

o 2
A(x1,x2,X3) = xje1 — xpx3ex — 2x1x3€3 27

—

satisface el sistema generalizado de Lamé-Navier .% ,ii = 0 para el conjunto estructural
a;p
Y = (e3,e2,e1),con a =0,1y 3 =0,4. Se tiene lo siguiente:
Voii = e3(2x1e1 — 2x3e3) — ez(x3€2) + €1 (—x2e2 — 2x1€3)
= —2x1e1e3+2x3+x3 —xpejep — 2x1€1€3
= 3X3 —4)C1€1€3 —Xpe1€7,
Vori¥o = (—4dejes)es + (—ejez)er +3e;

Ly =011 +0,4- Y9 Vi = 0.
0,1;0,2

Ahora se construye la representacion propuesta en Teorema 3.1 seglin la demostracién del
mismo por Santiesteban, Blaya y Alejandre, 2022b:

donde
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2 2 -1 2
i=— (O; - 2Z+206> {gx— ((73 —ﬁ) ﬁ} 1 € Jyy(Q)
con g = aii¥d + BYIr y x = e3x1 + exxs + e1x1. Véase que entonces:
g=0,1-#i¥9+04 Y95
=0,1(3x3 +4x1e1e3 +x2e1€2) +0,4(3x3 —4xje1e3 — xpee2)
= 1,5x3 — 1,2x1e1e3 — 0,3xze €3,
H:=gx—3n
= (1,5x3 — 1,2x1e1e3 — 0,3xpe1€2) (e3x1 + eaxa + €1x3) — 37
= 1,5x§el + 1,5xx3e2 + 1,5x1x3€3 + 1,2x%el + 1,2x1x0e1€2e3 — 1,2x1x3€3
—0,3x1x001€2¢3 + O,3x§el —0,3xyx3ep — 301
=(1 ,2x% +O,3x% + 1,5x§)e1 +1,2xx3e5 +0,3x1x3€3 + 0,9x1 X221 €203 — 371
= (—l,8x% + O,3x% + 1,5x§)el +4.2xx3e + 6,3x1x33 + 0,9x1 X201 €203,
I:=gx+0,3751
= (I,Zx% —|—O,3x§ + I,Sx%)el + 1,2xx3e3 + 0,3x1x3¢3 + 0,9x1 X001 €263
+0,375#
= (1,575x7 +0,3x5 4 1,5x3)e; + 0,825x2x3¢5 — 0,45x1 x3€3
+0.9x1x2e1€2€3,

h=——[(—1,82 +0,3x3 + 1,53 )e; 4+ 4,2x2x3¢2 + 6,3x1x3¢3],

—[(1,575x% +0,3x3 4 1,5x3)e; +0,825x2x3¢5 — 0,45x1 x3€3).

Obsérvese que efectivamente

. . 8
h+i= ﬁ(3,375x%el —3,375x0x37 — 6,75x1X3€3)

.8
Ah=——(=3,6+06+30)e

8
Voivo = ﬁ[63(3,1581 ez +e2(0,6e1)exr +e1(3,0e) )er +e3(—0,45¢3)e;
+e (—0,4563)6‘3 + 62(0,82562)61 +e (0,82562)62]

8
= ﬁ(3,15€1 +0,6e; — 3,0e; +0,45¢; +0,45¢; — 0,825¢; — 0,82561)

=0.
Note ademds que el campo vectorial 7i no es inframonogénico en ningtin subconjunto Q de
R3:
0iid = e1(2e1)e; +ex(—ex)es +ez(—er)es +e1(—2e3)es +e3(—2e3)eq
= —2e +e3+e3+2e +2¢
=2e; +2e3
#0.

Por tanto, este campo vectorial no satisface el sistema de Lamé-Navier; sin embargo, si lo
hace para el sistema generalizado con conjuntos estructurales idénticos. No obstante, 7 es
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solucién del sistema de Lamé-Navier no homogéneo, con una fuerza de volumen constante
igual a —0,6e; +0,2e3.

Ahora analicese el siguiente campo vectorial g : IR? — Ry 3

~ 22

G(x1,x2,x3) = x3e1 + (x7 —x3)ex + xje3. (28)
Este campo es arménico, pero ademas si se escogen los siguientes conjuntos estructurales:

@1 = (e3,—e1,€2),
v = (e1,e3,€2),
entonces es (@, y;)-arménico, (@, ¥ )-inframonogénico, (Y, @;)-arménico, (Y, Q;)-
inframonogénico, (¢, @) )-inframonogénico y (Y1, ¥ )-inframonogénico. Véase:
P19¥19G = 2e3e1er +2e1e3¢2 =0,
?19G"19 = 2e3ere1 +2e1e2e3 =0,
Y19910G = 2e1e3e3 + 2e3ere3 = 0,
Y19G%d = —?19g¥1d =0,
Y19G¥10 = 2e1eze1 — 2e3e2e3 =0,
?19G% 0 = 2ezeze3 — 2e1e2e1 = 0.

No obstante, no es inframonogénico:
0G0 = 2ejeye; —2ezepep = 4dey # 0.

Este campo vectorial satisface cada una de las condiciones de los Teoremas 3.1, 3.2, 3.3
y 3.4; pero este ejemplo es poco ilustrativo para mostrar cada una de las representaciones
encontradas en estos teoremas por ser un desplazamiento universal en los sistemas genera-
lizados.

Una solucién menos simple a sistemas generalizados es la que se mostrard en el siguiente
ejemplo. Se comprobari que la funcién vectorial ¥ : IR? — Ro 3

1
V(xp,x2,x3) = (x% —&—x% +x2)ep — Ex%eg + 2x1x3€3, (29)

es solucidn especifica para el sistema generalizado de Lamé-Navier que se conforma con
los conjuntos estructurales siguientes:

(PZ - (61762763)7
ll/2=(€3,€1,€2)7

y con los coeficientes @ = 0,1 y B = 0,3. Se obtiene que:

%Q\_}WZQ =e] (261 )63 +e3 (2@1)62 —e3erer +2eezer +2ezezes
= —2e3+2ejere3+e3 —2ejexe3 —2e3
= —36’37

P29V207 = 2e ezeq +2e3e2e1 — e3eren +2e1erez + 2ezeze;
=2e3—2e1epe3+e3+2e1ere3 —2e3
=e3,

s V= 0,1-9297%29 40,3 - #29V297
0,1;0,3

=0,1- (—3@3) +0,3- (63)
=0.
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Lo que resta de esta seccion se dedicard a estudiar la siguiente funcién vectorial i : IR? —
Ro3
i(x1.02,%3) = 3xax3e1 + (203 —x7 —x3)er + xpe3. (30)

Sean los conjuntos estructurales siguientes:
@3 = (e3,—e1,€2),
Y3 = (63761,62).
Note que:
Aii=-2+4-2=0,

%Q%Qﬁ = —2636‘362 — 461616‘2 — 2626262 — 3616261 + 3626161
=2er+4ey +2e; —3e; —3ep

=2ey,

P391i¥V30 = —2e3e0e3 — dejese) —2erere0 — 3ejerer + 3erer el
= —2e, —4dey+2ep+3e; —3ep
= —462.

Si se toman como coeficientes de Lamé a o = 0,1 y B = 0,2 se obtendra que # es solucién
armoénica del sistema generalizado de Lamé-Navier conformado con los conjuntos estruc-

turales @3 y y3:

w1 = 0,1-90ii¥39 +0,3 - %29¥39ii
0,1;0,2

=0,1-(—4e;) +0,2- (2¢7)
= 0.

Aplicando el Teorema 4.3 de Santiesteban, Blaya y Alejandre, 2022b, se obtiene que el
anterior campo vectorial # admite en IR? la descomposicién

i=h+i",

donde h e i* son funciones que toman valores en IRy 3 tales que %9 ¥3dh =0y ¥39i* %9 =0.
Las férmulas explicitas para las componentes de esta descomposicién son:

o ) [ e orn 52

o) [l 5

donde g = aii¥3d + B¥3dii y en este caso se toma a x como x = e3x] + e1x; + exx3. Hallese
a continuacién la representacion presentada en Teorema 3.3:

ﬁW3Q = —2x1e2e3 +3x3e1e; +4xpepe; +3xpe1e0 — 2x3e0ep — 1
= —3x3+2x3 —xpejep —2x1ee3 — 1

—X3 —Xpe1ep —2x1epe3 — 1,

V30ii = —x3 +xpe1€2 + 2x1€203 — 1,
g=—0,3x3—0,340,1xe1e2 +0,2¢ze3,
2=-03x3—-0,3—-0,1xe1e2 — 0,2x1€2€3,

0,1_ 1

g— O—zg =g— Eg: —0,15x3 — 0,154 0,15x2e1€3 + 0,3x1€2€3.
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Se procede a calcular primeramente las siguientes funciones:

208 o?

I'= (g~ gBx— (o —p— gy + )i
_ o_ 20 o2 203 2B%
H—(8—Eg)é—(za—ﬁ—ﬁ‘*‘F)”‘f‘(‘m—W—7)”'

Calcilese luego que

200 o 2(0,1)3  (0,1)?
2 p- 22 g 2007, O]
0,002 0,01
T 0,04 02
= —0,05+0,05
= ()7
ot 200 2B 04— 200,13 2(02)?

B2 o (0,2)2 0,1

=0,4—0,05-0,8

— —0,45.

Ahora se procede a calcular (g — 5g)x:

1
(g— Eg)g =(—0,15x3 — 0,15+ 0,15xpe1 €3 + 0,3x1€2€3) (x1€3 + X201 +X3€2)

= —0,15x1x3e3 — 0,15xx3¢1 — 0,15)6%@2 +0,15x1x2e1e3e3
+ O,le%ez —0,15xx3e1 — 0,3x%e2 +0,3x1x0e1€2¢3 +0,3x1x3€3
—0,15x1e3 —0,15x3e; —0,15x3€7

= (=0,15x3 — 0,3x2x3)e1 + (0,15x3 — 0,15x3 — 0,3x7 — 0,15x3)es
+(0,15x1x3 — 0,15x1 )e3 + (0,45x1x2) e e2e3.

Por consiguiente,

I* = (—0,15x2 — 0,3x2x3)ey + (0,15x3 — 0,15x3 — 0,3x7 — 0,15x3)e2
+ (0715)61)63 — 0,15)61)83 + (0,45)61)62)616263,
H = (—0,15x; — 0,3x2x3) e + (0,15x3 — 0,15x3 — 0,3x7 — 0,15x3)ea
+(0,15x1x3 — 0,15x1 )e3 + (0,45x1x2)ej exe3 — 0,450
= (=0,15x; — 1,65x2x3)e1 4 (—0,75x3 +0,3x3 +0,15x7 — 0,15x3)e>
+ (0715)61)63 — 0,6)61)63 + (0745)61)62)616263.

El siguiente paso es expresar que h = —%H ei = %I*. De esta forma, se obtiene lo
siguiente:

20

20 2 2 2
=3 [1,35x2x3€1 + (0,9x5 — 0,45x5 — 0,45x7 ) ez + 0,45x; €3]
=3xx3e; 4 (203 —xF —x3)ex 4+ x1e3

=i
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Compruebese que:

%39V3dH = e3e3(0,3e2) —ere1(—1,5€2) + e2e2(0,6€2) + e3e1(0,45¢1eze3)
— 8163(0,45€1eze3) — 6162(—1,6561) — 6162(—1,6561)
+e3e2(0,15¢3) + e2e3(0,15¢3)

— _03es—1,5¢y — 0,6y — 0.45¢ — 0,45¢2 + 1,65¢2 + 1,65¢;
40,15¢5 —0,15¢;
-0,

V39 %39 = e3(—0,6¢3)ez —e1(0,3e2)er + e2(—0,3e2)er +e3(0,15¢3)en
+e2(0,15¢3)e3 — e3(0,45¢1eze3)e1 +e1(0,45¢e1e2e3)e3
+e (—0,361)62 — ez(—0,36’1)6’1

= —0,6e; —0,3e2 +0,3e; — 0,15¢3 — 0,15¢3 + 0,45¢5 + 0,45¢;
4+0,3¢2— 03¢
=0.

O sea, h es (@3, y3)-armonica e i* es (Y3, @3)-inframonogénica. Aprecie ademds que i* no
es (¢3, W3 )-inframonogénica en IR*:

(P3QI*W3Q = 63(—0,662)63 — 61(0,362)61 +ez(—0,3€2)€2 +62(0,1563)63
+e3(0,15¢3)er —e1(0,45¢1eze3)e3 +e3(0,45¢1e2e3) ey
+€2(—0,3€1)€1 —el(—0,3€1)€2

= —0,6e; —0,3¢2 +0,3e; — 0,15¢3 — 0,15¢3 — 0,45¢p — 0,45¢;
+0,3e2 — 0,3ex

=—1,8e;

#0.

Se concluye que no necesariamente en el Teorema 3.3 la funcién i* serd a la vez (y, @)-
inframonogénica y (@, y)-inframonogénica. Este hecho puede suceder, por ejemplo, si al
construir i* se obtiene un campo vectorial y entonces i* € Sy o(Q) N Iy ().

Discusion

El uso de las modernas técnicas del andlisis de Clifford en la teoria de la Elasticidad Li-
neal permite arribar a apreciaciones diferentes y a generalizaciones naturales en altas di-
mensiones. Las descomposiciones aditivas presentadas en este trabajo brindan una mayor
comprension de la estructura del vector de desplazamiento del sistema de Lamé-Navier. La
particular relacion entre determinadas soluciones del sistema eldstico no homogéneo con las
funciones (@, y)-inframonogénicas y (@, y)-arménicas abre nuevas lineas de investigacién
dentro de la teoria de la elasticidad multidimensional. Es importante mencionar que el sis-
tema de Lamé-Navier (17) puede ser extendido directamente a IR™, m > 3, y sobre campos

k-vectoriales: Iy 3 Y
2 b= (M55 oo+ (B12) 2~ G

donde Fy € C2(Q C R™, R(()kr)n) De la misma forma también puede ser extendido el sistema
generalizado (19). En este contexto Cliffordiano el operador .Z; u tiene el mismo rol del

operador de Lamé-Navier en IR*: uA+ (i +21)VV-.
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Conclusiones

Las funciones inframonogénicas permiten comprender los desplazamientos del sistema de
Lamé-Navier desde el punto de vista matematico. La descomposicién de este como suma de
un campo vectorial arménico y uno inframonogénico es esencial en la bisqueda de nuevas
representaciones para las soluciones de la ecuacion de equilibrio; asi como para el estudio
de problemas de frontera en el contexto multidimensional. La consideracién de conjuntos
estructurales brinda la flexibilidad para asociar toda una gama de sistemas de ecuaciones
en derivadas parciales con el sistema de Lamé-Navier. Las nuevas representaciones aditivas
que surgen de estos sistemas mds generales posibilitan que sean objeto de estudio para
investigaciones futuras en el drea. La pregunta hipotética de que si alguno de estos sistemas
generalizados de Lamé-Navier modela de forma directa a otros fenémenos fisicos, dentro y
fuera de la mecénica de medios continuos, continda abierta y con optimismo se piensa en
una respuesta positiva.

Agradecimientos

Daniel Alfonso Santiesteban agradece la Beca Nacional para Estudios de Posgrado de la
Secretaria de Ciencia, Humanidades, Tecnologia e Innovacion (SECIHTI) (CVU: 1043969).

Contribucion de los autores

Todos los autores contribuyeron por igual al estudio, leyeron y aprobaron la versién final
del manuscrito enviado.

Conflicto de intereses

Los autores declaran que no tienen intereses en competencia con respecto a la publicacién
de este articulo.

Disponibilidad de datos y material suplementario

No aplicable.

Disponibilidad de codigos

No aplicable.

179



Alfonso-Santiesteban D., et al. Revista de la Academia Colombiana de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales
49(190):163-182, enero-marzo de 2025. doi: https://doi.org/10.18257/raccefyn.3101

Referencias

Alvarez, L. M., Garcia, A. M., Alejandre, M. A., Blaya, R. A. (2023) Two Spheres Uni-
quely Determine Infrabimonogenic Functions. Mediterranean Journal of Mathe-
matics, 20(318), 1-18.

Barber, J., Klarbring, A. (2003) Solid mechanics and its applications. Springer, Berlin.

Blaya, R. A., Reyes, J. B., Guzman, A., Kiihler, U. (2016) On the IT-operator in Clifford
Analysis. Journal of Mathematical Analysis and Applications, 434, 1138-1159.

Blaya, R. A., Reyes, J. B., Guzman, A., Kihler, U. (2017) On the ¢-Hiperderivative
of the y-Cauchy-Type Integral in Clifford Analysis. Computational Methods and
Function Theory, 17, 101-119.

Bock, S., Giirlebeck, K., Legatiuk, D., Nguyen, H. M. (2015) y-Hyperholomorphic fun-
ctions and a Kolosov-Muskhelishvili formula. Mathematical Methods in the Ap-
plied Sciences, 38, 5114-5123.

Brackx, F., Delanghe, R., Sommen, F. (1982) Clifford analysis. Pitman (Advanced Pu-
blishing Program), Boston, MA, Wiley.

Delanghe, R. (1970) On regular-analytic functions with values in a Clifford algebra. Mathe-
matische Annalen, 185, 91-111.

Delanghe, R. (2001) Clifford Analysis: History and Perspective. Computational Methods
and Function Theory, 1(1), 107-153.

Delanghe, R., Reyes, J. B. (2003) An invitation to Clifford Analysis. Ciencias Matemdti-
cas, 21(2), 109-137.

Delanghe, R., Sommen, F., Soucek, V. (1992) Clifford algebra and spinor-valued fun-
ctions. A function theory for the Dirac operator (Vol. 53). Nature Publishing Group.

Dinh, D. C. (2014) On structure of inframonogenic functions. Advances in Applied Clifford
Algebras, 31, 1-12.

Dirac, P. (1928) The Quantum Theory of the Electron. Proceedings of the Royal Society A:
Mathematical, Physical and Engineering Sciences, 117(778), 610-624.

Fung, Y. (1965) Foundations of Solid Mechanics. Prentice-Hall, Englewood Cliffs, NJ.

Garcia, A. M., Garcia, T. M., Blaya, R. A. (2022) Comparing harmonic and inframono-
genic functions in Clifford Analysis. Mediterranean Journal of Mathematics, 19,
1-19.

Garcia, A. M., Garcia, T. M., Blaya, R. A., Reyes, J. B. (2017) A Cauchy integral formula
for inframonogenic functions in Clifford analysis. Advances in Applied Clifford
Algebras, 27, 1147-1159.

Garcia, A. M., Garcia, T. M., Blaya, R. A., Reyes, J. B. (2018) Inframonogenic fun-
ctions and their applications in three dimensional elasticity theory. Mathematical
Methods in the Applied Sciences, 41, 3622-3631.

Garcia, A. M., Garcia, T. M., Blaya, R. A., Reyes, J. B. (2020) Decomposition of infra-
monogenic functions with applications in elasticity theory. Mathematical Methods
in the Applied Sciences, 43, 1915-1924.

Garcia, A. M., Santiesteban, D. A., Blaya, R. A. (2023) On the Dirichlet problem for
second order elliptic systems in the ball. Journal of Differential Equations, 364,
498-520.

Grigoriev, Y. (2016) Regular quaternionic functions and their applications in three-dimensional
elasticity. XXIV ICTAM Regular Quaternionic, 1, 21-26.

Giirlebeck, K., Habetha, K., SproBig, W. (2008) Holomorphic Functions in the Plane
and n-Dimensional Space. Birkhduser Verlag, Basel.

Giirlebeck, K., Nguyen, H. M. (2015) y-Hyperholomorphic functions and an application
to elasticity problems. AIP Conference Proceedings, 1648, 440005.

Giirlebeck, K., Nguyen, H. (2014) On y-hyperholomorphic Functions and a Decomposi-
tion of Harmonics. Hyper complex Analysis: New Perspectives and Applications.
Trends in Mathematics, 181-189.

180



Revista de la Academia Colombiana de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales Descomposiciones aditivas del vector de
49(190):163-182, enero-marzo de 2025. doi: https://doi.org/10.18257/raccefyn.3101 desplazamiento del sistema de Lamé-Navier

Giirlebeck, K., Sprossig, W. (1990) Quaternionic analysis and elliptic boundary value
problems. Springer-Verlag New York Inc., New York.

Giirlebeck, K., Sprossig, W. (1997) Quaternionic and Clifford Calculus for Physicists and
Engineers. Springer-Verlag New York Inc., New York.

Krausshar, R., Malonek, H. (2001) A characterization of conformal mappings in IR* by
a formal differentiability condition. Bulletin de la Société Royale des Sciences de
Liege, 70(1), 35-49.

Lamé, G. (1837) Mémoire sur les surfaces isothermes dans les corps solides homogenes
en équilibre de température. Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, 2,
147-188.

Lavicka, R. (2011) The Fischer decomposition for the H-action and its applications. Hy-
percomplex analysis and applications trends in mathematics. Edited by Sabadini
and F. Sommen, 1.

Malonek, H., Peia-Pefia, D., Sommen, F. (2010) Fischer decomposition by inframono-
genic functions. CUBO A Mathematical Journal, 12, 189-197.

Malonek, H., Peiia-Pefia, D., Sommen, F. (2011) A Cauchy-Kowalevski Theorem for
Inframonogenic Functions. Math. J. Okayama Uniyv., 53, 167-172.

Malvern, L. (1969) Introduction to the Mechanics of a Continuous Medium. Prentice-Hall,
Upper Saddle River, NJ.

Marsden, J., Hughes, T. (1983) Mathematical foundations of elasticity. Dover Publica-
tions.

Muskhelishvili, N. (1953) Some basic problems of the mathematical theory of elasticity
(Vol. 15). Noordhoff Groningen, Springer.

Nguyen, H. M. (2015) y-Hyperholomorphic Function Theory in R3: Geometric Map-
ping Properties and Applications [Tesis doctoral, Fakultat Bauingenieurwesen der
Bauhaus-Universitat].

Niyozov, 1., Makhmudov, O. (2014) The Cauchy problem of the moment elasticity theory
in R™. Russian Mathematics (Iz. VUZ), 58(204).

Nono, K. (1986) On the quaternion linearization of Laplacian A. Bulletin of Fukuoka Uni-
versity of Education. Part IIl. Mathematics, Natural Sciences and Technology, 35,
5-10.

Nono, K., Inenaga, Y. (1987) On the Clifford linearization of Laplacian. Journal of the
Indian Institute of Science, 67(5-6), 203-208.

Patrault, D. W., Bock, S., Giirlebeck, K. (2014) Three-dimensional elasticity based on
quaternion-valued potentials. International Journal of Solids and Structures, 51,
3422-3430.

Peiia, C. A., Morais, J., Porter, R. M. (2023) Reduced-quaternion inframonogenic fun-
ctions on the ball. Mathematical Methods in the Applied Sciences, 46(18), 18935-18951.

Reséndis, F., Shapiro, M. (2002) Recent advances in hypercomplex analysis. Carta Infor-
mativa, Sociedad Matemdtica Mexicana, Marzo, 11-14.

Reyes, J. B., Schepper, H. D., Adan, A. G., Sommen, F. (2016) Higher order Borel-
Pompeiu representations in Clifford analysis. Mathematical Methods in the Ap-
plied Sciences, 39, 4787-4796.

Ricardo, J. L. S., Blaya, R. A., Reyes, J. B., Ortiz, J. S. (2022) On a Riemann—Hilbert
boundary value problem for (@, y)-harmonic functions in R”. Georgian Mathe-
matical Journal, 29, 445-454.

Ricardo, J. S., Reyes, J. B., Blaya, R. A. (2021) Singular integral operators and a 0-
problem for (¢, y)-harmonic functions. Analysis and Mathematical Physics, 11(155),
1-25.

Russell, M., Brown, 1. (2009) The mixed problem for the Lamé system in a class of Lips-
chitz domains. Journal of Differential Equations, 246, 2577-2589.

Ryan, J. (2000) Basic Clifford analysis. Cubo Matemdtica Educacional, 2, 226-256.

181



Alfonso-Santiesteban D., et al.

Revista de la Academia Colombiana de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales
49(190):163-182, enero-marzo de 2025. doi: https://doi.org/10.18257/raccefyn.3101

Ryan, J. (2004) Introductory Clifford Analysis. In Ablamowicz, Rafal and Sobczyk, Garret
(Eds.) Lectures on Clifford (geometric) dlgebras and applications. Boston, MA:
Birkhduser.

Sadd, M. (2005) Elasticity: Theory, Applications and Numerics. Elsevier, Oxford.

Santiesteban, D. A. (2024) d-problem for a second order elliptic system in Clifford analy-
sis. Mathematical Methods in the Applied Sciences, 47, 9718-9728.

Santiesteban, D. A., Blaya, R. A. (2022) Isomorphisms of partial differential equations in
Clifford analysis. Advances in Applied Clifford Algebras, 32(10), 1-18.

Santiesteban, D. A., Blaya, R. A., Alejandre, M. A. (2022a) On (¢, w)-inframonogenic
functions in Clifford analysis. Bulletin of the Brazilian Mathematical Society, New
Series, 53, 605-621.

Santiesteban, D. A., Blaya, R. A., Alejandre, M. A. (2022b) On a generalized Lamé-
Navier system in R3. Mathematica Slovaca, 72(6), 1527-1540.

Santiesteban, D. A., Blaya, R. A., Alejandre, M. A. (2023) Buscando estructuras en las
soluciones de un sistema generalizado de Lamé-Navier. Publicaciones e Investi-
gacion, 17(1), 1-9.

Santiesteban, D. A., Blaya, R. A., Pérez, Y. P., Almira, J. S. (2024) Fractional Fischer
decompositions by inframonogenic functions. Journal of Mathematical Analysis
and Applications, 539, 128468.

Santiesteban, D. A., Blaya, R. A., Reyes, J. B. (2023) Boundary value problems for
a second-order elliptic partial differential equation system in Euclidean space.
Mathematical Methods in the Applied Sciences, 46, 15784-15798.

Santiesteban, D. A., Pérez, Y. P., Blaya, R. A. (2022) Generalizations of harmonic fun-
ctions in R™. Analysis and Mathematical Physics, 12(10), 1-12.

Shapiro, M. V., Vasilevski, N. (1995) Quaternionic y-hyperholomorphic functions, singu-
lar integral operators and boundary value problems. I. y-hyperholomorphic fun-
ction theory. Complex Variables, 27, 17-46.

Shapiro, M. (1997) On the conjugate harmonic functions of M. Riesz-E. Stein-G. Weiss.
In: Dimiev, S. et al. (eds.), Topics in Complex Analysis, Differential Geometry and
Mathematical Physics, Third International Workshop on Complex Structures and
Vector Fields, St. Konstantin, Bulgaria, August, 23-29.

Sommen, F., Sprossig, W. (2002) Introduction to Clifford analysis. Mathematical Methods
in the Applied Sciences, 25(6), 1337-1342.

Valencia, D. G., Blaya, R. A., Alejandre, M. A. (2021) On the Plane Lamé-Navier System
in Fractal Domains. Complex Analysis and Operator Theory, 15, 1-15.

Valencia, D. G., Blaya, R. A., Alejandre, M. A., Pérez, Y. P. (2023) On the Riemann
problem in fractal elastic media. Analysis and Mathematical Physics, 13(1), 1-15.

Wang, L., Jia, S., Luo, L., Qiu, F. (2022) Plemelj formula of inframonogenic functions and
their boundary value problems. Complex Variables and Elliptic Equations, 68(7),
1158-1181.

182



