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Se presenta un analisis de los periodos centrales ocurridos en la evolucidn historica de la
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Abstract

We intend to analyse some of the main periods of the evolution of geometry. Our interest is
focused in those trends which led to non-Euclidian geometry. The conceptual framework adopted
for interpreting the involved historical processes are provided by a constructivist epistemology;
our goal is to show that the construction of non-Euclidian geometry can be best interpreted from
that conceptual framework.
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Introduccién de los conocimientos validos. Tendremos que explicar lo
que se entiende por conocimiento, por validez del cono-
cimiento y por su constitucidn. Para ello, vamos a recu-
rrir a unos ejemplos tomados de la historia de las ideas
cientificas, a su sociogénesis y al origen psicolégico de
las nociones y operaciones conceptuales.

La oportunidad es propicia para intentar una reflexién
sobre la actividad cientifica y, en particular, sobre la ma-
tematica. ’

Hablaremos de epistemologia. Entendemos el voca-

blo «epistemologia», como el estudio de la constitucion Como se habla de validez, no podran quedar al margen
£

las estructuras logicas de las organizaciones cognoscitivas
y, en particular, las transformaciones que sufren cuando se
pasa de un nivel de conocimientos a otro nivel que, por su
* Centro de Investigacion y estudios avanzados del IPN, México. grado de organizacidn, consideramos superior.

s Dedicado a dofia Emma Armella B.
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Este es un punto de vista genético.

Con cierta frecuencia se habla del conocimiento cien-
tifico como «negador de su historia». Y se ha entendido
que lo pertinente de una forma de conocimiento se halla
en su estado presente.

Una consecuencia negativa de tal enfoque positivista
se encuentra de inmediato en la educacién. Las concep-
ciones que tienen los docentes sobre la ciencia, impactan
profundamente sus practicas eduncativas; ha sido dificil
modificar un estilo educativo que considera al conoci-
miento como una organizacidon conceptual que puede
transmitirse tal cual ella es, al margen del decodificador,
del constructor de significados. Al margen del estudiante.

De alli que la reflexidén sobre la naturaleza del conoci-
miento cientifico nos parezca de primerisima actualidad
en nuestras sociedades, si es que estas buscan no sélo
adoptar sino también contribuir al desarrolle de una cul-
tura cientifica propia y construir un sistema educativo que
responda a sus esperanzas.

La epistemologia realista

La presencia de aquellas epistemologias que suponen
la existencia de una realidad independiente del sujeto
cognoscente, no puede explicarse al margen de su desa-
rrollo histdrico. Sus origenes se encuentran en la filoso-
fia griega y hay razones para que hayan sido parte central
de la ideclogia dominante durante un buen tramo de nues-
tra historia intelectual.

La reflexion sistemdtica sobre la naturaleza, tal como
se desarrollo en Grecia, se orientd a teorizar sobre el
mundo material. Los fildsofos presocriticos han dejado
constancia de ello. Sus estudios sobre lo uno y lo mitlti-
ple, sobre la permanencia y el cambio, ejercieron una
marcada influencia sobre €l desarrollo posterior de la fi-
losofia. Ante la diversidad, Heraclito escribid que lo sus-
tantivo era la estructura del mundo, su organizacion.

En la escuela pitagorica, se arribé a una concepcion
aritmética: todas las cosas son numero. Entonces, para
comprender el mundo material, habia que hallar el niime-
ro que portaba la esencia de cada cosa.

Todas estas ideas nos hablan de una preocupacién por
modelar de maneras estructurales y matemdticas las ob-
servaciones. No podemos dejar de mencionar a este res-
pecto una concepcion expresada muchos siglos después,
por Galileo, que pone de manifiesto esta suerte de alma
numérica del mundo:

. La naturaleza esta escrita en ese gran libro que tene-
mos abierto siempre ante nuestros 0jos, pero no podemos
entenderla si primero no aprendemos el lenguaje en que
esta escrita. El libro estd escrito en lenguaje matematico
y sus simbolos son los tridngulos, los circulos y otras fi-
guras sin cuya ayuda es imposible entender una sola pa-
labra; sin la cual caminamos a ciegas por un oscuro iabe-
rinto. {Galileo, El Ensayador, 1610).

La realidad profunda es matematica. Para Galileo, el
experimento era la via para acceder a ese conocimiento.
Digamos de inmediato que la experimentacion es una ca-
racteristica de la ciencia que estuvo ausente del método
de indagacion de los griegos, que era esencialmente es-
peculativo.

Los ejes del posterior desarrollo filosofico griego estdn
encarnados por Platon y su discipulo Aristételes, Su contri-
bucidn al pensamiento filosdfico es, de acuerdo con Russell,
el mayor que se ha desplegado en toda la historia de la filo-
sofia. Ellos representan las escuelas que serdn conocidas
como idealismo (Platén) y empirismo (Aristoteles).

Platon distinguia claramente entre el mundo material
y el mundo (superior) de las ideas. Los objetos materiales
y sus relaciones eran imperfectos, estaban sometidos al
cambio y la decadencia; no podian representar las verda-
des ultimas, Para ello estaba ¢l mundo de las ideas, abso-
luto ¢ inmodificable. Eran las verdades de este mundo las
que mteresaban al pensador: las cosas materiales son
come las sombras de las ideas que se arvajan al tablero
de la experiencia. Como Pitagoras, Platon sostenia que la
inteligibilidad del mundo material sélo era posible me-
diante la matemadtica, Pero, ;jcOmo era posible acceder a
ese conocimiento? para responder esta pregunta utilizd
un recurso magistral: conocer es recordar.

En efecto, al reflexionar con ayuda de una figura im-
perfecta, nuestro espiritu recuerda las propiedades esen-
ciales del verdadero objeto (el ideal). La actividad cog-
nitiva se reduce as{ al reconocimiento de lo que constitu-
ye una verdad sin macula. En su didlogo Mendn, se expe-
ne esta peculiar forma de cognicidn; en él, Sdcrates con-
duce a un esclavo, a través de un cuestionamiento muy
habil, al descubrimiento de una versidon del teorema de
Pitdgoras. La idea es que, ¢l didlogo, permite al esclavo
tomar conciencia del conocimiento que descansa en su
espiritu. Reconocer un tridngulo, una esfera o cualquier
otra figura geométrica es reconocer una copia del «mol-
den perfecto que existe como idea.

Su discipulo Aristételes se opuso. Para €1, el molde
existia, pero era resultado de una abstraccion después de
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haber tenido experiencias con muchas figuras concretas.
En su sisterna de ideas, el conocimiento lo era del mundo
material. Se generaba mediante la intuicién y la abstrac-
cidn. La matematica era un instrumento que ayudaba en
la investigacion del mundo; suministraba el lenguaje para
tratar con propiedades formales como eran las propieda-
des aritméticas y gcométricas de los cuerpos. De acuerdo
a sus planes, tal esfuerzo debia tener como recompensa la
conquista de verdades sobre la naturaleza.

Se explicaba el éxito de las aplicaciones de las mate-
mdticas a la 6ptica y la astronomia, por ejemplo, puesto
que aquella disciplina era resultado de la abstraccién a
partir de los objetos materiales. La geometria versaba so-
bre figuras que representaban abstracciones de cuerpos
continuos; la aritmética versaba sobre el nimero, abstrac-
cién de lo discreto. La episternologia aristotélica es em-
pirista, pues sostiene que el origen del conocimiento {cien-
tifico) estd en las percepciones sensoriales del sujeto
cognoscente, Ademas es realista pues para ¢&l, los concep-
tos estdn en una realidad externa al sujeto e independien-
te de él.

Los elementos de Euclides y la geometria
no-euclidiana

Antes de la presentacién axiomadtica de la geometria
de Euclides, lo que existe es una geometria empirica ba-
sada, en alto grado, sobre la estructura de las figuras di-
bujadas. Sobre esta base se inicia el desarrollo del méto-
do deductivo que permite ir mas alla de la mera verifica-
cion visual de los resultados.

El paso de lo visnal a lo deductivo representa un cam-
bio normativo en la matematica de profundas repercusio-
nes. Estd vinculado a las aplicaciones geométricas (como
calcular la distancia de un barco a la costa) que no admi-
ten una posterior comprobacion; debieron por ello, tener
una funcidn importante en la toma de conciencia de la
necesidad de perfeccionar el método deductivo como ins-
trumento de validacién en el seno de la geometria.

La teoria de! conocimiento propuesta por Aristdteles
establecié bases claras entre los objetos naturales y los
objetos mateméticos que son resultado de la abstraccién
de aquellos. El dictum aristotélico: todo cuerpe de cono-
cimiento a lo largo de su desarrollo se ovienta a la bus-
queda de sus principios, se tradujo después de considera-
bles esfuerzos, en el sistema euclidiano clasico.. Cada
verdad que se hubiera conocido antes de Los Elementos,
era recuperada por la via deductiva con lo cual cambiaba
substancialmente su estatus epistemologico.

La geometria euclidiana en su momento, es la respuesta
al problema de la representacion matemdtica del espacio
Jisico. Para entender el sentido de este aserto, recorde-
mos que el conocimiento en la episternologia aristotélica,
debe agotar al objeto que captura, pues lo captura tal como
¢l es «en realidad».

Del objeto material al objeto matematico.

Los objetos matemdticos pueden tener una autonomia
légica pero, ontoldgicamente, permanecen dependientes
de los objetos fisicos y, en consecuencia, aquellos obje-
tos estan obligados a respetar los limites impuestos a los
objetos fisicos por la finitud del mundo. Desde esta pers-
pectiva, el objeto «magnitud matemdtica» permanece su-
bordinado al objeto «magnitud fisica». Por ejemplo, la
magnitud matematica sdlo puede ser infinita en potencia.
Hay un control permanente, de orden ontolégico, sobre
los objetos de esa matematica euclidiana. Los postulados
debian ser «evidentes por si mismos» , caracter que here-
daban de las condiciones materiales de las que provenian,
Estas consideraciones ayudan a entender por qué Euclides
hizo un esfuerzo considerable para mantener al Postula-
do de las Paralelas al margen de su desarrollo geométri-
co. En efecto, decir que:

por un punto exterior a una recta pasa una unica
paralela,

equivale a hacer una afirmacién que elude el control
del objeto fisico correspondiente. En este momento de la
obra estamos ante un postulado, de alli que tenemos que
mantener ante nuestros ojos el problema ontolégico vy, en
consecuencia, los limites impuestos a los objetos matema-
ticos. Como bien se sabe, lo primero que hizo Euclides fue
sustituir la versién anterior del postulado de las paralelas
por una versién que no mencionaba explicitamente al infi-
nito. El costo fue muy alto: la nueva version era muy larga,
complicada y tenia todas las trazas de ser una proposicién
deducible de los restantes postulados. Dice asi:

Dadas dos rectas y una transversal a ellas, si los dn-
gulos internos de un mismo lado suman menos que dos
rectos entonces, al prolongar estas rectas ellas deberan
intersectarse del lado de estos dngulos.

De alli que haya suscitado una voluntad de simplifi-
cacion en sus lectores, ya desde los mas tempranos, quie-
nes se dedicaron a tratar de demostrar esta nueva propo-
sicidn, en lugar de aceptarla como «evidente por si mis-
ma». La historia de estos trabajos es larga, muy larga,
como que se despliega a lo largo de mas de veinte siglos.
Garantia quizd, que no estamos ante un problema menor
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del conocimiento, El desenlace de este proceso ha sido la
creacion de las geometrias no-euclidianas.

La geametria euclidiana es la geometria del espacio
fisico. Esta hipdtesis gravitd todo el tiempo durante los
intentos de solucidn del problema del quinto postulado.
Distinguiremos tres grandes periodos en el desarrollo de
esta larga exploracién. No debera entenderse sin embar-
go, que €stos agotan la historia de la fundamentacion de
la geometria.

1. De Euclides al siglo XVII,

Podriamos llamar a éste el periodo «ingenuo». Los in-
tentos de demostracién del quinto postulado se hacen, du-
rante un primer sub-periodo, tratando de utilizar una pro-
piedad de las paralelas que no se desprende de su defini-
cidn dentro del sistema euclidiano sino de una imagen cons-
truida sobre «cémo deberia ser el comportamiento de las
rectas». Desde nuestra perspectiva, lo que aqui se tiene es
una confusion entre lo que se puede inferir logicamente de
los postulados y lo que se infiere de aquel comportamiento
atribuido a los objetos matematicos en cuestion. A este
periodo pertenecen los intentos de Nassir-Eddin, matem4-
tico persa (1201-1274) quien atribuye a las paralelas la
equidistancia entre ellas. La segunda parte del periodo, estd
marcado por la introduccién de una nueva proposicion que
sustituye al quinto postulado v, a partir de la cual, se puede
alcanzar una demostracion de este (ltimo. Un ejemplo no-
table lo proporciona el trabajo de Wallis (1616-1703) du-
rante ¢l siglo XVII, quien supone que

asi como existen circunferencias de tamaio arbitra-
rio, también deben existir triangulos semejantes de ta-
mafio arbitrario.

Basado en este aserto de mucho sentido comuin, Wallis
logra dar una demostracion del postulado.

Todos estos intentos son fallidos. La atribucién de la
equidistancia entre paralelas, la existencia de tridangulos
semejantes que ne sean congruentes, son afirmaciones
que «respetan la ontologia» aunque logicamente equiva-
len a lo que se desea demostrar. Es un pecado que los
légicos Hlaman «peticion de principion.

2. La via del absurdo.

Durante este periodo se cambia el acercamiento al pro-
blema. Se trata ahora de considerar como un postulado
una de las formas de negacion del postulado de las para-
lelas. A saber, que por un punto exterior a una recta pasa
mdas de una paralela. El objetivo es desarrollar las conse-
cuencias del nuevo sistema axiomatico hasta que aparez-

ca-una contradiccién. Esta serd atribuida a la presencia
de una hipdtesis absurda (i.e.: la negacion del quinto pos-
tulado). Como conclusidn queda establecida la validez del
postulado quinto, puesto que su negacién es absurda.
Como solia decir Hardy, «el matematico no arriesga una
pieza, como el ajedrecista, sino que arriesga la partida».

Hay varias consideraciones que vienen al caso. En
primer lugar, los gedmetras, después de una larga expe-
riencia fallida, estdn dispuestos a aceptar como postula-
do uno que jya no es evidente por si mismo!

Lo que presenciamos aqui es un abandono inconsciente
del control ontolégico del objeto matematico a favor de
la estructura logica del sistema geométrico en su conjun-
to. Decimos inconsciente porque el proposito mismo de
la estrategia de solucion esta determinado por la convic-
ci6én en la naturaleza euclidiana del espacio. Sin embar-
go, se ha dado un «giro copernicano» al problema: se tra-
baja bajo la hipdtesis que la esperada contradiccion que
se quiere ver aparecer en el horizonte, establezca la vera-
cidad de la geometria, lo cual supone (y es aqui donde se
presiente la gestacidn de un nuevo punto de vista) que
ahora la estructura matematico-légica de la geometria
puede imponer sus dictados a la ontologia, aunque sea
para estar de acuerdo con esta. De todas formas, se inicia
le que podriamos llamar la tematizacion de la estructura
coma objeto de estudio. A este periodo corresponden los
trabajos de Saccheri (1667-1733), principalmente, y de
olros gedmetras,

Una reconcideracién epistemologica

Los dos periodos que hemos analizado son solidarios
de una concepcidn epistemoldgica realista. Ahora, debe-
mos analizar la concepcidn epistemolagica de Kant (1724-
1804) que se erigid, quiza sin desearlo, en un formidable
obstaculo a los desarrollos geométricos posteriores, pero
que, una vez superado, hizo posible a las matematicas
acceder a un nivel de equilibrio conceptual del que no
habia disfrutado antes.

Hasta entonces, la cognicioén se subordind a la con-
cepcion (realista) que se tenia de los objetos; para Kant,
habia llegado la hora de investigar si no se iba mas lejos
subordinando el objeto a la cognicion. Hasta aqui, 1a nue-
va alternativa heredaba al racionalismo cartesiano, pero
Kant sostuvo que la cognicion, aunque subordine al obje-
to, comienza por él. Su epistemologia pareciera ser una
sintesis del racionalismo (de los pitagoricos, de Platén y
de Descartes) y de las epistemologias empiristas (de
Aristoteles hasta los empiristas ingleses).
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En la introduccion de su Critica de la Razén Pura Kant
expresa;

«No hay duda alguna de que todo nuestro conacimiento
comienza con la experiencia. Pues ;por donde iba a des-
pertarse la facultad de conocer...como no fuera por me-
dio de objetos que hierven los sentidos...y elaboran asi,
con la materiaq bruta de las impresiones sensibles, un co-
nocimiento de los objetos llamado experiencia?...mas si
todo nuestro conocimiento comienza con la experiencia
no por ello se origina todo él en la experiencia. Bien po-
dria ser que nuestro conocimiento fuera compuesto de lo
que recibimos por medio de impresiones y de lo que nues-
tra facultad de conocer () proporciona por s misma sin
que distingamos este afiadido de aquella materia funda-
mental...” (subrayado nuestro)

De modo que nuestro conocimiento del mundo, no es
una representacion (en el sentido de una copia) de esa
realidad externa en nuestro intelecto, sino una interpreta-
cion, una reconstruccion que hacemos tomando nuestros
registros perceptuales como materia prima y sometiéndo-
los al influjo de esa “maquina de interpretar y organizar”
constituida por nuestro intelecto.

Para Kant, nuestras experiencias sensoriales son posi-
bles como fenémenos que se desarrollan en ¢l espacio y
en el tiempo. Pero, espacio y tiempo son las formas de
sensibilidad mediante las cuales el intelecto capta las ex-
periencias. Las formas de sensibilidad son innatas, Sin
ellas las experiencias son imposibles.

Las experiencias son moldeadas por las formas de sen-
sibilidad, asi como el agua al entrar al recipiente, adopta
la forma de éste. El intelecto pues, impone sus formas a
la experiencia.

Nuestro conocimiento lo es del mundo de nuestras
experiencias; no tenemos acceso a las «cosas en si mis-
mas», La objetividad del conocimiento no reside en la
wrealidad externa» como querian los empiristas, sino en
la interaccidn de aquella con el sujeto. Pero, dado que
todos compartimos las mismas formas de sensibilidad,
entonces recuperamos la objetividad como un fendémeno
intersubjetivo.

Como la intuicidn del espacio se origina en las forma
de sensibilidad correspondiente, consideraremos como
natural todas las propiedades del espacio que nos dicta 1a
sensibilidad. Asi, los postulados euclidianos y sus conse-
cuencias, forman parte de nuestro conocimiento aprioris-
tico. De modo que imponemos la forma euclidiana a to-
das nuestras percepciones espaciales y no podemos con-
cebir otra forma de organizacion para el espacio.

I.a geometria euclidiana y la mecanica de Newton son
instrumentos de organizacidn de la experiencia que nos
suministra la razon.

Kant desarrollé esta forma de pensar, en parte para
dar respuesta a los cuestionamientos de {a ciencia natural
(la fisica) de su época. Se propuso realizar un andlisis de
las condiciones de posibilidad de esa ciencia y hacer una
critica al punto de vista empirista de que el mundo «es asi
como lo percibimos». Comprendid que debia quedar cla-
ro, en el punto de partida, cuiles eran las premisas que
podian aceptarse como propias, indubitables.

Oponiéndose tanto al empirismo, que quiere develar
al mundo real, como al platonismo de Galileo que supone
al mundo preformado de acuerdo a principios matemati-
cos, Kant elige el camino que lo lleva a afirmar que

sélo es posible dar cuenta de la certeza de la ciencia
natural y de sus posibilidades de matematizacion, si su-
ponemos gue la estructura de nuestra experiencia pro-
viene de nuestras facultades cognitivas, que sirven de fun-
damento a priori a nuestras experiencias.

Sdlo asi es posible el conocimiento objetivo:
estructurando las experiencias de acuerdo a nuestras for-
mas de sensibilidad. De alli surge la posibilidad de mate-
matizar la experiencia -- es la forma de estructurarla. La
matematizacion es central porque es lo que permite ex-
tender el conocimiento, mediante la deduccidén, mas alla
de los principios.

Durante su tiempo, la revolucidn cientifica del siglo
XVII que incluia el trabajo de Galileo, de Kepler, de
Newton, estaba en un proceso de consolidacién. Sus impli-
caciones no habian sido plenamente digeridas. Por ejem-
plo, el grado extraordinario de adaptacién de la matema-
tica a las ciencias fisicas.

iPor qué debia ser asi; de dénde provenia esa corres-
pondencia entre el mundo empirico y la matematica?

Estas preguntas acosaron largo tiempo a Kant. Su res-
puesta, como hemos visto, incluyd una modificacién sus-
tancial de la nocién de «mundo empirico» y la atribucion
de un papel central, mucho mas que ¢! otorgado en el
racionalismo cartesiano, a las capacidades cognoscitivas
del sujeto.

Otro problema, en particular, que interesé a Kant es el
referido a los fundamentos de la geometria, tal como ve-
nia siendo discutido via el problema del quinto postula-
do. Mediante la tematizacidén de la organizacién axio-
mitica, la geometria empezd a emerger de la esfera pura-
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mente empirista hacia una fase de mayor organizacién
logica. Dado el nivel de coordinacion existente entre lasg
condiciones materiales y la organizacidn 16gica de la geo-
metria, fue posible una suerte de giro copernicano y la
estructura formal pasd a ser vista como necesaria, a apa-
recer como inevitable. No se podia, en consecuencia, con-
tradecir este sistema geomeétrico sin esperar consecuen-
cias negativas. Este error (error relativo) cometido por
Kant, es natural y proviene de atribuir al espacio en su
totalidad (alli estaba la clave de su supuesta euclidianidad)
un comportamiento que es derivado de nuestra experien-
cia local de ese espacio.

Tercer periedo: Gauss y Lobachevski

Ha sido necesaria esta incursién en la epistemologia
kantiana por dos razones. La primera, para acercarnos al
trabajo de este tercer periodo de las geometrias donde se
dara una ruptura definitiva con la concepcidn empirica y
racionalista de la geometria y que, ademads, abrira la puerta
a una reconceptualizacidén del método axiomatico en el
campo de la matematica. La segunda razon es que la epis-
temologia kantiana se constituy6 en la antesala de la epis-
temologia constructivista que corresponde a la ciencia
contemporanea. En la Gltima parte del trabajo trataremos
este segundo punto.

Gauss (1777-1855) Hegd a la universidad de Gotinga
en 1795, Entonces, el trabajo de Kliige! de 1763, en don-
de se examinaban alrededor de treinta intentos de demos-
tracidon del quinto postulado, gozaba de la mayor estima
entre los gedmetras. La atmésfera era propicia para du-
dar de la posibilidad de alcanzar una demostracion den-

tro de los limites impuestos por el sistema axiomatico de
FEuclides.

En un trabajo publicado en la Gottingischen gelehrte
Anzeigen en 1801, el astronomo Seyffer escribid:

Es altamente improbable que se pueda demostrar esta
proposicion (el postulado de las paralelas) sin el auxilio
de un nuevo postulado, basta tomar en consideracion los
esfuerzos realizados desde Ptolomeo

Kant fallecié en 1804. Habia ya seiiales de que el pro-
blema estaba siendo conceptualizado de manera distinta.
Se ha conservado mucha de la correspondencia de Gauss
en donde se ve como fue ¢volucionando su pensamiento
y como éste permanecid siempre articulado con sus con-
cepciones epistemoldgicas.

Hacia finales del siglo XVIII los puntos de vista domi-
nantes sobre el espacio eran los de Kant y los de Newton.

En su obra Principia, Newton nos dice que no va a definir
ni espacio, ni tiempo puesto que son de todos conocidos.
Para él, el espacio «verdadero» coincide con el euclidiano.
Dada su autoridad, la naturaleza euclidiana del espacio
quedaba fuera de toda duda. Esto debid representar para
Kant un fuerte apoyo a sus concepciones sobre el caracter
necesario de la geometria euclidiana, y para Gauss y
Lobachevski, un formidable obstaculo. Fue en esta atmos-
fera en la que debieron desarrollar su trabajo.

Si bien en sus inicios Gauss intenté demostrar el quin-
to postulado, pronto su pensamiento dio un giro y empe-
z6 a constderar, cuidadosamente, la imposibilidad de una
demostracion dentro del marco del sistema axiomdtico.
Razond asi: la demostracion de! quinto postulado impli-
caba para los gedmetras de generaciones anteriores, que
un sistema logicamente coherente garantizaba la natura-
leza euclidiana del espacio. Pero esto no era posible en el
marce estrictamente euclidiano pues, de acuerdo a la na-
turaleza de los objetos geométricos, tal como estos se
construian en la epistemologia aristotélica, habia un con-
trol del objete fisico sobre el objeto matematico, no al
revés. Silos gedmetras, Saccheri incluido, habian supuesto
que la prueba de consistencia implicaba la euclidianidad
del espacio, era porque inconscientemente ;habian cam-
biado las reglas del juego!

Gauss hizo explicito este cambio de reglas. Separ6 el
problema de la consistencia del sistema axiomético del
problema de la naturaleza del espacio fisico. Sabiendo
que el postulado de las paralelas era equivalente al aser-
to: la suma de los dngulos interiores de un tridngulo es
180 grados y, siendo consciente de la diferencia entre las
propiedades locales y globales del espacio, calculd la suma
de los angulos del triangulo formado por las cimas de las
montaiias Brocken, Hohenhagen e Inselberg. Desafortu-
nadamente, el error cometido en la medicién estuvo den-
tro del rango del error experimental permitido por el pro-
blema; su «experimento» geométrico no fue concluyente.
Gauss, a diferencia de Kant, pensaba que la decision so-
bre 1a naturaleza del espacio fisico no podia ser un a priori.
Taurinus en 1824:

La hipotesis: «la suma de los 4ngulos de un tridngulo
es menor que 180 gradosy da lugar a una geometria cu-
riosa, muy diferente a la nuestra (la euclidiana) que he
desarrollado a mi entera satisfaccién, tanto que puedo, en
ella, resolver cualquier problema excepto la determina-
cion de una constante que no puede ser determinada a
priori...los teoremas de esta geometria parecen paraddji-
cos y hasta absurdos...pero calma, una reflexién sosteni-
da revela que no contienen nada imposible. Por ejemplo,
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los tres 4ngulos de un tridngulo se hacen arbitrariamente
pequeiios si tomamos los lados suficientemente grandes,
a pesar de lo cual el irea permanece siempre acotada...
No encuentro contradicciones en esta geometria no-
euclidiana a pesar de todos mis esfuerzos...varias veces
he expresado mi deseo de que la geometria euclidiana no
fuera verdadera porque entonces tendriamos una unidad
absoluta de longitud...

Uno de los resultados aparentemente absurdos se re-
fiere a la formula mediante la cual calculamos el area de
un tridngulo. Suponer que por un punto externo a una recta
pasa més de una paralela implica que, dado un tridngulo
cuyos angulos miden (en grados) a, b, y ¢, su 4rea es:

drea=k (180 — (atb+c))

donde k es una constante positiva que no se puede
determinar a priori. Es claro de esta férmula, que a dife-
rencia de 1o que ocurre con la geometria euclidiana, ¢l
drea de los tridngulos depende de la longitud de los lados
asi: a medida que aumenta la longitud de los lados, dis-
minuyen los dngulos, y por lo tanto aumenta el arrea, pero
permanece siempre acotada. Gauss tenia razon en pedir-
nos calma, El resultado es asombroso. Desde luego, esta
situacion no puede presentarse en la geometria euclidiana.
Recordando a Wallis, €1 intentd demostrar el quinto pos-
tulado tomando como hipdtesis adicional que en la geo-
meiria podian existir tridngulos de 4rea arbitrariamente
grande. Su error consistié en usar una hipdtesis que es
propia de la geometria euclidiana (suponer valido lo que
se queria demostrar) como se explica a partir de la for-
mula de Gauss.

Sin duda que la ausencia de contradicciones en su de-
sarrollo deductivo de la geometria no-euclidiana debi6
ser un aliciente para que Gauss continuara sus reflexio-
nes sobre el tema que se prolongaron por mds de cuarenta
afios.

La pregunta que siempre guid su pensamiento fue: ;cud!
es la geometria «verdadera»? en donde «verdaderan se
entendia como aquella que tenia capacidad de describir ma-
temnaticamente el espacio fisico. Es importante leer esta pre-
gunta de cara al resultado drea = k(180 — (atb+c)), que se
origina en el dominio matemdtico y, a los esfuerzos de Gauss
por darle un sustento experimental. Nos parece que esta es
una aportacion central de sus meditaciones sobre la
fundamentacion de la geometria. Su bisqueda, estuvo orien-
tada a la consecucién de un modelo geométrico que sirvie-
ra de organizador de nuestra experiencia geométrica, que
Gauss no veia desvinculada de las capacidades
cognoscitivas del ser humano. Veamos un texto de S. von

Waltershausen (agradezco al Prof., Bottazzini, de la Uni-
versidad de Palermo, haberme facilitado este texto), leido
en su obituano:

«Gauss, de acuerdo a sus convicciones mds profun-
das, que expresaba frecuentemente, consideraba la tridi-
mensionalidad del espacio como una propiedad especifi-
ca de la mente humana. Solia invitarnos a imaginar una
especie que solo estuviera consciente de dos dimensio-
nes; quiza, afladia, ‘los que se hallan sobre nosotres pue-
den vernos de la misma manera’.. »

Es decir, no construimos nuestra nocién de espacio
como una mera abstraccion de lo empirico, como hubiera
querido Aristételes, sino que en tal construccion esta
involucrado cémo conoce el ser humano.

Vale la pena aqui recordar al pensamiento de Poincaré
sobre la estructura de la geometria. En 1902, en su obra,
La Ciencia y la Hipétesis escribid:

Los axiomas de la geometria no son juicios a priori, ni
hechos experimentales. Los axiomas son convenciones;
nuestra eleccidn, entre todas las posibles estd guiada por
los hechos experimentales; pero sigue siendo libre y solo
limitada por la necesidad de coherencia. Es asi que los
postulados pueden ser rigurosamente verdaderos (aqui
Poincaré se refiere a la coherencia del sistema axiomati-
co} aln cuando las leyes experimentales que han deter-
minado su adopcidn solo sean aproximadas,

Debe decirse, empero, que en 1902, Poincaré y mu-
chos otros matemdticos seguian considerando la aritmé-
tica como fundada en una nocidn aprioristica del nimero.
Es decir, la refutacion kantiana a manos de las geome-
trias no-euclidianas fue méas bien, 1a explicitacién de la
necesidad de fijar limites precisos a su esfera de
aplicabilidad. Para refutar plenamente a la epistemologia
kantiana fueron necesarios alin otros esfuerzos tanto en
el campo de] pensamiento cientifice como epistemoldgico.

El trabajo de Gauss no fue conocido sino hasta des-
pués que otros pioneros como Lobachevski, hicieron pu-
blico el suyo. Sélo entonces, Gauss brindd su apoyo a la
nueva geometria.

En 1835 Lobachevski escribié (Nuevi Principi della
Geometria, Boringhieri, 1974):

Es bien conocido que hasta la fecha, la teoria de las
paralelas ha permanecido incompleta. Los esfuerzos in-
fructuosos realizados desde los tiempos de Euclides has-
ta la fecha, a lo largo de mas de dos mil afios, me han
llevado a la conviccion de que los conceptos involucrados
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en esta investigacién no contienen la verdad de lo que se
deseaba demostrar...convencido de mi conjetura escribi
mis argumentos ¢n 18§26,

Un punto de vista semejante al de Gauss. Lobachevski
no es s6lo un 1dgico, también es un fisico, un experimen-
tador. El hecho que la «medicién real» nos lleve a con-
cluir la veracidad del teorema de Pitdgoras y que la suma
de los angulos del tniangulo es 180 grados, tan solo es
una prueba de la concordancia de la geometria ordinaria
con la experiencia ordinaria, dentro de los limites de la
observacion ordinaria, y no mis all4 de éstas. Por gjem-
plo, la suma de los 4ngulos de un tridngulo puede diferir
de 180 grados por una cantidad muy pequeiia, insensible
a las mediciones pricticas por precisas que estas scan.
Pero las diferencias pueden hacerse ostensibles a medida
gue abandonamos la esfera de nuestra experiencia ordi-
naria. Esta reflexion llevé a Lobachevski a intentar la
exploracién empirica de la naturaleza del espacio fisico
mediante el calculo de la suma de los dngulos del trifn-
gulo formado por la tierra, el sol y la estrella sirio. Des-
afortunadamente para sus propdsitos, todavia a esta esca-
la, las diferencias con respecto a los cldsicos 180 grados

“resultaba despreciable.

Para Lobachevski, los principios geométricos no se
derivan exclusivamente de la razdn, con independencia
de los objetos materiales. Los principios de una ciencia
son el resultado ultimo de la investigacidn, son resultado
de un delicado proceso de abstraccidon. Todo su trabajo
puede verse como inmerso dentro de un programa de sis-
tematizacidén de la investigacién matematica. El elemen-
to dialéctico de su obra se manifiesta en la toma de con-
ciencia de la existencia de diferentes esferas de validez
de las «leyes geométricas». La geometria euclidiana era,
en este enfoque, la geometria practica.

Lebachevski utilizd las formulas de la trigonometria
hiperbolica como soporte de la coherencia logica de su
sistema geométrico. Bajo la hipdtesis del angulo agudo
(es decir, que la suma de los dngulos de un tridngulo es
inferior a 180 grados), pudo demostrar que en la figura
siguiente:

Si las rectas m y n son las paralelas a derecha e iz-
quierda (en la geometria euclidiana el dngulo de parale-
lismo es recto y por lo tanto las rectas coinciden) enton-
ces se cumple la siguiente relacién fundamental:

tan(a/2)=exp(-d)

que muestra, analiticamente, la relacién entre la uni-
dad de medida angular y la unidad de medida de longi-
tud. Ahora, a medida que d tiende a cero, el dngulo de
paralelismo tiende a 90 grados, con lo cual queda esta-
blecido que la geometria euclidiana es un caso limite de
la geometria no-euclidiana, y no algo desvinculado radi-
calmente de ella. Esta formula nos sirve para explicar y
comprender, como queriamos en el titulo, por qué se tie-
ne la impresién (que resulta muy practica) que el espacio
es cuclidiano. Asi es, porque nuestra experiencia es local,
porque depende de nuestra estructura cognoscitiva y de
su interaccién con el espacio de nuestra experiencia. La
explicacidén y la comprension del fenémeno, sdlo pueden
provenir del modelo.

Una epistemologia constructiva

Einstein, en su trabajo Fisica y Realidad (1936, Journal
of Franklin Institute, vol. 221) después de un analisis
manifiestamente epistemologico sobre 1a construccion del
concepto de objeto y de espacio escribe:

Ahora nos damos cuenta, con especial claridad, qué
tan errdneo es el punto de vista de aquellos tedricos que
piensan que la teoria se extrae inductivamente de la ex-
periencia.

Es decir, 1a ciencia no es bisqueda de esencias sino
organizacién de la experiencia en modelos que permita la
explicacién y comprensiéon de fendmenos.

W. Heisenberg, por su parte, en su obra La partie et le
tout (Flammarion, 1972) dice:

Pero en la fisica atémica, hemos aprendido que nues-
tras percepciones no pueden apoyarse en un modelo de la
«cosa en sip; [por ejemplo] no hay «atomo en si». En la
mecanica cuantica los resultados de nuestras percepcio-
nes no pueden ser objetivados de la misma manera que lo
son en la fisica clésica.

Una de las ensefianzas epistemoldgicas que se extraen
de la lectura de este extraordinario libro, consiste en el
hecho que los conceptos que nos sirven para describir
nuestra experiencia cotidiana tienen un dominio de apli-
cacion limitado. Frente a términos como «objeto de la
percepcidny», «simultineon, «temperatura» etc. siempre
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es posible imaginar situaciones, nos dice Heisenberg, en
las cuales estos términos pierdan su significade habitual,
Por ejemplo, ;qué seria la temperatura de un atomo?

A partir de la toma de conciencia sobre la diferencia
entre ¢l tipo de conocimiento que se produce en el interior
de una organizacién matemadtica y el que se produce cuan-
do tal organizacién funciona como modelo en las ciencias
naturales, el desarrollo de la disciplina fue profundizando
la ruptura con las posiciones wsustancialistas». La situa-
¢idn queda descrita en un espléndido texto de Courant, de
su libro ;Qué es la maremdtica? ( escrito con H. Robbins):

A través de los tiempos los matemdticos consideraron
sus objetos--nitmeros, puntos elc.--como cosas substan-
ciales en si. Pero en vista de que aquellos desafiaban una
descripcion adecuada, los matemadticos del siglo pasado
Hegaron a la conviccion de que el problema de la signifi-
cacion de dichos objetos como cosas substanciales no
tenia sentido dentro de la matemdtica. Las unicas propo-
siciones relativas a ellos que importan son las que expre-
san las relaciones mutuas entre objetos indefinidos: su
estructura y relaciones...la percepcion de la necesidad
de la desubstanciacién de los objetos matematicos ha sido
une de los resultados mas fecundos del desarvollo axio-
mdtice moderno.

A lo largo de la historia de las ciencias, las posiciones
epistemoldgicas siempre han consistido en dilucidar los
papeles del sujeto cognoscente y dél objeto de conoci-
miento en la relacidén

Sujeto < > Objeto

Las epistemologias empiristas privilegiaron siempre
el papel desempefiado por el objeto (el conocimiento como
copia) y las racionalistas el papel del sujeto. Nuestro and-
lisis contiene elementos suficientes para establecer que
¢l conocimiento se genera como resultado de la inter-
accion. Pero, alin més, que cuando el sujeto se acerca al
objeto no lo toma directamente (lo cual seria imposible)
sino que lo interpreta, Para ello, pone en juego sus instru-
mentos asimiladores (sus estructuras cognoscitivas). En
los términos felices de N. Hanson (Patterns of Discovery,
Cambridge Univ. Press, 1965)

Toda observacion estd cargada de teoria

Si somos profanos, no vemos a través del microscopio
lo que ve el bibdlogo; no captamos qué tan desafinado estd
un instrumento, cuando eso es obvio para el misico pro-
fesional. De modo que en la construccién del conocimien-
to, la observacidén estard guiada por lo que en ese mo-
mento son nuestras concepciones, nuestras estructuras
cognoscitivas. La asimilacidn, la observacién depende-
ran entonces del sujeto cognoscente.

Esta forma de ver el proceso de produccidn del cono-
cimiento compromete de inmediato la manera tradicional
de concebir la objetividad. Ahora, la objetividad del co-
nocimiento se ve como resultado de la creciente activi-
dad del sujeto cognoscente. Mediante la actividad de co-
ordinacion de puntos de vista, avanza en la construccion
de dominios consensuales que le permiten la comunica-
cion con los demas.

Hay una observacion final que queremos hacer sobre
la relacién dialéctica entre el sujeto y su objeto de cono-
cimiento. Cuando el sujeto asimila al objeto, esto quiere
decir que lo incorpora a sus estructuras de conocimiento.
Esta incorporacidn requiere, en mayor o menor grado, que
¢l sujeto adapte, acomode estas estructuras de conocimien-
to a los contenidos del objeto asimilado. Y este proceso
se realiza una y otra vez. Es decir, se realiza la dialéctica
entre forma y contenido.

Jean Piaget, quien tematizo el analisis de los procesos
de asimilacién y acomodacion, para la construccidn del
conocimiento lo ha dicho de modo inimitable: el sujeto
estructura al mundo al tiempo que estructura sus propias
estructuras cognoscitivas,

Estas son, a grandes rasgos, algunas de las ideas de la
epistemologia constructivista que fueron delineando
Piaget y toda su escuela a lo largo de sesenta afios. Epis-
temologia que, ella misma, estd en construccion perma-
nente y que responde cientificamente, a las exigencias
correspondientes de la ciencia de hoy.



