MODELO LOGISTICO: UN PARADIGMA EN LA
TEORIA DEL CAOS

Diégenes Campos Romero!

Resumen

Campos-Romero, D.: Modelo logistico: un paradigma en la teoria del caos. Rev. Acad.
Colomb. Cienc. 20(78): 503-518. 1996. ISSN 0370-3908.

Se describe la aplicacién logistica en conexion con el modelo de Verhulst para la dinamica de
poblaciones. Se hace énfasis en la distincidn entre comportamiento regular y comportamiento
cadtico. El objetivo de la contribucién es introducir al lector en la teoria del caos y mostrar su

relevancia para las ciencias naturales.
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Abstract

The logistc map is described in connection with the Verhulst model for population dynamics.
The distinction between regular and chaotic behavior is stressed. The goal of this paper is to
introduce the reader to the chaos theory, and to show its relevance for the natural sciences.

Key words: Logistic map, Lyapunov exponent, chaos.

1. Introducciéon

La palabra caos aparece en diferentes contextos reli-
giosos, filosdficos, fisicos. Si se consulta el diccionario
(Real Academia Espaiiola 1992), caos es “el estado amorfo
e indefinido que se suponia anterior a la constitucioén del
cosmos”. En general, desde los tiempos antiguos este tér-
mino ha sugerido misterio, incertidumbre, complejidad,

confusion, desorden. En el presente trabajo nos restringi-
mos al uso de esta palabra dentro del contexto de las cien-
cias naturales. En las tablas 1A y 1B se incluyen algunos
datos que facilitan ubicar la presentacién dentro de un
contexto historico.

Boltzmann (1844-1906), uno de los fundadores de la teo-
ria estadistica de procesos de no equilibrio, supuso que
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Afio Autor

Contribucién

1687- | I. Newton (1642-1727)

Leyes fundamentales de la dindmica clasica y la ley de la
gravitacién.

1776 | P. S. Laplace (1749-1827)

Determinismo y prediccion!

1883 | G. Cantor (18345-1918)

El conjunto de Cantor?

1871 L. Boltzmann (1844-1906)

Hipétesis ergédica

1903 | H. Poincaré (1854-1912)

Aproximacion geométrica a la dindmica, el problema de los
“pequefios denominadores”, atbores de la teoria del caos>.

A. M. Lyapunov (1857-1918) | Continia el trabajo de Poincaré, introduce el concepto de
estabilidad en sistemas dindmicos.

Tabla 1A. Algunos datos histéricos relevantes en la teoria del caos.

el movimiento molecular en un gas diluido deberia ser alea-
torio, al azar, desordenado (caos molecular), y que cada
molécula exploraria ka totalidad del espacio de fase energé-
ticamente accesible a ella. Esta afirmacién se identifica con
el nombre de hipétesis ergdédica. Dentro de este enfoque, un
sistema tiene comportamiento cadtico (en el sentido de es-
tocdstico) como consecuencia de una propiedad interna del
sistema y no como resultado de fuerzas aleatorias que lo
afecten. El movimiento atémico desordenado desempeiia
un papel consuructivo en la teorfa cinética, permitiendo in-
troducir el concepto de funcidén de distribucion, determinar
con su ayuda valores promedio de magnitudes fisicas y
describir la manera como el sistema macroscépico se
aproxima z la situacién de equilibrio termodinidmico.

Henry Poincaré (1854-1912) al estudiar el problema de
la estabilidad del sistema solar, en un modelo simplificado
de tres cuerpos, formulé ideas precisas sobre el comporta-
miento de sistemas dindmicos. Encontud que bajo ciertas
condiciones se presenia un fendmeno conocide con el
nombre de resonancias, el cual da origina un movimiento
inesperado, altamente irregular (cadtico. en lenguaje mo-
derno). Kolmeogorov {1954), Arnold (1963) y Moser
(1962), en trabajos independientes continuaron con el des-
arrollo de las ideas de Poincaré y sus esfuerzos conllevaron
al teorema KAM, pieza fundamental dentro de la investiga-
ci6n moderna de sistemas dindmicos mecénicos {Lazukin
1991; Lichtenberg and Licberman 1992),

1 “Debemos pues considerar el estado presente del universo

como ¢} efecto de su estado anterior y como la causa del que
debe seguirlo. Una inteligencia que en un instante dado
conociera todas las fuerzas que anuman a la naturaleza y la

Al partir de las ecuaciones deterministas y reversibles
de la mecénica, Poincaré llegé a la conclusién de que la
mecanica y la teoria cinética eran incompatibles y reco-
mendé, como consecuencia, omilir la lectura de los trabajos
de Boltzmann (Klimontovich 1991). La rivalidad entre la

situacion respectiva de los seres que la componen, y que, por
otra parle, fuera suficientemente amplia como para someter
estos datos al andlisis, abarcarfa en la misma férmula los
movimientos de los cuerpos mads grandes del universo y los de
los atomos mas ligeros; nada le seria incierto, y tanto el futuro
como el pasado estarian presentes ante ella”. Citado en
(Février 1957), pg. 18.

Conjunte de Cantor: conjunto cerrado, totalmente
desconectado, subconjunto perfecto del intervalo [0, 1]. Un
conjunto es totalmente desconectado si no contiene intervalos.
El conjunto es perfecto si cada punto es un punto de
acumulacidn o un punto limite de los otros puntos del
conjunto {Devaney 1989). Un ejemplo tipico es el conjunto de
Cantor del tercio medio (figura 1), el cual se genera por un
proceso iterativo en el cual se remueve el tercio medio de los
segmentos previos. Este conjunto tiene lengitud cero y
dimensién no entera. Nétese que €l es mas que un punto pero
menos que el intervalo [0, 1].

Una causa muy pequeiia que nos pase desapercibida determina
un efecto considerable que no podemos evitar ver ... aun si se
diera el caso de que las leyes naturales no tuvieran mds
secretos para nosolros, solo podriamos conocer la situacion
inicial aproximadamente ... Puede ocurrir que pequefias
diferencias en las condiciones iniciales generen grandes
diferencias en los fendmenos finales. Citado en (Holton and

May 1995a), pg. 97
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Figura 1. Conjunto de Cantor del tercio medio.

teoria estad{stica de Boltzmann y la teoria dindmica de
Poincaré conllevé al desarrollo de dos aproximaciones dife-
rentes para €l estudio de sistemas macroscépicos.

Como consecuencia de desarrollos recientes de la teoria
de sistemas dindmicos se sabe que los dos esquemas de
pensamiento son compatibles y que existe una estrecha re-
lacién entre dinAmica no lineal y teorfa ergédica. La aplica-
cidn logfstica tratada en el presente articulo servird para
ilustrar este hecho.

La palabra caos se utiliz6 por primera en la literatura
cientifica en 1975 (Devaney 1992; Hoppensteadt 1993)
cuando Li y Yorke publicaron un articulo titulado “Period
Three Implies Chaos” (Li y Yorke 1975). Desde entonces,
ideas antiguas y modernas, debidamente depuradas, han
convergido para dar origen a la teoria del caos, esto es, ala
disciplina cientifica que estudia sistemas dinAmicos no li-
neales.

En este articulo utilizamos la aplicacién logistica para
ilustrar algunos hechos caracteristicos de sistemas que pre-
sentan comportamiento cadtico. La seleccién de este ejem-
plo, asociado histéricamente con el estudio de dindmica de
poblaciones, permite mostrar que el concepto de caos es re-
levante no sélo en la fisica, en elucidar la confrontacion
Boltzmann-Poincaré, sino también en diferentes campos de
las ciencias naturales y de la ingenierfa, al igual que en Ia
adopcién de posiciones filosoficas.

No obstante ¢l comportamiento determinista, €n un sis-
tema cadtico es imposible la prediccién del futuro distante
debido a que dos condiciones inicialmente vecinas originan
trayectorias radicalmente diferentes, que se separan con el
transcurrir del tiempo de manera exponencial. Estos siste-
mas son altamente sehsibles a pequedfios cambios en las
condiciones iniciales.

2. Modelos

En las ciencias naturales, al igual que en otras 4reas del
conocimiento, se utilizan modelos para explicar o predecir
fenémenos. En esencia, en un modelo el sistema se repre-
senta en términos de ecouaciones matematicas que ‘incorpo-
ran aspectos fundamentales de 1a realidad y desprecian as-
pectos secundarios. Los modelos se perfeccionan ¢on la in-
corporacién de nuevos elementos que permitan lograr una
mejor correspondencia entre las predicciones tedricas y los
hechos observados. Por ejemplo, la caida libre de un cuerpo
s¢ puede estudiar mediante un modelo que tiene en cuenta
la atraccién gravitacional de la tierra pero desprecia la
forma del cuerpo y los efectos de la friccién con el aire. Un
modelo mas perfeccionado incorpora estos elementos ¢n 1a
descripcion del movimiento, pero seguramente no tendrd en
cuenta los efectos de la atraccién gravitacional de la luna.
Lo que se busca con un modelo es ganar conocimiento del
sistema a través de una representacién simplificada del
mismo. El modelo describe un sistema artificial, un mundo
ficticio que en buena medida constituye una caricatura del
sistema real.

Un modelo no necesita ser matemdtico y puede ser
“verbal” (Odwn 1972), de naturaleza descriptiva. Un ejem-
plo es la teorfa de Darwin sobre el mecanismo de la evolu-
¢ion de las especies de los seres vivos, la cual propuso con
¢l fin de responder dudas acerca de la estabilidad de las es-
pecies y que fundamenté en cantidad de observaciones y
documentos cientificos.

Independiente de la disciplina a que pertenezca, para
que un modelo se pueda incorporar dentro del dominio de
la teoria del caos es condicion necesaria que el modelo se
pueda representar en términos de ecuaciones matematicas
de una naturaleza especial, que describan la evolucién del
sistema {en tiempo discreto o en tiempo continuo) por
medio de reglas deterministas, no lineales, bien definidas
(sistemas dindmicos).

El objetivo basico de la teoria de sistemas dindmicos es
comprender ¢l comportamiento asintdtico de un proceso
descrito por ecuaciones diferenciales (tiempo continuo, ) o
por teraciones de una funcién (tiempo discreto, 7). Lo que
se quiere es predecir el futuro distante (2 — 20 ) 0 el pasa-
do remoto (f —~» — oo ). La aplicacién logistica es un mode-
lo en tiempo discreto que usaremos en el presente articulo
para describir hechos caracteristicos de sistemas dindmicos
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Afio Autor Contribucién
década 1950 Invencién de computadores de alta velocidad®.
1954 Kolmogorov, Comportamiento complicado en sistemas hamiltonianos, teo-
1960 Amold, rema KAM.
Moser
1963 E. N. Lorenz Encuentra soluciones aperiGdicas en sistemas deterministas
disipativos de baja dimensionalidad.
década 1970 Mandelbrot Introduccién del concepto de fractal’.,
1971 D. Ruelle & F. Takens Turbulencia y atractores extraiiosS.
1975 T.Y.Li& J. A. Yorke Introduccion de la palabra caos en la literatura cientifica mo-
demna {Li y Yorke 1975).
1976 R. M. Mai Caos en 1a aplicacion logistica (May 1976).
1975- M. Feigenbaum Leyes universales que gobieman la transicion de comporta-
1979 miento regular a cadtico (Feigenbaum 1985).
décadas Variadas contribuciones en diferentes campos de las ciencias
1980, 1990

Tabla 1B. Algunos datos histdricos relevantes en la teoria del caos.

que presentan tanto un comportamiento regular como uno
cadtico.

3. Modelo logistico y dindmica de poblaciones

4 J.P. Eckent y J. Mauchly de la Universidad de Pennsylvania 3.1 Modelo de Verhulst
construyeron el Eniac (Electronic Numerical Integrator and
Calculator), la cual operd durante la Segunda Guerra Mundial
pero slo se conocié en 1946 (Patterson and Hennessy 1995).

En 1845 P. F, Verhulst introdujo un modelo para simular el
crecimiento de una poblacién en una 4rea cerrada, utilizan-
do las siguientes suposiciones: en €l ranscurso del Gempo

5 De manera intuitiva, un fractal es un conjunte que tiene la no cambian las condiciones (clima, nimero de depredado-
caracteristica de que al ampliar un subconjunto (verlo con un res, cantidad total de alimento), hay suficiente alimento, no
microscopio) éste se ve exactamente igual que el conjunto hay interferencia entre individuos, no hay superposicion de
original (propiedad de autosimilitud). El conjunto de Cantor generaciones, y el medio sélo acepta una poblacitn
del tercio medic es un ejemplo de fractal. Mandelbrot méxima, N max El modelo de Verhulst-Pearl o modelo lo-
introdujo este concepto con el fin de analizar las gistico establece que la poblacién N(r) cambia con el
irregularidades observadas en el mundo fisico: “Las nubes no tiempo ¢ segin la relacién (Olinck 1978; Peitgen et al.
son esferas, las montaiias no son conos, las lineas costeras no 1992)
son cfrculos, las cortezas de los drboles no son lisas, ni la luz
viaja en linea recta” (Stewart 1992).

6 Los sistemas disipativos se caracterizan por la presencia de estado del sistema dindmico se mueven sobre un conjunto
atractores en el espacio de fase. Dado un conjunto de acotado de puntos, el cual recibe el nombre de atractor. Los
condicione iniciales, al esperar un tiempo suficientemente atractores extrafios son atractores con geometria fractal, esto

largo que elimine el transiente, los puntos representativos del es, objetos de dimension no entera (jno son curvas lisas!).
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LN =No(a-bN®).  NOY=N, )

donde Ny, es la poblacién inicial, y @ y b=a/N,,, son

constantes positivas. Al resolver esta ecuacion se obticne

NO _ 1

Nimax 1+(F}-— 1]exp(—at]
0

P(1) = . @)

con Py = P(0) = N(0)/Np,, - El comportamiento tipico de
P(?) se esquematiza en la figura 2.

3.2 Modelo logistico

El bidlogo Robert May es uno de los primeros cientificos
que reconoce la importancia del modelo de Verhulst.
Inspirado en este modelo y en la relacién

May publica en 1976 un trabajo de revisién (May 1976) en
el cual analiza el modelo de Verhulst en tiempo discreto y
encuentra que, no obstante 1a naturaleza determinista de las
ecuaciones que gobiernan el sistema, ¢l comportamiento
cualitativo de la solucién €s extremadamente sensible a las
condiciones iniciales y que para fines pricticos ¢l compor-
tamiento en el futuro distante es impredecible.

Un primer método para deducir la ecuacién que analizé
May es como sigue. Se considera el intervalo [0, 1] y se
hace una particién en la forma [1g, 11, 15,13, ..., tpq]» CON
to=0 y tpg=1. Todos los subintervalos se eligen con

P(t)
1

Py

Figura 2. Comportamiento tipico de
la poblacién en el modelo de
Verhulst.

ancho constante Ay :=(f — t)/M y se exige que A¢ sea su-
ficientemente pequefio. Se usa la relacién (3) para aproxi-
mar Ia derivada y se definen las relaciones auxiliares

b Ar

ri=1+aAzi. In=m

N(t,) - @

La ecuacién de Verhulst conduce entonces al sistema dind-
mico discreto

x,,+1=rxn[1-xn], 0<r<4, &)
donde n =0, 1,2, 3, ... y larestriccion sobre ¢l pardmetro r
garantiza que 0<x,<1.

Un método alternativo es el siguiente (Peitgen y Richter
1986). Con el fin de modelar la poblacién en generaciones
sucesivas se designa por N, la poblacion inicial y por ¥,
la poblacién en la n-€sima generacién. Por definicién, la
rata de crecimiento R es el incremento relativo por afio,

N

R:=-%Vﬂzo. (6)
n

Si R fuera constante, la poblacién creceria indefinidamente
y después de n generaciones sy tamafio serfa
N,=(1+R)" N . Para limitar el crecimiento de la pobla-
cidn y tener en cuenta que un hicho dado sélo puede soste-
ner una poblacion de un tamafio méximo N, .. , se supone
que la rata de crecimiento varfa con el tamafio de la pobla-
cidn, segdn la relacion

R=€_mﬁu, €}

donde Ia constante € >0 es un pardmetro. Las cantidades
auxiliares

N

—_E& n
*n'= l+e N

, re=14+¢, 8)

max

permiten describir el cambio de la poblacién de una gene-
racion a otra por medio de la relacion (5),

xn+1=rxn[1—xn]. O<r<a4. ©
La constante r se denomina pardmetro de crecimiento o pa-
rdmetro de control, depende del drea disponible y de la fer-
tilidad, y su valor determina la rata de crecimiento de la po-
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F(rx)

Figura 3. Gréafico de F(r,x):=rx(1-x)
para diferentes valores del parimetro de
control r. El valor méximo, F(r, 1/2):=r/4,
se obtiene en x=1/2 .

blacién. La relacién (9) se conoce con el nombre de aplica-
cion logistica o cuadritica.

Dos propiedades de la ecuacitn logistica son relevantes
para la dindmica de poblaciones: (i) Si inicialmente la po-
blaci6n es cero (xg = 0), entonces asf permanece siempre
( Xy = 0). (ii) La poblacidn crece cuando x,, es pequefia y
declina cuando x,, es grande. Esta propiedad es razonable
debido a que si la poblaci6én es pequena bay suficiente ali-
mento y espacio disponible de tal manera gue la poblacién
puede crecer sin obstdculo alguno. Sin embargo, cuando la
poblacién es suficientemente grande (x,, =~ 1), las nuevas
generaciones disminuyen por insuficiencia de alimento de-
bido a la sobrepoblacién.

Parece ser que, en ciertas épocas de su desarrollo, algu-
nas poblaciones de insectos en zonas templadas se ajustan
de manera ade¢uada al modelo de Verhulst (Gulick 1992).
Por otro lado, la validez de la ecuacién (9) no est limitada
a este modelo. Por ejemplo, en una cuenta de ahomros se
hace un depdsito inicial Ny, con una rata de interés R dada
por la ecuacién (6). Como el gerente del banco observa que
¢l saldo a favor del cliente crece indefinidamente, segin la
relacién N, = (1 +R) " N, propone modificar la rata de
interés y la fija segdn la relacién (7). El cambio de variables
(8) conduce nuevamente a la ecnacién (9).

La relacién logistica tiene “vida matemdtica” indepen-
diente del contexto particular para el cual s¢ aplique y es un

caso especial de aplicaciones unimodales’ de cardcter més
general (7 es el pardmetro de control),

X, 4+ 1= F(r, 1) (10)

En lo que sigue revisaremos brevemente sus propieda-
des. En la figura 3 se representa el comportamiento de la
poblacién como funcion de! tiempo discreto n, para
diferentes valores del pardmetro r. Se denomina drbira al
conjunio de puntos {xg, x;, x,, ...} generados, para un r
fijo, por repeticién sucesiva de la aplicacion logfstica.

4. Puntos fijos y su clasificacién

El anilisis de la dindmica comienza determinando, para
cada valor de r, los puntos fijos y su estabilidad.
Designamos por Fo G(r, x) 1= p(r, G(r, x)] la composicién
de las funciones F y G, y representamos la composicién de
F consigo misma, k veces, por

F"(r,x) = FoFo...oF(r,x)
k veces

Un punto fijo de F, de periodo k, es aquel valor de x
(digamos, x”) que es invariante bajo k repeticiones de la
aplicacién F, x*= FX(r, x'). El conjunto de k puntos x*
que satisfacen esta ecuacion se organizan en ciclos de pe-
riodo k y de submiiltiplos de k.

Con base en el criterio de estabilidad de Lyapunov
(Jackson 1989), los puntos fijos se clasifican en estables e
inestables. Un punto fijo es estable o inestable, si al ser
perturbado ligeramente ka perturbacién muere o crece de
manera indefectible, Esto es, el punto que describe la 6rbita
regresa al punto fijo 0 se aleja de €. Los términos atractive
y repulsivo se usan como sindnimos de estable e inestable,
respectivamente.

5. Hechos caracteristicos del modelo logistico

Con relacién al comportamiento de la poblacién en el fu-
turo distante (n >> 1), la aplicacién logistica predice que la
dindmica aumenta en complejidad a medida que se incre-

7 Una aplicacién F(x) definida en el intervalo I = [0, 1],
F:1-1, es unimodal si (i) F(0) = F(1) = 0, (ii) F tiene un
punto critico ¢ en el intervalo I. La aplicacién unimodal crece
en el intervalo [0, ¢) y disminuye en el intervalo (c, 1].
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Pardmetro de control, En el futuro distante
; (n>>1)
surge un ciclo de perfodo
ry=3. 2l=2
rp=1++6 22=4
= 3.4494897
ry=3.54400... 23=8
r4=3.5644... 24=16
rs =3.568759... 25232
Fo,=3.569946,., o0
caos (comportamiento ape-
riédico),
r>r,, .
ciclo-3, ventanas de com-
portamiento periddico, in-
termitencia.

Tabla 2. Algunos valores del pardmetro de
control r, donde se producen bifurcaciones y
se cambia ¢l nidimero de puntos fijos de
2k~1 3 2k (Strogatz 1994).

menta el valor del pardmetro de control r (tabla 2). Entre
los hechos relevanies que predice la ecuacién logfstica dis-
tinguimos los regimenes descritos a continuacién.

3.1 Régimen de comportamiento estable

Si r estd en el intervalo 0 < r < 1, sin importar ¢l valor
inicial x5 (0 <xy<1), 1a poblaci6én disminuye de manera
répida hasta su extincidn total (figura 4). Esto es, el origen
es un punto fijo atractivo. Por €l contrario (figura 5), si
1 <r <3, la poblacién se estabiliza en el punto fijo atrac-
tivo (1 - 1/r), mientras que €l origen se transforma en un
punto fijo repulsivo (Devaney 1989).

5.2. Régimen de comportamiento periédico

Si 3<r<r,,, donde r_ =~ 3.5699456, a medida que se
incrementa el valor de r, el comportamiento aumenta en
complejidad. En primer lugar, al sobrepasar ¢l punto
r=r; =3 S€ presenta una bifurcacion; esto es, una transi-
c¢ién de un punto fijo atractivo a un ciclo de periodo dos. En
el futuro distante la poblacién no se estabiliza en un dnico

valor sino en dos puntos (o valores) que van alternando su
ocurrencia de una generacion a otra (figura 6).

Fir x} {0.7, 0.875)

1
0.8
0.6
0.4
0.2

n
0 5 10 15 20

Figura 4. Extincién de la poblacién

Fir,x) {1.9, 0.875}

1
0.8
0.6
0.4
0.2

n
0 5 10 15 20

Figura 5. Estabilizaci6n de la poblacién.

Fir, x) (3.2, 0.875}

1
0.8
0.6
0.4
0.2

n
10 35 40 45 50

Figura 6. Estabilizacién en un ciclo de periodo
dos.

Al seguir incrementando r se alcanza un nuevo punto
critico, ry = 3.4494897, en el cual los dos puntos del ciclo
s€ tornan sitnultineamente inestables y por medio de una
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Fir,x} {3.55, 0.875)}

1
0.8
0.6
0.4
0.2

—— n
80 85 S0 S5 100

Figura 7. Estabilizacién en un ciclo limite de pe-
riodo cuatro.

bifurcacién se genera un nuevo ciclo limite de perfodo
cuatro (figura 7); esto ¢s, la poblacion pasa en el futuro dis-
tante por cuatro valores consecutivos, que cambian de ge-
neracién en generacion y que se reconstruyen cada cuatro
generaciones (ciclo de periodo 4).

Al seguir incrementando r, €l proceso de bifurcacion se
repite de manera indefinida, de tal manera que cada vez que
se sobrepasa un punto crtico ry (k = 1, 2, ...) surge un
ciclo de perfodo 2k Este comportamiento se repite cada
vez con més frecuencia hasta llegar a un valor limite,
.= 3.5699446.

Al estudiar la cascada de bifurcaciones (figura 8),
Feigenbaum advierte¢ que las sucesivas duplicaciones co-

L L —t

r re r3 7

Figura 8. Con el incremento del parimetro de
control r (régimen regular) surge una cascada de
bifurcaciones y aparecen ciclos.

rresponden basicamente al mismo fenémeno, salvo cambios
de escala, y encuentra dos constantes universales (o y §)
(Jackson 1989):

o:=2.502907 875095 892 8485 ...,

§:= lim k=TE-1_4660201600102-....
k— oo l"k 1~ rk
Asf como la constante T s basica para determinar el 4rea y
el volumen de ciertas figuras geométricas, las constantes o
y & son fundamentales para sistemas caéticos.

5.3. Régimen de comportamiento cadtico

Sir,, <r<4, seentra en el régimen cadtico, en el cual hay
una mezcla inesperada de orden y caos, con regiones de r
donde el movimiento es aperiddico (no hay ciclos de perfo-
do 2k1) y regiones con ventanas periédicas intercaladas
entre zonas aperiddicas (figura 9). En particular, sobresale
una gran ventana que comienza alrededor de r=38295 y
que contiene un ciclo limite estable de perfodo wes (figura
1(). Per ejemplo, para r = 3.8339 el ciclo es 0.152781 —

0.496255 — 0.958421. La figura 10 inferior muestra que
para r = 3.7404 existe un ciclo de periodo cinco.

Ahora bien el trabajo de Li y Yorke (1975} mosiré que
si hay un ciclo de perfodo tres, entonces la aplicacidn tiene
ciclos periddicos de todos los ordenes (Devaney 1992). Por
ejemplo, para r = 3.7404 encontramos un ciclo de periodo
cinco (figura 10), con los valores 0.227292 — 0.656928
— 0.842987 — 0.495078 — 0.935009. Adicionalmente
(Out 1994), Li y Yorke demostraron que la existencia de
una 6rbita de perfodo tres implica la existencia de un con-
junto innumerable de drbitas que nunca originan ciclos pe-
riddicos y que petmanecen indefinidamente con un compor-
tamiento aperiddico (para describir esta situacién introduje-
ron el témmino caos).

La complejidad del comportamiento que presenta la
aplicacién logistica al variar el valor del pardmetro de
control r s¢ ilustra en un diagrama de bifurcaciones (figura
11). Para obtener este diagrama se seleccionan j puntos en
el intervalo 0 < r <4 y para cada uno de ellos se dibujan en
el eje vertical los k puntos que conforman el atractor, Por
ejemplo, si r <3 la poblacion se estabiliza en el futuro dis-
tante en un unico valor, de tal manera que €l atractor se re-
presenta por un punto en €l eje vertical.
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Figura 9. Comportamiento de la
poblacion en el distante futuro (15> 1)
para diferentes valores del pardmetro de
control r en el régimen cadtico. Se indican
los valores {r, xy) -

6. Exponente de Lyapunov

El comportamiento ca6tico de un sistema se caracteriza
por diferentes propiedades (Peitgen et. al. 1992): (a) sensi-
bilidad a las condiciones iniciales, (b) mezcla, (c) existencia
de Orbitas periddicas. En esta seccién discutiremos la pri-
mera de cllas;.esto es, el hecho de que el futuro disiante
(n>>1) se afecta profundamente debido a pequefios
cambios en las condiciones iniciales.

Para ilustrar esta situacion estudiamos mediante el mo-
delo logistico la ecologfa de una poblacién de leones y ga-

celas que viven en una pradera determinada (Shinbrot
1995). Designamos por x,, la fraccién de leones en la n-
¢sima generacion. Si inicialmente tenemos 10 leones y
9990 gacelas entonces x; = 0.001. Ahora bien, si en lugar
de diez sélo tuviéramos nueve leones entonces
X =0.0009009. La figura 12 compara la evolucién del sis-
tema para estas dos condiciones iniciales, asignando ade-
mds al parametro de control el valor r = 3.9. La pequefia
diferencia del 1% en la condicién inicial se amplifica suce-
sivamente de generacién en generacitn y alcanza en la no-
vena 0 décima generacién una diferencia del orden del
100%. Lo mistno ocurre para generaciones mds distantes
como las comprendidas entre 20 y 30.

En conclusién, en sistemas caéticos el futuro distante es
impredecible pues una pequefia imprecisién en Ia condicitn
inicial afecta radicalmente el comportamiento del sistema.

F(r.x) {3.835,0.875)
1

T ’ ) ¢ 9 ¢ e ? e
0.8
0.6

0.4

0.2

160 170 180 190 200
Flrx) {3.7404, 0.875)

T  J L p

0.8
0.6

04

n
460 470 480 490 500

Figura 10. Ciclos de perfodo tres y cinco corres-
pondientes de manera respectivaa r=3.8339 y r=
3.7404. Estos valores de r estén inmersos en la
region cadtica.



512 REV.

ACAD. COLOMB. CIENC.: VOL. XX, NUMERQ 78-NOVIEMBRE DE 1996

29

r . ‘ 4

Figura 11. Diagrama de bifurcaciones para la aplicacién logistica.

El exponente de Lyapunov A, xp), asociado con la
aplicacion x, , | =F(r, x,;) y con la condicién inicial x;,
es una cantidad que mide de manera cuantitativa ¢l grado

F(r,x) {3.9, 0.001, 0.0009009)
1

08
0.6
04

0.2 0.001

+ n
0 2 4 6 8 10 12 14

de separacidn exponencial que alcanzan en el futuro distan-
te (n>>1) dos puntos que eran inicialmente vecinos
(figura 13). Sean x5 y xp+& dos puntos iniciales
{generacion n = (), los cuales después de N generaciones se

F{r,x) {3.9,0.001, 0.0009009}

0.001
- n
20 22 24 26 28 30

Figura 12, Una pequeiia diferencia en las condiciones iniciales se amplifica de manera rdpida. Célculos
con r = 3.9 para dos condiciones iniciales diferentes (0.001 y 0.0009009) y diferentes generaciones.
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Yo X+ Fl(x) F(x,+¢)

Figura 13. Definicién del exponente de Lyapunov.

transforman en los puntos FY (g ¥ F¥ (xg + &) » respecti-
vamente. Los puntos que originalmente estaban separados
por una distancia £ alcanzan después de N generaciones
una separacion

E exp (N Alr, xo)) = IFN (r, xp+ &) - FN (1, xg) |-

Para puntos inicialmente cercanos de manera infinitesimal
(e — 0) y para un futuro infinitamente distante (N — oo),
¢l exponente de Lyapunov Alr, x,) se obtiene por la rela-
cién (Gulick 1992)

Ar )=

= lim % lim In
Noe=Neg0

FN(r,x0+s) -FN, xo) \
€

= lim
N-oe

1 ); n ‘E)F(r x) an

ox

Xy

Si al ser promediada sobre toda la Grbita
{xg, X1, X5, ...} ; 1a pendiente oF(r, x)/ox tliene una magni-
tud mayor que Ia unidad entonces A(r, x) serd positivo y la
drbita seré cadtica, por definici6n. Si A(r, xp) <0, existird
un ciclo lfmite estable (atractivo) y una vez eliminado el
transiente la 6rbita serd periddica. Los valores de » para los
cuales A(r, xg) =0 comresponden a puntos de bifurcacion,
donde el comportamiento cambia radicalmente. Para la
aplicacion logfstica se sabe que A(r, x) es independiente
de ia condicitn inicial xp , excepto para un conjunto de
medida cero (Lichtenberg y Lieberman 1992), de tal mane-
ra que podemos escribir A(r) = A(r, xg) .

Para determinar en este trabajo el exponente de
Lyapunov seguimos el procedimiento de Eckmann y Ruelle
(Eckmann y Ruelle 1985) y empleamos el algoritmo de
Sandri (Sandri 1996). La figura 14 muestra la convergencia
del célculo del exponente de Lyapunov para varios valores
del pardmetros de control, r = 3.55, r = 3.7, r = 4.0.
Dependiendo del valor de este pardmetro, la aplicacién lo-

gistica presenta diferentes tipos de comportamiento: regular
0 cadtico.

El comportamiento del sistema ¢s regular cuando un
cambio pequeiio en la condicién inicial genera un cambio
pequeiio en ¢l futuro distante, 1a 6rbita converge a una Orbi-
ta periddica estable y el exponente de Lyapunov s menor o
igual a cero (A < 0). El comportamiento cadtico se presenta
cuando el sistema muestra alta sensibilidad a pequefios
cambios en las condiciones iniciales, de tal manera que en
el futuro distante la 6rbita tiene un comportamiento aperié-
dico y el exponente de Lyapunov es positivo (A > 0), indi-
cando asf una divergencia exponencial de trayectorias ori-
ginalmente vecinas.

En la figura 15 se esquematiza el comportamiento del
exponente de Lyapunov como funcién del pardmetro de
control r. S¢ observa que ¢l exponente de Lyapunov puede
ser negativo, positivo o cero, segiin el valor de r. Si elegi-
mos un valor de r en la region cadtica r,_ < r <4, existe
una probabilidad finita de que a este valor le corresponda
un exponente de Lyapunov positivo. Pero este valor de r
estd rodeado a su vez por otros valores de r para los cuales
¢l exponente de Lyapunov es negativo, de tal manera que la
orbita después de 100 millones 0 mas iteraciones alcanza
un iinico atractor (por ejemplo, un ciclo de perfodo 1137),
Estos atractores cambian con cambios infinitesimales en el
pardmetro de control r, gencrando un réipido proceso de bi-
furcacién. El conjunto de valores de r para los cuales el
comportamiento es cadlico forma un conjunto de Cantor de
medida positiva (Holton y May 1995b; Jakobson 1981).

7. Ergodicidad y mecénica estadistica

Un exponente positivo de Lyapunov (A > 0) es condicitn
necesaria pero no es requisito suficiente para que se pre-
sente caos. Dos trayectorias inicialmente vecinas podrian
separarse y nunca volverse a aproximar. Se requiere ade-
mdés la propiedad de mezclamiento, €sto es, mientras que
las traycctorias se separan localmente (A > 0), al estar con-
finadas a una regi6n finita (0 < x < 1), se ven obligadas a
doblarse y aproximarse una a otra de manera arbitraria-
mente cercana, un niimero indefinido de veces.

Dado un valor de r, dividimos el intervalo [:=[0, 1] en
un mimero grande de M celdas iguales y seleccionamos un
punto al azar, el cual cae en la celda inicial ;. El punto ini-
cial lo designamos por X, y por uso continuado de la apli-
cacion logistica se genera una Grbita, { Xg. X0 %, o Xy} -
Si al valor de r le corresponde un exponente positivo de
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Figura 14. Convergencia del exponente de
Lyapunov A para varios valores del pardmetro de
control r, fijando la condicidn inicial como x5 =
0.1.

Lyapunov (condicion para comportamiento cadtico), la
6rbita visitard una gran cantidad de las M celdas en que se
ha subdividido el intervalo I (figuras 16). Se dice que, en el
régimen cadtico, el modelo logistico tiene la propledad de
mezclamiento (Peitgen et al. 1992).

Figura 15. Exponente de Lyapunov A(r) como
funci6n del parametro de control r. El intervalo 2.9
< r £ 4 se dividié en 1000 subintervalos y para
cada valor de r se realizaron 1000 iteraciones. A(r)
se anula en los puntos de bifurcacion,

Dependiendo del valor del parmetro r, la 6rbita visitard
el subintervalo caracterizado por la posicién x con una fre-
cuencia que describimos por medio de una funcién densi-
dad de probabilidad &

: 1 & k 2

pir,x) = Jim & k§0 x = FX(r, xo)] , (12)
donde el sfmbolo 8(x) es la delta de Dirac. 8i p(r, x) no de-
pende de la condicion inicial xg . decimos que €l sistema es
ergddico. La ergodicidad conduce a la relacidn entre me-
cdnica estadistica y caos (Csordas et al. 1993) ya que im-
plica que ¢l promedio temporal de una funcién arbitraria
A(x) se puede representar por un valor promedio sobre el
intervalo I,

e % n);’o A[x,,] = J p(r, x) A(x) dx - (13
B 1

Esta igualdad se cumple para trayectorias tipicas, esto
es, puede existir un conjunto de medida cero de trayectorias
para las cuales la condicién no es vilida (Zaslavsky 1987).
Noétese que p(r, x) tiene que ser estacionaria, pues la

8 Para cualquier funcién diferenciable p(y) con un conjunto de
ceros simples, designados como [yl 2 Y20 s yN} » s¢ cumple
(Wolf 1979)

Yp)= Z A onl  8y-n)-
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r=3.604

Figura 16. El intervalo 0 < x < 1 se divide en
1000 subintervalos y para r = 3.604 se genera una
6rbita con 1000 iteraciones. En el eje vertical se
muestra la frecuencia con la cual se visitan los

subintervalos.
igualdad anterior sélo tiene sentido si p(r, x) es indepen-

diente del tiempo.

Cuando el sistema es ergddico, el punto representativo
que genera la trayectoria pasa arbitrariamente cercano a
cualquier otro punto del intervale 1, de tal manera que la
orbita cubre densamente el intervalo unidad. Obsérvese que
valores de r para los cuales el exponente de Lyapunov es
negativo (comportamiento regular, movimiento periédico)
no conduce a drbitas ergédicas, pues el atractor es un ciclo
y la 6rbita s6lo visita un nimero finito de puntos. En estos
casos la densidad de probabilidad p(r, x) estd conformada
por la contribucién de una ¢ mds deltas de Dirac.

La relacitn anterior se cumple también para una funcién
compuesta A(F(r, x)), asi que

J AQ) p(r, y) dy =J AFry)ptrpydy.  (14)
I I

Por lo tanto, con la eleccién particular A(y) =8(x-y) se
obtiene que p(r, x) satisface una ecuacion integral, conoci-
da como ecuacidn de Frobenius-Perron,

p(r, X) =I 8x- F(. »)) ptr ) dy . as
1

Por ejemplo, si r = 4, la solucitn de esta ecuacion es la
funcion

6
S r=40
4
=
|
2
1
+ . X
02 0.4 0.6 0.8 1
Figura 17. Densidad de probabilidad p(4, x).
= 1 1
p(47x)_nm’ (6)

cuyc comportamiento se muestra en la figura 17. Se obser-
va una marcada tendencia de la trayectoria a visitar de ma-
nera preponderante los extremos del intervalo 1. Al cambiar
el valor de r se modifica la densidad de probabilidad. Por
ejemplo (figura 18), el comportamiento de la funcién
p{(3.6, x) muestra unos valores de x que son visitados de
manera intensa por la trayectoria mientras que otros valores
de x nunca son visitados o lo son con muy baja frecuencia.

La expresién (11) para ¢l exponente de Lyapunov se
puede expresar, con ayuda de la densidad de probabilidad
p(r, x), en 1a foma

S0t
r=3.6
=
=Y
Olz: A
0 x 1

Figura 18. Densidad de probabiiidad p(3.6,x)
calculada por Binder y Campos (1996).
Cortesfa de los autores.
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| Nal
Mroxgh= lim § Z, In

n=

9 F(r,x
ox

Xp

de tal manera que por aplicacién de (13) se obtiene

dx . (a7

Mr. xp) = I p(r,x)m‘—a S
I

Este resultado muestra que existe una fntima conexi6n entre
la estructura de la densidad de probabilidad p(r, x) y el ex-
ponente de Lyapunov, A(r, xp) . Si este dltimo es positivo,
el sistema presenta un comportamiento cadtico. Si es nega-
tivo, el comportamiento es regular. Si es cero, se tiene un
punto de bifurcacién en donde la naturaleza del movimiento
cambia de manera significativa, de un tipo de comporta-
miento a otro.

8. Conclusiones y consideraciones finales

La aplicacién logistica es un modelo unidimensional que
describe mediante una ecuacidn cuadritica la evolucion de
un sistema idealizado en tiempo discreto. Su origen se hizo
plausible con base ¢n un modelo de dinamica de poblacio-
nes.

La aplicacién logistica constituye un paradigma de lo
que ¢s ¢l comportamiento cadtico de un sisterna. Muestra la
imposibilidad de predecir el futuro remoto, ya que, como
consecuencia de la alta sensibilidad del sistema a pequefios
cambios en las condiciones iniciales, las trayectorias diver-
gen de manera exponencial. En consecuencia, la afirmacién
de Laplace! no tiene validez dentro del contexto de las
ciencias naturales pues en todo proceso de medicién de una
variable (ffsica, bioldgica, etc.) intervienen de manera for-
zosa imprecisiones en los datos de medida.

La aplicacién logistica es un modelo determinista, esto
s, en principio, a partir del conocimiento del estado pre-
sente se¢ puede determinar el futuro. Sin embargo, el cono-
cimiento impreciso de las condiciones iniciales conlieva la
imposibilidad de predecir el futuro distante. Esto compor-
tamiento s gonsecuencia de la naturaleza no lineal de ia
ecuacion que describe la evoluci6n temporal.

La no linealidad de los sistemas es lo general en el
mundo real, en ¢l campo de las ciencias naturales. Por lo
tanto, bajo condiciones adecuadas de los pardmetros de
control y de las condiciones iniciales, en toda édrea del co-
nocimiento donde intervengan modelos no lineales, tanto en

tiempo discreto como en tiempo continuo, existirdn cir-
cunstancias bajo las cuales el sistema presenta tanto movi-
miento regular como cadtico.

EI modelo logistico sirve para ilustrar que la controver-
sia Poincaré-Boltzmann perdi¢ vigencia ya que l1a hip6tesis
ergddica encuentra su justificacién debido a la propiedad de
mezclamiento del sistema bajo régimen cadtico. En siste-
mas mas generales, ¢l comportamiento cadtico es funda-
mental para clarificar los fundamentos de Ia mecénica esta-
distica. Originalmente se crefa que existia una contradic-
cién aparente entre determinismo (leyes de. la mecdnica) y
la introduccién del azar en las leyes de la fisica (mecdnica
estadistica). Lo que la teorfa del caos muestra es que los
sistema$ naturales descritos por leyes de evolucién deter-
ministas, no lineales, presentan sensibilidad a las condicio-
nes iniciales y mezclamiento (caos). La imprecision en las
condiciones iniciales genera en el régimen cadtico una
compleja dindmica que requicre un tratamiento estadistico.
La sensibilidad del sistema a pequefios cambios en las con-
diciones iniciales genera un comportamiento irregular con
apariencia de aleatorio pero que estd producido por un me-
canismo determinista. De esta manera, ¢l azar y el determi-
nismo son compatibles debido a la impredecibilidad del fu-
turo distante.

Es sorprendente ¢l largo lapso transcurrido entre las
ideas originales de Poincaré y el desarrollo modemo de 1a
teoria del caos. En parte la explicacién se encuentra en el
hecho de que los computadores s6lo aparecieron hacia fines
de la década de 1950, Esta herramienta ¢s fundamental para
el estudio de sistemas cadticos debido a la complejidad de
los célculos y a la imposibilidad de un tratamiento analftico.

El caos interviene en diversidad de fendmenos: microes-
tructuras de semiconductores (Lin y Delos 1993; Marcus et
al. 1993), 4tomos en campos magnéticos muy intensos
(Delande 1991; Gay 1992), reacciones quimicas con un
comportamiento temporal oscilatorio, como la reaccién de
Belousov-Zhabotinsky (Strogatz 1994). El estudio v com-
prensién del comporntamiento de sistemas cadticos contri-
buird al desarrollo tecnolégico y a la modificacién de
nuestro sistema de pensamiento. Dentro de este contexto, es
pertinente la afirmacion de May (1976) quien quedé impre-
sionado con los complejos resultados de la aplicacién logfs-
tica y expresé: “No sélo en investigacién, sino también en
el mundo cotidiano de la politica y de la economia, todo
estaria mejor si mucha gente se diera cuenta que sistemas
simples no necesariamente poseen propiedades dindmicas
simples”.
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