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Se presenta una deduccidn de las ecuaciones diferenciales de primer orden que rigen el
problema de los dos cuerpos en tres dimensiones tomando como variables la velocidad, el
azimut, el 4ngulo de vuelo y las coordenadas esféricas. También se incluye la deduccién de las
ecuaciones cuando se presenta la fuerza de perturbacién generada por el achatamiento del cuerpo
central. La transformacién directa entre éstas y las coordenadas rectangulares (y la inversa) es
expuesta.
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Introduccidén

En el problema de los dos cuerpos se trata de
describir matematicamente el movimiento que presentan
dos particulas materiales cuando estdn sometidas winica y
exclusivamente a la atraccidn reciproca debida a la fuerza
de gravitacidn.

En la practica significa resolver las ecuaciones diferen-
ciales que resultan de utilizar las leyes newtonianas de
movimiento y aplicar las soluciones a todo tipo de situa-
ciones y condiciones de frontera. Con ello se puede cono-
cer el vector posicién y velocidad de las particulas (con
respecto a su centro de masas o con respecto a una de
ellas) para todo tiempo. Es conocido que el problema
de los dos cuerpos posee una solucién analitica comple-
tamente general. El movimiento relativo de una de las
particulas con repecto a la otra es o bien descrito por una
conica (elipse, parabola e hipérbola) o una linea recta.
La posicion en el tiempo es sencilla de calcular e im-
plica resolver (a excepcién del movimiento parabélico)
ecuaciones trascendentes (McCuskey, 1963). Cuando
se incluyen fuerzas de perturbacién tales como asimetria
esférica del cuerpo central, surgen complicaciones que ha-
cen el problema dificil de resolver. Cuando sélo se con-
sidera la asimetria por achatamiento polar, i.e., se tiene
en cuenta inicamente el armdnico zonal Js, el problema
resultante es llamado problema principal del satétite ar-
tificial (PPSA) dado que el movimiento de estos objetos
(cuando se mueven muy cerca del cuerpo central) es par-
ticularmente sensitivo a este tipo de perturbacién. A
pesar de los intentos de resolver por aproximaciones el
PPSA realizados desde finales de los afios cincuentas (que
ain se utilizan extensivamente) y de los cuales merecen
citarse los trabajos de Brouwer (1959), Kozai (1959) y
Garfinkel (1959), hoy en dia se sabe que el problema no
es integrable (Irigoyen y Simd, 1993). La integracion
numérica directa de las ecuaciones de movimiento repre-
senta una manera poco elegante pero practica de resolver-
las. Hasta hace algunos anos la integracién numérica,
aunque sencilla en sus principios, aplicada a casos reales
representaba para el calculista una labor matematica
monumental. Basta con sefialar que en su estudio del
movimiento del cometa Halley Cowell y Crommelin
(1910), tardaron varios afios en integrar numéricamente
”amano” las ecuaciones de perturbacién. Con la llegada
de la era del microprocesador el panorama ha cambiado
drasticamente. Integraciones numéricas que hasta hace
poco eran impensables se hacen ahora de forma ruti-
naria. Los modernos computadores permiten calcular la
posicion de los planetas hasta de centenares de millones
de afios en el pasado o en el futuro. La actual teoria

del movimiento de planetas y otros cuerpos celestes que
es la base de muchos almanaques astronémicos es una
integracion numérica que incluye gran diversidad de per-
turbaciones (Standish, 1982). No es extrafo entonces
que en los dltimos tiempos exista un enorme desarrollo
de integradores numéricos pensados para cufplir con las
mas diversas necesidades (Kinoshita y Nakai, 1989).
Pero las integraciones numéricas no estan exentas de in-
convenientes. Son procesos de cdlculo que consumen mu-
cho tiempo de CPU; en el proceso de integracidn se van
perdiendo cifras significativas y pueden generar en cier-
tos casos resultados que no corresponden a la realidad.
Esto es particularmente valido en el estudio de encuen-
tros cercanos (o colisiones) entre cuerpos y en resonancias
de movimiento medio.

En la presente comunicacidn presentamos la deduccidn
de ecuaciones diferenciales de primer orden para el
problema de los dos cuerpos y el PPSA en variables poco
usuales. La integracidn numeérica de ecuaciones diferen-
ciales de primer orden tiene la ventaja, con respecto a la
integracion de las de segundo orden, que las soluciones
tienen poca sensibilidad a problemas de estabilidad y ex-
citacion (Kinoshita y Yoshida, 1991).

El Problema de los dos Cuerpos

Sean dos particulas de masas m; y my sometidas tinica
y reciprocamente a la fuerza de gravitacisn. Considere-
mos el movimiento de las mismas respecto a un sistema,
de coordenadas inerciales con un origen completamente

arbitrario situado en O tal y como se muestra en la figura
1.

Figura 1
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Los vectores r; y ra denotan la posicidn de las
correspondientes particulas con respecto al origen en O.
De la figura se desprende que

ri+ r =ro, (1)

donde r representa el vector posicidn de la particula de
masa my con respecto a la particula-de masa m;. Diferen-
ciando la ecuacion (1) dos veces con respecto al tiempo,
multiplicando apropiadamente por las masas, y expre-
sando, como es usual, la segunda derivada con respecto
al tiempo como dos puntos sobre el caracter, obtenemos

may . . s
——m1Tr1+Mmser = Marsy,
my

pero m;¥ es, de acuerdo con la segunda ley de Newton,
la fuerza que se ejerce sobre la particula de masa m;
debida a la particula de masa m+ y que denotaremos por
F15. Con el mismo razonamiento hacemos también my¥y
= Fg1 y al tener en cuenta la ley de accidn y reaccién

(F12 = —F21) podemos escribir
mimsy ..
-~ 2
F21 m, n mzr) ( )

que nos describe la fuerza que se ejerce sobre la particula
de masa my debida a la masa m; en términos del vector
aceleracion relativo ¥. Por otro lado, la ley de atraccidn
universal establece que

Gmym, ,

r, (3)
donde G es la constante de Cavendish y r = %, un vector
unitario en la direccidén radial. Igualando las ecuaciones
(2) y (3) encontramos la cldsica ecuacidn diferencial de
segundo orden del problema de los dos cuerpos

Fp=-
r2

k(1 + ma)
———F——7r

r3

, (4)
donde k£ es una constante de tal forma que k2 = Gm,.
Al multiplicar vectorialmente ambos lados de la anterior
ecuacion por rx, y al sumar ceroen la formarxr (r = v,
el vector velocidad) tenemos

rxr+rx¥r=0,
que al integrar con respecto al tiempo da
rxr= h, (5)

donde h es un vector constante llamado momentum an-
gular e indica que el movimiento de my con respecto a m;
esta contenido en un plano y por tanto el problema puede
reducirse de tres a dos grados de libertad. Introduciendo

un sistema de coordenadas rectangulares centrado en m;
tal que se pueda escribir r en la forma r = zi + yj + zk,
con lo que (4) representa tres ecuaciones diferenciales de
segundo orden. Las magnitudes de los vectores posicidn
y velocidad denotadas por r y v repectivamente vienen
dadas por

r=vVr?+y? 422, (6)
v=1/22 4+ y? + 22, (7N

y ast resulta

h=(yz — 29)i + (22 — 22)j+(zy — y2)k, (8)
o tambien, de la definicién del producto cruz

h (_— rvse.nﬂ, 9)

donde ¥ es llamado angulo de vuelo.

Al considerar (6) vemos que las ecuaciones (4)
se hallan completamente acopladas y tal y como estdn
escritas son imposibles de integrar analiticamente. La
relajacion del sistema, o sea, la transformacidn del
problema a uno descrito por seis ecuaciones diferenciales
de primer orden, en las mismas coordenadas cartesianas,
es igualmente imposible. La solucidn cldsica consiste,
aprovechando la descripcidn en dos grados de libertad,
en transformar las ecuaciones en coordenadas polares
donde es posible separar las variables e integrar comple-
tamente las ecuaciones. Remitimos al lector a los textos
cldsicos de Brouwer y Clemence, 1961 o Goldstein,

1963.
Las Ecuaciones Diferenciales

Nuestra intencidn aqui es derivar un conjunto de
ecuaciones diferenciales de primer orden cuya solucién
(analitica o numérica) permita encontrar, dadas unas
condiciones iniciales dadas, las componentes del vector
posicidn y velocidad para cualquier tiempo. Introduci-
mos las coordenadas esféricas 7, ¢ y A donde la tltima se
mide desde el eje y en el sentido de las agujas del reloj.
La relacion entre coordenadas cartesianas y esféricas es
(ver figura 2):

T = rsenlcos @,

Yy =rcosAcosd,

z =rsend. (10)
Derivando con respecto al tiempo obtenemos

T = rsen)cos¢ — rsenqﬁsen/\q; + rcos A cos ¢/.\,
Y =rcos)cos ¢ — rsendcos A — rsen) cos éA,
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X Figura 2
2 = rsend + r cos ¢ (11)

Elevando al cuadrado cada una de las anteriores ecua-
ciones y sumando

224+ P2+ 2 =vov =12+ 1242 + r2cos? pA2. (12)

Consid€rese ahora los vectores ortogonales unitarios r,
f y 1, donde los dos tltimos estdn en la direccidn positiva
de la variacion de la latitud (hacia el norte) y la longitud
(hacia el este) respectivamente tal y como se muestra en
la figura 3. De la figura es claro que

v = v cos UF + vsend cos Af + vsendsenAl, (13)

al comparar las ecuaciones (12) y (13) encontramos

T =vcosd, (14)
ré = vsendcos A, (15)
rcos A = vsendsenA, (16)

que constituyen tres de nuestras ecuaciones fundamen-
tales. El angulo A es llamado azimut e indica la direccidn
del vector velocidad con respecto a la direccidn norte.
Otra forma de expresar el vector velocidad es en
términos del vector unitario v, de tal forma que podamos
escribir v = vv, i.e., ¥ va en la direccidn de la velocidad
y hace parte de un conjunto de vectores unitarios ortogo-
nales junto con h y & que llamaremos esférico-azimutales
(Fig. 3). Ndtese que h estd en la misma direccién del
vector momentum angular perpendicular al plano orbital
¥ que a estd en la direccion del azimut. La relacidn entre
los vectores unitarios cartesianos 1, j y k y los unitarios
esféricos £, f y 1 es, como es facil de ver en la figura 2,

Figura 3
F = cos ¢pseni + cos ¢ cos /\j + sengk,

f= —sengsen)i — send cos /\j + cos ¢ﬁ,

1= cos Ml — sen)j. an

De forma equivalente podemos encontrar la relacidn
entre los vectores esféricos #, f y 1 con los unitarios
esferico-azimutales v, h y a. De la figura 3 se deduce

Vv = cos % + cos Asendf + senAsenﬂi,

=
it

sendf — cos A cos9f — senA cos 19i,
a = —senAf + cos Al (18)

Las relaciones inversas se obtienen facilmente de las
anteriores,

i=cos@senif — sengsen)f + cos /\i,

j = cos ¢ cos AF — send cos M — sen)\i,

k = sendi + cos ¢f, (19)
y tambien

f = senv cos AV — cos A cos ¥h — senAa,

1 = senvsenAv — senA cos Jh + cos Aa,

F = cos 9V + sendh. (20)

Reemplazando las ecuaciones (17) en (18) podemos ex-

presar v y h en términos de los vectores unitarios carte-
sianos de tal forma que

v = (— cos Asendsengsend + senAsend cos A
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+ cos I cos psenA)i + (— cos Asendsend cos A
— senAsendsen) + cos ¥ cos ¢ cos A)j

+ (cos Asend cos ¢ + cos ¥send)k, (21)

h= (cos A cosIsengsen) — senAcosd cos A
+ send cos gsenA)i + (cos A cosIsend cos A
+ senAcos Usen + send cos ¢ cos A)j
+ (— cos A cos ¥ cos ¢ + sendseng)k. (22)

El vector aceleracion estd dado por

i::‘-,:&;’t!lzw*m, (23)

donde v puede encontrarse al derivar la ecuacion (21) con
respecto al tiempo, la cual da, después de hacer algunas
factorizaciones y tener en cuenta la definicién de h,

v= [(— cos Asend cos gsen) — cos Isengsen))d
+ (— cos Asendseng cos A — senAsendsen)
+ cosV cos ¢ cos M)A + (sendsendsenrsenA
+ send cos A cos \) A]1+ [(— cos Asend cos ¢ cos A

— cos9send cos )¢ + (cos AsendsengsenA

— senAsendcos A — cos ¥ cos psend)A
+ (senvsend cos Asen A — send cos AsenA)A]j
+ [(— cos Asendsend + cos 9 cos ¢)¢
— senAsend cos ¢A]ﬁ - Jh. (24)
Reemplazando en esta ecuacion los vectoresi, j y k por
los correspondientes vectores v, h y a con ayuda de las

ecuaciones (19) y (20) obtenemos, después de un breve
proceso algebraico,

v = (—cos Ap — senAcos $A)h + [~ cos9sen A
— (sent¥sen¢ — cos ¥ cos ¢ cos A)X
+ sendA)a — Jh. (25)
Al reemplazar la ecuacién (25) en (23) y utilizar las

derivadas 7, ¢ y A de las expresiones (14) a (16) encon-
tramos,

P = v{—% [fl + tan¢senAsem95} send —
Jh+sendAa) + 9. (26)

Por otra parte, tenemos que el vector aceleracion rela-
tivo en el problema de los dos cuerpos puede expresarse,
de acuerdo con las ecuaciones (3) y (20), como

k2(1+ m2) N
—— "+ (cos 9V + sendh).
r

P

Igualando las dos iltimas ecuaciones encontramos

. B+ 22

v = ——-—Tz——l COS’l9, (27)

. k(14 a2

PR Chatrd) — send) — vsend (28)
r2y r

A= vsend tan ¢senA- (29)

r

Las ecuaciones (14), (15) y (16) junto con (27), (28)
y (29) constituyen las seis ecuaciones diferenciales que
describen el problema de los dos cuerpos.

El Problema Principal del Satélite Artificial

En la terminologia empleada en mecénica celeste la
adicion de maés cuerpos o de otros tipos de fuerzas al
modelosimple de los dos cuérpos se conoce con el nombre
de perturbacién, pues desde el punto de vista analitico
muchos métodos de solucidén se apoyan en estudiar la
evolucidn con el tiempo de la solucién analitica (1a cénica)
cuando las nuevas fuerzas entran en consideracidn.

En el caso en que m, se mueve cerca del cuerpo cen-
tral m, i.e., donde r es del mismo orden de magnitud
que el radio R de my (r/R > 1) las asimetrias de masa
que pueda tener este \iltimo juegan ya un papel impor-
tante en el movimiento de m, pues el potencial pierde su
dependencia exclusiva de r y se producen fuerzas de per-
turbacidn que alteran significativamente con el tiempo el
movimiento de ms.

El potencial de un cuerpo real puede representarse de
la siguiente forma (Kaula, 1966)

Z Z ( ) nm(sen¢)Tnm(/\)}v

n=1m=0

V= Gmlmz [

(30)

donde Pp(seng) son los polinomios asociados de Legen-
dre y Tama) = Cam cosmA + Sppmsenm), siendo Cpy y
Snm constantes adimensionales propias para cada cuerpo
llamados coeficientes armdnicos.

Cuando el centro de masas del cuerpo central se toma
como el origen de coordenadas se obtiene Cig = Ci1 =
S11 = 0. Considerando la expansién hasta n = 2, ha-
ciendo explicita la simetria axial del problema y adop-
tando la notacidn J, = —Cyo, llegamos a
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2 vsendtan ¢gsenA
R iy
V= _.___Gm: T [1 —Ja (7) on(,m)] , 6D ; : (35)

donde Pyp(seng) = % (sen?¢ — [). En el caso de la
mayoria de los cuerpos celestes a los cuales se les ha es-
tudiado su campo gravitacional la consideracion de ex-
pandir el potencial hasta n = 2 se justifica en el sentido
de que es el término que produce la mayor perturbacién
y por tanto domina el movimiento global del satélite. Por
ejemplo, en el caso de la Tierra, el valor de J, es al menos
mil veces mayor que cualquiera de los restantes coefi-
cientes (Seidelmann, 1992). Cuando se incluye como
perturbacion el término de J; dnicamente, el problema
de encontrar el movimiento de ms se conoce con el nom-
bre de problema principal del satélite artificial.

La fuerza que se ejerce sobre la particula de masa m,
debida a la particula m; puede representarse en términos
del potencial como

Fy =-VV.

Cuando J; = 0 se tiene el problema de los dos cuerpos
que ya hemos estudiado. Igualando con la ecuacién (2)
y expresando el gradiente en términos de coordenadas
esféricas encontramos

myms i-':—— [6VA 16VA 1 8Vi

y— i et T reess an |

or r 0¢

Al efectuar las derivadas parciales y factorar tenemos
L k(422 RN’ .
Tr= —————~—T M1 {1’— <?> J2 [.3P20(36n¢)r
_P21(sen¢)f] }» (32)
donde Pai(seng) = 3send cos ¢.
Al reemplazar en (32) las ecuaciones (20) e igualar con
(26) encontramos

o R(Q4m R\’
b= - [cos® — (7> J2(3P0(seng) cos ¥

— Pa1(seng)send cos A)], (33)
. k(14 m2 R\?
¥ = —7-21)“1 [sent? — (7) (3P20(sen¢)sem9
vseny

+ Pai(seng)cosd cosA)] —

: (34)

P

A=

vr2 send

k?(1 4 22) (R)z J2Pa1(seng)ysenA
T

Las ecuaciones (33), (34) y (35) junto con (14), (15) y
(16) constituyen las ecuaciones diferenciales del problema,
principal del satélite artificial.

La Relacion entre las dos Clases de Variables

Mostraremos a continuacion la relacidn existente entre
las componentes cartesianas del vector posicién y veloci-
dad con las variables r, v, ¥, ¢, A y A. Parar y v basta
con aplicar las ecuaciones (6) y (7). De la definicidn del
momentum angular encontramos,

h
— -1 .
¥ = sen . (rv)' (36)
De las ecuaciones (10) se deduce inmediatamente,
A= tan—l(f-), (37)
Yy
¢ = tan_l( ad

Nzl (38)

En la figura 4 es claro que el vector unitario h es per-
pendicular al plano de la érbita y su correlacidn con el
momentum angular es inmediata. La relacidn entre los
angulos i y Q (llamados inclinacién y longitud del nodo
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ascendente respectivamente) con h es

h = cos Qsenii — senf2senij + cos ik, (39)

y puesto que h = }—hl—, al igualar (39) con (8) se deduce

i=cos ! [fy_;y_z_'_]’ (40)
Q = tan™! [E_—w] (41)
yz — 2y

Al aplicar el teorema del seno en el triangulo esférico
rectangulo mostrado en la figura 4 hallamos

senisen(Ql — /\)}

seng

A =sen”! [ (42)

Las relaciones inversas, esto es, pasar de r, v, 9, ¢, A
y A para hallar =, y, z, &, y y 2 son inmediatas, pues las
componentes del vector posicion son calculadas mediante
(10) y las componentes del vector velocidad se hallan al

reemplazar (14), (15) y (16) en (11).

La Integracién Numérica

Las ecuaciones diferenciales aqui expuestas estan
acopladas y su solucidn analitica completa no es posi-
ble. Sin embargo, en la practica se puede hallar la
solucion de un problema en particular integrando las
ecuaciones numeéricamente. Tarea engorrosa hasta hace
poco, la aparicién de computadores veloces y baratos,
software apropiado con accequibilidad a todos los cam-
pos de la educacidn y la investigacidn, han hecho que
las integraciones numéricas sean relativamente faciles de
manipular aun para personas con escasos conocimientos
matematicos. Existen programas capaces de integrar en
principio cualquier niimero de ecuaciones diferenciales si-
multdneas incluso de segundo orden. Un ejemplo de ello
lo constituye el integrador RADAU (Everhart, 1985)
especialmente diseniado para estudiar problemas de
mecanica celeste. Pero existe mas difusién de programas
que integran s6lo ecuaciones diferenciales de primer or-
den. Muy populares son los intregradores de tipo Runge-
Kutta y Burlish-Stoer cuyas subrutinas se encuentran
en el Numerical Recipes (Teukolsky, 1992) escritos en
lenguaje Fortran.

Ejemplo
Consideremos como ejemplo el movimiento de un

satelite artificial moviéndose en érbita baja alrededor de
una tierra achatada pero despreciando la perturbacién

producida por la resistencia del aire. Se conocen para
el instante t=0 las componentes del vector posicion y ve-
locidad del satélite en unidades de radio terrestre (1 radio
terrestre, R.7.,= 6378.14 km) y radio terrestre por dia
(d) respectivamente. Estas son:

2=0.5462983953,

y=0.9111710449,

2=0.0013483736,

£=-55.3351031107,

¥y=33.0662350579,

:=81.4706722711,

que en términos de las variables aqui utilizadas
corresponden a (los grados estdn en unidades de
radianes):

r=1.0623918429,

v=103.8884978113,

J=1.5707114233,

$=0.0012691870,

A=0.5400932308,

A=5.6138159950.

Se desea determinar las componentes del vector
posicion y velocidad de dicho satélite para 3.0 dias
después del tiempo inicial. Para ello hemos utilizado el
mntegrador del tipo Burlish-Stoer (Teukolsky, 1992), que
permite integrar ecuaciones diferenciales de primer orden
simultdneas. Las ecuaciones a integrar son las (14), (15)
y (16) junto con (33), (34) y (35). Tomamos como valor
de k=107.0926758 R.T.% /d. El integrador obtiene como
resultado para t=3.0 d los siguientes valores:
r=1.0610938780,
»=103.9363177498,
¥=1.5695154977,
$=-0.8149572259,
A=1.8028679991,
A=5.1510316758,
que en coordenadas
r=0.7082928266,
y=-0.1673906127,
z=-0.7721540471,
£=52.9919592658,
y=284.1649329608,
2=30.1806968154.

cartesianas corresponden a

Al comparar con una integracion numérica de las ecua-
ciones (32) realizadaen el RADAU se obtienen resultados
gue difieren sélo hasta en la octava cifra décimal.

Discusién

Es indudable que al considerar los problemas inher-
entes de la integracidn numérica (tiempo de CPU, re-
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dondeo, pérdida de cifras significativas, sin considerar
el problema logistico de la consecucién de un computa-
dor o del programa integrador) muy pocos dejarian de
utilizar la solucidn cléasica analitica para sustituirla por
métodos numéricos. Pero las ecuaciones de primer orden
aqui expuestas se constituyen en una forma novedosa
de estudiar el problema de los dos cuerpos en variables
que son faciles de visualizar. Poseen la ventaja de ser
de primer orden lo cual permite la reduccion de errores
de dedondeo y pérdida de estabilidad. Ademds, pueden
ser de utilidad desde el punto de vista pedagdgico con
el fin de comparar valores obtenidos analiticamente con

los generados en una integracidn numeérica. La intro-
duccidn de cualquier fuerza adicional al problema de los
dos cuerpos hace que las ecuaciones originales pierdan
su integrabilidad. En el caso del problema principal del
satétile artificial se puede expresar el problema en seis
ecuaciones diferenciales de primer orden utilizando las
ecuaciones de Hamilton en variables de Delaunay, pero
esto implica haber resuelto de antemano el problema de
dos cuerpos, pues en tal caso se esta estudiando cémo
cambia de forma y orientacidn la cénica en el espacio.
Lo mismo se puede decir de la integracidn de las diez
ecuaciones diferenciales de primer orden que resultan de
aplicar la transformacién KS a problemas perturbados
(Stiefel y Scheifele, 1971). En las variables utilizadas
en este trabajo es muy sencillo introducir diversos tipos
de fuerzas tales como la resistencia del aire, el empuje
derivado de pérdida de masa, etc. La adicién de términos
que dan cuenta de otros tipos de fuerzas a nuestras
ecuaciones diferenciales del problema de dos cuerpos
son extensamente usadas por investigadores en el estudio
del movimiento de cohetes y misiles (Feeley y Speyer,
1993) asi como también en el proceso de reentrada de

meteoritos a la atmoésfera terrestre (Baldwin y Sheaf-
fer, 1971).
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