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El clasificador de subobjetos de un topos constituye su "objeto de valores de verdad”" y sus morfis-
mos determinan los conectivos proposicionales de su l6gica interna. Continuando trabajo anterior para
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Introduccion

Inspirados en las ideas of Lawvere and Tierney so-
bre la logica interna de las categorias, Freyd (1972) y
Reyes (1974) mostraron como definir en cualquier to-
pos T analogos de los conectivos proposicionales y los
cuantificadores, e interpretar los lenguajes logicos de
primer orden, de manera que a cada férmula p(x) y
“estructura” % en T con universo A € Obj(T) corres-
ponde un subobjeto de “verdad o “extension”:

go(x)m > AT,

extensiones sobre las cuales actian naturalmente los
conectivos y cuantificadores. Dependiendo del topos,
la logica resultante es intermedia entre la intuicionista
y la clasica. En los topos de Grothendieck esta puede
expresarse en términos de la llamada semdntica de
Kripke-Joyal, una nocién de forzamiente en haces de
estructuras que generaliza el forzamiento intuicionista
en modelos de Kripke. Esta logica categorica ha sido
estudiada intensamente, véase Makkai-Reyes (1977),
Goldblatt (1984), MacLane-Moerdijk (1992), Caicedo
(1995a). Menos estudiado ha sido el hecho de que la 16-
gica de un topos, a diferencia de la logica clasica, pue-
de admitir conectivos proposicionales (es decir, morfis-
mos del clasificador de subobjetos) no reducibles a
combinaciones de los de Heyting: -, A, V, —. Aparte
de algunas observaciones sobre las leyes generales de
los conectivos geométricos de Lawvere asociados a to-
pologias de Grothendieck (por ejemplo, Goldblatt 19-
B7), los cuales no agotan todas las posibilidades, esta
por hacerse el estudio general de los conectivos de un
topos y las correspondientes extensiones modales de
las logicas intuicionistas intermedias.

En Sette-Caicedo (1993) nos adentramos en dicho
estudio y observamos que las propiedades expresables
en la logica de primer orden del topos Sh(X) de haces
sobre un espacio topologico X, enriquecida con todos
los conectivos del topos, son exactamente las preserva-
das por sisternas de homeomorfismos parciales entre
haces de estructuras, generalizando ast el teorema de
Fraisse (1954) para logica clasica. Ademas mostramos
que en estos topos los conectivos monadicos, junto con
A,V e = (V posiblemente infinitario), forman un
conjunto “funcionalmente completo”. En Caicedo (19-
95b) introducimos una nocién natural de conectivo in-
tuicionista en modelos de Kripke que resulta ser, cuan-
do se consideran estos iltimos como haces, la escogen-
cia uniforme de un conectivo en cada topos de haces
sobre un orden parcial.

En estas notas continuamos el estudio de los
conectivos intuicionisias en los topos espaciales. Los re-
sultados principales se generalizan inmediatamente a
topos sobre algebras de Heyting completas (locales en
Johnstone 1982). No sabemos si se generalizan a los to-
pos de Grothendieck y, menos ailin, a los topos elemen-
tales.

Los conectivos de Sh(X} estan determinados por las
operaciones en abiertos de X que satisfacen cierta sen-
cilla ecuacién funcional, lo que permite interpretar la
logica interna del topos enriquecida con los nuevos co-
nectivos como una genuina légica multivaluada. Da-
mos una nueva demostracién de la mencionada com-
pletitud funcional en Sh(X) de los conectivos monadi-
cos junto con los de Heyting, y examinamos en detalle
los conectivos de los espacios lineales. En particular,
los conectivos del topos de haces sobre el espacio de
Sierpinski, es decir, los implicitos en la logica intuicio-
nista trivalente de Heyting (1930), se generan afiadien-
do un solo conectivo monadico. Presentamos una axio-
matizacion completa de la logica modal intuicionista
trivalente que resulta. Examinamos, finalmente, los co-
nectivos preservados por homeomorfismos locales y la
escogencia uniforme de conectivos en cada espacio de
una categoria dada de espacios topologicos (conectivos
globales). Los conectivos en modelos de Kripke son,
por ¢jemplo, los globales de la categoria de ordenes
parciales, qua espacios topoldgicos, con inclusiones con-
tinuas abiertas.

1. Conectivos clasicos y conectivos en topoi

Los conectivos proposicionales (n-arios) de la logica
clasica suelen identificarse con las funciones de {0,1}"
en {0,1}, llamadas corrientemente tablas de verdad,
donde se identifica a 1 con el valor “verdadero” y a 0
con “falso”. Es bien sabido que todos los conectivos
pueden obtenerse por combmnacién de — y cualquiera
de los conectivos binarios A, V, —:

x X X Yy XAy xXVy x-—=y

0 1 0 0 0 0 1

1 0 01 0 1 1
10 0 1 0
11 1 1 i

Podriamos llamar a ésta la concepcién Fregeana o
“funcicnal” de conectivo. Por otra parte, las tablas de
verdad inducen las llamadas operaciones booleanas en-
tre subconjuntos de un conjunto, las cuales permiten
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interpretar los conectivos como transformaciones de
propiedades en propiedades, tomadas extensionalmen-
te, concepcion explicita en los 1ogicos ingleses del siglo
pasado (De Morgan, Venn, Boole). Asi, la tabla c:
{0,1}™ = {0,1} induce la familia de operaciones

(A P(AP 5 P(A)}, ¢ Clonj
CA(Sl,--,Sn) ={a€A: c(xsl(a),..,xsn(a)) =1}

donde Yo denota la funcién caracteristica de S en A.
En particular, -, A v V inducen el complemento, la
inlerseccion y la union, respectivamente:

SA(5)=A—S, A 4(ST)=SNT, V,(ST)=SUT,
operaciones que hacen de P(A) una algebra booleana.

Para toda funcion f: A — B, la fun(:]on imagen re-
ciproca . P(B} — P(A), donde ¢l (S) = {xeA:
f(x) € S}, preserva complementos e intersecciones y
por tanto toda operacion booleana {o::A T €C Es

onj’
decir, el diagrama:

A
A P(A)x..xP(A) S  P(A)
£l telx.x £l trl
B P(B)xx..xP(B) — P(B)
A

siempre conmuta. En el lenguaje de las categorias esto
significa que las operaciones booleanas son transforma-
ciones naturales de P en P, donde P: Conj — Conj
es el funtor contravariante Partes, y P! = Px... xP.
De hecho, esta propiedad distingue a las operaciones
booleanas. Es decir, las tablas de verdad clasifican e-
xactamente las operaciones naturales entre subconjun-
tos. Esta dualidad entre tablas de verdad y transfor-
maciones naturales de subobjetos es un fenémeno vali-
do en todos los topos.

Para cualquier topos (bien potenciado) T hay un
funtor contravarnante Sub: T — Conj, analogo a P,
que asigna a cada objeto A de T su conjunto Sub(A)
de subobjetos (clases de equivalencia de monomorfis-
mos que llegan a A), vy a cada morfismo f: A—B una
funeidn “imagen reciproca” el Sub(B) — Sub(A) ob-
tenida por “pullback” a lo largo de f.

A Sub(A)
fl1 4
B Sub(B).

Existe ademas un objeto clasificador de subobjetos Q,
con un “elemento” t, que juega en T el mismo papel
que {0,1} y 1 juegan en Conj; es decir, para cada obje-
to A hay una biyeccion, natural en A,
XA: Sub(A) = Morf(A, Q)

tal que XA(S): A = Q es el Gnico morfismo f: A - Q
para el cual f'l(t) = s. En Conj, y* envia SC A asu
funcién caracteristica Xg: A = {0, 1} (cf. Johnstone
1977). La anterior biyeccion induce inmediatamente

Sub™(A) = [Sub(A)" ~ Morf(A, Q"),
y por el Lema de Yoneda (MacLane 1971, IlI, 2) per-
mite calcular las transformaciones naturales de Sub:
Nat(Sub®,Sub) =~ Nat{Morf(—,Q"), Morf( —, Q"))
~ Morf(QM,0Q).
¥s decir los morfismos de {) clasifican las transforma-
ciones naturales del funtor Sub. En el caso de la cate-
goria de conjuntos esto nos da:

Nat(P, Py ~ {0, 13101}

y por tanto la mencionada identidad: eperaciones boo-
leanas n-arias en subconjunfos = Nat(Pn, P).

Resulta de la anterior discusién que en un topos ar-
bitrario T, el clasificador ) puede verse como el objeto
de “valores de verdad” de T, y los morfismos c: Q"
- Q como (las tablas de) los conectivos n-arios de T,
que clasifican las operaciones naturales entre subobje-
tos. En particular, los conectivos de Freyd (1972),

-0 ¥y /\,V,—r:QQ—-’Q

inducen las operaciones —,, A,V 4, =5, que hacen
de Sub(A) una algebra de Heyling para cada objeto A
de T (cf. Goldblatt 1984). En general, si ¢ induce las
operaciones ¢* en Sub(A), entonces la extension de
cualquier formula del lenguaje logico enriguecido con
un simbolo C para denotar el conectivo puede interpre-
tarse en cada estructura W del topos con dominio A
por la regla inductiva:

(€1 (2o T = Al @y op@0D),
interpretacion que exiiende la de Freyd para los conec-
tivos de Heyting. En el caso de topos de haces, la se-
mantica puede expresarse también como una exten-
sion de la de Kripke-Joyal (ver Seccidn 4).
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2. Conectivos sobre espacios topologicos

Dado un espacio topeldgico X, §2(X) denotara su fa-
milia de abiertos; S, U, V, W denotaran elementos de
©(X) y S negrita denotara n-uplas (S;,..., S;) de abier-
tos. En este contexto, (Sl NV,....8,NV) se escribira
Snv.

Es bien sabido que la categoria Sh(X) de haces so-
bre un espacio X, es decir, los funtores contravariantes
de ((X), C) en Conj que satisfacen la condicion de
coherencia de Grothendieck (cf. Tennison 1975, Sette-
Caicedo 1993) con las transformaciones naturales por
morfismos, constituye un topos. Su clasificador de sub-
objetos es el haz

@(U) = {SCU :8 abierto en X}
Quy: 2(U) — V) la restriccion:
QUV(S) =SSNV, paraUDV,

y por lo tanto sus conectivos , que llamaremos en ade-
lante conectivos sobre X, son las transformaciones na-
turales de Q" en Q; es decir, las familias de funciones
eyt QU — Q(U), U € X), para la cuales el diagra-
ma

U — U, o)

LOny LOnv. (1)

c
V)P —Y— V)
conmuta para tode Uy V C U.

Un tal conectivo (cyj)y; estd totalmente determina-
do por su accidén en secciones globales, es decir, por la
funcion cy: QXY™ — Q(X).

LEMA 1. Los conectivos n-arios de Sh(X) estan en
correspondencia biunivoca con las funciones c: QX)™
— X) que satisfacen pera todo VEQX) y S¢€
QX)8:

c(SNV)NV = ¢(S)NnV. (2)

Al conectivo (cU)U corresponde la funcion ¢ = cy, ¥
reciprocamenle a ¢ que salisface (2) corresponde el co-

nectivo (cy)y donde cyy(8) = ¢(S)NU.

Demostracion. Si ¢ = cy entonces debe cumplirse
para todo 8 € Q(U)" y V C U, por (1) aplicado conse-
cutivamente a las inclusiones VC X, VC Uy UCX:

SNVINV = cy(SNV) = cy(S)NV =
=¢S)NVNU= ¢(S)NV.

Reciprocamente, si ¢ satisface (2) y definimos ¢;(8) =
c(8)NU, se tiene cy(SNV) =¢(SNV)NV =c(8)N
V=cS)nUnNnVv = cU(S)ﬂV, cuando VCU y S¢€
Q(U)". Es decir, (cpy)yy es un conectivo con ey =c. O

En adelante identificaremos los conectivos de Sh(X)
con las operaciones en 2(X) que satisfacen (2). Obsér-
vese que esta correspondencia preserva composicion.

EJEMPLO 1. Conectivos heytinianos. {)(X) es una
algebra de Heyting con las operaciones:

SAT= SnT
SvT= SuUT
§$ T = Int (X=-S)uT]
-§ =8 - 0=Int(X-9),

las cuales se verifica facilmente que satisfacen (2). Las
llamaremos conectivos de Heyting, y 1lamaremos heyti-
nianos a sus combinaciones por composicion, con la a-
yuda de las proyecciones #': Q(X)" - Q(X), #'(S{,-..,
Sn} = S;, que también son conectivos.

EJEMPLO 2. Conectivos booleanos. S5i (X) =
{X,8}, por ejemplo cuando X = {1}, cualquier funcién
f: {X,0}" — {X,B} cumple (2) y por lo tanto los conec-
tivos de X coinciden con los clasicos. Evidentemente
son todos heytinianos.

EJEMPLO 3. Conectivos no heytinianos. Si Q(X)
# {X,B8} necesariamente existen conectivos no heyti-
nianos sobre X. Para cada W € (X}, la funcién cons-
tante OW: Q(X) — Q(X) de valor W determina un co-
nectivo sobre X, pues la condicién (2) vale trivialmen-
te. Podemos asociar también a cada W € (X) el co-
nectivo monadico no constante d¥ definido por

aW(s) = (5 = w).
Si W # 0, X, los conectivos Dwy dW no son heytinia-

nos, pues un conectivo hetytiniang debe enviar {#,X}
a {08,X}, mientras que EIW(X) = dW(X) =W.

3. Conectivos como propiedades locales de abiertos
Por la propiedad caracteristica del clasificador €,

en cualquier topos los conectivos ¢: O — {2 estan en
correspondencia biyectiva con los subobjetos de Q™:



CAICEDQ,X.: CONECTIVOS INTUICIONISTAS SOBRE ESPACIOS TOPOLOGICOS 525

Mor-ﬂ-(‘Qn,Q) x Sub(QM).

En el caso topologico esto significa que los conectivos
n-arios sobre X estan en correspondencia biunivoca
con los subhaces de Q, o sea con las familias € =

{C(U)}U € (X) que cumplen:

i Cu)ycou™

ii. SiSeC(U)" yVCU entonces SNV € C(V).

iii. SiU = U;Vp ¥8NV. € C(V;} pare todo i, enton-
ces SNU € C(U).

Asi, al conectivo ¢: Q"(X) — Q(X) corresponde el sub-
haz

C(U) = {S € QU)%: cpi(S) = U}
= {Sea(U): <f$)21),

Reciprocamente, un subobjeto € = (€(U))y; < 2" indu-
ce ¢l conectivo

c(S) = U{veX): (SNV)eC(V) },
y las dos asignaciones son mutuamente inversas.

Los C(U) son propiedades o relaciones locales de a-
biertos que se pueden verificar en cualguier recubri-
miento abierto, digamos en una base. Por ejemplo, la
propiedad local €{U) = { S € U) : S denso en U} co-
rresponde al conectivo heytiniano de la doble nega-
cion: =8 = Int(cl(S)). En muchos casos resulta lo
mas natural definir un conectivo en esta forma.

EJEMPLO 4. Los subobjetos asociados a los conec-
tivos de Heyting son:

C(U) = {0} ={SCU: Imt(U-8)=U }.
eMU) = {(U,U)} = {ST) eQU)2: SNT=U}
cVU)={(ST)eQU)*: SUT=U}
e~(U) = {(ST) eQU)2: SCT}

= {(S,T) e AU)? : Int((U-S)UT) = U},

y los subobjetos asociados a los conectivos W ¥ aW
del Ejemplos 3 son, respectivamente:

# si W no contiene a U,
AU)si WO U

IW(U) = {(WnU}L

V) =

EIJEMPLO 5. El lector puede verificar que las si-
guientes propiedades locales Cl, Cqs Cg definen conecti-
vOs,

Ci(U) = {SeU) : S es localmente conexo}
Co(U) = {S€Q(U) : S es localmente
homeomorfo a R}
Ca(U) = {S € U) : p(S)=p(U)}, donde 4 es una
medida en abiertos de X y el espacio X
tiene base enumerable.

Obsérvese que aunque la accién de un conectivo
{ep)y: " = Q en UX)" lo determina completamen-
te, su valor global €(X)C Q(X)" como subobjeto no
necesariamente lo determina. Por ejemplo, C(X) puede
ser @, independientemente de los valores C(U) para
U # X. Tal es el caso de los conectivos constantes (1Y
del Ejemplo 3 cuando W # X.

4. Haces, semantica extendida de Kripke-Joyal

Dado un tipo de similitud o vocabulario de primer
orden 7 (ver van Dalen 1983), sea Estr, la categoria
de homomeorfismos entre estructuras de tipo 7.

Un haz de estruclure de lipo T sobre X es un fun-
tor A: (Q(X), C) - Estr, tal que tanto el funtor uni-
verso

|%}: (AX), C) - Conj, {WJ(U) = Universo de AU},
como los funtores de relacion
R%: ((X), C) » Conj, R¥%U) = RV per,

son haces sobre X. Se sigue de la funtorialidad de %
que las inclusiones Rm’(U) >— |4|™(U) y las funciones

fy = 1O 1™ Dewy » o)

son transformaciones naturales para iodo simbolo R,
f € r. Un haz de estructuras sobre X puede describirse
también como un espacio fibrado de estructuras, o co-
mo cierto tipo de diagrama en la categoria Sh(X).

Dado un haz de estructuras % de tipo T, la semén-
tica de Kripke-Joyal permite interpretar en % el len-
guaje de primer orden de tipo 7, de forma natural y di-
recta y sin recurrir a construcciones categoricas, cf.
MacLane-Moerdijk (1992), Caicedo (1995a). Solamen-
te recordamos alguncs puntos relevantes. Se puede in-
troducir una nocion de forzamiento por ¥ de una sen-
tencia de primer orden ¢ en cada abierto U de X:

Ao (N fuerza g en U )
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de manera que se cumple:

i. Para formulas atomicas: ¥ ||- ;¢ © %(U) |= ¢
i. SiUDVyu|- U (pentoncesg RA 2
1. 5i U= U;V, y W[ y, ¢ paratodoi entonces

! A |- U ¥

Podemos también definir un forzamiento puniual por
la regla:

U ||- x ¥ si y solamente si existe una
vecindad abierta U de x tal que %||- {; ¢.

Entonces el conjunto
A _ .
[elPy={x€U: |- ¢}

resulta abierto, y por (ii) y (iii) se puede recuperar el
forzamiento en abiertos:

U |- y ¢ sy solamente si ¥||- ;  para toda x € U.

El forzamiento en haces no satisface las leyes de la
logica clasica. Satisface, sin embargo, las de la légica
intuicionista como se expresan, por ejemplo, en el Cal-
culo de Heyting (van Dalen 1983).

EJEMPLO 6. El funtor %: Q(X) - Anillos, con va-
lores

YU) = (C(UR), +,, 0, 1)
fh) =h|V,paraheC(UR)y VCU,

es un haz de anillos. Si X es conexo, f(x) = 0 para to-
da x € R y g es continua con g 1(0) y g1(1) de interior
no vacio, entonces [f=g]y y [-(f=g)]y son abiertos no
vacios disyuntos. Por conexidad de X, existe x ¢
[t=glx U[~(f=g)lx y por tanto

|+ x (f=g V- f=g);

es decir, la ley del tercio excluso no se satisface en nin-
gun abierto que contenga a x.

La semantica de Kripke-Joyal puede extenderse al
los lenguajes con los nuevos conectivos. Dado un espa-
cio X, para cada conectivo n-ario c: Q{X)- Q(X) po-
demos afiadir un nuevo simbolo C a la sintaxis de pri-
mer orden ¥y la regla que permite formar nuevas formu-
las C((pl,...,gon}. Ello nos da un lenguaje extendido
L{con) para el cual se tiene la nueva regla inductiva
de forzamiento en abiertos de X:

DEFINICION. Dado un haz % de estructuras sobre
X y sentencias ¢,,..,py, de L(con),

A | g Cleprnr 2n) & c(loyly T [only® 2 U

En términos de légica multivaluada:

[C(e g Iy = ellpy Iy oo [enly™ N U

Equivalentemente, si C es el subobjeto o propiedad lo-
cal de abiertos clasificada por ¢ podemos definir:

% |y Cleypn) @ [ogly ™ Tenly™ € (V).

EJEMPLO 7. Para los conectivos del ejemplo 3 te-
nemos

Al y OV & WD U
- dW =wnU
Ll yde o [ely ,

y para los del Ejemplo 5,

U |- g Cy¢ & [#ly es localmente conexo
U |- y Cap © [l es localmente euclidiano.

Uy Cyp & ullely) = wlU) & upll) =1

EJEMPLO 8. Conectivos en modelos de Kripke. Un
conjunto parcialmente ordenado (T, <) posee una to-
pologia natural £, generada por abiertos basicos de
la forma [p) = { q€X : q>p }, ¥ todo modelo de
Kripke K de tipo 7 sobre (£, <) puede verse como un
haz de estructuras K* sobre (X, £1), donde K*([p)) =
K,,. El valor de K* en un abierto cualquiera U se dedu-
ce de la propiedad de haz:

K*U)= lim K*([{p)):
peEU

Un conective n-ario en modelos de Kripke en el senti-
do de Caicedo (1995b) determina una familia C, C
+ n - sy P
([p)™)", p € I, que se extiende automaticamente a un
conectivo {€(U})) + del topos Sh(X, %), por la

sz Uek
definicion:

¢(U) = { SeAU)" : SN[p) € €, para toda p € U}

Puede demostrarse facilmente que el forzamiento en
K, a la Kripke, de cualquier formula con conectivos in-
tuicionistas coincide con el forzamiento de la misma
formula en el haz K* para la semantica de Kripke-Jo-
yal. Véase la Sec. 9.
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EJEMPLO 9. “Conexidad local” no es heytiniana.

Consgidere de nuevo ¢l conectivo
Uy Cr & [(p]U es localmente conexo,

y sea X el coproducto {unién disyunta) de un espacio
U que no sea localmente conexo y todos los espacios in-
ducidos por érdenes parciales finitos. Entonces la for-
mula C(p-»p) es forzada en los abiertos de X induci-
dos por ordenes parciales, pues estos son siempre local-
mente conexos, pero no es forzada en U. Ahora bien,
si una formula proposicional § € L{—, A,V , —=) es for-
zada en todos los abiertos de X correspondientes a 6r-
denes finitos, entonces es forzada en todos los modelos
de Kripke, debido & la propiedad de modelos finitos
del intuicionismo proposicicnal, y por lo tanto es dedu-
cible en ¢| Calculo de Heyting, gracias al teorema de
completitud de Kripke (1965). Esto ultimo implica
que 8 es forzada en todo haz y en particular en el a-
bierto U. Podemos concluir entonces que C(p—+p) no
es equivalente a @ en el topos Sh{X), y por tanto C no
es heytiniano sobre el espacio X.

5. Completitnd funcional de los conectivos monadicos

PDamos una demostracion mas directa y sencilla que
la de Sette-Caicedo (1993) de que cualquier espacio to-
poldgico X los conectivos monadicos, en combinacion
con A y Vv (disyuncion posiblemente infinitaria),
generan todos los conectivos sobre X. En lo que sigue
teorema OW y d¥ son los conectivos introducidos en
el Ejemplo 3.

TEOREMA 1. Si c: Q%X) = Q(X) determina un
coneclivo sobre X entonces C(pq,. ...¢oy) €5 equivalen-
te en todos los haces sobre X a la formula:

C(Sp--'s ) n _s. .
V 8y, € Qxye B e A {i:./}ld i) (3)

¥ 5i C es la propiedad local asociada a ¢, a la formula:

\L S.
Vweau D P1A Y s, s e cowy Aid @)1
Demostracién. Sea T = ([¢; v wofeply)- Si %
I- y Cl®y5---p) entonces
T.
g 0 e Al R d g,
-y ®1 [i=1 v

pues (T} 2 Uy [}y = T; N U. Como U recubre a U
(tome el recubrimiento V;= U, Vy,= @ para W # U)

resulta (3). Reciprocamente, si vale (3) entonces existe
un recubrimiento {Vg: § € (X)} de U tal que

2y, Al R g

Por tanto, ¢(S) 2 Vg y T;NVg = [gpilvs =5nVvg
para cada S € (X). Entonces ¢(T)NVg = ¢(TNVg)
NVg = ¢(S)NVg = Vg, y asi ¢(T)NU = USGQ
(T)NVg="U, osea U |- ; Clips-ry #p)- Para obte-
ner la segunda formula substituya en (3} la equivalen-

ci.a trivi_al I:IC(S)t,p1 = Vw Cs) Dw<p1, e intercambie
disyunciones, lo que da:

\ul 8;
Vweaw Vs g ow D e1A A4 (@)l
formula a su vez equivalente a

S.
Vweom 0 e1A Vs e Ad (e B

COROLARIO 1. Las siguienies familias son funcio-
nalmente completas para los conectivos de Sh(X).

(A, v, oW, aW (w e (X))}
(A, =~ v, 0% (W £X, 8)}
{Aa_’a __HVOO’ dw (W#X, 0)}‘

, Demostracion. aw y OW son interdefinibles con la
ayuda de —, A, pues oV = dw(goqga) y dwp =
(¢ = V) A@Ye = o). Ademés, son heytinianos
para W = X, 0, pues dx(ga) spydip=-¢. N

6. Conectivos sobre espacios lineales

Para un espacio topologico proveniente de un orden
lineal podemos caracterizar convenientemente las fun-
ciones en abiertos que determinan conectivos, y descri-
bir conjuntos muy sencillos de generadores monadicos.

TEOREMA 2. Sea (E, <) un conjunto linealmente
ordenado, entonces f = fy UT)—Q(T) determina
un conectivo n-ario sobre (X, <) si y solamenie si
existe § € (L) tal que para todo Xy,..., X, € I) se
tiene, en el orden de inclusion:

i) f(Xl,..., X,) =8, s min(Xl,...,Xn) >8.

i) f(Xq5e Xg) 2 min(Xy,..., Xy), de lo contrario.
iii) (sin > 2) Para cadei=1,...n y A€L fijas, la
funcion £, 5 (Xy,o Xp )= £(X oo Xy, Xi+1,..., Xp)
es un conectivo.
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Demostracién. La condicion (iii) es necesaria pues
las constantes son conectivos y éstos son cerrados bajo
composicion. Veamos que (i) y (ii) son también nece-
sarias. Sean M = min(X;;..., X,) vy S =f(%,..., B). Si
f determina un conectivo, se tiene por el Lema 1:

f(X gy Xp) MM = KXy NM,..., X,NM)NM
= f(M,..., M) M
— f(ENM,..., ENM) N M

= (Z,.., B)NM = SNM.

Por tanto, M > S implica f(X,..., X;)NM = S y por
ser lineal el orden, f(Xl,..., X[b = §, es decir se satisfa-
ce (i). 51 M <S entonces {(Xy,..., Xy) "M = M, o sea
que se satisface (ii). Reclprocamente, suponga que (i)
y (ii) se cumplen para alglin S, debemos demostrar
que { cumple la ecuacion (2) para tal S. Sean M =
min(X,...Xy) y M'=min(X; NX,... X, NX) = MnX.

Caso 1. M > S, entonces f(X,,. Xn) = 8 por (i).
Subcaso 1.1. X > S, entonces M’ = M N X > S por ser
lineal el orden; y por (i) se tiene f(X; NX,... X, NX)
=8 = f(X{,..., Xp), luego (3) vale trivialmente.
Subcaso 1.2. X < S, entonces M > X y por tanto M’ =
MNX = X <8, Por (ii), f(X; NX,..XyNX) > M >
MNX = X, luego f(X; ﬂX X5 ﬂX)ﬂX X =
SnX = f(Xl X5) ﬂX

Caso 2. M 5 S, entonces M’ < § y por (ii):
f(XyoenXp) > My (X NX,... X nX) 2 MNX.
Subcaso 2.1. X < M, entonces
f(X{NX,..Xp NX)NX = X = {(X,,...Xp) NX.
Subcaso 2.2. X>M Sea M = X;, entonces X, NX =
X; = M. Como f; y¢ es un conectivo por (iii), entonces
f(Xlr\x XpNX)nX = f (X X, XpnX)nX
= 1,M(x1’ Xp)nX = f(Xl, XpnX. B

COROLARIO 2. Si {(Xy,..., X) > max(Xy,..., Xp)
para todos los arqumentos entonces f es un conectivo.

Demostramon. La propiedad f(Xy,..., Xp) > max
(X{s++Xp) se hereda al fijar uno o varios de los argu-
mentos y ademas implica trivialmente (i) y (ii) del
Teorema 2, haciendo S = 1. Podemos entonces probar
por induccién en k > 1 que todas las funciones resul-
tantes de fijar n-k argumentos en f determinan conecti-
vos. #l

Para el caso monadico tenemos:

COROLARIO 3. f: {X) — QX) determina un co-
neclivo monadico sobre (X, <) si y solamente si exis-
te S € QT) tal que:
f(X)=8 para X >S5S
f(X)>X para X <8,

Graficamente,

0 ’

=

|

Pt [-1[25
~
~

11 S 0

B

f debe ser constante hasta la diagonal (exclusive) y de
ahl en adelante arbitraria, pero permaneciendo en la
diagonal o debajo de ella.

EJEMPLO 10. Conectivos de un orden lineal fini-
to. Sea ¥, = {1,2,..., n} con el orden corriente, enton-
ces la topologia asociada Q(X,, <) esti formada por
el conjunto vacio y los conjuntos [j) = {x€ X,
x>]} 1<j<n, los cuales forman una algebra de
Heyting lineal de n+1 valores:

22 2..2M24

que podemos identificar con la sucesién descendente:
1 1 1
1>5>g>.>5 >0,

El Corolario 3 nos permite contar ¢l nimero de conec-
tivos monadicos, que es en este caso:

S (n+1)Y/K!.

PROPOSICION 1. Los conectives sobre (L, <)
son generados por -, V, A, =, junto con los conecti-
vos N9, j = 1, ..., n-1, definidos por

U Mo & eyl <i.
Demostracion. Por el Corolario 1, pues los conecti-
vos DD), j =2, .., 10, son definibles de los NJ:
u ||-knh’<p & k) ch)
& k) <) =n-G-1)
Uy NI e p),

EJEMPLO 11. Conectivos de (w, <). (w, <) es
isomorfo a la sucesion descendente de racionales:
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1>1>.5%>..50

y la caracterizacion del Corolario 3 nos muestra que
hay 2“ conectivos monadicos sobre (w, < ). Por lo tan-
to, no podrd haber un conjunto funcionalmente com-
pleto enumerable, a no ser que se permitan disyuncio-
nes infinitas. En tal caso, por el Corolario 1, es sufi-
ciente afiadir los conectivos monadicos & = h), iz2,
que sobre (w, <) pueden expresarse por

A de o |- Lol = =i (resta truncada).

7. Los conectivos de la logica intuicionista trivalente

Consideremos el topos de haces sobre el espacio de
Sierpinski X = ({1,2}, {{1,2}, {2}, ¢}). Como X =
(g E2+), donde £y = ({1,2}, <), se trata de los
marcos de Kripke sobre el orden lineal de dos elemen-
tos. Sus conectivos estan caracterizados por ciertas fun-

ciones en Y(X) = {[1), [2); 0} = {14,3).

Con respecto a los conectivos corrientes la logica de
este topos no es mas que la Idgica intuictonista trive-
lente de Heyting (1930), que toma valores de verdad
en el dlgebra T = ({1,%,3}, A, V,—+, ), donde:

1 1 1 -

Aliﬂ V120 -»120xx
1 1

1 2o 1l 11 aftdo 1fo

111 1 1 11 1 1

3l2 30 3l g3 3|t 10 30

0{0 0 0 01%0 0{1 11 o1

Segun la 1iltima proposicién, un conjunto completo de
conectivos para la logica de este topos es {N, -, v, A,
—} donde N esta definido por la condicion

% ||-; Ny siy solamente si Iﬂgo][l)l < 1.
Como funcidn en abiertos, N(x) = U{z C Q({1,2}):

lzNx| <1}, lo que da N({1,2}) = {2}, N({2}) =
{172} Y N(B) = {172}1 es decir,

X Nx

1 | 1/2
172 1

0 1

Las siguientes son las funciones de Q(X) que determi-
nan conectivos monadicos segin el Teorema 2:

| (=]

—pAN-p

PA-p

Si f{0) = 1/2 o (1) = 1/2, el conectivo { no puede ser
heytiniano, puesto que en el algebra de Heyting T la
subalgebra {1, 0} no es cerrada bajo f. Esto nos deja
con 6 conectivos monadicos heytinianos, los cuales co-
rresponden al algebra de Heyting trivalente libre en
un generador, los otros 9 son nuevos.

Obsérvese que la implicacién trivalente de Lukacie-
wicz (1930), cf. Cignoli, D’Ottaviano & Mundici (19-
95):

1
1150
1 1
g1t 3
01} 1 1
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no es un conectivo intuicionista; si lo fuera, la funcién
f(x) = (x—0) también lo seria, pero esta funciéon no
aparece en la tabla anterior. No satisface el Corolario
3 ya que el valor f(1) = 0 no se repite en f{1/2).

Demostraremos ahora que el siguiente es un siste-
ma deductivo completo para las sentencias validas de
la logica proposicional trivalente enriquecida con N:

Aziomas del Calculo de Heyting

AL (b 0) > ) = (¥ = @) = ¥) = ¥)

Ag (p = ¥) = (N¢ — Np)

Ag Np = [(g = 9¥) V(p - )]

A4 ¢ V Ny

Reglas: Modus Ponens. (4)

A es el axioma dado para la logica intuicionista triva-
lente en Monteiro (1964). Aq y A, coinciden con los
dados en Caicedo (1995b) para el mismio conectivo en
modelos de Kripke arbitrarios (llamado alli C*). A 4y
Ar son caracteristicos de N en logica trivalente. Para
demostrar la completitud del sistema utilizaremos mé-
todos algebraicos.

DEFINICION. Una N-dlgebra (de Heyting) es una
par (H,N), donde H es una algebra de Heyting triva-
lente, es decir, satisface la ecuacion

((p=0)=>v) > (v )2 v)2¥) =1,

¥ N es una operacion en H que satisface las ecuaciones

(p > ¥} (N =+ Np) =1

Ng 2 [(¢2¢)V(p=>—9¥)]=1
¢ VNp =1

-—N¢ = 1.

El algebra de Heyting T = ({0, -%-, 1}, A, Vv, =, 1)
con las operacion N arriba indicada es una N-algebra.
Igualmente, B = {0,1}, o cualquier algebra booleana,
con la operacion constante Nx = 1 es una N-algebra.
Es claro ademas que (B,N) es imagen homomorfa de
(T,N) por la identificacion de 1 y 2

LEMA 2. Las dlgebras de Heyling T y B tienen ez-
pansiones dnicas (T,N) y (B,N) e N-dlgebras.

Demostracion. Por A 4, se tiene en cualquier N-alge-
bra, N0 = 0V NO = 1, ¥ por Ag se tiene que Nx #0
para toda x (si Nx = 0 entonces =—Nx = 0). Ademés
en (T,N), %V N-li = 1, lo que implica N% #0, %, es de-

cir N} = 1. Hemos visto que N1 #0. Si N1 = 1 en
(T,N), entonces y V-9 = 1 (1 2 ) V(1= ) =1
por A lo cual implicaria que T es booleana, una con-
tradmcmn Consecuentemente, N1 = ; Esto muestra
la unicidad de N en T. Por otra parte, en una N-alge-
bra (B,N}, Nx = 1 para toda x, pues hemos visto que
Nx#£0.0

Se puede demostrar que en toda algebra booleana
la @inica operacion posible de N-algebra es la constante
1. Reciprocamente, que ésta sea una operacion de N-al-
gebra implica que el algebra es booleana. Por otra par-
te, no toda algebra de Heyting trivalente puede expan-
dirse a una N-algebra, como es el caso del algebra tri-
valente libre en un generador.

LEMA 3. Un homomorfismo sobreyective de una al-
gebra de Heyting H en una dlgebra de Heyting H’
transforma toda operacién de N-dlgebra en H en una
operacion de N-algebra en H.

Demostracion. Resulta inmediatamente de Ay que
{x—¥) < Nx—=Ny en cualquier N-algebra. Luego, para
cualquier homomorfismo de algebras de Heyting, f(x)
= f{y) implica f{Nx—Ny) > f(x—y) = 1, y asi f{(Nx) =
f(Ny), puede definirse entonces en H’: Nf(x) = f(Nx).
a

TEOREMA 3. Las siguieniles afirmaciones son ¢-
quivalentes para una formula ¢ del lenguaje proposicio-
nal L(=,V,A -, N).

a) ¢ es formalmente deducible en el sistema (4).

b) K ||- ¢ para todo haz K sobre el espacio de Sier-
pinski (equivalentemente, para todo modelo de Kripke
sobre 1 = 2).

c) v(¢) = 1 para toda valuacién v de L en {0, X o 1}
que salisfaga las tablas irivalentes de (T, N).

Demostracion. (a) = (b). A; vale en todas las al-
gebras trivalentes, es decir v(A,) = 1 para toda valua-
cion en T que satisfaga las tablas arriba indicadas. Co-
mo todo modelo de Kripke K sobre 1 —+ 2 da lugar a u-
na valuaciéon Vg que valida las mismas formulas que
K fuerza, tenemos que K fuerza A;. En Caicedo
(1995b) se demuestra que Ay y Aq son validos en to-
dos los modelos de Kripke. Finalmente, observe que
para cualquier modelo de Kripke K sobre 1 —+ 2 se tie-
ne K 1| Ny para cualquier ¢, pues [¢], C {2}, ¥
asi K |[-2 ¢ V Ny, Si K||-/-; ¢ entonces [ 2ﬂ c {2}y
asi K ||-; N, es decir, K||1 @ V Ny. Esto demuestra
la validez de A,. La validez de Ag es igualmente senci-
lla, pues N1 se fuerza siempre en el nodo 2.



CAICEDO,X.: CONECTIVOS INTUICIONISTAS SOBRE ESPACIOS TOPOLOGICOS 531

(b) = (c). A toda valuacion v de las letras proposicio-
nales con valores en T corresponde un modelo proposi-
cional de Kripke K sobre 1 2 2 tal que [p] = @ si
V(P) =0, EP] = {2} si V(p) 25 Yy [p] = {1 2} si V(p)

= 1. Por la construccion de las tablas es evidente que
Ky ||—{1 2) @ 81 y solamente si v(p) = L.

(c) = (a). Dada una N-algebra (H, N*) de 2 0 més e
lementos, el algebra de Heyting H es un producto sub-
directo de copias de T y de B. Por ¢l Lema 3, la ima-
gen de N* en cada factor subdirecto es una operacién
de N-algebra y por el Lema 2 debe coincidir con las
operaciones N de T y B, respectivamente. Esto impli-
ca que como N-algebra (H,N*) es un producto subdi-
recto de copias de (T,N) y (B,N). Ahora, toda ecua-
cion valida en (T,N) lo es en (B,N), ya que ésta ulti-
ma es imagen homomorfa de (T,N), luego lo es en
cualquier N-algebra. Aplicando ésto a la N-algebra li-
bre en enumerables generadores, es decir al algebza de-
ductiva de formulas H = L(—, V, A,—, N)/%, con gene-
radores P{s Pgy o , donde ¥ es el filiro generado por
los axiomas, obtenemos que cualquier formula valida
en (T,N) se deduce de los axiomas. O

8. Conectivos invariantes

Un conectivo ¢ sobre un espacio X se dira invartan-
e si para todo par de abiertos U, W en X y todo ho-
meomomorfismo h: U =+ W se tiene

cwoh’ - h’ocU.

Esto significa que la propiedad local de abiertos que lo
define es invariante bajo homeomorfismos locales:

(SysSn) € cU & (W(S1)-h’(Sp)) € Cyy,

pues S€C = U & I'(¢(8)) = b’(U) =

& eyl h’(g) = W ﬁ h’(S) € Cyy- Semantlca.mente,
para cualquier formula construida con conectivos inva-
riantes y cualquier homeomeorfismo h: U -+ W:

Ally ¢lol & A [l elbocl

Se verifica facilmente que los conectives invarian-
tes son cerrados bajo composicion.

EJEMPLO 12. Los conectivos heytinianos son inva-
riantes sobre cualquier espacio X. Los conectivos en
modelos de Kripke de Caicedo (1995b) son invariantes
sobre cualquier orden parcial fijo. Todo conectivo defi-

nido por una propiedad local fopelogica, por ejemplo
“localmente conexo” (Ejemplo 9) es invariante sobre
cualquier espacio.

EJEMPLO 13. Los conectivos de un orden lineal fi-
nito son todos invariantes; por ejemplo, los de la logi-
ca trivalente de Heyting. Este no es el caso de los orde-
nes infinitos; los conectivos constantes oW de (w, <)

no son invariantes, pues dado el homeomorfismo h(x)
=x+1def0)en[1)y Se[0)T se tiene:

b(@\(8)) = W([2)) = [3) # [2) = O} (w(8)).

Mostramos en seguida que todos los conectivos in-
variantes monddicos de (w, <) y de (R, <) son genera-
dos por un solo conectivo invariante, No sabemos si
este genera todos los invariantes n-arios de estos espa-
cios.

DEFINICIéN. Sea F el conectivo definido en mode-
los de Kripke por: U ||- pFe & Va>p: A g o

Sobre (w, <), Fy significa que ¢ sera forzada a
mas tardar en el siguiente paso:

Lo Fe & Bl @

y el iterado F¥= F.. F (k veces) significa que serd
forzada a més tardar en k pasos:

Ay Fro & By e

La tabla de verdad de FK es; c(1fj) =
c(0) = 0.

TEOREMA 4. Los conectivos monddicos invarian-
tes de (w, <) son infinilos y estan generados por los
de Heyting (V finito) mas el conectivo F.

Demostracion. Verificamos primero que los siguien-
tes son todos los subobjetos correspondientes a conecti-

vos monadicos invariantes (€p), = (€([n))), sobre
(w, <)

1. € =0

2. €, = {#)

3. Para cada k€ w, C,, = {[n), [n+1), ..., [n+k)}

4. Parg cadak € w, C {[11) [n+1), ..., [n+k), 8}

5. €y = {[n), [n+1), .. } = [

6. €, = {[n), [n+1), ..., 8} = [n)+u{@}.

Es suficiente calcular Cj, pues por invarianza
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+n) € C, & [j) € €, (5)

ya que h(x) = x+n es un homeomorfismo de [0) en
[n), de modo que €, determina a (Cy),, por traslacio-
nes. Observe ademas que [k) € C, implica [k) = [k) N
[i) € €;, y por (5), [k-j) € ¢, para toda j < k. Tenemos,
pues, segun los casos:

Caso 1: no existe j tal que [j) € €. Entonces ¢, = 0 o
Co = {0}, y ast €, = @ para toda n, o €, = {@} para
toda n.

Caso 2: existe j tal que [j) € C,. Entonces

Co = {[0), [1), -y

si existe maximo k tal que [k) € Cy; y de lo contrario
Co=2X)oCH=X)—-{0}.

K} o €, ={[0) 1), ... [k), €}

Es inmediato que los conectivos arriba enumerados
son, cuando se interpretan:

false
Fk<p Vo
T

true. A

Sl

Como hemos dicho, no sabemos si F genera todos
los conectivos invariantes sobre (w, < ). Como ilustra-
cidn, el conectivo invariante binario

C={(p): [@): IlP}-la)I <k}
puede expresarse por Aie w(Figp ~ Fi+k1¢1).
Para el caso de (R, <), consideramos por comodi-
dad los siguiente conectivos adicionales:
Ay Mg & [e] [x) tiene minimo
A||-xNe & |- x) ¥ o [«] [x)#ﬂynotlene

minimo

Sobre (w, <), estos conectivos son triviales pues My
= - y Ny = false, pero sobre (R, <) no son ni si--
quiera heytinianos.

LEMA 4. En modelos de Kripke sobre (R, <),
Mp = 9 A(Fp = p)
Ne = ¢ A (Mp - p).

Demostracion. Utilice la densidad y completez del
orden de (R, < ). N

TEOREMA 5. Los conectives monddicos invarian-
tes de (R, <) son 14 y estan generados por los de Hey-
ting mas el conectivo F.

Demostracion. Solamente hay dos tipos de abiertos
no vacios en (R, < ): [x) = [x,00) = [1,00) ¥ (x,00) =
(1,00). Por tanto, para determinar un conectivo inva-
riante ¥ = {¥([x)), F((x,00)}}, € R ©omo subohjeto
es suficiente conocer

F(1) = F(1)) v F(1H)= F((1,00)).

Caso 1: existe [y) € F¥(1) con y>1. Entonces [z) €

(1) para todo z>1, pues hay un endo-homeomorfis-
mo de {1) que envia [y) a {z), y por restriccion a (1,00)
se tiene también [z) € F(1¥) para todo z > 1. Ademas,
[v) € F([y)) vy (y,00) € F((y,00)) por restriccion y asi
[1) € F(1), (1,00) € F(1*) por homeomorfismo. En su-
ma, tenemos:

1},
1 }U{(1,00)}-

Caso 2: existe (y,00} € F(1) con y>1. Entonces se ob-
tiene analogamente que

F(1) 2{(z,00) : z21}U{[1)},
F(1*) 2 {(z,00) : 2 > 1}

Combinando la presencia y ausencia de los dos casos
anteriores, tenemos los posibles valores de F(1) y

F(1%):

- No vale 1 ni 2:

1.F(1) = A5 =0

2.9(1) = (1*)=§0}

3. %(1) = {[1)}, F(O7) = {(1,00)}

4. F(1) = {{1), (1,00)}, F(1*) = {(1,00)}.

- Vale 1 pero no 2:
5. F(1) = {[z) : 2 2 1},
F(1%)= {[2): z > 1} U {(1,00)}
6. F(1) = {(1,00), [2) : z>1},
F(1*) = {[z) : z > 1} U {(1,00)}.

- Vale 2 pero no 1
7. F(1) = {{1), (z,00): 2 2 1},
F(1*)= {(z,00) : z > 1}.

-Valen 1 y 2:
8. ¥(1) = {[z), (2,00): 2> 1},
F(1%) = {(1,00), [2), (z,00): 2 > 1}.
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Se duplican los casos 3 a 8 aiiadiendo @ a cada uno, lo
que da 14 conectivos, pues § € F(1) < @ € F(1%). Fi-
nalmente, se verifica que los conectivos arriba enume-
rados corresponden respectivamente a:

false,

o

P

Fe

My

Fo v My,
Ne

g,

I e

Ahora, los conectivos 5, 6 y 7 son expresables con F
por el Lema 4, y afiadir ® a los conectivos 3 a 8 equi-
vale tomar la disyuncion Oy V —¢ para cada uno. B

9. Conectivos globales.

Llamaremos conective global (de espacws topologi-
cos} a toda escogencw. de un conectivo ¢*: QX)" =
©(X) en cada espacio X que sea preservada por inyec-
ciones homeomorfas abiertas. Es decir, cada ¢ es inva-
riante y la invarianza se extiende a abiertos homeo-
morfos que residen en distintos espacios. También po-
demos ver los conectivos globales como la escogencia
de una propiedad topologica de abiertos C tal que pa-
ra cada X, C(X) C (X)" cumple la condicion de haz
sobre (€(X), C ).

Los conectivos heytinianos son globales, lo mismo
que todo conectivo definible por una propiedad topo-
logica. Si nos restringimos a los espacios provenientes
de ordenes parciales, los conectivos globales coinciden
esencialmente con los conectivos intuicionistas en mo-
delos de Kripke de Caicedo (1995b). Para ver esto, da-
do un conectivo C en modelos de Kripke, introduzca-
mos su normalizacion :

*={(%,<,9:¥peX([p), <,Snip)) eC}.

Entonces C y C* son equivalentes para forzamiento en
modelos de Kripke, y C** = C*. Ademas:

PROPOSICION 2. Los coneclives normalizados en
modelos de Kripke coinciden con los conectivos globa-
les en érdenes parciales.

Demostracion. Dado un conectivo normalizado C en
modelos de Kripke, la asignacién para cada orden par-

cial £ = (X, <) de:
C(Z) = {SeD)" : (T, <, 8) € C}.

define un conectivo global, pues se cumple:

Si S€C(X) y h: &' » VC X es un homeomorfismo
entonces (X, <, 8)€C y h: ¥' - V es un isomorfis-
mo de orden. Por las propiedades de C (V, <, 8nYV)
eCy (&<, (S)) (', <, W (SOV))EC 0
sea, h'l(S) € C(E'

SiZ=UW,Se¢ QEZty SNW. e C(W ) para to-
do i, sea p € E entonces [p) C W. para algun i, y por
tanto SN [p) = (SNW,) N{p) € C([p)). Es decir, ([p),

<, SnJp)) €C. Por norma.hdad (,<,89€cC.

Bﬁ(:lproca.mente si B |+ C(X) es un conectivo global
en ordenes parciales, dado como propiedad topologica,

C={Z%<,8: Sec(@)}
es un conectivo normalizado en modelos de Kripke, ¥
las asignaciones descritas son mutuamente inversas. B

Se puede verificar que los conectivos heytinianos
son preservados por imdagenes inversas de funciones
continuas abiertas. Este no es el caso de otros conecti-
vos globales como “localmente conexo”.

CONJETURA. Los conectivos heytinianos sobre es-
pacios topologicos coinciden con los conectivos globa-
les preservados por funciones continuas abiertas.

Sobre 4rdenes parciales las funciones continuas a-
hiertas son los homomerfismos frertes de Caicedo (19-
95b); es razonable conjeturar también que los conecti-
vos heytinianos en modelos de Kripke son exactamen-
te los preservados por dichos homomorfismos.

Categorialmente, los conectwos globales son las
n
transformaciones naturales (c* Jx de (QlTo ia)
Ql'[ropla’ donde Q: Top — Conj es el funtor contrava—
rianteé que envia cada espacio topologico a su topolo-
gia y cada funcion continua a la funcion imagen reci-
proca, ¥ Topia es la subcategoria de Top determinada
por las inyecciones homeomorfas abiertas. Estas trans-
formaciones estan en correspondencia con los subfunto-
;les de m'll'opia. que cumplen en cada X la condicién de
az.

Generalizando, podemos definir los conectivos glo-
hales de cualquier subcategoria C de Top como las

transformaciones naturales (cx)x € 0b§(C) de Qi en

sl mismo, siempre que C contenga todas las inclusio-
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nes de abiertos en sus objetos. Estas iltimas se necesi-
tan para que cada funcion CX defina en realidad un co-
nectivo. Los conectivos globales de la categoria (£2(X),
C ) son precisamente los conectivos de $h(X). Los de
la categoria (€(X), C) enriquecida con todas las inyec-
ciones continuas abiertas entre sus objetos son los co-
nectivos invariantes de Sh(X). Hemos visto que los de
la categoria de espacios provenientes de ordenes parcia-
les con inyecciones homeomorfas abiertas son los conec-
tivos en modelos de Kripke.

De ser cierta la conjetura arriba propuesta, los co-
nectivos globales de la categoria de funciones abiertas
continuas serian exactamente los heytinianos. Qbsérve-
se que no toda funcién continua preserva la negacidén o
la implicacién de Heyting. Como el espacic de Sier-'
pinski § representa al funtor 2 en Top (con todas las
funciones continuas), se tiene por el Lema de Yoneda
que los conectivos globales de Top estan en correspon-
dencia con las funciones continuas de $™ en S. No es
dificil mostrar que éstos son los generados por A, V,
true y false. Es decir, la logica global de Top es la de
los reticulados distributivos con maximeo y minimo,

Reconocimientos. La demostracion del’ Teorema 3
nos fue inspirada por las sugerencias del Prof. Roberto
Cignoli (U. de Buenos Aires) respecto a utilizar méto-
dos algebraicos en el estudio de los conectivos. Tam-
bién se ha beneficiado este trabajo de las observacio-
nes y correcciones del Prof. Francisco Miraglia (U. de
Séo Paulo).
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