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Este articulo trata el problema de determinar la energia del estado base para 4tomos de
la sucesiin isoelectrénica del ortohelio (2 <€ Z < 10) mediante una combinacion del modelo
de Eckart y de la teoria de perturbaciones en la primera aproximacién de Born.
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Abstract

This paper address the problem of finding the quantum energy of the ground state of the
ortohelium isoelectronic sequence (2 < Z < 10) by combining the Eckart model and the
perturbation theory in the so-called First Born approximation.
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1. Introduccién

La determinaci6én de la energia del estado base de 4tomos
de dos electrones ha sido objeto de interés desde los
trabajos pioneros de Hylleraas(Hylleraas 1929; Hylleraas
1930; Hylleraas 1964) hasta el presente (Arias de Saavedra
y Buendia 1994; Brindas y Goscinski 1970; Callan 1973;

Campos 1995a; Eckart 1930; Froese Fischer 1977;
Sanders y Scherr 1969; Tripathy y otros 1995).

En virtud de las reglas de acoplamiento del momentum
angular, el espin electrénico total de un 4tomo de helio
toma el valor cero (S = 0, parahelio) o el valor uno (S=1,
ortohelio). La configuracién electrénica para ¢l estado base
del parahelio es (1s)(1s) mientras que la del ortohelio es
(15)(2s).

# Universidad de Cérdoba, Monteria. Colombia. Trabajo Final en el programa de Especializacion en Ciencias Fisicas de la Universidad

Nacional de Colombia.

*

Departamento de Fisica, Universidad Nacional de Colombia, Bogotd. E-mail: dcamposr@ciencias.ciencias.unal.edu.co



498 REV. ACAD. COLOMB. CIENC.: VOL. XXI, NUMERO 81 - NOVIEMBRE DE 1997

En un trabajo anterior uno de nosotros (Campos
1995a) utilizé el modelo de Eckart (Eckart 1930) para
determinar la energia del estado base de los diez primeros
dtomos de la sucesién isoelectrénica del parahelio. En el
presente trabajo consideramos los diez primeros dtomos de
la sucesién isoelectrOnica del ortohelio y calculamos la
energfa del estado base.

Primero se hace uso del modelo de Eckart para
determinar las cargas nucleares Optimas Z, ¢ y Zp ¢ que
mejor describen el 4tomo de dos electrones en el sentido del
método variacional. Después, se mantienen fijos los valores
6ptimos de Z, ¢ y Zp e, y s¢ optimizan los resultados
mediante aplicacion de la teorfa de perturbaciones en la
primera aproximacién de Born (Campos 1995b),
considerando sélo comrecciones debidas al segundo nivel de
los dtomos hidrogenoides de cargas nucleares Z, e y Zy, e.
Finalmente, los resultados asf obtenidos se comparan con
los de otros autores (Sanders y Scherr 1969).

2. Modelo de Eckart

El hamiltoniano no relativista de un dtomo de carga nuclear
Ze y dos electrones {carga — e), se escribe en la forma

20 _[ 12 o2 ze2| | #2 o2 zZell, 2
* '( 2m V1 fl)"'[ 22 g @

donde m es 1a masa reducida del electrén, y los subindices 1
y 2 rotulan los electrones. Siguiendo a Eckart (Eckart
1930), escribimos

%= g0 p, )

donde introdujimos los operadores
7 el 2
O ._| #2 g2 _Zac W o2 Zpe
A -"(‘m"lz n ]*(“m‘ﬁ n) ®

Z,-7Z)\e2 (z,-Z)e2 2
‘|'7:=(ar1] +[br2] +"f"1—2.

)

El operador AQD e interpreta como un sistema no
perturbado formado por dos 4tomos hidrogenoides no
interactuantes, con carga nuclear Zpe 'y Zpe,
respectivamente, mientras que ¥ describe la perturbacion

que afectaa A% . La eleccion de los parimetros Z, e y
Zy e se fija con base en el método variacional.

Para determinar ¢l estado base del ortohelio tenemos en
cuenta que la funcién de onda electrénica total se forma

como el producto de una parte espacial y=(7,, 7,) por una
funcion Qgp (L, Hp) que describe el estado de espin
del electrén (‘(S‘ampos 1997). Como ¢l estado base del
ortohelio estd asociado con la configuracién (15)(2s) la
parte espacial de la funcién de onda s antisimétrica con
relacidn a la permutacién de las coordenadas espaciales de
los electrones, y se construye por medio de la relacion

y (7, f2)=\/ %—N_ [(Pa(fl) (Pb(?z)—(Pb(?]) (Pa(fz)] .(3)

N~ es una constante de normalizacion, y @ (7} y @u(F)
son funciones que representan, de manera respectiva, el
orbital 1s de un atomo hidrogenoide con carga nuclear
Z,e y el orbital 2s de un Atomo hidrogenoide de carga
muclear Z e :

Los orbitales (¥} y @4(7) estdn normalizados a uno
pero no son ortogonales debido a que estdn asociados con
cargas nucleares diferentes. Por lo tanto, la constante de
normalizacién N_ se determina por la relacion

1
N =—7—x, (8)
1-[s7]

donde §~ designa la integral de superposicién entre los
orbitales,

S‘:J‘(p;[?'lza)cpb(?lzb]d3?. 9

Al seguir un procedimiento andlogo al descrito para el
caso del parahelio (Campos 1995a), se determina el valor
esperado de lIa energia con relacién a la funcién de onda
espacial y—(F|, ;) . Este procedimiento da Jugar 4 una
expresion para la energfa del estado base, E{Z,, Zp|, 1a

cual depende de los pardmetros Z y Zp. Como estos
pardmetros son arbitrarios, la eleccién fisica de ellos se
hace con base en ¢l principio variacional {Campos 1997)
exigiendo el cuamplimiento de las relaciones

8%. (24, 25) =0, aizbg[za, Z;)=0. 0
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La tabla-1 muestra los resultados de los pardmetros
variacionales y de la energia del estado base para los nueve
primeros 4tomos de la sucesion isolectrénica del ortobelio,
los cuales se distinguen por el valor del nimero atémico Z.

z z, Z, E{Za, Z5)

2 1.993 1.551 - 2.16663988
3 2.999 2570 - 5.10257824
4 4,002 3577 —9.28915699
5 5.003 4.582 — 14.7259511
6 6.004 5.584 ~21.4128445
7 7.005 6.586 —26.3497917
8 8.006 7.589 - 385367716
9 9.006 8.588 - 489737727
10 | 10.006 9.589 — 60.6607885

Tabla 1. Energia variacional para los nucve
primeros atomos de la sucesion isoelectrénica del
ortohelio en el modelo de Eckart. La energia se
especifica en unidades atémicas. Para ¢l caso de Z
= 2, el valor experimental de la energfa es de
-2.17519 unidades atémicas (Grau 1988).

En todos los casos Zg; > Zp, lo cual indica que el
electrén en el orbital 15 apantalla la carga nuclear y por lo
tanto el electrén 25 “ve’” una carga nuclear menor. Este
afirmacién se base en e! hecho de que la densidad radial
asociada con el orbital 1s,

Flng r):=r2

estd mis cercana al nidcleo atémico que la densidad radial
asociada con el orbital 25,

Flng. r):= 12 |(pb[F|Zb)|2 , (12)

lo cual se ilustra en la figura-1 para el caso de dos dtomos
diferentes (Z=2y Z=13).
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Figura 1. Comportamiento de las funciones
F(n,r) y F(ngr) asociadas respectivamente
con el dtomo hidrogenoide (Z,¢, —¢) en el orbital
1s y con el dtomo hidrogenoide (Z,e, —e) en el
orbital 25, para dos 4dtomos de la sucesifn
isoelectrénica del ortohelio (Z=2y Z=3).

3. Optimizacién de la energia con €l método de Born

Para cada dtomo de la sucesion isoelectrénica del ortohelio
suponemos, en 1o que sigue, que los parametros Z, y Z,,
tienen los valores numéricos especificados en la tabla-1.

Con el fin de optimizar los valores de energia que figoran
en esa tabla aplicaremos la teorfa de perturbaciones en la
modalidad bautizada como primera aproximacién de Bomn
{Campos 1997, pg. 52).

Usamos la particién del harmiltoniano % especificada
por la ecuacidn (2). Los estados propio del hamiltoniano no
perturbado AY e construyen a partir de los orbitales
hidrogenoides por medio de¢ la generalizacién de la
expresion (5), en la forma
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Pap(71) 95, (72) — 0 (T1) 94, (P2 . (13

El subindice & es un entero que rotula los estados propios (k
=0, 1,2, 3, ...) del hamiltoniano A@ | el cual representa
un sistema formado por los 4dtomos hidrogenoides
(Z,e,—e) y (Zpe, - ) . Tal como se muestra en la tabla-2,
los nimeros cudnticos que identifican los orbitales
cspaciales de los dtomos (Z,e,—¢) y (Zpe,—e€) se
designan como

a = [n,,k, Loy ’”ak)’ by = ("bk’ by mbk]' (14)

Dentro de la primera aproximacién de Born (Campos
1997, pg.52), al tener en cuenta la identidad V1 = V),
se obtiene que el estado base del ortohelio estd dado por la
relacién

[viel’ (14)

1 o0
£1=E&0)+V11+k:%,1 —O——M )_.E ’

en la cual el estado k = 0 de la tabla-2 no contribuye debido
a que la configuracién Sl $)(2s) es la gue determina el estado
base del ortohelio. ESO =ECZa, Zgj y Eio) designan la
energia del estado base y de los estados excitados del
hamiltoniano #© | segiin Ia codificacién de la tabla-2. En
(14) intervicnen los elementos matriciales de la
perturbacién V', dada por la ecuacicn (4),

= vrl9lve) w

La suma de la ecuacién (14) corre sobre todos los
estados del espectro discreto y del espectro continuo del
hamiltoniano 89 . Por razones practicas aproximaremos
los célculos incluyendo sélo contribuciones debidas a los
estados k£ = 2, 3, ...14, los cuales estdn asociados con el
estado base y con el primer nivel excitado de los Atomos
hidrogenoides. Por razones de simetria las unicas
contribuciones diferentes de cero en (14) provienen de los
estados & = 5, 11 y 12, tal como se indica en la tabla-3 para
¢l caso del atomo de ortohelio (Z = 2).

k Vik E® [Vief

EQ _ED

~4.13464x 1073

5 —0.0737081 | -0.613664
11 0.00471998 {-0.772998 | - 1.92941x 10-3

12 | -00171664 | 0473444 | _2.02643x 10~ 4

Correccion total —0.00435658

Orbital dtomo | Orbital 4tomo
(Zge,-€) Zpe.~€) | Ecuacion (13)
k n“k’ pak; mak nbk’ ?bk’ mbk WE(?I’ ?2)
0 100 100
1 100 200
2 100 211
3 100 210
4 100 21-1
5 200 200
6 200 211
7 200 210
8 200 21-1
9 211 211
10 211 210
11 211 21-1
12 210 210
13 210 21-1
14 21-1 21-1

Tabla 2. Las funciones propias del hamilioniano
no perturbado, A9 | se construyen con ayuda de
la ecuacién (13) y se enumeran con el rétulo k.

Tabla 3. Correcciones a la energia del modelo de
Eckart para el dtomo de ortohelio (Z = 2),
calculadas con base en la primera aproximacion
de Born de la teoria de perturbaciones y
considerando sélo los estados & = 2, 3, ..., 14
enumerados en la tabla-2.

En la tabla-4 se muestran las correcciones A%] al
modelo de Eckart (tabla-1) debidas a teoria de
perturbaciones, al igual que la energfa total £ calculada
con base en la primera aproximacién de Born, Para fines de
comparacion se incluyen también en la tabla-3 los valores
Ege obtenidos por Sanders y Scherr (Sanders y Scherr
1969) en célculos de alta precision con la teoria de
perturbaciones, empleando correcciones hasta orden 17.
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A )
2 - 0.00435655 -2.1710 -2.17522936
3 - 000411178 - 5.10669 -5.11072736
4 —0.00407248 ~9.29323 - 929716658
5 —0.00406564 -14.730 —14.7738973
6 —0.00406670 —21.4169 - 21.4207558
7 - 0.00406988 —29.3539 -29.3576817
8 —0.00407348 —~38.5408 —138.5446473
9 —0.00407696 -48.9778 - 48.98 16383
10 — 0.00408016 — 60.664 — 60.6686465

Tabla 4. Las columnas Aln% 1y IE 1 designan la correccion
al modelo de Eckart (tabla-1) debida a la teoria de
perturbaciones y la energia total calculada en la primera
aproximacion de Born, respectivamente. La columna Egc
son datos teéricos de Sanders y Scherr (Sanders y Scherr
1969). Los valores estdn en unidades atémicas.

4. Conclusiéon

La concordancia de valores hasta la segunda cifra decimal,
entre las dos dltimas columnas de la tabla-4, indica que el
modelo empleado en el presente trabajo conduce a muy
buenos resultados. Tiene ademas la ventaja de ser
conceptualmente sencillo y de requerir un esfuerzo
numérico inferior al que requieren los célculos de Sanders y
Scherr (Sanders y Scherr 1969). El valor teérico obtenido
concuerda también de manera razonable con ¢l valor
experimental, el cual para el caso de Z=2, es de -2.17519
unidades atémicas (Grau 1988).
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