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La hidrologia de Colombia esta fuertemente afectada por ambas fases del ENSO, un fené-
meno que exhibe rasgos de caos deterministico de baja dimensionalidad. Se examina el posible
comportamiento caético de la hidro-climatologia de Colombia. Para cllo, se presentan algunas
ideas de la cuantificacién de caos usando series temporales y se aplican a series hidrolégicas
extensas de Colombia, consistentes en registros de precipitacién mensual de Bogota entre 1866
y 1992 y de Medellin entre 1908 y 1995, as{ como a la serie de caudales medios mensuales del
rio Magdalena en Puerto Berrio. Se estiman el Espectro de Potencias, la dimensién de Haussdorf-
Besikovich (fractal), 1a dimensién de escalamiento entre distancias en los atractores, y el ma-
yor exponente de Lyapunov de las series temporales.Se estudia la dindmica que controla el
comportamiento de la precipitacién y los caudales, con el dnimo de investigar la existencia de
componentes determinfsticas de baja dimensionalidad, y el posible comportamiento caético.
Se discuten algunas ideas acerca de la prediccion hidrolégica en el contexto de sistemas dina-
micos no lineales en régimen de caos.

Palabras claves: Hidrologia, ENSO, Teoria del Caos, Colombia.
Abstract

Interannual hydro-climatology of Colombia is strongly influenced by extreme phases of
ENSO, a phenomenon exhibiting many features of chaotic non-linear system. The possible
chaotic nature of Colombian hydrology is examined by using time series of monthly precipitation
at Bogotd (1866-1992) and Medellin (1908-1995), and average streamflows of the Magdalena
river at Puerto Berrio. The power spectrum, the Haussdorf-Besikovich (fractal) dimension, the
correlation dimension, and the largest Lyapunov exponent are estimated for the time series.
Ideas of hydrologic forecasting and predictability are discussed in the context of nonlinear
dynamical systems exhibitic chaotic behavior.
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1. Introduccién

1.1 PREDECIBILIDAD DEL CLIMA. Como lo

sabemos de la experiencia cotidiana, el pronostico del

clima estd muy lejos de ser perfecto. Se predice que ha-
bra lluvias aisladas en una region sin indicar la hora ni el
lugar y menos se habia de su intensidad. De otra parte,
es posible predecir con total exactitud que el sol saldrd
maiiana a las 5:58 a.m. La diferencia entre los dos tipos
de predicciones es evidente, La razén para tal divergen-
cia radica en la escala espacial y temporal de los fend-
menos involucrados. La variabilidad astronémica es im-
portante en escalas de tiempo geoldgicas, pero a escala
humana es insignificante y despreciable. De allf el
caracter perfecto de las predicciones astonémicas. El cli-
ma que nos rodea es producto de la interaccién no lineal
de miiltiples procesos geofisicos que ocurren simultinea-
mente en diversas escalas del espacio y del tiempo. Tal
cardcter de no linealidad es el responsable de la poca
predecibilidad del clima, particularmente en e! mediano
y en el largo plazo.

El trabajo ya clasico de Lorenz (1969) constituye la
primera evidencia de caos en la dindmica del clima. Su
modelo consiste en tres ecuaciones diferenciales no linea-
les acopladas para describir de una manera muy sencilla
el fenémeno de la conveccidn atmosférica ocasionado por
el calentamiento de ta atmosfera desde la superficie del
terrenc. En tal modelo, Lorenz encuentra la primera ma-
nifestacion de que la atmdsfera es un sistemna inestable,
altamente sensible a las condiciones iniciales, cadtico, cuya
trayectoria puede estar contenida en un *“atractor
extraiio” . Por ello se ha recurrido a la metdfora del “aleteo
de la mariposa” en la selva del Amazonas que es capaz de
desatar un tornado en Japdn a la semana siguiente.

La prediccién del tiempo en el largo plazo con total
precision es una tarea imposible, pués se necesitaria una
precision ilimitada en el conocimiento de las condicio-
nes iniciales de las variables y ademads requeririamos una
precision infinita del modelo y de su integracién numé-
rica en computador. Ambos requerimientos son absurdos.
Hay pués, limites en la predecibilidad que dependen de
los tipos de procesos bajo estudio (en particular de sus
escalas), del cardcter y magnitud de los errores iniciales
y de la exactitud del método de prediccion. De otra par-
te, ta prediccidn climatoldgica de largo plazo es posible
porgue la existencia de atractores extrafios demuestra que
s6lo ocurrirdn ciertas clases de movimiento turbulento.
La herramienta de prediccién de largo plazo se basa en
el calculo y la extrapolacién de cantidades fisicas que se
promedian sobre todo el atractor.

El tema de 1a existencia de atractores de baja
dimenstonalidad en el clima es ain tema de debate en la
literatura (Lorenz, 1991). La teoria de caos ha aportado
nuevas luces en torno al problema de la turbulencia (rutas
a la turbulencia desarrollada, bifurcaciones doblando el
periodo, intermitencia, cuasi-periodicidad, multifracta-
lidad, etc.). El clima es resultado de la turbulencia en
muchas escalas espacio-temporales. Nicelis y Nicolis
(1987) encuentran un atractor de baja dimensionalidad para
los ciclos de glaciacidn/degalciacion durante el dltimo
millon de afios. Micolis vy Nicolis (1984} encuentra una fa-
milia de atractores caéticos para el modelo de evolucién
climdtica que considera el sistema océano-cridsfera-atmdas-
fera modulado por forzamientos astronémicos en el rango
103-10° afios. En otras escalas espacio-temporales,
Romanelli et al. (1988) encuentran atractores de baja di-
mensién (3-4) para las series de tiempo de (1) valores ho-
rarios de la frecuencia critica ionosférica, (ii) valores dia-
rios del flujo de radiacién solar, y (iii) valores horarios del
indice geomagnetico aurcral. Essex y Nerember {1987)
analizan series de la altura geopotencial diaria de los 300
mb y encuentran un atractor de baja dimension.Grassberger
(1986) encuentra un atractor de alta dimension (alrededor
de 10) en registros de anillos de arboles para los dltimos
7100 arios. Rodriguez-Iturbe et al. (1989) encuentran ras-
gos de caos en registros de {luvia horaria en el drea de
Boston. Tsonis y Elsner (1989) identifican un atractor de
baja dimensionalida en registros de velocidad del viento.
Poveda y Puente (1993) también encuentran evidencia de
caos en registros de velocidad de viento y temperatura para
la capa limite atmosférica de un bosque Canadiense, iden-
tificando variabilidad en la dimensién de los atractores
con la altura.

1.2 EL. NINO-OSCILACION DEL SUR: UN FE.
NOMENO CAOTICO? El fenémeno El Nifio-Oscilacion
del Sur (ENSQ) se da como resultado de la interaccién
entre el océano y la atmdsfera en la region del Océano
Pacifico ecuatorial. Se trata del conjunto mis poderoso de
variaciones atmosféricas y ocednicas en escalas de tiempo
de meses a varios afios a nivel global (Glantz et al., 1991
Philander, 1990; Diaz v Markgraf, 1993}. Como se dijo,
el ENSO tiene su origen en la interaccién no lineal entre
el océano y la atmdésfera sobre el Océano Pacifico tropi-
cal. Ademds, hay hipdtesis que vinculan al ENSO y a los
monzones de la India como sisternas mutuamente
interactivos (Webster y Yang, 1994). Ademis, Barnetr
{1991) demuestra que el ENSO se debe parcialmente a la
interaccion no lineal entre dos frecuencias: una cuasi-bie-
nal y otra de baja frecuencia entre 3y 7 afos. Uno de los
rasgos mds destacables del ENSO es su manifestacion
aperiédica pero recurrente entre 2 y 7 afios, un rasgo que
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se presenta en sistemas dindmicos no lineales. En tanto
que los métodos que se usan para predecir algunos de los
rasgos caracteristicos del ENSO han tenido algin éxito,
con anticipacion de 3 a 9 meses, todavia quedan muchas
preguntas abiertas. Entre ellas, entender cémo interactia
el (cuasit) ciclo del ENSO (entre 45 y 60 meses) con el
ciclo anual y con otros fendmenos ciclicos que afectan el
clima de los trdpicos tales como la Oscilacién Cuasi-Bie-
nal, la Oscilacién del Atldntico Norte, las oscilaciones de
30-60 dias, las ondas del este, y aiin el ciclo diurno.

Hay evidencias serias de la posible naturaleza cadtica
del ENSO. Vallis (1986) construye un modelo
deterministico tridimensiona! de ecuaciones diferenciales,
andlogo al sistema de Lorenz, para describir la dindmica
del ENSO. El modelo reproduce algunos de los aspectos
cualitativos del fendmeno. Hense (1987) encuentra evi-
dencia de la existencia de un atractor extrafio usando la
serie de tiempo del Indice de Oscilacién del Sur (el indice
tradicional que se utiliza para describir el ENSQ), con una
dimensién fractal en el interarvalo 2,5 a 6, lo que sugiere
que hay entre 5y 15 grados de libertad que dominan en el
sistemu. Fraedrich (1986) ha desarrollado un modelo
cuadritico (andlogo a la ecuacidn logistica, muy popular
en teoria de caos) para representar las intensidades del fe-
némeno de El Niflo. La naturaleza aperiddica recurrente
del ENSO es un rasge comin en sistemas cadticos, asi
como el hecho que cada evento del ENSO es diferente de
los demds, aunque haya patrones comunes. Los mecanis-
mos fisicos de la inestabilidad convectiva encontrados en
el ENSO son (auto)-similares a aguellos que ocurren en
escalas menores, tal como la oscilacién intra-estacional
de 30-60 dias, y otros tipos de organizaciones de celdas
convectivas. Enfield (1989) postula que si el ENSO no es
un sistema cadtico, seria mds la excepcién que la regla.
De acuerso con Miinnich et al. (1991), la variabilidad de
largo plazo del ENSO es intrinsecamente cadtica (inde-
pendiente de la naturaleza cadtica del clima mismo). Re-
cientemente, dos estudios independientes han propuesto
gue la falta de regularidad exacta del ENSO pueden ser
representadas por procesos cadticos de baja
dimensionalidad que son forzados por el ciclo anual (Jin
et al., 1994; Tziperman et al.,1994). Usando un modelo
océano-atmgsfera acoplado forzado por la variacién en el
ciclo anval, Chang et al. (1995) encuentran que e} ENSO
puede presentar caos via bifuraciones de doblado del pe-
riodo cuando el ciclo anual se intensifica. La naturaleza
cadtica del fendmeno ENSO no ha sido claramente defini-
da, aungue hay serias evidencias a favor.

En general, existe buena coherencia entre las anoma-
Ifas hidroldgicas en la parte tropical de América del Sur

(Colombia, Venezuela, Guyana y la cuenca del Amazo-
nas) y las dos fases del ENSQ. Con ciertas diferencias en
el tiempo y en la amplitud, estas regiones exhiben ano-
malias negativas en lluvias y caudales durante El Nifio, y
lo contrario durante La Nifia. Hay ya muchas evidencias
consistentes de la fuerte influencia del ENSO sobre la
hidro-climatologia de Colombia (Poveda y Mesa, 1993;
Poveda, 1994 ; Poveda y Mesa, 1995; Poveda & Mesa.
1996, Poveda & Mesa, 1997). Entonces es dado pregun-
tar s1 la hidro-climatologia de Colombia presenta sefia-
les de caos deterministico de baja dimensionalidad, como
resultado de su fuerte dependencia con respecto del ENSO
en la escala interanual, y/o como resultado de la
interaccién de los miltiples procesos geoffsicos que mo-
dulan su clima a diferentes escalas. En este trabajo se
presentan algunas ideas sobre la cuantificacién de caos y
su aplicabilidad al caso de varias series temporales de la
hidrologia de Colombia, tratando de identificar los tipo
de atractores que subyacen en su evolucion.

2. Algunas generalidades de teoria de caos

Desde los trabajos de Henry Poincaré sobre el pro-
blema de tres cuerpos en astronomia se sabe que hay sis-
temas de ecuaciones no lineales que presentan solucio-
nes inestables. Los desarrollos recientes de la llamada
Teorfa del Caos han identificado «atractores extrafos»
en el comportamiento de muchos de tales sistemas en
meteorologia, dindmica de fluidos, biologia, ecologia,
quimica, economia, fisiologia, astrofisica, etc. Un atractor
extrafio (Ruelle y Takens, 1971) de un sistema
deterministico de ecuaciones diferenciales no lineales se
caracteriza por ser una cuenca de atraccion de las tra-
yectorias soluciones en el espacio de fases que exhibe
una altisima sensibilidad a las condiciones iniciales.
Obviamente, esta sensibilidad a las condiciones inicia-
les influye de manera notable en el analisis de la dindmi-
ca del fendmeno, ya que exige mucha precision en las
condiciones iniciales, 1o cual en términos pricticos im-
pone fuertes restricciones a la predecibilidad de largo
plazo. Este hecho se refleja en un rdpido decaimienio en
la funcién de autocorrelacion y la existencia de un es-
pectro de Fourier de banda ancha. Un atractor extrafo
tiene la propiedad de ser un objeto fractal, ya que su di-
mensién de Hausdorff-Besikovitch es mayor que su di-
mensién topolégica {(Mandelbrot, 1982),

3. Herramientas para identificar caos en una serie
temporal

3.1 EXPONENTE DE LYAPUNOV. El exponente de
Lyapunov proporciona una medida de la tasa promedia
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de divergencia de las trayectorias en el espacio de fases.
Trayectorias cadticas presentan al menos un exponente
de Lyapunov positivo. Para trayectorias periddicas, to-
dos los exponentes de Lyapunov son negativos. En gene-
ral existen tantos exponentes de Lyapunov como
ecuaciones dindmicas. Mediante el conjunto de los ex-
ponentes de Lyapunov es posible estimar la tasa a la coal
convergen o divergen las trayectorias dentro de un
atractor. Cualquier sistema que contenga por lo menos
un exponente de Lyapunov positivo se define como caé-
tico (Wolf et al., 1985). Existe todo un espectro de expo-
nentes de Lyapunov definido en términos de la forma en
gue se deforma el atractor (una esfera inicial de eje p(0))
a medida que evoluciona en el tiempo. Asi, el i-ésimo
exponente de Lyapunov, I, se define en términos de la
tusa de crecimiento del i-ésimo eje, p, como:

lim PAY)
A = lo :

en donde los A, estin ordenazdos de mayor a menor.
Los exponentes de Lyapunov pueden utilizarse para ca-
racterizar el tipo de atractor. Si todos los A, son negati-
vos, el atractor es un punto. Si 4,=0, y los demds son
negativos, el atractor es un ciclo limite estable. Si 4, =
)Lz = 0, y los demis son negativos, el atractor es un toro
bi-dimensional en el espacio de fases. Si al menos un
exponente de Lyapunov es positivo, el atractor es extra-
fio, indicando una divergencia exponenciat de las trayec-
torias en el atractor, lo cual genera una extrema sensibi-
lidad a las condiciones iniciales.

3.2 CONJUNTO DE DIMENSIONES. Como ya se
menciond, un sistema cadtico presenta una divergencia
exponencial de las trayectorias en el espacio de fases,
aunque ellas se encuentran restringidas en una regién
acotada del mismo espacio. lLas trayectorias sufren un
proceso de «estirado y doblado» en el atractor, 1o que
ocasiona la rdpida separacién de una trayectoria con res-
pecto a las temporalmente vecinas.

3.2.1 Dimensién de Hausdorff. La dimensién fractal,
también llamada de Haussdorf-Besikovitch, de un
atractor extrafio, puede estimarse como:

_blim In N(e
€0 I (1/¢

La ecuacidn (2) significa que el ndmero N de cuadros
de lado e que se requieren para cubrir un objeto (en este
caso bi-dimensional), es inversamente proporcional a e.
Observe que el valor de D para un punto, una linea y un

plano es 0, 1 y 2, respectivamente. En general, un fractal
€s un objeto (conjunto) que tiene un valor de D no ente-
ro (fraccionario).

3.2.2. Conjunto Generalizado de Dimensiones. Para
la descripcidn de un atractor extrafio se ha definido un
conjunto infinito de dimensiones D, que incluye la di-
mensién fractal. Tal conjunto de dimensiones caracteri-
za completamente el objeto y se determina con (Hentschel
¥ Praocaccia, 1983):

D, =

donde p, es la probabilidad que un punto en la trayec-
toria esté dentro del i-ésimo cajén de un atractor cubier-
to con m cajones de tamafio e.

Puede demostrarse que, en el limite cuando ¢ tiende
a cero, la ecnacién (3) es la misma ecuacidn (2), corres-
pondiente a la dimension fractal. Y la dimension de in-
formacion D, se define como:

_lim _lim 1 %
Di=g P = oo Pilnp

La dimension de correlacion, D, se define como
{(Grassberger y Procaccia, 1983):

3: 2

In ;

p. dm 5P
2 € In €

la cual también puede definirse como:

p. - lim in C(r)
20 Iy

en donde Cfr) es la funcién de correlacidn entre pa-
res de puntos, definida como:

Cr) = —l—:; X &r- fr,=x/)

iy
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y © es la funcién de paso unitario de Heaviside. Real-
mente, C(r) cuenta cuantos pares de puntos (x, x,) hay en
el atractor, tales que su distancia r, - xj-’ €S menor que r.
Es posible demostrar que para el conjunto generalizado
de dimensmnes D, se cumple Ja condicién D, 2D, 2D,
- (Hemschel y Procaccia, 1983). Segun la deﬁ~
nicién dc las ecuaciones, y desde el punto de vista pric-
tico es mucho mds sencillo calcular la dimension de co-
rrelacién D, que la dimensién fractal D, aunque las dos
estan fuertemente ligadas, y por ello se utiliza ésta Glti-
ma para caracterizar las propiedades métricas y
geométricas del atractor extrafio.

3.3 Reconstruccion del atractor a partir de series
temporales

Para la reconstruccién de la trayectoria de la solu-
cién de un sistema de ecuaciones no lineales es necesa-
rio obtener su solucidén por métodos analiticos o numéri-
cos. Generalmente el conjunto de ecuaciones no es Co-
nocido a priori pero se dispone de una serie temporal de
alguna de las variables involucradas en el fendmeno fisi-
co, social, biolégico, quimico, etc.

Un teorema muy importante demostrado por Takens
(1981) permite reconstruir «artificialmente» la dindmica
de las trayectorias en el espacio de fases. Teniendo una
serie temporal x(¢), de una de las variables presentes en
el fenémeno, se usa el método de los rezagos en el tiem-
po, basados en el hecho que la interaccidn entre las va-
riables es tal que cada componente contiene informacion
sobre ia dindmica acoplada y compleja del sistema. El
procedimiento consiste en crear los vectores
d-dimensionales en el espacio de fases como:

yt) =[ X(¢t), X(t +1), X(t+27), ...,

X(t+«D-1)7)]

El conjunto de y(t)’s captura la evolucién del sistema
no lineal en tanto que la trayectoria se mueve en un es-
pacio d-dimensional. Obviamente, el atractor asi recons-
truido no es exactamente el original pero toda la infor-
macion topolégica es preservada. Esta posibilidad refle-
ja el hecho de que, aunque con una serie temporal se estd
midiendo solamente uno de los grados de libertad del
sistema, su evolucidn estd intimamente afectada por los
demds grados de libertad de un sistema acoplado de
ecuaciones, y por lo tanto contiene informacién sobre la
evolucién de Jos demds grados de libertad.

Este procedimiento encara dos dificultades. El prime-
ro es establecer el valor de r para la reconstruccién por
medio de rezagos de la misma serie, y el segundo es el
problema de determinar el orden del espacio dimensional
en el cual debe ser embebido el atractor, dado que la dina-
mica del sistema es desconocida a priorl. Acerca de estos
dos aspectos véanse los trabajos de Albano et al. (1989),
Sauer y Yorke (1993), y Porporate y Ridolfi (1997).

3.4 Funcion de escalamiento entre distancias, C(r).

La dimensién D, representa el escalamiento de las
distancias entre los puntos discretos del atractor. Tal di-
mensién ayuda a caracterizar las propiedades del atractor.
Segin la ecuacién (6), D, puede ser estimada come la
pendiente del diagrama C(r) vs. r en el espacio
logaritmico. La relacién C(r) vs. r debe establecerse para
valores diferentes (crecientes) de la dimensién en que se
sumerge el atractor.

Distinguir sefiales estocasticas de sefiales cadticas no
es una tarea facil. En el pasado, la convergencia del esti-
mador de la dimensién D, se tomé como una indicacidén
de la naturaleza cadtica del conjunto de datos
(Grassberger y Procaccia, 1983). La demostracion de que
ciertos ruidos colorados con espectro de decaimiento
potencial (procesos no estacionarios) también pueden
dar lugar a una dimensién finita (Osborne y Provenzale,
1989), ha reducido la efectividad de esta prueba tradi-
cional para cuantificar caos. Sin embargo, Cutler (1995)
ha puesto rigor a la definicién de D,, que sigue siendo
vilida para procesos estacionarios. La informacién que
se desprende de la estimacion de la dimensidn de corre-
lacién D, es importante porque no sélo es mds itil que la
dimensién fractal como medida de representacion de las
propiedades métricas del atractor extrafio, sino que per-
mite definir la dimensién del espacio en el que evolucio-
na el atractor, y por tanto el nimero de grados de liber-
tad necesarios para describir el fenémeno.

4. Datos utilizados y resultados

Para el examen de la posible presencia de caos
deterministico de baja dimensionalidad, se usaron tres
series hidroldgicas extensas de Colombia, las cuales se
presentan en la Figuora 1, asi: (1) Ia serie de precipitacién
mensual de Bogotd en el Observatorio Nacional, para el
periodo 1866-1992; (2) la serie de precipitacién mensual
en Medellin para el periodo 1908-1990 y la serie de cau-
dales medios mensuales del rio Magdalena en Puerto
Berrio (Antioquia), para el periodo 1936-1992. Para exa-
minar las frecuencias significativas presentes en las se-
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Figura 1

ries se estimé el espectro de potencias, después de estan-
darizar los registros mediante el escalamiento con res-
pecto de la media y la divisién por la desviacién estdn-
dar mensuales. Este procedimeinto se utilizdé para remo-
ver el efecto del ciclo anual, primordial en las series
hidrolégicas de Colombia, ya que se quiere examinar el
efecto de la variabilidad a escala interanual. Para la esti-
macidén del Espectro de Potencias se usé el método de
Mixima Eniropia (Press et al., 1986, p.430). Los resul-
tados obienidos se presentan en la Figura 2, con el eje de

las abscisas variando entre 0 y 0.5 (frecuencia de
Nyquist}, los cuales indican la existencia de las siguien-
tes pediodicidades:

« Precipitacion en Observatorio Nacional: 66 meses (5,5
anos), la banda de frecuencia asociada al fendmeno
ENSO; 25 meses (la banda de frecuencias asociada a
la Oscilacién Cuasi-Bienal de los vientos
estratosféricos del tropico, también llamada QBO);
12,2 meses (un posible efecto del commiento de la
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fase del ciclo anual, que hemos detectado en muchas
series de la hidrologfa de Colombia, ver Mesa et al.,
1997); v 2,38 meses (una posible manifestacion del
efecto de las ondas de Madden-Julian, con periodici-
dad 30-60 dias sobre el Océano Pacifico tropical).

Precipitacidn en Medellin: 132 meses (11 afios, aca-
so resultado de la posible manifestacién de los ci-
clos de manchas solares?), 46 meses (la banda de
frecuencias del fendmeno ENSO); 28 meses (la ban-

da de frecuencias de la QBO); 3,6 meses (una posi-
ble manifestacién del caricter semi-anual de la llu-
via en Medellin); 2,1 meses (posiblemente también
el resultado de la Oscilacién de Madden-Julian).

* (Caudales medios del rio Magdalena en Puerto Berrio:
66 meses (5,5 afios), la banda de frecuencia asocia-
da al fenémeno ENSO, similar a las lluvias en el
Observatorio Nacional; 29 meses (la banda de fre-
cuencias asociada a la QBO; 16 v 8 meses.

Estas (cuasi) periodicidades también son rasgos ca-
racteristicos de fendmenos cadticos, cuando estin
superimpuestas sobre un espectro de banda ancha (Povedu
v Puente, 1993), tal como lo observamos en la Figura 2.

4.1, EXPONENTES DE LYAPUNOV. La estimacion
del mayor exponente de Lyapunov para las series tempo-
rales se realizé usando la metodologia propuesta por Wolf
et al. (1983) incluyendo las mejoras propuestas por Lan-
da y Chetverikov (1988). Ese algoritmo requiere estimar
la divergencia promedio de trayectorias vecinas dentro
del atractor, lo cual se logra tomando muchos puntos a lo
largo de las trayectorias. Se comienza seleccionando una
trayectoria de referencia en el atractor y un punto sufi-
cientemente cercano de una trayectoria vecina, separa-
dos una distancia d(f,) y luego se mide la tasa de separa-
cién de las dos trayectorias a medida que ambas evolu-
cionan. Cuando la distancia entre las dos trayectorias se
vuelve demasiado grande, el algoritmo busca una nueva
trayectoria y define una nueva separacidn, realizindose
el promedio sobre diferentes regiones del atractor.

El resultado de la estimacion estd dado en términos
de unidades de bits por dato muestral. Asi, un valor de
+1 significa que la sepacién de drbitas cercanas se hace
el doble en promedio en el intervalo de tiempo entre da-
tos muestrales. El error es estimado como la pendiente
del gréfico de la separacién entre 6rbitas en unidades del
didmetro del 1a hiper-esféra D-dimensional mds pequeia
que encierra el atractor en # pasos de tiempo sucesivos.
El error se calcula como 2.5 veces la desviacidn estandar
de la pendiente dividido por la raiz cuadrada del nimero
de trayectorias seguidas. Hay tres parametros que deben
ser definidos. La dimension de embebimiento D) que debe
ser mayor que la dimension esperada del atractor. El
parémetro a es el nimero de intervalos muestrales sobre
¢l cual se sigue la trayectoria antes de escoger un nuevo
par de puntos. Sin es muy grande las trayectorias se apar-
tan mucho y se pierde la divergencia exponencial de las
orbitas. Si # es muy pequefio, la estimacién se hace
computacionalmente muy lenta. Hay otro parimetro, E,
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Tabla 1. Exponente de Lyapunov (bits/mes). Serie de precipitacién total del Observatorio Nacional en Bogold, Los valores
superiores son para el registro estandarizado y los valores inferiores son para el registro sin estandarizar,

n D=3 D=4 D=5 D=6 D=7
3 0.741"0.03 0.446"0.03 0.356"0.02 0.332"0.02 0.304"0.02
0.731"0.04 0.44"0.04 0.341"0.03 0.307"0.02 0.268"0.02
4 0.574"0.03 0.391"0.03 0.315"0.02 0.303"0.02 0.272"0.02
0.576"0.04 0.386"0.03 0.298"0.027 0.263"0.02 0.236"0.02
5 0.46170.03 0.305"0.02 0.28"0.02 0.288"0.02 0.256"0.01
0.436"0.03 0.305"0.03 0.282"0.02 0.245"0.02 0.224"0.02
6 0.371"0.03 0.262"0.02 0.246"0.02 0.247"0.02 0.230"0.01
0.375"0.03 0.25170.02 0.226"0.02 0.227"0.02 0.207"0.02
que tiene que ver con la exactitud de los datos por deba- Ex p onen ?bgﬁa&::i‘!lﬂllo‘v
jo de la cual se espera que el ruido domine a la sefial. !
LA
En la Tabla I se presentan los resultados de la estima- £os)
cion del mayor exponente de Lyapunov para la serie de %”"
precipitacién mensual de Bogotd en el Observatorio Na- gre
. . . R L]
cional (1866-1992; 1524 registros). El significado de D 3.,
y r ha sido mencionado en el parrafo anterior. El valor gu
del parimetro E se escogié como ().0001! para las series Ras
estandarizadas y 0.00001 para las series no Tal
estandarizadas. Los resultados se presentan tanto para . 3

la serie estandarizada (casilla superior de las filas de la
Tabla 1), como para la serie sin estandarizar (casilla in-
ferior de las filas de la Tabla 1). En la Figura 3 se presen-
tan los resultados griaficos de Bogotd, para los diversos
valores de Dy n.

Dimension

- =3 M- n=4 == n=5 -4 =6

Figura 3. Estimadores del mayor exponente de Lyapunov para la serie

de precipitacién mensual estandarizada de Bogota (Observatorio
Nacional), con diferentes valores de D y n

Tabla 2. Exponente de Lyapunov (bits / mes). Serie de precipitacién mensual de Medellin. Los valores superiores son para el

registro estandarizado y los valores inferiores son para el registro sin estandarizar.

n D=3 D=4 D=5 D=6 D=7
3 0.663"0.047 0.45"0.039 0.366"0.038 0.343"0.033 0.288"0.029
0.65"0.05 0.407"0.04 0.368"0.013 0.308"0.030 0.237"0.03
4 0.531"0.040 0.392"0.035 0.337°0.033 0.28470.032 0.258"0.028
0.509"0.04 0.358"0.03 0.303"0.04 0.286"0.03 0.236"0.02
5 0.395"0.04 0.305"0.03 0.281"0.032 0.27670.027 0.229"0.026
6.406"0.04 0.291"0.03 0.295"0.04 0.244"0.03 0.206"0.03
6 0.345"0.03 0.265"0.03 0.249"0.03 0.238"0.03 0.215"0.03
0.348"0.04 0.256"0.03 0.254"0.03 0.217"0.03 0.179"0.02
7 0.275"0.04 0.209"0.02 0.191"0.03 0.197"0.03 0.189"0.02
0.29"0.03 0.20270.03 0.21570.03 0.217"0.03 0.185"0.02
& 0.249"0.03 0.186"0.02 0.189"0.02 0.188"0.02 0.169°0.02
0.233"0.03 0.18270.02 0.198"0.02 0.195"0.02 0.157"0.02
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En la tabla 2 y en la Figura 4 se presentan tos resulta-
dos de la estimacidn del mayor exponente de Lyapunov
para la serie de precipitacidn mensual de Medellin (1908-
1986). Los resultados se presentan tanto para la serie
estandarizada como para la serie sin estandarizar.

Fin la Tabla 3 y la figura 5 se presentan los resultados
de la estimacién del mayor exponente de Lyapunov para
la serie de caudales medios mensuales del rio Magdale-
na en Puerto Berrio.. Los resultados se presentan para la
serie estandarizada y para la serie sin estandarizar.

De los resultados obtenidos para la estimacion del
mayor exponente de Lyapunov, A, se desprenden los si-
guientes hechos;

+ Todos ios valores de A se encuentran en el rango 0.15
a 0.75. La teoria indica que de acuerdo con estos re-
sultados, las trayectorias de las series hidrologicas, en
el espacio de fases D-dimensional, presentan diver-
gencia exponencial (base 2), en promedio. Esto su-
giere la existencia de caos en las series de la hidrologia
de Colombia. Sin embargo, la precision de los resul-

Tabla 3. Exponente de Lyapunov (bits/mes). Serie de caudales medios mensuales del rio Magdalena (Puerto Berrfo). Los valores
superiores son para el registro estandarizado y los valores inferiores son para el registro sin estandarizar.

n D=3 D=4 D=5 D=6 D=7
3 0.634"0.05 0.443"0.05 0.383"0.05 0.369"0.04 0.302"0.04
0.604"0.06 0.412"0.05 0.349"0.05 0.291"0.04 0.239"0.04
4 0.456"0.05 0.369"0.05 0.359"0.04 0.340"0.0 0.258"0.04
0.473"0.05 0.390"0.04 0.305"0.04 0.271"0.03 0.230"0.03
5 0.416"0.05 0.314"0.04 0.30170.04 0.303"0.04 0.240"0.03
0.394°0.05 0.309"0.04 0.302"0.04 0.257"0.03 0.197"0.03
6 0.33570.05 0.275"0.04 0.257"0.04 0.257"0.03 0.225"0.03
0.320"0.043 0.245"0.03 0.257"0.03 0.249"0.03 0.186"0.03
7 0.278"0.04 0.195"0.03 0.213"0.04 0.219"0.03 0.208"0.03
0.264"0.04 0.22170.04 0.206"0.03 0.181"0.03 0.182"0.02
8 0.263"0.04 0.215"0.03 0.209"0.03 0.20770.03 0.178"0.02
0.237"0.04 0.202"0.03 0.176"0.03 0.181"0.02 0.158"0.02
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Figura 4. Estimacion del mayor exponente de Lyapunov para la serie de
precipitacién mensual en Medellin

Figura 5. Estimadores del mayor exponente de Lyapunov para la serie
estandarizada de caudales medios mensuales del rio Magdalena (Puerto
Berrio, Antioquia}, para distintos valores de D y n
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tados obtenidos estd supeditada a la longitud de las
series. Mas adelante se discutird este aspecto.

* En general, los valores de A son mdés altos para la
serie estandarizada que para la serie sin estandari-
zar. Las series estandarizadas son aquellas a las cua-
les se les ha Arestado™ el ciclo anual y por tanto
mostrarian un atractor mds complicado (mds cadti-
co) que el atractor de las series sin estandarizar. En
estas ultimas, el ciclo anual y semi-anual es muy
fuerte y puede dominar el resto de la sefial.

«  Para el mismo valor de n, se observa una disminu-
cién del valor de A a medida que D aumenta. Pare-
cerfa presentarse una estabilizacién de 4 con los va-
lores mds altos de D.

« En general, para un mismo valor de D, el valor de A
decrece en todas las series.

* Para D=3, la serie de precipitacién de Bogoté pre-
senta el mds alto de los tres valores (ver por gjem-
plo, ~=3 y n=6). En tanto que para D=4, 5y 6, la
serie de caudales del rio Magdalena presenta los
mayores valores. Paral)=7, los valores del exponente
de Lyapunov de la precipitacién en Bogotd y de cau-
dales del rio Magdalena son casi indistinguibles y el
menor valor lo presenta la serie de precipitacidn de
Medellin.

» Para valores de D entre 3 y 6, el exponente de
Lyapunov de la serie de Medellin ocupa un valor
intermedio entre los de la precipitacién en Bogotd y
los caudales del rio Magadalena.

« La magnitud de los exponentes de Lyapunov cuanti-
fica la dindmica de los atractores en términos de in-
formacidn. Si A=0.1bits/mes y un punto inicial fuera

especificadocon una precisidn de una parte por mi-
116n (20 bits), después de 200 meses (20 bits/0.1 bits/
mes) habremos perdido todo conocimiento del esta-
do inicial del sistema. Por ello se dice laxamente
que el inverso del exponente de Lyapunov A7 es el
limite de predecibilidad del comportamiento de lar-
go plazo del sistema (Rodriguez-lturbe et al., 1989),

4.2 Dimension de Hausdorff-Besikovitch

Los resultados de la estimacion de la dimensién de
Hausdorff-Besikovitch para las series hidrolégicas de Co-
lombia se muestran en la Tabla 4, en funcién de la dimen-
sion, P, en que se embebe el atractor reconstruido
artificialmente por el método de los rezagos en el tiempo.

4.3 Dimension de escalamiento entre distancias en el
atractor

Mediante el andlisis de la funcidn de escalamiento de
las distancias entre parejas de puntos del atractor, C(r)
vs. r en espacio logaritmico, es posible examinar el com-
portamiento de la pendiente D, -la dimensién que aqui
se ha llamado de escalamiento entre las distancias de
parejas de puntos en el atractor- para distinguir si la se-
rie temporal proviene de un proceso estocdstico de ifinitos
grados de libertad, o deterministico de baja dimensio-
nalidad o aiin no estacionario. Para las series temporales
bajo andlisis se verificé el comportamiento del diagrama
C(r) vs. r, usando el algoritmo propuesto por Theiler
(1987). En la Tabla 5 y Figuras 6, 7, 8 y 9 se presentan
los resultados de la estimacién de D, para diferentes va-
lores de la dimensién I} en que se reconstruye el atractor.
Las letras N. D. (No Disponible) corresponden a una es-
timacién de D, con un error de estimacién del 100%.

Tabla 4. Estimacién de la Dimensidnde Hausdorff-Besikovitch para las series hidrolégicas de Colombia. Registro Estandarizado
(E), y sin estandarizar (No E).

SERIE D=2 D=4 D=5
Bogotd (E) 1.82970.331 2.075"0.375 2.807"0.507 3.288"0.594
Bogoti (No E) 1.730"0.313 2.337"0.430 3.051"0.551 3.598"0.65
Medellin (E) 1.637"0.374 2.161"0.494 2.49270.57 2.468"0.565
Medellin (NoE) 1.792"0.41 1.947"0.446 2.609"0.597 3.000"0.686
Magdalena (E) 1.614"0.46 1.989"0.562 2.267"0.64 N.D.
Magdalena (NoE) 1.742"0.475 2.147"0.585 2.6"0.708 N.D.
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Tabla 5. Estimacién de la Dimensién de Escalamiento entre distancias, D,, para las series hidrol6gicas de Colombia. Las letras
entre parentesis de la primera columna corresponden al Registro Estandarizado (E), y sin estandarizar (No E).

SERIE D=2 D=3 D=5 D=6 D=7
Bogoté (E) 2.074 « 0.031 3.013 « 0.028 3.887 « 0.007 4.581 «0.118 5.291" 0.11 N.D.
Bogot4 (No E) 2.046 « 0.051 2.913 « 0.034 3.704 « 0.058 4.531 « 0.091 4.965 « 0.105 N.D.
Medellin (E) 2.075 « 0.024 3.025 « 0.039 3.924 « 0.032 4.731" 0.086 5.163 « 0.124 5.91"0.195
Medellin (NoE) 2.046 « 0.07 3.003 « 0.08 3.799 « 0.048 4.688 « 0.162 5.044 « 0.23 5.594 «0.23
Magdalena (E) 2.014 «0.13 3.01 «0.12 3.79 « 0.05 4.550 « 0.180 4.90 « 0.18 5.5 «0.17
Magdalena(NoE) 2.03 «0.07 3.00 «0.118 3.651" 0.008 4.295 « 0.16 4.758 « 0.22 5.343 «0.23
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Figura 6. Variacién del exponente de escalamiento D, en funcion de D.
Para un ruido blanco la variacién es lineal. Para la serie de precipitacién
mensual de Bogota el crecimiento es més lento, aunque no muestra
rasgos claros de convergencia o saturacion.

Funcion de Escalamiento, D2 vs. D
Rio Magdalena (Puerto Berrio)
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Figura 7. Variacion del exponente de escalamiento D, en funcion de D.
Para un ruido blanco el crecimiento D, es lineal con D. Para las series de
Medellin el crecimiento es mds lento, aunque no exhiben una convergen-

cia definida.

Figura 8. Variacion del exponente D, en funcion de D para las series de
caudales mensuales del rio Magdalena (Puerto Berrio, Antioquia). Para
un ruido blanco, D, crece linealmente con D. Aqui también se observa
que ¢l crecimiento es mds lento para la serie de caudales que para un
ruido blanco.
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Figura 9. Variacién del exponente de escalamiento D, en funcion de la
dimensién D para las tres series estandarizadas de precipitacién en
Bogotd y Medellin y para los caudales medios del rio Magdalena (Puerto
Berrio, Antioquia)
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A partir de los resultados de la estimacion de la fun-
cidn de escalamiento entre pares de puntos, D, en el
atractor D-dimensional, es pertinente resaltar las siguien-
tes conclusiones:

¢ Para las tres series hidroldgicas estudiadas, el cre-
cimiento de D, vs. D es mds lento que el correspon-
diente a un ruide blanco (Figura 9}. Es bien sabido
que las series hidroldgicas no corresponden a pro-
cesos de ruido blanco y su escala de fluctuacién asi
lo confirma (ver Berancur et al., 1993), mds aln
aquellas no estandarizadas. Las series estanda-
rizadas tampoco presentan el diagrama de un ruido
blanco. En estas dltimas, aunque se ha removido el
ciclo anual, todavia estdn presentes otros ciclos de
gran escala que modulan la hidrologia de Colom-
bia, tales como el ciclo del ENSO (56 y 43 meses)
y el ciclo de fa Oscilacién Cuasi-Bienal (26 me-
ses), la oscilacidn de Madden-Julian (40-60 dias) e
inclusive hasta ciclos decadales de origen solar (Fi-
gura 2). Tales ciclos de gran escala temporal agre-
gan persistencia de largo plazo a las series
hidrolégicas. A ello puede deberse el comportamien-
to observado en las figuras 6, 7, 8 y 9

*+ En ninguno de los diagramas de D, vs. D se observa
una clara convergencia o saturacion hacia un valor
definido. En particular, es notable que no sea posi-
ble estimar et valor de D, para D=7 con la serie de
Bogotd, a pesar de ser la serie de mayor longitud de
las estudiadas aqui. La razén pudiera atribuirse a la
clara tendencia decreciente que presenta esta serie
(ver Smith et al., 1996), pero este argumento juega
mds a favor de la convergencia, tal como se anoté
para procesos no ergédicos (Osborne y Provenzale,
1989, Cutler. 1994),

* En la Figura 9 se presenta una comparacidon de los
resultados de la estimacion de D, para las tres series
hidrolégicas estandarizadas. El crecimiento mds lento
lo exhibe la serie de caudales del rio Magdalena. Este
resultado reatirma la evidencia hidrolégica de una
menor intermitencia y variabilidad (caos en una cier-
ta manera) en las series de caudales mensuales que
la existente en las series de precipitacién mensua-
les. Por tanto no es extrafio encontrar un valor ma-
yor de la dimensién de Hausdorff-Besikovich o de la
Dimension D, (ver Tablas 4 y 5) para procesos de
lluvia gue para procesos de caudales mensuales, par-
ticularmente de una cuenca del tamafio de la del rio
Magdalena.

4. Conclusiones

Este trabajo explora con herramientas de sistemas di-
ndmicos no lineales, sobre la posible presencia de caos
de baja dimensionalidad en la hidrologia de Colombia.
En particular se ha estimado el Espectro de Potencias,
que confirma la presencia de (cuasi) periodicidades aso-
ciadas a la interaccidon no lineal de diversos fendmenos
macro-climéticos sobre la hidrologia de Colombia. En
particular es manifiesta la influencia del fenémeno ENSO
y de Ia QBO, asi como de las ondas de Madden-Julian.
El ciclo perfecto de 11 aiios identificado para la precipi-
tacion en Medellin podria ser una evidencia de la influen-
cia de las manchas solares, pero esta conclusién todavia
necesita mas exploracién. También se estimaron el ma-
yor exponente de Lyapunov y las dimensiones fractal y
de escalamiento de distancias en el atractor. Los resulta-
dos obtenidos no permiten tener conclusiones definiti-
vas, aunque se han estimado exponentes de Lyapunov
positivos entre 0.15 y 0.75, lo cual parece indicar que
hay divergencia exponencial de las trayectorias en el es-
pacio de fases, un signo de caos. El perfodo de
predecibilidad de un fenémeno estd dado como el inver-
so del mayor exponente de Lyapunov, por lo que se des-
prende un periodo entre 2 y 7 meses como el horizonte
de predecibilidad de las series hidrolégicas estudiadas.
Los resultados de la estimacion de la Dimensién Fractal
no son concluyentes para decir inequivocamente si hay
caos en las series estudiadas. En particular es interesante
destacar que la serie de precipitacidon mensuval en Bogo-
t&, por tener una tendencia decreciente muy marcada,
estadisticamente significativa (Smirh et al., 1996) pre-
senta estimadores de D, para D27 con barras de error
del 100%, lo que manifiesta la incertidumbre asociada.
La teoria predice convergencia de D, para procesos no
estacionarios (ver Cutler, 1994) y en nuestro caso, no se
observa. Es necesario seguir investigando en otras series
de gran longitud de variables de la hidro-climatologia de
Colombia, para confirmar la existencia de una compo-
nente cadtica dominante.

La reconstruccion del atractores de un sistema dind-
mico utlizando dnicamente una serie de tiempo median-
te el método de los rezagos es un piedra fundamental en
anélisis de caos. Los requerimientos de datos represen-
tan otra restriccién en la estimacion de la dimension D,
Varios investigadores han propuesto limites al nimero
de datos que se requieren. Entre otros, Ruelle (1990) pro-
pone un tamaiio de 10”7, mientras que Essex y Neremberg
(1991) sugieren que 2°, (D,+1) puntos son suficientes para
1a reconstruccion del atractor. Las series hidrolégicas de
Colombia cuentan con una longitud de registros de 1524
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para la precipitacion en Bogotd, 948 para la precipita-
cién en Medellin y 684 para los caudales deel rio Mag-
dalena. Con el criterio de Essex y Neremberg (1991) se
tienen los siguientes requerimientos:

D, 3 4 5 6 7 8
Puntos requeridos

en ¢l atractor 32 80 196 448 1024 2304

De tal manera que si el valor de la dimensién del
atractor fuera entre 6 y 7, la longitud de las series no
serfa una restriccién para la estimaciénde D, en la
hidrologia de Colombia. De todas formas, el nimero de
datos requeridos para determinar la dimensién de un
atractor depende de la estructura del atractor, de su
dimensionalidad y del intervalo de discretizacién del
fendmeno. En trabajos separados, Lorenz (1991) y Read
{(1991) sefialan que la longitud de las series de variables
meteorolégicas es muy corta para poder efectuar una es-
timacién adecuada de las dimensiones de los atractores,
dado el comportamiento altamente complejo del sistema
climitico que involucra muchos grados de libertad. Sin
embargo, estudios de modelos y de la atmdsfera misma
demuestran que hay aspectos fundamentales de la dina-
mica atmostérica de gran escala (en espacio y tiempo}
gue parecen mostrar una cierta simplicidad que puede
ser representada por pocos grados de libertad.

A escalas temporales menores la variabilidad se con-
sidera el ruido de las escalas mayores.

Los procesos cadticos exhiben una altisima sensibili-
dad a las condiciones iniciales. Sin embargo su caricter
deterministico puede ser aprovechado para efectuar pre-
dicciones de corto plazo con muy buenocs resultados. El
conocimiento de las inestabilidades (o estabilidades) lo-
cales dentro del atractor puede ayudar a mejorar en mu-
cho las predicciones. Entre los métodos de prediccién en
régimen de caos se destacan: MARS (Multivariate
Adaptive Regression Splines; Lewis et al.,1994), méto-
do de los andlogos (Kostelich y Lathrop, 1994), método
de reconstruccidn del atractor filtrado (Sauer, 1994), mé-
todos de promediacién de los vecinos proximos en el
atractor (Wayland er al., 1993), el método de funciones
base radiales (Casdagli, 1989). Todas estas herramientas
pueden ser usadas para la prediccion de la hidrologia de
Colombia, teniendo en cuenta que la variabilidad natural
del clima ocurre en todas las escalas de tiempo y que el
grado de predecibilidad de los procesos estd determina-

do por la misma escala temporal involucrada. Las varia-
ciones diarias del tiempo pueden predecirse con buen
suceso para algunos dias, las variaciones estacionales
pueden predecirse con una anticipacién temporal del or-
den de estaciones, como también es posible obtener bue-
nas predicciones de las variaciones anuales e interanuales
con uno 0 mds anos de anticipacidn. La prediccidn del
clima bajo escenarios de cambio global también mues-
tran posibilidades de prediccién aunque falta mucho por
entender acerca del papel real que juegan las nubes en la
dindmica energética de la tierra y de la retroalimenta-
cién de los procesos océano-atmdésfera-tierra.. En cuai-
quier caso las interacciones no lineales y la posible exis-
tencia de caos deben jugar un papel fundamental en el
terreno de la prediccién climdtica e hidroldgica.
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