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En este ensayo se estudian, en primer lugar, los intentos publicados de demostracion del postu-
lado euclideo de las paralelas hechos en Colombia en el siglo XIX (Indalecio Liévano & Hermdgenes
Wilson) y las observaciones que contemporaneos les hicieron en su momento. En segundo lugar, se
analizan los ensayos de Julio Garavito Armero sobre las geometrias no euclideas, aparecidos en la
segunda década del siglo XX, insistiendo en los aspectos matemdticos de sus razonamientos y su
influencia negativa en la aceptacion de aquellas en Colombia en la primera mitad de siglo.
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Abstract

In the first place, the alleged proofs of Euclid's Fifth Postulate published in Colombia (Indalecio
Liévano & Hermdgenes Wilson), during the 19™ century, and the contemporary observations to them
are examined. In the second place, the mathematical arguments appearing in the essays by Julio
Garavito Armero on non-Euclidean geometries, published in the second decade of the 20® century,
are analyzed and some discussion on their influence in the non acceptance of these geometries in
Colombia in the first half of this century is given.
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1. Introduccién aproximan arbitrariamente la una a la otra, sin cortarse, se dicen
: asintéticas, y que nada apriori nos impide pensar que dos lineas
El “maravilloso problema” de las paralelas ha ejercido desde rectas no puedan ser asintticas, tal como lo expresaba Proclo

la antigiiedad clasica una singular fascinacion sobre los [1970, 1176] ya en el siglo V:

matematicos. En efecto, recordemos que dos lineas que se
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El hecho de que una recta se incline sobre otra
cuando disminuyen los dnqulos es verdadero e ine-
luctable, mieniras que el encueniro final de las rectas
que se inclinan cada vez mds cuando se prolongan es
probable, pero no ineluctable, ¢ no ser que un razo-
namiento demuesire que el hecho es verdadero parg
todas las rectas.

La anterior no es una afirmacién gratuita de ProcrLo
quien conocia, por ejemplo, la opinién de GEMINO de
que una rama de la hipérbola y una de sus asintotas
podrian considerarse como paralelas en ¢l sentido de la
definicién euclidea [EucLIDES, 1970, 704]:

Rectas [lineas] paralelas son las que, estando en el
mismo plano y prolongades al infinite, no se encuen-
tran.

Por su parte, EUCLIDES habia intentado mucho antes
obviar este problema introduciendo su célebre postulado
quinto [zhidem, 704):

Si una recta, al incidir sobre olras dos, forma del
mismo lado dngulos internos menores que dos reclos,
las dos reclas prolongadas el infinito se encontrardn
en el lado en que estén los dngulos menores que dos
rectos.

Pero ain bajo esta forma el postulado encontrd obje-
ciones como la de ser poco intuitivo y afirmar cosas ac-
etca de rectas que se encuentran prolongadas al infinito.
Por otra parte, su reciproco [ibidem, 715):

Fn todo tridngule dos dngulos, tomados en junio, son
menores que dos rectos[ibidem, 715],

podia demostrarse independientemente del quinto pos-
tulado. Finalmente, sehalemos que existen evidencias
de que mucho antes de que se escribieran los Elementos
de EUCLIDES, se hicieron intentos por desarrollar una
geometria sin el mencionado postulado —con la probable
intencion de encontrar en ese desarrollo una verdadera
“autocontradiceién”~ como nos lo sugiere el siguiente

pasaje de ARISTOTELES {1964, 367-368, Analitica pos-
terior, Lib.I, Cap.12, 77a/77b}:

Si una cuestidn silogistica [Es decir, una premisa pre-
sentada o formulada en forma de pregunta o interro-
gacion.] equivele a una propesicion que dé cuerpo
a una de las dos posturas de una contradiccidn, y
st cada ciencia tiene sus proposiciones peculiares de
lus que se deduce su conclusidn pariicular, entonces
exisle algo asi como una interrogacién cientifica dis-
tinta o diferenciademente tal, y de la forma inierro-

gativa de la premisa se consigue el desarrollo de lg
conclusién apropiada de ceda ciencia. De agui que
evidenlemente no cualguier tnterrogacion serd con-
ducenle para la Geometria...; solamente serdn geo-
métricas o propias de la Geometria aquellas miterro-
gaciones y cuesiiones que formen premisas para la
demostracién de los teoremas de la Geomelria o de
cualquier otra ctencia, como la dptica, que emplee las
mismas verdades fundamentales que la Geomelria...
El gedmetra se ve obligado a dar su explicacidn de es-
tas cuestiones, utilizando las verdades fundameniales
de la Geometria junlo con sus conclusiones previas;
en cambio, el gedmetra, como tal, no se ve esforzado
¢ dar ninguna explicacién acerca de las verdades fun-
damentales... Hay, pues, un limite en las cuestiones
que podernos presentar a cade hombre de ctencia; ni
cada hombre de ciencia estd obligado a responder a
todas las preguntas sobre cada sujeto particular, sino
solamente de los que entran dentro del campo de su
propia ciencia. Si, pues, en una coniroversia con
gedmelra en cuanfo gedmetra el gue discute se limita
@ la Geomelria y demuestra cualquier cosa a partir de
premisas geométricas, debe ser evidentemente aplau-
dido; si se aparta de estas, cometerd falla, y eviden-
lemente ni lan siquiera puede refular al gedmelra,
de no ser accidenialmente. No se debe, pues, dis-
cutir la Geomeltria enire los que no son gedmetrus,
pues ante tales personaes un argumento irrazonable
pasa wnadvertido... Ahora bien, puesto que eristen
cuestiones geoméiricas, jse deduce de ello que hay
también cuestiones diferenciadamente ne geoméiri-
cas? Mids ain: en cade ciencia especial -la Geo-
melria, por ejemplo-, jqué clase de error es el que
puede viciar las cuesliones y, sin embarge, no ez-
cluirlas de esta ciencia? Por otra parte, jes una
conclusion errénea le que se consiruye a partir de
premisas opuestas @ las verdaderas, o es una falacia
formal, aunque derivade de premisas geoméiricas?
40 quizd la conclusion errdnea se deba a que se de-
duce de premisas de otra ciencia; por ejemplo, en
une coniroversia geométrica, una cuestion musical
es diferenciadamente no-geoméitrica, mientras que la
nocién que iniroduce ¢l parelelo [paralelismo] es en
algin sentido geomélrica, siendo no-geomélrica en
un aspecto distinto, y estandeo la razdn de ello en
que “no-geoméirico”, igual que “no-ritmico”, es un
término equivoco, significando en un caso no Geome-
iria en absoluto, y en el otro mala Geometria? FEs
este error, es decir, el error que se funda en premisas
de esta clase -premisas de la ciencia, pero falsas-, el
que es contrarie [Contrario, pero no contradictorio.
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La ignorancia contradictoria de la ciencia es la caren-
cia absoluta de saber.] de la ciencia,

en la interpretacion que le da ToTH [1967; 1969; 1977]:
ies la contradiccion que resulta de negar la existencia de
paralelas estrictamente matematica o mds ampliamente
l6gica en su naturaleza?

De acuerdo con lo anterior, se abrieron desde un prin-
cipio tres camines para tratar el problema de las para-
lelas:

{1) derivar el postulado de las paralelas del resto de
la geometria elemental;

(2) reformular este postulado o la definicién de rec-
tas paralelas en algo menos objetable; vy

{(3) describir en qué se convertiria la geometria si de
alguna manera se negase el quinto postulado.

No es nuestro propésito aqui hacer ni siquiera una bre-
visima descripcidn de la historia que generé el recorrer
de estos tres caminos. Existen, para esto, los excelentes
libros de BonoLA [1955] y GrAY [1979], por ejemplo.
Sin embargo, haremos, cuando lo consideremos nece-
sario, algunos comentarios sobre esta historia en ben-
eficio de la comprensidn de algunas situaciones. Natu-
ralmente, no sobra decir que es imposible demostrar el
quinto postulado a partir de la geomelria elemental, es
decir, de aquellas proposiciones que pueden demostrarse
sin él.

Nuestre cuidado en este ensayo es estudiar, en primer
lugar, los intentos de demostracién del postulado eucli-
deo hechos por INDALECIO LiEvano (Carmen de Api-
cald, 1834-Bogota, 1913) usando el primer camino. Es
lo mas probable que LIEVANO ignorara la existencia
de la geometria no-euclidea de LOBACHEVSKI, BoLyAl
v (GAUSs, y su interés genuino estuviese en llenar el
“vacio” que en las matematicas producia el inquietante
postulado de las paralelas, como lo intenté con mejor
fortuna con el “vacio” de la fundamentacién de los mii-
meros reales [ALBIS & SORIANO, 1976]. En segundo lu-
gar, analizar los ensayos de JULIO GARAVITO ARMERO
(Bogota, 1865- ibidem, 1920) sobre las geometrias no
euclideas. Contrariamente al caso de LIEvano, GARra-
VITO si tenia, como lo expresa él mismo, conocimiento de
los resultados de LOBACHEVSKI, RIEMANN y LiE [Ga-
RAVITO 1916, 223 y sigs.; 353 y sigs.]. Su renuencia a
aceptar las nuevas ideas sobre el espacio —fuese no-eucli-
deo o relativista— tuvo, a nuestro parecer, una muy poca
benéfica influencia en el desarrollo cientifico colombiano
en la primera mitad del siglo XX, influencia que retraso
la llegada de nuestra ciencia a la modernidad contem-
poranea [ALBIS 1984; MARTINEZ-CHAVANZ 1988], da-

da la fuerte personalidad de GARAVITO y la posicién
recalcitrante de sus discipulos y epigonos en la defensa
de sus opiniones [ALVAREZ LLERAS 1920 . Por tltimo,
mencionar otro intento de los publicados en Colombia
en el siglo XIX para demostrar el quinto postulado, el de
HERMOGENES WILSON [1887-88]. Este intento y los de
LiEvaNo fueron atinadamente revisados en su época por
RuPERTO FERREIRA [1871; 1887-88, 173], personaje
muy significativo en la historia de la matemitica colom-
biana por su interés, basado en amplios conocimientos
de la matematica elemental, en desanimar en el siglo
XIX no sdlo a los “postuladaores” euclideos sino también
a los “trisectores” de &ngulos, “duplicadores” de cubos
y “cuadradores” de circulos [SANCHEZ 1994].

2. Los Elements de Legendre, el postulade Euclideo
y los ensayos de Liévane y Wilson

Es un hecho muy conocido el gran mérito que tuvo
ADRIEN MARIE LEGENDRE (1752-1833) en presentar
todos sus escritos de manera elegante y sencilla, lo que
explica la popularidad de algunos de sus libros, en es-
pecial de sus Eléments de Géométrie [1794'-182312],
con mas ediciones después de su muerte, realizadas en-
tre otros por M. A. BLANCHET]. Sus investigaciones
-recogidas mas tarde en [LEGENDRE 1833]- sobre el
quinto postulado aparecieron comc notas en estas nu-
merosas ediciones, lo que contribuyd a que el circulo de
personas interesadas en el problema de las paralelas se
ampliase a finales del siglo XVIII y principios del XIX.
En particular, es muy probable que ejemplares de al-
gunas de estas ediciones circulasen temprana y profusa-
mente en las antiguas colonias hispano-americanas, ex-
tendiendo asi el circulo a la periferia de los centros de in-
vestigacién europeos. Por ejemplo, LIEVANO [1871, 21]
menciona la “teoria de las paralelas” de LEGENDRE que
aparece en la edicién francesa de 1809, asi como tam-
bién la de 1843 [thidem, 22]. Ademas, es muy factible
que los Eléments fuesen texto, o por lo menos obra de
referencia, en el Colejio Militar!, fundado en 1846, en
el que LIEVANO fue alumno de AiME BERGERON, quien
aparentemente habia egresado de la Ecole Polytechnique
de Paris, y miembro de la misién francesa organizadora
del Qolejio. La popularidad y el uso continuado de
los Eléments en la Iberoamérica del siglo XIX condujo
a varias traducciones vernaculas, de las cuales conoce-
mos una colombiana [LEGENDRE 1866], hecha por Luls

1La historia del Colejio Militar aiin estd por escribirse.
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M. LLERAS, una venezolana [LEGENDRE 1879/90], re-
visada por JosE MuNoz TEBAR, y dos brasilefias, una
de MANOEL FERREIRA DE ARAUJO GUIMARAES [LE-
GENDRE 1809] y la otra de B. ALVES CARNEIRO [LE-
GENDRE 1886%]. La primera estd basada en la décima
edicién francesa, pero omite las notas adicionales del au-
tor; la segunda, en la décimoquinta [18481%), incluyen-
do, ésta si, las notas adicionales, y la cuarta en la vigési-
moguinta. De la tercera no sabemos sobre cual edicién
francesa esta basada. Hace algiin tiempo nos pregunta-
bamos si existieron otras traducciones en el continente
latinoamericano [ALBIS 1977; MARTINS 1980], sin que
hasta ahora hayamos podido localizar otras distintas a
las que acabamos de senalar. Existe también del siglo
XIX una traduccién castellana, hecha y publicada en
Espafia por ANTONIO GILLEMAN [ca. 1847].

El interés de LIEVANO en la teoria de las parale-
las pudo surgir de su lectura de los E‘Iéments, aunque
también pudieron influirle sus conversaciones con BER-
GERON. En uno de sus ensayos sobre el tema [1871,
21] menciona que LEGENDRE no logra demostrar que
dado un punto interior de un angulo sea posible tra-
zar por ese punto una recta que corte a ambos lados
del angulo. Esta proposicién, equivalente al postulado
cuclideo {BonoLa 1955, 120], se llama hoy el lema o
postulado de Legendre.

En su ambicioso plan de “llenar los vacios” de la
matematica?, LIEVANO se propone el de las paralelas
[ibidem, 5],

el cual consiste en que todos los sislemas segui-
dos haste hoy para establecerla [la teoria] lienen una
proposicion gue no siendo evidenle, se admile sin
demostracidn, porque los esfuerzos de los eminentes
gedmetras, desde Euclides para acd, no han alcan-
zade d vencer esta dificulied. Llenar este vacio, es
de grandisima importancia, pues casi toda la Geome-

tria se funda en la teoria de las paralelas... He sido
conducido 4 dos métodos diferenies. El que voy a ez-
poner primero lo considero completamente riguroso,

2Los vacios que se propone llenar LIEVANG son la leorie de
los nimeros inconmensurables, la teoria de la proporcionalidad,
la identided de las expresiones algebreicas enieras [polinomios)
y la teoria de les paraielas, que encuentra insatisfactorias o con
deficiencias en sus demostraciones. Esto constituye de suyo un
ambicioso plan de fundamentacion de las matemdiicas elemen-
tales. Cabe también preguntarse aqui la influencia de BERGERON
en este asunto, aunque estos temas eran debatidos profusamente
en el mundo cientifico de la época en libros y articulos.

fué el dltimo que inventé y en el desarrollaré toda la
teoria.

Por otra parte, otros textos franceses en boga (o sus tra-
ducciones) pudo también examinarlos LIEVANO, como
lo sugiere el hecho de que en [1871, 11-12] mencione y
analice la “mejor demostracién que hasta ahora se habia
dado del Postulado de Euclides”, la atribuida a Louls
BERTRAND (1731- 1812) [1774], escritor de textos suizo
[YseLy 1901, 87). La anterior cita es contextualmente
similar a la siguiente:

Hasla ahora no han pedido los matemdlices dar una
demostracién rigurosa de este célebre postulado de
Euclides; pero siendo la menos defectuosa la si-
guiente, voy d esponerla tal como se encuenira en,
el escelente Tratado de Geometria [1825] escrito
por nuesiro compairiete el eminenie literato y sabio
matemdtico D. Alberto Lista [y Aragdn]

que hace MANUEL MARiA BARBERY, traductor de las
Lecciones de geometria de P. L. CIRODDE [1858!,
18884, 1904?%]. La demostracién del quinto postu-
lado que alli aparece es esencialmente la de BERTRAND
(vide infra). Como el libro de CIRODDE tuvo al parecer
difusién en Colombia {aunque no podamos precisar a
partir de qué época), no seria descabellado que también
le fuese conocido a LIEVANO en alguna de sus numerosas
ediciones espanolas. Otro texto, el Curso de geome-
tria elemental de A. J. H. VINCENT [1862] (traducido
del francés), estuvo también muy en boga en nuestro
pais, pues hemos localizado varias copias en diversos lu-
gares. En él se explica de dos maneras el método de
BERTRAND, aunque se afiade que [VINCENT 1862, 25—
26]

la demosiracién espuesta se apoya en considera-
ciones delicadas sobre el infinito [y] no puede disi-
mularse que admitide la definicion de paralelss, da-
da en el no. 32 [Se llaman paralelas dos rectas que,
hallaindose en el mismo plano, no se pueden encon-
trar, por mas que se prolonguen en los dos sentidos
de su direccidn.], es dificil, per no decir imposible,
esponer su teoria sin rozar la nocidn de infinilo.

LIEVANO, en su comentario sobre el “método de Ber-
trand”, observa, con razon, que en él se admiten para
el infinito propiedades que sélo son “evidentes para la
cantidad [finita]”. Lo anterior nos hace sospechar que
también este texto pudc conocerlo LiEvaNo.
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La demostracion de BERTRAND se basa en un pro-
cedimiento de bandas o fajas infinitas propuesto por
ANTOINE ARNAUD (1612-1694), el famoso coautor de
la. Légica de Port-Royal Para apuntalar nuestra sospe-
cha de que LiEvaNo pudo tener en sus manos los textos
de VINCENT y CIRODDE, trascribimos la versién que da
LIEVANO en [1871, 11-12] y sus comentarios:

La mejor demostracion que hasta ahora se habia
dado del Postulado de Euclides, es la de Bertrand
de Geneve. Vamos d ezaminarle. La demostracién
es la siguienie. Sean (Fig.5) [Figura 1] PO la recta,
PN la perpendicular y OB la oblicua que forma el
dngulo agudo BOP. Leventemos en O la perpen-
dicular O A, esta dejard d la oblicua OB del mismo
lado que d PN, formando con ella un dngulo BOA.
Las dos paralelas PN y OA delerminan una faja
que superpuesta en el plano sucesivamente hacién-
dola girar al rededor de las rectas, cabrd un nimero
thimilado de veces, tanto de un lade come del otro.
El dngulo BOA, por pequefio que sca, superpuesio
en el plano sucesivamente, haciéndolo girar al rede-
dor de un lado, no cabrd en el plano (6 en cuatro
dngulos rectos) sino un nimero limitado de veces,
¥ esto se funda en un axioma que he puesio en mi
Aritmética [LIEVANO 1856], d saber, “toda cantidad
por pequena que sea agregada d si misma sucesiva-
mente puede llegar ¢ dar suma mayor que toda canti-
dad dada [principio de Arquimedes]. Esto admitido,
puesto que la semi-faja NPOA cabe en el plano un
nimere ilimitado de veces, el dngulo serd mayor que
la semi-faja, y enidnces si la oblicua OB no cortard
a PN, todo el dngulo BOA quedaria contenido den-
tro de la semi-faja, y seria por consiguiente menor,
lo que es contra lo acabado de demosirar, luego la
oblicua OB debe cortar 4 PN.

Como se ve, la demostracién anterior se funda en
que la superficie infinita del dngulo es mayor que la
de la semi-faja que también es infinita; y esto lo

dedujo BERTRAND de que siguiendo un sistema de
superposicion, el dngulo no cupo en ¢l plano sino un
nimero limilado de veces, ;y no habrd otro sistema
de superposicién por el cual la superficie del dngulo
quepa en el planc un nimero ilimitado de veces, como
el sistema de la figura 6 [Figura 2] que con el dngulo
o se forman los dngulos exteriores de una linea po-
ligonal...? Esto es lo que seria preciso probar, y me
parece muy dificil, por no decir imposible. Admitir
esto es admitir que la suma de los dngulos erteriores
de un poligono [cerrado] cualguiera no puede pasar
de cierto limife determinade, y aunque es cierio que
es iqual a cuatro dngulos rectos, esto se demuesirg
es después, funddndose en el Postulado de Fuclides.
De oiro modo- Cuando en virlud del azioma cilado
se admilid que el dngulo no cabia en cuatro rectos
sino un nimere BEmitado de veces, se considerd el
dngulo como cantided [finita], es decir, bajo el as-
pecto de la mayor o menor abertura de sus lados, no
bajo el aspecto de la superficie encerrada, Iz cual no
es canitidad por ser infinita; y cuando despues admile
Bertrand que el dngulo es mayor que le semi-faja, ya
no considera el dngulo bajo el aspecto de superficie,
¥ no ha demostrado que bajo este aspecto, el dngulo
no cabe en el plano sino un nimero limitado de ve-
ces, nt puede demostrarse, sin admitir para el infinito
cierta propiedad que sélo es evidenle para la caniidad
(finita]; y esto es inadmisible al fundar los cimientos
de la Geometria.

Esta versién de la demostracién de BERTRAND es
muy parecida a la segunda demostracién propuesta por
VINCENT (op. c¢it.). Todo lo anterior parece mostrar
dos cosas:

(a) que LIEVANO estaba empapado del problema y
sus dificultades hasta donde se lo permitia la
informacién que hubiese recibido de BERGERON
y de textos como los de LEGENDRE, CIRODDE,
VINCENT y probablemente del de LisTA ¥ ARA-
GON (1775-1848); y

(b) que su proposito era demostrar el postulado eu-
clideo a partir de los otros postulados de la geo-
metria, es decir, a seguir el primero de los cami-
nos que hemos indicado antes.

En sus Investigaciones cientfficas [1871] recoge LIE-
VANO, entre otros ensayos, su teoria de las paralelas (en
el prélogo de esta obra habla de su “libro de Geometria”,
del cual no hemos podido saber si fue publicado), que,
como hemos dicho, tiene como objeto final la demostra-
cién del quinto postulado. De hecho, presenta alli dos
métodos de demostracién. Examinaremos aqui ambos
(en realidad, el primero fue “inventado el 7 de mayo
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Figura 2

de 1871” y el segundo data de 1856). En el primero
comienza por reproducir la definicién de paralelas dada
por EUCLIDES [1970, 704] ¥ por sefialar dos resultados,
que, como é} mismo lo dice, son independientes del quin-
to postulado:

1) Dos rectas perpendiculares a una tercera son pa-
ralelas entre si.

2) Para tirar una paralela a una recta dada, por un
punto situado fuera de ella, basta tirar por este
punto dos perpendiculares, la primera a la recta
dada y la segunda a esta perpendicular.

A continuacién propone el siguiente

Lema 1. Tomemos una recta indefinida (Fig. 1) [Fi-
gura 3] y levantemos una perpendicular PQ}, tomemos
PC = PF y levantemos perpendiculares en los puntos C
y F. En la perpendicular PQ}, tomemos una magnitud
arbitraria PQ y después tomemos CC' = FF' = PO y
unamos C' con O y O con F’; digo que la linea C'OF'
es una recta, y que ademas es perpendicular a PO.

Antes de analizar la demostracién que da L1EvaNo
al anterior Lema, recordemos los siguientes resultados,
independientes del postulado de Euclides, debidos esen-
clalmente a GIROLAMO SACCHERI [1733], los que in-
cluimos para rematar mds rapidamente el analisis de
esta demostracion:

Figura 4

{S1). Si dos segmentos iguales AC y BD son perpen-
diculares a la recta AB; entonces el segmento CD que
une los puntos C, D, forma con AC y con BD dngulos
iguales (es decir, el dngulo AC'D es igual al 4ngulo CDB,
en la figura 4).

{52). Sieldngulo ACD es recto, entonces el postulado
de Euclides es vilido.

LIEVANO comienza su demostracién afirmando que
los angulos POC’ y POF’ en la Figura 1 son iguales,

porque las dos figuras OPFF' 3 OPCC’ son super-
ponibles, pues haciendo girar la primera al rededor
de PO como charnela, PF cotncidird con PC y FF/
con C'C’, por ser los dngulos rectos y los lados iguales
por construccion...

Aqui utiliza esencialmente el primer caso de igualdad de
tridngulos, que como sabemos es independiente del pos-
tulado en referencia, en cuya demostracidn estd implicito
el arioma de libre movibilidad, de modo que las figu-
ras de un plano pueden refiejarse al rededor de un egje,
rotarse y trasladarse “paralelamente” a si mismas sin
deformacién. Continia de la siguiente manera:
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Tomemos ahora el punto D en la mitad de PC y
levanternos la perpendicular, la cual come no pue-
de cortar d ningune de las dos ofras perpendicula-
res PO, CC’, cortard forzosamente la recta C'0 en
un punto intermedio [V, fomemos lo mismeo en el
punto medio E de la recta PF y levaniemos la per-
pendicular EE'. S5t hacemos girar la figura D' DPO
al rededor de D'D como charnela, ella coincidird con
la figura D'DCC’, por ser los dngulos en D rectos,
DP = DC por construccién y las rectas PO y CC’
perpendiculares a MN ¢ iguales por construccidn;
tuego el dngulo DD'O serd igual dngulo DD'C' y
por consiguiente DD' serd perpendicular ¢ C'Q; lue-
go C'O serd paralela a M N, porque ya sabemos que
dos reclas perpendiculares d una tercera son para-
lelas entre si. Lo mismo podemos demostrar de la
recta OF’, tomando a EE’ como charnela, que serd
perpendicular d EE’ y paralele d MN. [Aqui ha con-
struido dos paralelas a M N que pasan por el mismo
punto O.] Todo esio supuesto, si la linea C'OF' no
fuera recta, la prolongacion de F'O ne seria OC',
sino que se hallaria dentro del dngulo POF’ o den-
tro del dngulo C'0OCQ). Supongamos primero que esté
dentro del dngulo POC’ y que sea OB’; entonces
la prolongacién de C'O serd OA’ situada dentro del
dngulo POF’,

Tendremos, pues, por el punio O tiradas dos parale-
las a MN, d saber, AA’ y BB'. Pero el segmenio
de recta OB’ estard mds inclinado a corlar el seg-
menlo PN, que el otro segmento OA al mismo seg-
mento PN, puesto que OB’ estd dentro del dngulo
POA, y st hacemos girar OA al rededor del punio
OA hdcia PN hasta gque venga a coincidir con al-
guna recta OK que corte d PN, es claro que en ese
movimienio y dnies de llegar & cortar d PN, pasard
por la posicion de OB'; luego este segmento esiard
mds inclinado 4 cortar @ PN que el otro OA., Ahora
tenemos que la semi-faja NPOB' es superponible en
la semi-faja MCC'A’'; luego el segmento I' B estard
mids inclinado d cortar el segmento FM que el seg-
mento C' A’ deja d los segmentos F'B y CM en dis-
tintas regiones, v para que F'B estuviera mds incli-
nada d cortar d F'M gque C'A’ d CM, seria preciso
que F'B en su prolongacidn traspesars los limites
del segmento OA’ cortdndolo en algun punto, y como
ya fentan el punio O comun, resultarian dos rectas
que teniendo dos punios comunes no se confundian.
Luego no se puede suponer que la prolongacicn de
F'O esté situada dentre del dngulo POC’.

En este punto continia con la demostracién del segundo
caso, cuando (OB’ entra en el angulo C'0Q), para llegar
nuevamente a una contradiccidn usando argumentos se-
mejantes a los del primer caso.

El punio crucial de la demostracion del primer caso es
su afirmacién de que F'B estard mds inclinado a cortar
el segmento FM que el segmento C'A’ al CM, para lo
cual se hasa en que la semi-faja N POB’ es superponi-
ble a la semi-faja M FF’'B| lo que es equivalente a que
el angulo POL sea igual al BF'F (la superposicion se
logra reflejando la primera semi-faja en la segunda al
rededor de la recta FE’, perpendicular a BB’ y MN,
por construccion). Pero esta afirmacidn requiere no sélo
demostracién sino también aclaracidn de lo que significa
“estar mas inclinada a cortar que”. De hecho, el error de
LikvaNo radica en afirmar que “una inclinacién a cortar
a la derecha” implica la “misma inclinacién a cortar a
la izquierda, las que “medidas” en la perpendicular O P,
equivaldria a decir que los dos angulos formados por
OP, uno a cada lado, por la recta BB’ son iguales. Es
decir, cada uno de ellos igual a un recto. Pero (52),
aplicado en el cuadrilatero PFF’O, nos diria entonces
que estamos en el postulado euclideo, precisamente lo
que queria demostrar.

Aqui, en nuestra opinién, estuvo muy cerca LIEVANO
de iniciar una teoria de las paralelas 4 la Gauss (com-
parese con la traduccidon de los manuscritos de Gauss
que aparece en [ALBIS 1983]). En efecto, en sus manos
tenia la “construccion de dos paralelas a una recta por
un punto fuera de ella”, en el sentido de EucLIDES, lo
que, con su concepto, impreciso, es cierto, de inclinacién
a cortar, pueden considerarse como los ingredientes ne-
cesarios para definir paralelismo a la izquierda y para-
lelismo a la derecha, y demostrar que estas nociones no
dependen de los puntos que se tomen en las rectas en
consideracidn.

Nos ocuparemos ahora brevemente de su segunda de-
mostracion, la cual basa en el siguiente Lema:

[Lema)], Por todo punto K (Fig. 11) [Figura 5] tomado
en el interior de una faja determinada por dos rectas per-
pendiculares AB, C'D), a8 una tercera EF, se puede tirar
siempre una recta que corte a ambas perpendiculares.

Sin embargo, no es dificil demostrar que este lema es
equivalente al llamado postulado de PrRoOCLO:

51 una recta interseca una de dos paraleles, también
interseca a la oira,

el que a su vez es equivalente al postulado de Euclides
[BonoLa, 1955, 119).
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LIEVANO [1899] vuelve a publicar esencialmente es-
tos trabajos en los Anales de Ingenieria. Es importante
anotar que ellos no fueron aceptados por algunos de
sus contemporaneos. Por ejemplo, RUPERTO FERREI-
RA muestra su desacuerdo los nimeros del “E]l Tradi-
cionista” de los dias 21 y 28 de 1871. LIfEVANO contestd
desde las columnas del “El Bien Piiblico”. Estas res-
puestas fueron publicadas posteriormente en 1875, con
el titulo de “Apéndice a las Investigaciones Cientificas”.

Para terminar esta seccidn queremos mencionar la
propuesta de demostracién del postulado euclideo pu-
blicada por HERMGGENES WILSON en en el primer vo-
lumen de los Anales de Ingenieric [WILSON, 1887-88,
171-172).

En la Figura 6, tomemos AX | AB, BZ oblicua y
el dngulo ABZ agudo. Construyamos BC = CD =
DE=...yC, DD FF, -- 1L AX y O"C 1 AB,
O"C LC'C,EQ" L DD, FO L EFE’, etc. Hechas estas
construcciones, WILSON “demuestra” que K = 0" B =
O"C = ('D = -.. ete, con lo cual obtiene

AB=C'C+K=(D'D+K)+K
ZD’D-{-QR’:D’D—{-:}K’:---, (*)

es decir, los segmentos AB, CC?, DD', EE', .- estanen
progresion aritmética decreciente, lo que finalmente im-
plicara que BZ cortard a AX. En el mismo nimero de
los Anales FERREIRA [1887-88, 173] dice que el anterior
argumento le parece equivalente al postulade eucideo,
pues usa que los dngulos ABC y €'CD son iguales
(correspondientes entre paralelas). Por otra parte, un
colaborador anénimo de la Rebista Militar [ANGONIMO
1887] le hace observaciones semejantes a las de FER-
REIRA, pues considera, entre otras cosas, que WILSON
no demuestra la igualdad de los tridngulos rectingulos
CBO", DCOY, etc. A este dltimo, WILSON replica en
la Revista Militar [L887]. Lo interesante del argumento
de WILSON es su semejanza con uno dado por NASIR-~
EDDIN, en su libro Euclidis elementorum Hbri X11 studii

Figura 6

Nassireddini (Roma, 1594), escrito en arabe y nunca
traducido a otro idioma distinto del latin. En efecto,
NAsiR-EDDIN demuestra (*) que si el angulo ABZ es
agudo, entonces AB > CC' > DD’ > --- [BonoLa
1955, 10-11; AL-DAFFa & STROYLS 1984].

3. Los ensayos de Julio Garavito

Creemos necesario bosquejar, en primer lugar, el pa-
norama de las geometrias no euclideas, en la época en
que escribié GARAVITO sus dos memorias: Nota sobre
la formule fundamental de la trigonomeiria plana no
euclidea [GARAVITO 1916, 224-234; 353 - 362; 465—
469] y ;Bancarrola de la ciencia? [GARAVITO 1917,
101-107; 203-215)], ambas publicadas en los Anales de
Ingenteria y, posteriormente, reproducidas por ALva-
REZ LLERAS (con otros trabajos que ya habia publicado
GARAVITO) en la Revisle de la Academia Colombiana
de Ciencias Eractas, Fisicas y Naturales. La razén de
este bosquejo es precisar el conocimiento que poseia este
autor sobre estos temas y poder asi analizar cabalmente
los propédsitos que perseguia al escribir estas memorias.

En primer lugar, mencionemos que F. A. TAURINUS,
partiendo de la formula fundamental de la trigonometria
esférica

a b c b e
€OS - = c08 3 cos L + Sen 7 sell - Cos A (A)
(en donde a, b, ¢ son los lados de un tridngulo esférico,
de angulos opuestos respectivos A, B, C, y k es el radio
de la esfera), obtuvo la la relacion

a b . c b ¢
h— = ch—ch— —sh—sh--cos A B
TETTETR TR (B)
al sustituir & por ik, 2 = +/—1. Un poco mas tarde,
F. MINDING [1839], estudi6 sistemdticamente las su-
perficies de curvalura constante negative, insinuando asi
mismo el siguiente resultado:
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Si en las formulas de la trigonometria esférica se
mantienen fijos los dngulos y los lados se multiph-
can por t = J/—1, enlonces se oblienen las ecua-
ciones satisfechas por los elementos de los tridngulos
geodésicos de las superficies de curvatura negativa

Este resultado fue demostrado por D. Copazzi [L857].
El punto culminante lo alcanza E. BELTRAMI [1868]
cuando produce explicitamente, y esencialmente por el
mismo procedimiento que TAURINUS, una superficie de
curvatura constante negativa, inmersa en el espacio eu-
clideo tridimensional, y en la cual, al reemplazar recta
por geodésica, logra una interpretacicn de la geome-
tria desarrollada por I. N. LoBACHEVSKI [1829-1830,
18440], con lo que reducia la consistencia de esta geome-
tria a la de la euclidea. Recordemos que el desarrollo por
LOBACHEVSKI se apoya en postular la existencia de dos
paralelas por un punto exterior a una recta dada; a par-
tir de esto y razonando impecablemente, logra establecer
la relacién (B) y observa, por ejemplo, al final del libro
Geomelrischen Unlersuchungen zur Theorie der Paral-
lelinien [1840] que st en ella se sustituye k por ik, ob-
tienen la relacién (A). Este pequefio opisculo encontrd
pronta difusion entre los lectores de lengua francesa, gra-
cias a la traduccién hecha por J. HOUEL [LOBACHEVSKI
1886). Dada la fuerte influencia francesa en los progra-
mas ¥ textos usados en la Facultad de Matematicas e
Ingenieria de la Universidad Nacional en Bogota, podria
pensarse que una copia de esta traduccidn hubiese lle-
gado a esta institucién. Sin embargo, la categdrica afir-
macién de GARAVITOde desconoccer los originales del
gedmetra ruso [GARAVITO 1916, 2231, més el hecho de
no haber podido localizar en los fondos mas antiguos
del Departamento de Bibliotecas de la Universidad Na-
cional, nos conducen a concluir que los resultados de Lo-
BACHEVSKI, (GAUSS y BOLYAI se conocieron en el pals
por fuentes secundarias.

En efecto, H. POINCARE, entre otros, se habia en-
cargado ya de divulgar extensamente las geometrias no
euclideas, las de RIEMANN incluidas, a finales del siglo
pasado. Esto lo hizo especialmente en su libro La cien-
cia y la hipdlesis [(1902) 1943], del cual existen tem-
pranas traducciones en castellano como las de EMILIO
GONZALEZ LLANA en la primera década del siglo XX,

las cuales circularon en Colombia por la misma época®.

3Uno de estos ejemplares, en mi poder, pertenecié a la ex-
celente biblioteca de mi abuelo D. Samuel Gonzilez Tapia, en
Sincelejo, y fue comprado a la Libreria de Camacho y Roldan, en
Bogota.

En este libro aparece una descripcién de su famoso mo-
delo de la geometria de LOBACHEVSKI, construido u-
sando familiares figuras y conceptos de la geometria
euclidea.

Ademds, el Traité de géometrie de ROUCHE y CH.
DE COMBEROUSSE [1878-79, 1891], texto recomenda-
do entonces en la Facultad Nacional de Matematicas ¢
Ingenieria, traia en su Nota IT, tomo I, una “exposicién”
de los resultados de LOBACHEVSKI, con una, como ve-
remos, deduceidn insatisfactoria, ciertamente, de la que
llamaremos luego firmula fundamental de la trigono-
metriae hiperbolica. Lo insatisfactorio de esta deduccidén
hizo posiblemente que esta Nota II fuese reescrita por
POINCARE en ediciones posteriores de este libro [1912},
en su momento muy en boga entre los profesores de geo-
metria.

Hechos estos comentarios preliminares, es suficiente
leer cuidadosamente los dos trabajos de GARAVITO, en
especial los numerales 8 y 9 de [GARAVITO 1916] y
las péginas 204 y 206 de {GARAVITO 1917, para con-
vencerse que (GARAVITO estaba enterado de los resulta-
dos que hemos mencionado antes y que, mas ain, mu-
cho de lo que alli escribe lo entresacé del citado libro de
POINCARE. Por otra parte, él aceptaba estos resultado
como parte de la informacion en su poder; st no, que lo
digan los siguientes apartes:

Las formulas que Lobatchewsky presentd come co-
rrespondientes @ la geometria plana no euclidea son
las que resullon de la trigonometrin esférica cuando
se supone imaginario el radio de la esfera [GARAVI-
TO 1916, 223].

La consecuencia dtil que se deduce de los estudios de
SoPHUS LIE es le de que es posible hacer una geo-
metria esférica de dos dimensiones, tomando como
punto de partida el postulado de Riemann; as{ co-
mo también es posible hacer una geomeiria de dos
dimensiones sobre el postulado de Lobatchewsky, en
donde el planc ha sido sustituido por una esfern
imaginaria y la recta por un circulo mdzimo de lal
esfera.[GARAVITO 1h, 354]

pues st se supone que en lugar de una paralela
se pueden trazar dos y que hay una regidn de incom-
patibilidad (postulado de Lobatchewsky), se llega a la
deduccidn de que las reclas son circules mdrimos de
una esfera imaginaria; y st al conirario se supone
que no es posible le incompatibilidad (postulado de
Riemann} se llega a la deduccidn de que las rectas
son circulos mdzimos de esfera real.[1h., 356)
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Por esta razdn, la pretensién de J. ALVAREZ LLERAS
[1920] de ser GARAVITO ¢l que “antes que nadie [tratd]
de estas cuestiones”, es decir, sustituir ¥ por :k en la
relacién (A) para obtener la (B}, es inadmisible, tal
como lo expresa DUARTE [1946]. Esta sustitucion la
utiliza GARAVITO dos veces: en [GARAVITO 1916, 468]
y en {GarRAViTO 1917, 211].

Para seguir a (FARAVITO en sus razonamientos es in-
dispensable conocer la nocién de uniformidad reciproca,
la cual usa, como veremos, incorrectamente y repetida-
mente en ambas memorias.

Sean, pues, u(z) y v(z) dos funciones uniformes de
una variable z, real o imaginaria. Decimos que u(z) y
v(z) son uniformemente reciprocas ( la una de la otra)
si a cada valor de u(z) corresponde un lnico valor de
v(z), y reciprocamente. O sea, la uniformidad reciproca
entre u(z) y v(z) existe si hay una biyeccién ¢ del codo-
minio de u, tal que ¢(v(z)) = u(z)}, para todo z en el
dominio comin de u y v. Es claro que de acuerdo con
esta definicion si tomamos u(z) = th{z/&), en donde
k # 0 es una constante arbitraria y v(z) = 2, en el do-
minio comin —co < z < oo, entonces u(z) ¥ v(z) son
uniformemente reciprocas tomando ¢ = u, por ser ésta
una biyeccién de —oc < 2z < oo (codominio de v) en
(—1,1) (codominio de u). Observemos que ¢ no es una
funcion algebraica.

Cada vez que GARAVITO cree haber establecido la
uniformidad reciproca entre dos funciones uniformes u
y v, concluye la existencia de constantes A, B, C, D que
cumplen

Auv + Bu+Cv4+ D =0, (1)

0 sl se quiere,
Cv+ D ,
U= m—d‘(”): (1)

en donde ¢(t) = (Ct + D/(at + B) es una funcién alge-
braica. Pero, como hemos visto en el gjemplo anterior,
esto no es siempre posible, pues ¢ bien puede ser una
funcién trascendente y como es #nica —dada la uniforms-
dad de las funciones u y »— el uso que hace GARAVITO
varias veces de (1) es incorrecto. Lo que si es posible
afirmar es lo siguiente: si de antemano sabemos que la
relacién entre u(z) y v(z), dada por ¢, es algebraica,
entonces la relacién (1) subsiste entre u y v [DARBOUX
1917, Parte 2, 35-43].

La férmula fundamental de la trigonometria hiperbé-
lica esta dada por

h(%):;fg" _A<O<A, 2)

Figura 7

en donde (vease la Figura 7) 2 = OM, 8 = OFPM, A es
el dngulo de paralelismo en la geometria de LOBACHEV-
SKI y k es la constante que parecié enloquecer a GARA-
vITO. Es claro que la representacion hecha en la Figura
7 es sblo simbdlica, en el sentido que usamos algunos
trazos euclideos para representar rectas no euclideas,

Como bien lo indica GARAVITO, la deduccién de (2)
hecha en [RoucHE & COMBEROUSSE 1891, 585-587)
es insatisfactoria. En razén de la completez y la im-
portancia que tienen en (GARAVITO, transcribimos los
razonamientos que alli aparecen: si en (1) tomamos
u(z) = th(z/k) y v(z) = z que, como hemos visto,
son uniformente reciprocas, referidas al dominio comin
—oo < z < 00, y observamos que th(z/k) = 0 cuando
z = 0, obtenemos D = 0. Es decir,

z

Az-th(k

2z
) + Bth (ié) +Cz=0. (3)
Ahora bien, si en (3) sustituimos z por —z, tenemos

z z
) Az -th (E) —Bth(E) —Cz=0, (4)
de modo que, sumando (3) y (4) miembro a miembro,
resulta Az -th(z/k) =0, y, por lo tanto, A = 0. Luego

th (%) =Ciz, Ci= -%. ()

Es claro que (&) es “inadmisible”. En la misma forma,
usando nuevamente (1}, se muestra que

tg(0(z)) = Gy (8)

De (a) y (3) resulta entonces (2}, Naturalmente, la de-
duccién asi hecha es incorrecta, pero en modo alguno
“pone de manifiesto la falsedad” de (2), como lo afirma
GARAVITO [1916, 234] en un imperdonable error de
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juicio, pues lo equivocado de su demostracién no implica
necesariamente la falsedad de una proposicién. Pero éste
no es el dnico error que comete GARAVITO en dos ren-
glones consecutivos (“La relacion (8) es correcta” [GA-
rAVITO 1916, 234]). En efecto, refiriéndonos siempre a
la Figura 7, en la geometria de LOBACHEVSKI sucede
que #(z) — M si z — 0, y reciprocamente. Es claro
que en estas condiciones () no subsiste, pero si sub-
siste en la geometria euclidea. Como suponemos que
estd trabajando con las hipétesis de LOBACHEVSKI con
el fin de, a partir de ellas, “demostrar rigurosamente la
falsedad de la férmula (2) que sirve de fundamento a
la trigonometria plana no euclidea” [GARAVITO 1916,
224)], comienza a ponerse en evidencia la manera confusa
con que GARAVITO maneja estos asuntos.

Otro argumento que aduce GARAVITO en favor de
la falsedad de (2), es que no existe una uniformidad
reciproca entre u(z) = tg(f(2)) y v(z) = th(z/k), re-
firténdonos al dominio comin —co < z < oo. Pero
esto tampoco es cierto. En efecto, ya hemos obser-
vado que en la geometria de LOBACHEVSKI la relacién
que liga z con el dngulo 8(z) no es del tipo (3) (nos
seguimos refiriendo a la Figura 7). Sin embargo, es claro
y ademas independiente del postulado euclideo, que por
cada punto M de L'OL podemos trazar unarecta PM y
una sola. Cada una de ellas determina un tinico adngulo
OPM = 0(z), en donde z es la distancia de O a M. En
la geometria de LOBACHEVSKI, #(z) cumple la condicién
—A < #(z) < A, lo cual establece una biyeccidn 6 de
(—o0,00) sobre (—A, A). Como 0 < A < 7/2, es claro
que tg(f(z)) = u(z) es una biyeccion de {—oc,o0) so-
bre (—tgA, tgA). Por otra parte, v(z) = th(z/k) es una
biyeccién de (—o0,00) sobre (—1,1). Luego, tomando
¢ = vou~! vemos que efectivamente u y v son uni-
formemente reciprocas. Para obtener (2) basta tomar
ahora ¢' = (tgA)¢ en vez de ¢.

Lo anterior invalida, pues, la siguiente afirmacién de
GARAVITO:

no es posible, dado el significado de z, estable-
cer la uniformidad reciproca y perfecta enire tg & y
th(z/k) que se requiere para la validez de la formula
(2). [GaravrTO 1916, 232]

Lo que es interesante es que, mas tarde, tomando como
dominio comin todo el conjunto € de los mimeros com-
plejos, GARAVITO establece muy ingemosamente la uni-
formidad reciproca entre u y », usando nuevamente (1)
[GarRavITO 1917, 212-213], pero parece no percatarse
que, una vez establecida para C, la relacién continda
siendo valida para tode subdominio comin de u y v, en

hj
M
Q fremmenenees :
< |
x’ 0 y P X
Figura 8

particular para (—oo,00). O sea, él mismo se encarga
de invalidar su propia afirmacién anterior.

Algo parecido le sucede cuando primero hace notar

. wna vez por todas, que no prelendemos demostrar
el postulado de Euclides [GARAVITO 1916, 355

y sin embargo lo demuestra sin percatarse de ello. En
efecto, en el numeral 10 de [GARAVITO 1916], después
de algunas consideraciones sobre los sistemas de coorde-
nadas, llega a mirar la siguiente situacién: Sean O un
punto del plano y OF y OQ) dos recias perpendiculares
entre si que pasan por 0.

Sea M un punto del plano [distinto de O], y consi-
deremos las perpendiculares M P y M@}, trazadas desde
M, a OP y 0Q, respectivamente. Estas construcciones,
como €l mismo lo indica son independientes del postu-
lado de Euclides. Hagamos ahora OP = z;, OQ = y1,
MQ =z, MP =y, y llamemos ¢ al 4ngulo MOP. Dice
entonces GARAVITO que sl & = #, ¥ ¥ = 1, estamos
en la hipdtesis euclidea, pero aun no estando en ella,
tenemos dos sistemas de valores, (z,y), (z1,y1), para
definir la posicién del punto M. Y anade:

Estas coordenadas serdn funciones der y 8 y las rela-
ciones

3 + 3
r r r

! n z ¥
Y, )
serdn solamente funciones de 8. [GARAVITO 1916,

360]

Esta iltima afirmacién requiere demostracién, pues no
es del todo evidente. Es mas, partiendo de ella, Ga-
RAVITO demuestra que 2 = &3 ¥ ¥ = th1, que, ¢omo
ya ha observado, es el postulado euclideo de las parale-
las. Como segun él, todo lo que ha hecho es indepen-
diente de este postulado, tiene ante si una demostra-
citon del postulado en cuestion. Pero lo que ha hecho
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no es independiente de este postulado, pues decir que
las relaciones (5) son independientes de # es equivalente
a este postulado, como lo hemos probado en [ALBIS &
MorEeNO, 1976].

No nos debe extrafiar, pues, que cuando quiere hacer
los mismos razonamientos sobre la esfera [GARAVITO
1916, 465-466] encuentre que las relaciones {5) serfan
las formulas de la trigonometria plana eliptica, lo cual
no es cierto: lo que ha sucedido, sin él percatarse, es
que ha razonado sobre el plano euclideo creyendo hacerlo
sobre la esfera. Sin embargo, echa toda la culpa al mal
empleo de la férmula (1), cuando ya hemos visto que
es él quien siempre la aplica mal, para “deducir de ella
todo lo que se quiera”. [GARAVITO 1916, 466)

El usoc subrepticio del postulado de Euclides no lo
hace inicamente en el caso anterior. En efecto al afirmar
que a cada

. valor de tg 0, se hallerdn dos series (A} de arcos
los cuales determinan una recta inica PM la cual
cortard a L’OL [Figura 5] en un punfo dnico M a
distancia finita z = OM [GaravITO 1917, 208],

no esta haciendo otra cosa que enunciar el postulado
euclideo de las paralelas. Naturalmente, al aplicar nue-
vamente (1), encuentra

z
tgf = =

g b

la férmula fundamental de la geometria euclidea. Es
decir, no ha hecho nada.

Las sigulentes frases de GARAVITO resumen en buena
parte lo que ha querido hacer en estas dos memorias:

Grande ha debido ser la sorpresa de Lobatchewsky
al hallarse, cuendo menos lo esperaba, frenie a fren-
te con el postulado de Euclides. ;Por qué motivo
no habie hallado anles contradiccidn alguna en sus
ractocinios impecables al suponer falsa la propiedad
euclidea de las rectas? La respuesta es clara: no
habia razonado con rectas situadas en un planc sino
sobre otra clase de lineas y superficies.[GARAVITO
1917, 209]

En efecto, en este diciente parrifo acepta, por un
lado, que LOBACHEVSKI no podia llegar a contradic-
ciones pues no razonaba “con rectas en un plano sino so-
bre otra clase de lineas y superficies (recordemos que ya
hemos anotado que GARAVITO conocia la interpretacion
de la geometria de RIEMANN sobre la esfera real y la de
LOBACHEVSKI sobre la esfera de radio imaginario o una

superficie de curvatura constante negativa). En esto to-
dos concordamos. Pero al mismo tiempo pretende que
LOBACHEVSKI llegue a las mismas conclusiones que él:
al postulado de Euclides. Esto iltimo no era posible
para LOBACHEVSKI, pero si para GARAVITO, pues cada
vez que intenta mostrar que no podemos llegar a (2) u-
sando rectas en un plano introduce en una u otra forma
el postulado de Euclides (o algo que le es equivalente)
como lo hemos mostrado aqui y ya lo habia hecho antes
DUARTE [1946].
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