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La intencion de este ensayo es ilustrar el alcance de un principio variacional en meteorologia.

Se resuelve, a manera de ejercicio, un problema clasico de la Optica meteorolégica, cuya solu-
cion cualitativa es facil de encontrar en muchos libros de texto, tanto fisicos como meteorolégi-
cos, pero cuya solucion cuantitativa no parece merecer un tratamiento matematico explicito en
dichos textos. Sin embargo, el problema es susceptible de una solucién completa. Presentarla, es
el objetivo del ensayo.
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Abstract

A meteorological illustration of what a variational principle achieves is offered in this essay
by solving afresh an old problem in atmospheric optics. Its qualitative solution may be found in
many modern accounts, whereas its quantitative solution, seemingly not so widespread, is likely
to be found only in older treatises. A derivation of Snell’s law of refraction for a medium with
continuously varying density is believed to be original. At least it is hoped that the whole treatment

shall have some didactic value.
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Introduccién y apuntes histéricos

Los espejismos son fenémenos 6pticos que se producen
cuando la densidad del aire cerca de la superficie terrestre
es notablemente alterada por efecto de un fuerte calenta-
miento o enfriamiento. Los llamados espejismos inferiores
son comunes en tierras calientes. Todos hemos visto
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“charco” en las carreteras de asfalto caldeadas por un sol
inclemente, charcos que no dejan de alejarse a medida que
avanzamos hacia ellos. Ofrecer una explicacién didéctica
de este fenémeno es lo que me propongo en esta breve
exposicion. Es facil encontrar la explicacién cualitativa en
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los manuales de meteorologia y fisica (véase p. ¢j. Feynman
et al.,, 1963). Mucho més dificil resulta encontrar alguna
exposicion rigurosa, que presente la solucién matemética
del problema. Las habrd, especialmente en la literatura
especializada del siglo pasado y del presente. En lugar de
localizar los documentos pertinentes, me parece ser un
ejercicio instructivo el buscar una solucién propia, basada
en ¢l principio de Fermat e inspirada en la lectura de una
introduccion a los fenomenos oOpticos de dos autores
franceses (Léna & Blanchard, 1990).

El valor didactico de esta exposicién reside en la
ilustracién de cdmo conseguir la solucidn completa de un
problema meteoroldgico, a partir de lo que en fisica se
conoce como un principio variacional. Conseguir una
solucidn analitica es muy raro en una ciencia, por mas
milenaria que sea, ciencia que trata de explicar todo lo que
ocurre en nuestra atmdsfera, y que los presocraticos dieron
en liamar meteorologia, como nos informa Aristételes, autor
del primer tratado coherente que se conozca sobre
fenémenos atmosféricos (Aristételes, 1996), particu-
larmente aquellos en los que intervienen los fenémenos de
la reflexion y refraccidn, siendo ésta la causa de ese curioso
fenémeno que, en determinadas circunstancias, nos
convierte la arena o el asfalto en un espejo.

La 6ptica geométrica es una de las ramas mas antiguas
de la fisica. Como teoria de la propagacion e inflexidn de
un rayo de luz tiene su origen en ¢l munde helénico. La
ley de la reflexién (dngulo de incidencia igual al dngulo
de reflexion) se encuentra expuesta por Euclides (hacia
300 a.C.), en su tratado de dptica. Herdn de Alegjandria
(h. 100 a. C.) expresd la ley como un principio variacional,
al descubrir que el trayecto cubierto por un rayo de kuz
reflejado por una superficie especular es de longitud
minima, comparado con trayectos vecinos que van de un
punto A (vela) a un punto B (ojo), tocando en cada caso
dicha superficie.

La refracciéon también era bien conocida en el mundo
antiguo, mas no lo era su ley (matemética). Claudio
Ptolomeo (h. 100-170) se limité a elaborar una tabla de
valores, en la que relacionaba el angulo de incidencia con
el de refraccién. Luego transcurrieron siglos, sin que el
interés por estas leyes amainara. En el mundo arabe, los
sabios musulmanes se encargaron de desarrollar y
perfeccionar la 6ptica. El mds ilustre de los dpticos
musulmanes fue Ibn al-Haytam (965-1039), conocido en
Occidente por Alhazén, quien contribuyé a sistematizar la
Optica geométrica, y quien estudi6 la forma de los espejos
no planos, la visién, la refraccion de los rayos luminosos,
y distintos fenémenos atmosféricos (Guerrere, 1985}, Sus

esfuerzos por entender la ley matematica de la refraccién
no dejan de ser citados. Pero fue preciso esperar el
crepisculo de la ciencia moderna para ver como algunos
lectores del estudioso isldmico extraian la ley de la
refraccién, que, sin embargo, no fue descubierta sin mas
por cualquiera de los genios cientificos que comenzaban a
descollar. Kepler (1571-1630) hizo uso de los valores de
Ptolomeo, sin llegar a indicar la ley subyacente, hazafia
que quedo reservada a sus coetaneos Snell (1591-1626) y
Descartes (1596-1650). Este la dio a conocer en 1637.
Aquél, matematico holandés, no la descubrid antes de 1621.
Aunque Snell parece haber sido anticipado por Harriot (h.
1560-1621) en 1601 (cf Sabra, 1981), la ley de la
refraccidn, o ley de los senos, Heva comiinmente su nombre,
salvo en los paises francoparlantes, donde se suele designar
a Descartes como el epénimo de la misma,

La ley de Snell fue objeto de admiracion, mientras que
su demostracién dio lugar a miltiples controversias. En
manos de Fermat (1601-1665), las leyes de reflexitn y
refraccion fueron reducidas a un solo principio
(variacional), principio que satisfizo las necesidades
teleolégicas de algunos de los grandes pensadores del
siglo, entre los cuales solo nombro a Leibniz (1646-1716).
El principio de Fermat ha desempefiado un papel
importante en el desarrollo de principios variacionales (cf.
también Sepilveda, 1995).

El principio de Fermat (1662} se puede enunciar de la
siguiente manera: El tiempo que emplea un rayo luminoso
en viajar de un punto A a un punto B es minimo. Hoy
sabemos que a veces es maximo, por lo que se habla de
principio “extremal” o “variacional” o “estacionario”.

En los manuales de fisica y calculo diferencial suelen
presentarse las consecuencias del principio para el caso
cjemplar de dos medios homogéneos distintos, separados
por una superficie reflectora y/o refractora. Estos ejemplos
son demasiado conocidos como para justificar su
repeticion aqui. Bisteme recordar que el principio de
Fermat nos permite explicar el aspecto quebrado de una
cuchara en una taza llena de agua, o el que, en “una noche
llena de murmullos, de perfumes y de misicas de alas”,
el reflejo de 1a luna llena en la superficie de un rio llegue
a nuestros 0jos sin retraso alguno.

La pregunta que deseamos contestar en este ensayo
es: ;Se deben los espejismos del asfalto recalentado a ese
afan de los rayos de luz, tras haber sido reflejados (hacia
el suelo) por algln objeto (que puede ser el mismo cielo,
una palmera, o un ciclista), en llegar lo mas rapido posible
a nuestros ojos? Habremos respondido a la pregunta si
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logramos describir la trayectoria de los rayos a partir del
principio de Fermat, de cuya forma matematica nos
ocuparemos en el siguiente apartado.

Trayecto de un rayo luminoso

La experiencia cotidiana nos impulsa a pensar que los
rayos luminosos se propagan en forma rectilinea. Esa
misma experiencia nos ensefia que al pasar de un medio
menos denso a uno netamente mas denso, los rayos
cambian de rumbo repentinamente. Esto es lo que se
observa en el caso del aire y ¢l agua. Pero si nos limitamos
a la descripcién de la propagacién de la luz en un solo
medio como el aire, los cambios de densidad sen mucho
més paulatinos, de modo que la desviacién es menos
brusca de una capa a otra. Pero el mismo hecho de que la
densidad atmosférica es variable {(disminuye con la altura,
por lo general), es indicio de que los rayos sufren un
encorvamiento, por mas leve que sea. Afortunadamente,
tal encorvamiento es normalmente suficientemente débil
para ser despreciado en la teoria de la transferencia
radiativa de energia a través de la atmosfera (Yanovitskij,
1997). Sin embargo, hay situaciones, como la que se quiere
explicar aqui, en las que es imprescindible calcular la
trayectoria que siguen los rayos luminosos.

;Cébmo calcular tal trayectoria? Fues bien,
sencillamente aprovechando el principic de Fermat, que
podemos traducir al simbolismo matemaitico de la
siguiente manera:

a 1
(1) t_-llso;;=gpnldr

donde ¢ designa el tiempo de viaje,c, la velocidad
de la luz en el vacio (constante universal),n, = ¢,/ ¢,
el indice de refraccién del medio en cuestion, y
7 representa la distancia recorrida a lo largo de la trayec-
toria —por determinar ain— del rayo, cuya velocidad &,
es menor €n un medio material que en el vacio; }, indica
Ia longitud de onda, de la cual dependen muchas pro-
piedades dpticas, entre ellas el mismo indice de refraccion.
El simbolo £ representa la trayectoria en ¢l espacio
geométrico donde se propaga la luz, En ¢l caso general,
tanto la geometria del espacio como la dependencia del
indice de la posicién espacial y de ciertos parametros
fisicos, como la temperatura, la presiéon del medio, la
frecuencia de la luz, no se prestan para un tratamiento
analitico. De ahf la necesidad de simplificar, en lo posible
sin tocar la esencia del problema,

Nos limitaremos a la geometria de una seccién verti-
cal de la atmosfera, considerada plana y paralela, seccién
que definird nuestro plano x — z, en el cual se encuentra
la fuente de nuestro rayo ejemplar y el observador (una
palmera y un beduine en su mercedes, por ejemplo,
proyectados sobre dicho plano). Supondremos un
calentamiento homogéneo y fuerte de la carretera, de
manera que las capas inmediatamente adyacentes a la
misma se dilaten hasta que su densidad sea menor que fa
de las capas més alejadas de la superficie caliente,
Supondremos ademas que el gradiente de temperatura sea
superadiabético y constante en la capa refractora.

El indice de refraccién es proporcional a la densidad
del medio. Para la atmdsfera podemos escribir (Léna &
Blanchard, 1990):

n, =1+a,p

siendo P la densidad del aire. Para un gas ideal, al
cual se puede asimilar el aire himedo, se tiecne que
p = p/ RT ,donde R es la constante especifica del aire
hiimedo, 77 1a temperatura absoluta del mismo, y 2 su
presion. Asi obtenemos la expresién

con una nueva constante B, . Suponiendo una dismi-
nucién lineal de la temperatura con la altura z a partir de la
temperatura de superficie, 7, esto es, T(z) = I, —y,2,
con Y, =—07/0z = const., y una presion atmosférica
constante en la capa mas fuertemente calentada desde el
suelo, o igual a la presién en superficie p,, podemos
reescribir el indice de la siguiente forma:

Po
Li—ovz

2o YoZ
=1+8 —[1+—~—]=n +a,z
A.It-) IB 0 1y

2 m(z)=1+8,

donde la aproximacion estd plenamente justificada en
virtud de 1a pequeiiez, frente a la unidad, del cociente entre
paréntesis. Con esta aproximacion se logra definir un
indice de refraccién como una funcidn lineal de la altura
sobre el suelo, lo cual acarrea una gran simplificacién del
tratamiento matematico. En esta altima ecuacién hemos
definido:

n,(\) = 1+B1%

0
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D,
a, =B, }%’Yn
0

El elemento de arco Jp se expresa, gracias al teorema
de Pitdgoras, como:

d 2
3) dr = Vdx® +dz* = dx 1+[—z-)

dx

&/dx admite la interpretacion natural como derivada
de una funci6n altura, que depende de la distancia hori-
zontal a alghn punto fijo:

z= f(x)

Insertando el elemento de arco en (1), se obtiene una
expresién mas explicita del principio de Fermat:

@ t= [ m @+ 7 (0] dx

donde f'(x) designa la derivada de f(x) respecto
ax. La funciénz = f(x) representa una fingida
trayectoria de! rayo luminoso entre dos puntos en el
plano x — z. La tarea es determinar la trayectoria que
minimice esta integral. Pero antes de emprenderla, veamos
qué se obtiene en dos casos tan simples como cldsicos.

Sin, esconstante (@, = 0), la solucién del problema
es inmediata: las trayectorias son lineas rectas (las
geodésicas del espacio euclideo) que unen sendos pares
de puntos. Si complicamos la situacion un poco, exigiendo
que el rayo choque con un espejo antes de llegar al
observador, obtenemos la ley de la reflexidn (principio
de Herén}. En ambos casos, el decir que el tiempo de viaje
es minimo equivale a decir que 1a longitud de la trayectoria
es la mas corta posible.

Una generalizacién inmediata €s suponer que#l, es
constante en cada uno de dos medios fisicamente
distinguibles (aire y agua, p. €j.). En ese caso, es ficil
demostrar por medio del calculo diferencial, que en el
punto del plano de separacion, donde las trayectorias —
rectilineas en cada uno de los dos medios— se unen bajo
un angulo no nulo, la refraccion tiene lugar segln la ley

(5) n, sinB, = n, sind,

donde el subindice “ ” se refiere al rayo incidente, y
“p ” al rayo refractado, los 4ngulos siendo referidos a la
perpendicular a la superficie (ver 1a figura 1).

Figura 1. Refraccién de un rayo luminoso al pasar de un medio (p. ej.
aire) con determinado valor del indice de refraccibn a uno con un valor
més alto (agua). La figura define los ngulos de incidencia (Gi }y de
refraccién (0,).

Volviendo al caso més general, el de un indice de
refraccién funcidn de la altura, ;cOmo encontrar la
funcién f(x) que minimice la integral (1)? Ya no se trata
de minimizar una funcién de una variable independiente,
como en el caso anterior de la ley de Snell clasica, sino
que la “variable” independiente s a su vez una funci6n.
A cada funcién —trayectoria— le corresponde un tiem-
po¢ de viaje entre dos puntos fijos cualesquiera, y se trata
de seleccionar aquella, que, al ser llevada a la integral
(4), resulte en un valor menor que otras funciones
(cercanas), “admitidas a la competicién”. Designemos a
la funcién distinguida por £, (x), y definamos las demas
como desviaciones, o “variaciones” de 1a misma:

J(0) = fa () + e (x)

1n(x) ha de coincidir en sus extremos con la funcién
extremal f,_ (x)M(0) =n(d) = 0,siendo d = x, — x,;

€ esun parametro que nos permite acercarnos o algjarnos
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de f,_ . El método a seguir (método de Lagrange) compara
las trayectorias Opticas y selecciona aquella que resuite en
un valor minimo de la integral. Esto se logra mediante la
diferenciacidn de 1a funcional (4) con respecto al parametro
g€ , eigualando la variacién resultante a cero, procedimiento
conocido como la variaciéndy de la funcional ¢ , equivalente
a la derivacidn ordinaria en la minimizacién de una funcién
con respecto a una variable. Al igual que en este altimo caso,
se obtiene asi una condicidn necesaria, que desemboca ya
no en una ecuacién algebraica, sino en una ecuacién
diferencial ordinaria (previa invocaci6n del lema de Du Bois-
Reymond, véase cualquier texto sobre calculo variacional).
La condicién matemdtica §¢ = () es, pues, equivalente a la
siguiente ecuacion:

d S ~| 2312 A,
Sl Mde 'y prry2hoo g,
(6) dXI:(l'l'f;z)”zJ ( +f¢r ) dZ

Esta ecuacidn diferencial se conoce como la ecuacién
de Euler-Lagrange para la funcién extremal S.(x). Para
comprobar si se trata realmente de un minimo, es preciso
formar la segunda variacion:

2

I N m"—n;f;:(xw)
t—'[“ 1+ Jv;'f)'”k"‘ln Ty Rk ()

El signo de esta variacion ha de ser positivo, si se trata

de un minimo, y negativo, si la funcién distinguida .

maximiza el valor de la integral.

La condicién necesaria (6) se puede reescribir en
términos del 4dngulo =7 ~-¢ , donde¢ denota el
4ngulo de la tangente a la funcién £, (x) en el punto x :

d . dn,
(8) dr (n, siny } = dz

Esta forma no concuerda con la ley de Snell, entendida
como generalizacién de la ecuacidn (5) al caso de una
multitud de capas cada vez mas delgadas, hasta convertirse
en un medio con indice de refraccién de variacién con-
tinua. Se plantea el problema de si existe una forma de
establecer la equivalencia entre la consecuencia inmediata
del principio de Fermat y la ley de Snell generalizada.

Para ello, nos serviremos de un artificio, a saber, deriva-
mos primero la unidad, que expresamos aprovechando la
conocida relacidn trigonométrica:

dl
= E;(Sinz\p +cos’y) =0

Derivando externamente, obtenemos:

d siny + cosy d c;sw
r

0 = siny

Siguiendo la prestidigitacidén, podemos escribir las
derivadas en esta expresién como:

d. . d{nsiny) 1d siny dn,
ar > dr( n, ] “n d (m, siny) - n, dr
d _ d [ n cosy ) 1 d cosy dn,
dr;osw B dr( n, B n, dr (m, cosy ) - dr
obteniendo de esta manera
. d . d dn,
siny ;(nk siny ) + cosy E(nJL cosy ) = r

En virtud de (8), y reconociendo ademas gue
siny = dz/dr, la iltima ecuacién se reduce a la ex-
presion:

d
N cosy zlr-i;(nJt cosy ) =0

Ia cual es equivalente, siempre y cuandoy # £ /2
{rayos verticales, que de todas formas no se refractan), a
la ley de Snell:

d
(9) oy (mcosy) =0
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(Para ver la equivalencia exacta, no hace falta sino
reemplazar ay por ¢l angulo cenital § =n /2 +|\u| s
como se definird mas adelante.)

Concluimos que del principio de Fermat podemos
extraer lo que ya habiamos adivinado: 1a generalizacién
de la ley de Snell al caso de un medio de indice de
refraccién continuamente variable, Con esta consecuencia
derivada de un principio variacional, como el de Fermat,
podemos pasar a resolver el problema de encontrar ia
trayectoria real del rayo luminoso. No obstante,
empezaremos por demostrar un método de aproximacién
a la solucién, método que se basa en el conocimiento de
un principio variacional subyacente,

El método de Rayleigh-Ritz

El problema que estamos investigando se presta a la
ilustracién de un método de resolucién aproximada de una
ecuacién a la cual va asociada un principio variacional
(ver p. €j. Porter & Stirling, 1990). Quiza el paso més
dificil del método atafie la seleccién de las funciones
aproximativas. Aqui vamos a escoger la pardbola como la
curva que ha de aproximar la trayectoria verdadera de los
rayos luminosos. El método nos permite escoger la mejor
pardboela entre la infinita variedad de parabolas que unen
dos puntos a la misma altura. A cada parabola corresponde
un tiempo de viaje de un punto al otro. Como el rayo ha
de cubrir su trayectoria en ¢l tiempo més corto posible, y
como estamos forzdndolo {(mentalmente) a seguir una
pardbola, lo mas conveniente es seleccionar aquella
pardbola que le permita alcanzar el destino en un tiempo
minimo.

Veamos como realizar los pasos del método. Primero
definimos la clase de pardbolas como las funciones (Léna
& Blanchard, 1990)

Jop(X) =2, +ox(x—d)

donde 4 representa la distancia horizontal entre los
dos puntos fijos del problema.¢t regula la apertura de la
parabola, yz, es la altura de ambos puntos. El uinico
pardmetro que no esti predeterminado es o , ¥ queda por
determinar, que es precisamente lo que el método nos
permite hacer.

S5i se introduce este tipo de funcién en la expresion
(4) del principio de Fermat, y se integra, el resultado es
una funcién del pardmetroq. . Luego se busca el valor del

pardmetrod ., que minimice ¢l tiempo de viaje a lo largo
de la parabola.

La integracidén que se acaba de mencionar nos lleva a
la expresion:

(10)

_E( 2 2[”1(20) ad’  a J )

t, (@)= 2 l+a°d g +160.2 +
1 f 2 12 ("x(zo) ad’ a,
-zln(ad+ l+a“d”) P T,

Se deriva ahora esta expresion con respectoa ¢ , y al
igualarse a cero, la(s) solucién(es) define(n) los puntos
criticos, aquellos que corresponden a valores extremos
de la funcién. Estd claro que no se puede esperar que
anulando la derivada se pueda despejar a o , de modo
que habria que buscar, ya sea una solucién numeérica o,
suponiendo que términos de orden superior al segundo
s¢an completamente despreciables, simplificar la
expresion de tal forma que el resultado sea una funcién
cuadritica engt . Ambas cosas haremos, en un esfuerzo
por resolver lo mejor posible nuestro ejemplo de
ilustracidn.

Para despreciar términos del orden de °, se
desarrollan en serie de¢ potencias las funciones fi1 4347 ¥
In(ed + 1+ 2d?), 10 cual nos permite escribir, para la
primera 14+ 242 /2, Yyad para la segunda. Encon-
tramos asi la aproximacién:

- d 1 11
t@)=7 (a)= 5(211,' (z,) + > (z)da’ - Ea,ﬁ’u)

Derivando esta expresién y anulando el resultado nos
brinda el valor:

_l_q
7 32m,(z)

«

Otra posibilidad es derivar la expresién (10) con
respecto aql y despreciar términos de orden mayor que
el ciibico, puesto que los clibicos resultan dominantes. Al
igualar a cero el resultado, y despejar a o , se obtiene:

L3
?  8n(zy)
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Una posibilidad mas (ver Léna & Blanchard, 1990)
seria despreciar términos del orden degy * antes de integrar
la ecuacién (4). En tal caso, al derivar la integral aproxi-
mada con respecto a ¢ , € integrar enseguida, ¢l resultado
es una funcién lineal de o , cuya interseccién con el eje
de losq es fécil de calcular:

Y
2 n, (2)

O,

Vemos pues, que las tres posibilidades nos conducen a
una pardbola cuya aperturagt es proporcional a

a, /'n,(z,):
1" a,

;‘-”1 (o)

o =

con distintos valores de % . La solucion numérica es

o, =413492 107 m

y corresponde a k= 2. De modo que utilizar el
parametroct, conk =2 deberia representar una buena
aproximacidén parabdlica a la solucién del problema
matematico. Mas adelante veremos que, efectivamente,
la paribola correspondiente es una excclente aproxima-
cidn a la solucién exacta.

Este método es obviamente superfluo cuando se conoce
1a soluci6n exacta, siendo este ¢l caso en nuestro ejemplo.
Pero en la mayoria de los problemas reales no se dispone
de la solucién analitica, y el método de Rayleigh-Ritz nos
permite a menudo encontrar soluciones aproximadas de
buena calidad. Claro esta que se necesita un criterio para
decidir cuindo esa calidad es buena. En nuestro caso, el
criterio es dictado por la solucién analitica,

Solucién analitica

La solucién analitica de la ecuacién (6), o de su
equivalente (9) se puede obtener de la siguiente manera.

Primero, integramos la ecuacidn (9):

n, (z)cosy = C

y le damos a esta ley de la refraccién generalizada una
forma analitica, teniendo en cuenta que tany = f, (x}, de
donde se sigue que cosy =1/ 1+ 122 y, por consiguiente:

n, (2)

N )

Despejando f (x) =dz/dx:

d_ [m(d)
dx c?

En el caso particular que deseamos resolver cabalmente,
es decir, para 1, (z) = n, + a, z, se integra esta ecuacién
de(x,,z,) a (x,z) . Con el fin de reconocer mas facilmente
la funcién primitiva que resulta de la integracidn,
introducimos la nueva variable § = n, (2} / C, obteniendo
asi

e x =£I¢L
' g e e

El integrando es igual, en el dominio de valores
pertinente, a la derivada de la inversa del coseno
hiperbdlico. La integracion puede efectuarse ahora
facilmente, y un reordenamiento resulta finalmente en la
expresion

11 a, I 1
z x. iCcosh[ C (x —x4)—cosh «";D|J ny (.
Para incorporar las condiciones iniciales, expresaremos
de ahora en adelante el 4ngulo del rayo luminososo
refiriéndolo a la normal o vertical, con €sta apuntando
hacia el cenit (dngulo cenital) en lugar de W ). La ley
de Snell toma la forma:

(12) n, (z)sin@ = C

donde (O viene a ser una constante determinada por la
altura y el angulo cenital iniciales:

C(z,,9,) = n, (z,)sinB,.
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Vemos ademas que&, = n, (z,)/ C = csc,. Intro-
duciendo a§ como el valor (positivo o negativo), cuyo
coseno hiperbdlico es igual a&, nos permite escribir
finalmente la solucién analitica de nuestro problema:

(13)
1

OJ donde

Su(X)= ai[C(zo,Go)cosh(%x—SJ—* n

& = cosh™'(csch,),

siendoB, el dngulo cenital bajo el cual se emite o
refleja el rayo que parte del punto inicial. @, depende del
declive vertical de temperatura (gradiente vertical
negativo de la misma).

La funcion (13) es, pues, la solucién exacta de nuestro
problema: representa el camino tomado por un rayo que
arranca del punto (x, = 0,2,) bajo un angulo cenital 6,
para llegar de la manera més rapida al punto(d,z,) (u
otro), después de sufrir un encombamiento por efecto de
la refraccion continua al pasar de una capa més fria por
una recalentada. Aunque tengamos la solucién en nuestras
manos, ;se tratara de la trayectoria recorrida en un tiempo
minimo? ;O mas bien maximo? Para decidir la cuesti6n,
el criterio analitico seria investigar el signo de la segunda
variacién def_ . Esta variacion se obtiene a partir de la
primera, segiin vimos anteriormente, de modo que (7) se
convierte, en nuestro caso particular de un indice de
refraccién funcidn lineal de z, en la integral:

2

Desafortunadamente, no es facil decidir cual es el signo
de esta variacién, sin prescribir amn . Otra posibilidad
relativamente sencilla es comparar el tiempo que toma el
rayo luminoso usando la trayectoria real, con el que
gastaria al propagarse a lo largo de la mejor aproximacién
parabdlica, la cual, por buena que sea, corresponde a un
mayor tiempo de viaje, segiin la interpretacion comin del
principio de Fermat.

Podemos calcular los tiempos de viaje en ambos casos,
pues conocemos las funciones involucradas. Los

resultados son los siguientes: para la solucién parabdlica
dptima se obtiene:

meM(, mY, m* m) & 2]
”=ZI1—T5—(9_5II+4) + &l: (7—m)l|{7+ 7

donde m=(a,d/n,(z,))*, mientras que la
solucidn exacta (real) implica un tiempo de viaje igual a

ilcd & [. (2ad ,
t”:c_o T.PTG"[S“]I{ C —25)4-511]]](25)]}

Estas ecuaciones pueden ser evaluadas para valores
iniciales dados, permitiendo asi la comparacién directa
de los tiempos en cuestion,

Ejemplo numérico

En esta seccidén nos proponemos presentar un ejemplo
numérico de todo lo expuesto anteriormente.

Para los valores de los distintos pardmetros y variables
iniciales seleccionamos los siguientes:B, =8-10° K
Pa~! (valor apropiado para ¢l verde, ver Léna & Blan-
chard, 1990); p, =1013 hPa; T, =313 K;y,= 1 K/m
(valor bastante modesto que puede llegar a ser 30 veces
més grande, ver Blackadar (1997)); z,=3 m;
8, =90.1°. La distancia entre los dos puntos de la trayec-
toria luminosa de igual altura z; se calcula mediante (13):

_ 28(0,)C(z,,8,)

a,

d

Para z, =3 m (altura de una joven palmera) obte-
nemos 4 — 4.22 km. La figura 2 muestra la trayectoria
del rayo que parte de un objeto a una altura de 3 m, bajo
un angulo de Y = -0.1° con respecto a la horizontal. La
figura de la pardbola aproximativa no se puede distinguir
de 1a de la solucidén exacta, a menos que se agrande lo
suficiente la escala de la ordenada (ver figura 3). Los
tiempos que emplea la luz en ir del punto (0,3) al punto
(4220.1, 3) (en metros) son:

t,=07 1075

t =14 107%;s

ap



PELKOWSKI, J.: LOS ESPEJISMOS DEL ASFALTO

269

-demostrando que la trayectoria real requiere la mitad
del tiempo que una trayectoria parabdlica vecina, por mas
cercana que se encuentre de la real. Lo cual nos permite
concluir que estamos en presencia de un verdadero
principio de minimo.

{m] 3

0 1 2 3 4 km}

Figura 2. Solucién analitica (¢cuacidén (13) con los valores indicados en
esta seccibn), que representa la trayectoria de un rayo luminoso reflejado
a una altura de 3 m bajo un 4ngulo cenital de 90.1°. La paribola
aproximativa no es discernible con la resolucién de la ordenada elegida
aqui (para ello, véase la figura 3).

(m]

1.15831
\ ,

2105 2110 2115

1.15829
1.15828

1.15827

Figura 3. Solucién analitica y pardbola aproximativa, comparadas
alrededor del minimo, donde las diferencias son méis grandes.

Para finalizar, agreguemos que el lector facilmente
puede experimentar con distintos valores iniciales, con
distintos gradientes de temperatura etc., para calcular por
ejemplo la distancia a la que él se deberia apostar, segin
su propia altura, para poder ver la “palmera cabeza abajo”.
En resumen, podemos afirmar que hemos reducido los
misteriosos espejismos del asfalto ( y de otras superficies
recalentadas) al simple principio centenario de Fermat,
colmando asi las aspiraciones que se puedan tener ¢n una
investigacion matemaética de un problema meteoroldgico.
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