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Resumen

La interacción de las ondas de espín y los portadores electrónicos en un medio magnético es descrita desde la 
aproximación semiclásica de Landau-Lifshitz-Gilbert-Bazaliy (LLGB), adaptando el formalismo del propagador de 
difusión en sistemas infinitamente extendidos y confinados. La corrección estática y termodinámica de las fluctuaciones 
transversales en la susceptibilidad magnética es obtenida en términos de la densidad de corriente de portadores de carga 
Je y la intensidad del campo magnético externo H0Z, encontrándose una relación crítica del tipo Je ~ H1/2 en sistemas 
unidimensionales. La respuesta de la distribución de la densidad de portadores de espín en función de Je, así como 
su correlación con la corriente de espín (JS) en estado estacionario, son discutidas para diferentes valores del campo 
aplicado y la diferencia de fase en la magnetización sobre las fronteras. El diagrama de fases asociado al tiempo de 
vida medio de la emisión de ondas de espín estimuladas térmicamente es calculado. El rôle del factor del Gilbert en la 
estabilidad térmica de los estados de ondas de espín es analizado cuantitativamente en este escenario.
Palabras claves: ondas de espín, densidad de corriente, propagador difusivo.

Diffusive Correlation for Spin Current and Itinerant Electrons in Confined Magnetic Systems

Abstract 

Spin waves - electron carrier interaction in a magnetic medium is described from the Landau-Lifshitz-Gilbert-Bazaliy 
(LLGB) approximation, by adapting the diffusion propagator formalism on both infinitely extended and confined 
systems. The static and thermal correction due to the transverse fluctuations on the magnetic susceptibility are obtained 
in terms of the carrier density current Je and the externally applied field H0Z, providing a critical relationship giving 
by Je ~ H1/2, which is valid for 1D systems. The spin density distribution response as a function of Je, as well as its 
correlation with the spin current (JS) in steady state, are discussed for different values of the applied field and boundary 
magnetization phase difference. Average lifetime phase diagram for thermally stimulated spin waves is also calculated. 
The Gilbert factor rôle on the thermal stability for the spin waves states is also quantitatively analyzed in this scenario.
Key words: Spin waves, current density, diffusive propagator.
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I. Introducción

La espintrónica puede considerarse como un área inter-
disciplinaria muy activa que estudia las características
singulares en la transferencia, transporte y acumulación
del flujo de electrones con espín polarizado (Žutić I. et-al,
2004). El estudio de la fenomenología asociada a la inter-
acción de espines electrónicos itinerantes en un medio
magnéticamente ordenado ha ganado especial relevancia
en la última década, aunque existen desarrollos teóri-
cos importantes reportados desde los años 60 (Kondo J.,
1964), (Hertz J., 1973) , (Berger L., 1996). La interacción
mínima entre espines de diferentes especies es usualmen-
te descrita a través del Hamiltoniano s-d, propuesto por
Anderson (Anderson P., 1961) y definido por:

Ĥ = −As · S, (1)
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en donde s (S) corresponde al operador de espín de los
electrones itinerantes (localizados) en el sistema, y A es
una constante de acople. En el marco de la aproximación
semiclásica, estos operadores toman los respectivos va-
lores del momento de espín promedio (o densidad de
espín electrónico) �µ = 〈s〉 y S ≡ SM/M0, en donde M0
es el máximo valor de la magnetización del sistema. En
particular, el estudio de los fenómenos de contacto en la
interfaz de una configuración de un metal no magnético
(N) y un ferromagneto (F), bajo la acción de una corriente
inducida de espín desde (F) hacia (N) en el régimen de
microondas, ha captado la atención de los investigadores
en años recientes, dado que este tipo de arreglo permite
inferir la relación entre corrientes de diferente naturaleza:
la de portadores de carga y la de portadores del espín.
Mencionaremos algunos casos específicos. La distribu-
ción espacial de la corriente de espín inyectada desde un
sistema (YIG) hacia un metal (Pt) puede medirse utili-
zando técnicas propias del efecto Hall de espín inverso
(ISHE) (Maekawa S., et-al, 2013). La correlación entre la
densidad de corriente de carga JC y la corriente de espín
inyectada en sistemas de tricapa del tipo Pd/Al/Ni80Fe20
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también ha sido confirmada (Kitamura Y., et-al, 2013).
En este caso, la precesión del campo de magnetización
en la película ferromagnética genera una densidad de
corriente de espín JS en el conductor metálico (Al). La
densidad de corriente de portadores de carga medida en
el Paladio (Pd) es producida por JS vía ISHE. Ondas de
espín inducidas en películas de CoFe/Pd-Cu han sido
caracterizadas utilizando la técnica de dispersión de Bri-
llouin µ-BLS (Madami M., et-al, 2011); y previamente,
en un experimento de Resonancia del Espín Electróni-
co (ESR) en multicapas de (Co/Cu)N , considerado en
ese entonces como una demostración realizable de la ge-
neración controlada de ondas de espín por emisión de
radiación (SWASER) en el rango de 40 a 60 GHz (Tsoi M.,
2000). La observación directa del espectro de la radiación
direccional del tipo BLS desde un arreglo de multicapas
de CuPyCuCo70Fe30Au en el intervalo de 7 a 11 GHz,
constituye otra evidencia experimental del fenómeno
de emisión de radiación de magnones producida por
nano-osciladores (STNO) (Demidov V. E., 2010). Estos
resultados incentivan la construcción de una base teórica
conducente al cálculo de la respuesta de la corriente de
espín en arreglos de tricapas del tipo Py/Metal/Metal
(PMM), configuración en la cual se ha detectado recien-
temente el efecto Hall de espín inverso (Saitoh E. et-al,
2013). En este artículo se desarrollan las ecuaciones de
Landau-Lifshitz-Gilbert-Bazaliy (LLGB) utilizando el for-
malismo del propagador de difusión y considerando la
coexistencia de los fenómenos de transporte en Je y JS
(Sección II). En la Sección (III) se discuten las propieda-
des de los modos de las ondas de espín en un sistema
volumétrico, su longitud de coherencia, el tiempo de vida
termodinámico y el propagador propio de la dinámica
de las excitaciones colectivas modificadas bajo la acción
de una fuente externa de corriente de portadores electró-
nicos de carga. En la Sección (IV) se calcula la relación de
criticalidad entre la corriente y la magnitud del campo
externo aplicado en sistemas unidimensionales. En el
apéndice (I) se presenta una solución general utilizan-
do el método de Dirichlet para condiciones de contorno
arbitrarias en la densidad de espín.

II. Formalismo LLGB: Análisis en Estado Estacionario

La ecuación generalizada de continuidad para la co-
rriente de difusión del espín itinerante contiene una con-
tribución del tipo torque T ∝ �µ × M sobre la evolución
dinámica del campo M en un ferromagneto. Esta evolu-
ción es descrita desde la ecuación de Landau modificada,
introduciendo los efectos de la interacción de la densidad
de espín electrónico �µ sobre M (Zhang S., Li Z., 2010).
Explícitamente:

∂M
∂t

= −γM × He f f +
α

M0
M × ∂M

∂t
+ T, (2)

en donde He f f corresponde al campo magnético efectivo

del tipo: He f f ≈ H0 + 2Jγ−2
(
K+ a2

m∇2
)

M; K como el
número de sitios más cercanos al punto x en donde se cal-

cula la magnetización instantánea M (x, t), am es el valor
medio del parámetro de red del sistema magnético y J
define la interacción de intercambio entre primeros sitios
(Phillips T. G., Rosemberg H. M., 1966). Estos términos
son convenientemente normalizados a una constante de
difusión del campo de magnetización D (J) = 2JM0a5

m/h̄2γ2.
H0 denota el campo magnético externo aplicado. El tér-
mino que contiene el factor α introduce el efecto de ate-
nuación sobre M (x, t) (Gilbert T. L., 2004). El torque
inducido T en la geometría particular ilustrada en la Fi-
gura (1) se reduce a (Bazaliy Ya et-al, 1998), (Li Z., 2006),
(Zhang S., 2009):

T = −
bJe

M2
0

M ×
(

M × ∂M
∂z

)
−

cJe

M0
M × ∂M

∂z
, (3)

en donde los parámetros bJe = µB Je/eM0D0 y cJe =
(τex/τSF) bJe son directamente proporcionales a la mag-
nitud de la densidad de corriente de conducción en la
dirección Z: Je = Jeẑ. El factor τSF es tomado como el
tiempo de relajación del espín localizado (spin flip), τex
es un parámetro característico del orden del inverso de
la magnitud del acople entre los espines itinerantes y
localizados h̄/A [Ec. (1)], mientras que la densidad de
corriente de espín JS está relacionada con �µ a través de la
ecuación de difusión de Fick: Jν

µ = −D0∇µν. La solución
para �µ en la representación de las coordenadas circulares
µ± = µX ± iµY, puede obtenerse desde la expresión:

D0∇2�µ − 1
τex M0

�µ × M − 1
τSF

�µ = − µB
eM0

(Je · ∇)M,

y en el caso unidimensional:

∂2µ±

∂z2 + κ2
1,2µ± = D−1

0 H±
Je

, (4)

con m± = mX ± imY,

H±
Je
=

n0

M0

∂m±

∂t
− µB Je

eM0D0

∂m±

∂z
, 0 < z < �, (5)

y M (x, t) = M0ẑ+m (x, t). El parámetro n0 corresponde
a la densidad de electrones, mientras que los valores de
los coeficientes κi están definidos por:

κ1,2 =

[
±iD−1

0

(
τ−1

ex ± iτ−1
SF

)]1/2
. (6)

El término ∂2µ±/∂z2 es relevante en el caso en el cual se
considera la dimensión de la pared de dominio suficien-
temente pequeña comparada con la longitud de difusión
κ−1, o cuando existen cambios abruptos de la magne-
tización en las interfaces en un sistema de multicapas.
Los dos términos en la ecuación (5) pueden reconocerse
directamente: el primero corresponde a las fluctuaciones
temporales del campo m± y el segundo está asociado
su variación espacial. Centraremos inicialmente nuestro

Formalismo LLGB: análisis en estado estacionario
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hX (x, t)�M0ẑ Je

N

N

F

m (0, t)

m (�, t)

Figura 1: Sistema de una película ferromagnética (F) en contacto
con electrodos metálicos no magnéticos (N). La dinámica del
campo de magnetización en la región (F) inyecta corrientes de
espín en (N) vía interacción del tipo s − d en las interfaces.

z/�
0.2 0.4 0.6 0.8 1

−1.5

−1

−0.5

0.5

µX (z)

(c)

(a)

(b)(d)

(e)

Figura 2: Distribución espacial de la densidad de espín electró-
nico µX ≡ Re{µ+} con Je/Je0 dado por (a) 1, (b) 2, (c) 3.5,
(d) 5 y (e) 10. El campo magnético aplicado se define por
h0 = τSFγx−1H0 = 5 y la diferencia de fase en los planos
z = 0 y z = � de la película es ∆φ = π. La densidad de espín en
los planos de contacto es cero. El parámetro x = m0/M0 define
la relación de las amplitudes de la magnetización en el plano
XY y perpendicular al mismo.

análisis en la condición ∂m±/∂t → 0, o en forma equiva-
lente, bajo la consideración en la cual la dinámica de la
magnetización es mucho más lenta que aquella asociada
a la de los portadores electrónicos de transporte de car-
ga. Las Figuras (2) y (3) ilustran las distribuciones de la
densidad de espín para diferentes valores de la corriente
de conducción Je/JS0 y un valor fijo del campo magné-
tico aplicado. El régimen de estado estacionario para el
campo de magnetización puede interpretarse como la
condición intrínseca de equilibrio que existe entre el tor-
que magnético inducido por la corriente aplicada, Te, y el
torque producido por la combinación del campo magné-
tico externo y las fluctuaciones asociadas a la interacción
de intercambio. En términos explícitos, Te = γM × He f f .
La acumulación de la densidad de portadores de espín
µ± en las superficies se toman iguales a cero en primera
instancia, aunque generalizaciones basadas en el criterio
de irreversibilidad termodinámica han sido desarrolla-
das para interfaces en contacto del tipo F/F, F/N y N/N
(Sears M. R., 2012). Existe un valor crítico de la corriente
aplicada entre 2.0 < Je/Je0 < 3.5 para el cual emerge un
cambio en la orientación relativa de la densidad del es-

z/�

0.2 0.4 0.6 0.8 1

1

2

µY (z)

(b)

(a)

(d)

(c)(e)

Figura 3: Distribución espacial de la densidad de espín electró-
nico µY ≡ Im{µ+} con Je/Je0 dado por (a) 1, (b) 2, (c) 3.5, (d) 5
y (e) 10. h0 = τSFγx−1H0 = 5, ∆φ = π.

−20 −10 10

2

4

6

8

10

Je/Je0

J̄S

(a) ∆φ = 0

(b) ∆φ = π/2

(c) ∆φ = π

Figura 4: Valor medio de la corriente de espín J̄S en función de la
corriente de carga Je con D (J) τSF/�2 = 0.5 y de fases relativas
∆φ. Las corrientes están normalizadas en los parámetros: J̄S =
JS/JS0, JS0 = D0n0/�. El campo exterior se define por h0 =
τSFγx−1H0 = 5.

pín electrónico [curvas (c)], mientras que un incremento
en Je genera un patrón cuasiperiódico con longitud de
onda λµ (Je) el cual afecta el gradiente de la densidad del
espín electrónico ∇µν, y a su vez, la corriente de espín
Jν

µ. En el rango valores de Je → 0, y con campo externo
aplicado cero, predomina la contribución de intercambio
cuántico 2Jγ−2

(
K+ a2

m∇2
)

M, mientras que los efectos
de transporte electrónico se reflejan en las perturbacio-
nes del perfil de la corriente de espín JS. La correlación
JS (Je) es esencialmente de carácter lineal para valores
de Je/Je0 > 10, excepto en el caso simétrico en el cual la
diferencia de fase en las fronteras de la película es cero:
∆φ = 0 [Ver Figura (4)]. La densidad de corriente de
referencia Je0 está definida por Je0 = en0D2

0/�µBx. Las

Figura 1.

Figura 2.

Figura 3.

Figura 4.
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Figura 5: Corriente de espín en función del campo magnético
aplicado con Je/Je0 = 3.3 y (a) ∆φ = 0, (b) ∆φ = π/4, (c)
∆φ = π/2, (d) ∆φ = π.

variaciones de la oscilación en la corriente de espín en
el régimen intermedio de valores de Je/Je0 tienden a ser
mayores para una diferencia de fase ∆φ = π, mientras
que para valores pequeños de Je/Je0 (Je/Je0 < 2), J̄S ex-
hibe un incremento monótono en su perfil hasta cierto
valor crítico en donde la respuesta de la corriente de di-
fusión presenta un carácter oscilatorio en su amplitud.
La densidad de corriente de espín promedio en función
del campo magnético transversal aplicado, con diferentes
magnitudes de Je/Je0, es representada en la Figura (5).
J̄S aumenta uniformemente con el incremento de h0 y
Je/Je0, observándose una fuerte dependencia del valor
de la corriente de espín con la asimetría de la polariza-
ción de la magnetización en las superficies, y en ausencia
del campo externo.

III. Ondas de Espín: Longitud de Propagación y Tiempo
de Vida

Una primera aproximación al cálculo de los modos
de magnetización transversal puede obtenerse conside-
rando que un campo magnético de prueba con polariza-

ción h (x, t) =

(
h0X exp

[
i
(
qXx + qZz − ωt

)]
, 0, H0Z

)

y frecuencia ω incide sobre el sistema generando una
magnetización

(
mX , mY, M0Z

)
, definida a través de las

componentes de la susceptibilidad χij: mX = χahX;
mY = −χbhX . Los campos varían temporalmente según
exp [−iωt], y la solución físicamente plausible correspon-
de a la condición Im{ω} < 0. Las ecuaciones extendidas
para el caso tridimensional se modifican desde la relación

L̂±m± = iωMh±, (7)

con el operador L̂± definido por:

L̂± = ∓ (1 ∓ iα)
∂

∂t
− iD (J)∇2

− i
(
cJe ± ibJe

) ∂

∂z
+ iωH ,

(8)

y ωM = γM0Z, ωH = γH0Z. Bajo la condición ∇ ·
(h + m) = 0, se obtiene (1 + χa) qX = 0, el cual tiene
una solución del tipo χa = −1 (Cottam M., 1989) 1. El
propagador asociado a la ecuación (8) toma la forma:

K3D±
∞

(
r, r′; t

)
=

1

8
(

πa2
±t

)3/2 exp

[
−

G±3D (
r, r′; t

)

4a2
±t

]
;

(9)
con

G3D±
(

r, r′; t
)
=

(∣∣∣r − r′
∣∣∣+ b±t

)2
− 4a2

±t2ω̄±
H , (10)

a2
± = ∓iD (J) / (1 ∓ iα), b± =

(
bJe ∓ icJe

)
/ (1 ∓ iα) y

ω̄H = ±iω±
H/ (1 ∓ iα). El cálculo de la expresión (9) es

discutido en el Apéndice II. Las funciones 2χa = χ+
q +

χ−
q y −2iχb = χ+

q − χ−
q tienen la forma explícita en el

dominio de la frecuencia y del momentum:

χ+
q =

iωM

∆+
q

, χ−
q =

iωM

∆−
q

; (11)

con ∆±
q = ±iω (1 ∓ iα) + Bq ± ibJe qZ + iωH . La frecuen-

cia de los modos de ondas de espín se obtiene desde la
condición ∆±

q = 0 (α = 0) y poseen una dependencia con
la corriente aplicada Je de la forma:

ωq = −bJe qZ ±
√

ω̄Hq

(
ω̄Hq + ωM

)
, (12)

con Bq = cJe qZ + iD (J)
(

q2
X + q2

Z

)
y ω̄Hq = ωH − iBq.

En el límite de las excitaciones en el contínuo (q → 0) y
en ausencia de una corriente externa, la expresión (12)
se reduce al resultado clásico de Damon-Eshbach (DE)
(Eshbach J. R., 1960): ωDE =

√
ωH (ωH + ωM). La lon-

gitud de propagación de las ondas de espín es definida
por �−1

p = 2k′′, con k′′ =Im{ωq/vg}, en donde vg es la ve-
locidad de grupo de las excitaciones colectivas: ∂ωq/∂qZ.
Los procesos de relajación de los portadores de espín en
medios conductores limitan la longitud de coherencia de
las ondas de tipo SFW (Spin Flip Waves), afectando a su
vez las propiedades de transporte o control de la infor-
mación lógica. En consecuencia, es de interés identificar

1 Desarrollando el operador divergencia ∇ · (h + m) = 0,
(1 + χa) (∂XhX + ∂YhY) + χb (∂XhY − ∂YhX) = 0. En el caso parti-
cular con qY = 0 y hY = 0, la solución de la ecuación anterior se
reduce a χa = −1.

Ondas de espín: longitud de propagación y tiempo 
de vida

Figura 5.
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los máximos de �p y sus posibles mecanismos de control
vía campo externo (ωH) o corriente aplicada (Je). �p es
calculado para modos no evanescentes ó Im{ωq} = 0 [Fi-
gura (6)]. La dependencia de la longitud de propagación
de ondas de espín con el vector de onda �p

(
qZ

)
está en

concordancia con el resultado experimental obtenido des-
de la técnica de dispersión Raman electrónica resonante
(ERRS), aplicada sobre un gas electrónico bidimensional
de pozos cuánticos del tipo Cd1−xMnxTe/Cd0.8Mg0.2Te
(Gómez J. et-al, 2011). Los efectos de la intensidad de
la corriente de portadores y el campo aplicado en la es-
tructura de bandas para ondas de espín transversales
se muestra en la Figura (7). La región de las frecuencias
permitidas para Je = 0 se denota con (A) y su ancho
de banda tiende a disminuir para valores de q̄Z → π/2.
Cuando la corriente es aplicada en dirección +z (banda
B), las frecuencias límites de los modos permitidos yacen
en un intervalo de menor valor comparadas con aque-
llas asociadas a la banda (A) con valores relativamente
constantes en el régimen de grandes longitudes de onda.
En el caso de corriente aplicada en dirección −ẑ (banda
C), emerge una región de frecuencias prohibidas de baja
energía para q̄Z � 0.5, la cual puede interpretarse como
la aniquilación de los estados de onda de espín produ-
cida por el incremento de la componente del torque de
oposición T± sobre la magnetización transversal m± (Eq.
3). Las componentes transversales de la susceptibilidad
(11) pueden re-escribirse en el marco del formalismo de
Dayson, en particular, desde el concepto de autoenergía
propia: Σ�

±.

χ±
q = ±ωMǦ±

q = ±ωM

(
ω ± h̄−1ε0

q − Σ�
±

)−1
, (13)

con ε0
q = h̄D (J) q2 y Σ�

± = ±iωα ± icJe qZ ∓ ωH − bJe qZ.
Esta técnica permite calcular el tiempo característico de
relajación de las excitaciones colectivas desde la prescrip-
ción:

τ−1
q = −

2Im Σ�|εq/h̄

1 − ∂
∂ω Re Σ�|εq/h̄

, (14)

en donde las componentes real e imaginaria de Σ� de-
ben evaluarse para valores de frecuencias definidos por
la energía renormalizada εq = ε0

q + Re{h̄Σ�} (Fetter A.,
2002). El promedio del inverso del tiempo de vida re-
lativo a la emisión de ondas de espín puede calcularse
utilizando el resultado en el marco de la aproximación
de Maxwell-Boltzmann (Chupis I. E., 1964), (Akhiezer I.
A. et-al, 1961) :

〈τ−1〉 =
Ω−1

∫
τ−1

q exp
(
−βεq

)
d3q

Ω−1
∫

exp
(
−βεq

)
d3q

, (15)

con β−1 = kT. El denominador del lado derecho de la
ecuación (15), con εq = ε0

q + h̄ωH − h̄bJe qZ, corresponde
al promedio termodinámico del número de estados exci-
tados de ondas de espín 〈n〉 a temperatura T y volúmen

0.5 1 1.5 2

20

40
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100

q̄Z

�̄p
(a)

(b)

(c)

(d)

Figura 6: Longitud de propagación de las ondas de espín en
función del vector de onda qZ para diferentes valores de ωh,
con los valores normalizados �̄p = �p/am, ωm/ωDE = 10,
D (J) /ωDE = 5, bJe /ωDE = 1, cJe /ωDE = 0.3. (a) ωh/ωDE =
0.01, (b) ωh/ωDE = 0.1, (c) ωh/ωDE = 0.2, (d) ωh/ωDE = 0.5.

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
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B
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q̄Z

ω̄qZ

Figura 7: Estructura de bandas para los modos de propaga-
ción de las ondas de espín transversales en interacción con
la corriente de portadores electrónicos. En todos los casos,
0.01 ≤ ωh/ωDE ≤ 1.5 y (A) bJe /ωDE = 0.0, cJe /ωDE = 0.0; (B)
bJe /ωDE = 5, cJe /ωDE = 1.5; (C) bJe /ωDE = −5, cJe /ωDE =
−1.5.

unitario Ω−1:

〈n〉 = π3/2

(
h̄βD (J)

)3/2 exp


−h̄β


ωH −

b2
Je

4D (J)




,

(16)
el cual conduce a la relación clásica de Bloch 〈n〉 ∼ T3/2

en el caso Je = 0 y ωH = 0. El tiempo medio de emi-
sión de ondas de espín en función de la temperatura es
una relación lineal del tipo 〈τ−1〉 = τ−1

0 + 3αh̄−1kT y
τ−1

0 = 2αωH + (2τex/ατSF − 1) αb2
Je

/2D (J). El diagra-

Dyson, en particular, desde el concepto de autoenergía

Figura 6.

Figura 7.
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TC

〈τ−1〉

2τex
ατSF

≥ 1

0 < 2τex
ατSF

< 1

0 < T < TC

T > TC
T

II

I

Figura 8: Diagrama de fases asociado al inverso del tiempo de
vida promedio de las excitaciones de ondas de espín en fun-
ción de la temperatura absoluta T y el parámetro característico
2τex/ατSF.

ma de fases
[
〈τ−1〉, T

]
se describe en la Figura (8). El

parámetro 2τex/ατSF define dos tipos de excitaciones:
(I) ondas de espín inducidas (ISW) con tiempo de vi-
da restringido a un valor de temperatura finito bajo la
condición 2τex/ατSF ≥ 1, y (I I) ondas de espín térmi-
camente generadas a temperaturas mayores que cierto
valor crítico TC, bajo la condición 0 < 2τex/ατSF < 1.
En este caso, el tiempo de emisión es mayor a tempera-
tura fija comparado con los tiempos característicos aso-
ciados a la fase (I). Ondas coherentes de espín (CSW)
con 〈τ−1〉 = 0 surgen en este régimen bajo la condición:
kTC = (1 − 2τex/ατSF) b2

Je
/6h̄−1D (J), con ωH = 0. Este

diagrama de fases esquemático resalta el rôle del factor de
Gilbert en la configuración de los modos de propagación,
la estabilidad, el tiempo medio de vida de ondas emitidas
y su correlación con la temperatura: el valor crítico de α
es del orden de 2τex/τSF, el cual define la escala de preva-
lencia en los efectos de relajación de las fluctuaciones de
la magnetización transversal (τSF), sobre el mecanismo
de interacción entre los electrones itinerantes y electrones
localizados (τex). El diagrama de fases indica que no es
posible la emisión de ondas transversales de espín en el
rango 0 < T < TC con 2τex/ατSF < 1.

IV. Condición de Criticalidad en 1D

La ecuación (8) tiene una solución en términos del
propagador compuesto K±

∞
(
z, z′; t

)
(para un medio infini-

tamente extendido):

m± (z, t) =
∫ ∞

−∞
K±

∞

(
z, z′; t

)
m±

(
z′, 0

)
dz′+

∫ t

0

∫ ∞

−∞
K±

∞

(
z, z′; t − τ

)
F±

(
z′, τ

)
dz′dτ,

(17)

con K±
∞
(
z, z′; t

)
igual a:

K±
∞

(
z, z′; t

)
=

1

2
√

πa2
±t

exp

[
−

G± (
z, z′; t

)

4a2
±t

]
, (18)

y G± (
z, z′; t

)
=

(
z − z′ + b±t

)2 − 4a2
±t2ω̄±

H . La función
K±

∞ reproduce la solución de la ecuación del calor en
una dimensión, en ausencia de corriente externa aplicada
(b± = 0) y ωH = 0 2. En la representación del momentum
y la frecuencia (en notación reducida), K∞

(
iν, p

)
tiene la

forma:

K∞
(
iν, p

)
=

1
2π

1
2a2σ (iν)

σ′ (iν)(
σ′2 (iν) + p2

) , (19)

con las funciones σ′ (iν) = σ (iν) + b/2a2, aσ (iν) =

ξ
(

iν − ω̄H − ib2/4a2
)1/2

, ξ = i1/2. En el caso b = ω̄H =

0, la expresión (19) concuerda con la función de correla-
ción de las fluctuaciones transversales de la magnetiza-
ción 〈m± (

p, iν
)

m± (
−p,−iν

)
〉:

−iK∞
(
iν, p

)
∼ 1

D (J) p2 − iν
, (20)

demostrando el carácter estrictamente difusivo de estas
perturbaciones. La presencia de una corriente externa
modifica la naturaleza de la propagación de las fluctua-
ciones magnéticas hacia un régimen intermedio difusivo-
ondulatorio, con una velocidad de arrastre proporcional a
la magnitud de b±, y a su vez asociada a las distorsiones
de la pared de dominio (Yamaguchi A., 2004). Si se aplica
un pulso magnético instantáneo H (t) = H0δ (t) que da
lugar a un campo espectral de ruido blanco H (iν) = H0,
la corrección en la susceptibilidad estática (iν → 0) en
una dimensión converge para σ′ (0) σ (0) �= 0, y está de-
finida para todos los posibles valores del momentum de
las ondas de espín por:

∆χ (0) ∝
∫ ∞

−∞

dp
2π

K∞
(
0, p

)
=

1
8πa2σ (0) σ′ (0)

. (21)

En el caso σ (0) = 0, ωH = bJe cJe /2D (J) y σ′ (0) = 0,
ωH = bJe cJe /D (J) cuyas soluciones tienen la estructu-
ra JeC ∼ H1/2

0Z . Para frecuencias diferentes de cero, la
ecuación (21) se debe modificar como:

∫ ∞

−∞

dp
2π

K∞
(
iν, p

)
=

1
8πa2σ (iν)

. (22)

2 En este resultado deben considerarse las identidades, con K∞ ≡
K∞

(
z, z′; t − τ

)
:

∂τK∞ + a2∂2
z′z′ K∞ − b∂z′ K∞ + ω̄HK∞ = 0,

y K∞
(
z, z′; t − τ → 0

)
= δ

(
z − z′

)
.

Condición de criticalidad en 1D

Figura 8.
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La suma sobre las frecuencias complejas de Matsubara iν
(Bosónicas) permite obtener la dependencia térmica de
la corrección de la susceptibilidad ∆χ:

∆χ (T) ∼ 1
8πa2 ∑

iν

1
σ (iν)

=
1

8πa2
1

2πi

∮

C

nBE (z)
σ (z)

dz,

(23)

en donde nBE (z) =
(

exp
[
βz

]
− 1

)−1
es el factor esta-

dístico de Bose-Einstein. El resultado de la integración
conduce a (Lavrik A. F., 2011):

∆χ (T) ∼ ξ

16π2a
Γ
(

1
2

)
Li 1

2

(
exp

(
−βw

))
, (24)

w = ω̄H + ib2/4a2 y Lin (z) como la función Polilo-
garítmica de orden n con argumento z (Función Lin).
La componente real de Li 1

2
(z) es indefinida en z = 1

(w = 0) y en consecuencia, una relación crítica del tipo
|JeC| ∼ |H0Z|1/2 surge bajo este criterio. Esta relación
coincide en general con aquella obtenida en el régimen
de frecuencia cero.

V. Resumen y Conclusiones

En este artículo se presenta un análisis del efecto de
la interacción de la corriente de portadores electrónicos
sobre las ondas de espín en un medio metálico en fase
ferromagnética. El término de acople entre la magnetiza-
ción local y la corriente externa es del tipo torque inducido
T [Ec. (3)]. La solución a la ecuación LLGB resultante es
estudiada utilizando una variante para el propagador de
difusión en sistemas infinitamente extendidos en 1D y
3D, mientras que el efecto de las fronteras de contacto
es analíticamente considerado en el caso más general
posible en 1D y bajo la prescripción de una solución del
tipo Dirichlet (Apéndice I). Diferentes resultados físicos
son obtenidos y discutidos, en particular: (i) la variación
de estructura de bandas asociadas a las energías de los
modos colectivos del tipo Damon-Esbach bajo los efectos
de la corriente de portadores, (ii) el tiempo de vida de las
ondas de espín estimuladas vía fuente externa (campo
magnético o corriente de portadores de carga), su depen-
dencia con los tiempos característicos τSF, τex y el factor
de Gilbert α en la aproximación de la distribución de
Boltzmann, y (iii) la relación de inestabilidad para las on-
das de espín en términos de la densidad de corriente de
portadores de carga y el campo magnético exterior desde
la respuesta de susceptibilidad estática en sistemas 1D.
Estos resultados permiten plantear problemas más espe-
cíficos y de interés tecnológico relacionados por ejemplo
con la emisión coherente de magnones en dispositivos
híbridos de contacto del tipo grafito laminar/ferromag-
neto (Tang Z. et-al, 2013), considerando las funcionales
de la acumulación de la densidad de portadores de espín
en las superficies de frontera (tomadas como cero en este
desarrollo), y diferentes estados de polarización de la
corriente y el campo exterior en el rango de la radiación

de microondas. Es necesario resaltar que el tratamien-
to presentado en este artículo es de carácter semiclásico.
Una derivación rigurosa y muy reciente de la naturaleza
gauge del efecto Hall de espín (SHE) puede encontrarse
en (Tan S. G. et-al, 2015).

VI. Apéndice I: Solución tipo Dirichlet en 1D

Introduciendo las definiciones M =
(

mX , mY, M0

)
,

F± = ∓iγM0H0Z/ (1 ∓ iα), la ecuación (2) toma la for-
ma:

∂m±

∂t
= a2

±
∂2m±

∂z2 + b±
∂m±

∂z
+ ω̄±

Hm± + F±; 0 < z < �,
(25)

con m± = mX ± imY. La solución para las componentes
m± se obtienen desde la transformación:

m± (z, t) = u± (z, t) +
(

1 − z
�

)
m± (0, t)

+
z
�

m± (�, t) ,
(26)

válida para t > 0, 0 < z < �, en donde m± (0, t) y
m± (�, t) corresponden a las condiciones de frontera en
z = 0 y z = � respectivamente, y u± (0, t) = u± (�, t) = 0.
La ecuación (26) debe reescribirse como:

∂u±

∂t
= a2

±
∂2u±

∂z2 + b±
∂u±

∂z
+ ω̄±

Hu + F̄±; 0 < z < �,
(27)

t > 0. El término fuente se escribe ahora como:

F̄± (z, t) = F± +
b±
�

(
m± (�, t)− m± (0, t)

)

−
(

1 − z
�

)(
∂m± (0, t)

∂t

)
− z

�

(
∂m± (�, t)

∂t

)
+

ω̄±
H

[(
1 − z

�

)
m± (0, t) +

z
�

m± (�, t)

]
.

(28)

La solución completa para u± (z, t) puede escribirse en
forma compacta como (Guenther R. B. and Lee J. W.,
1988) (en notación reducida a ≡ a±, b ≡ b±, F ≡ F±,
ω̄±

H = ω̄H):

u (z, t) =
2
�

∫ �

0

∞

∑
n=1

Un

(
z′, t

)
sin

(
nπz
�

)
sin

(
nπz′

�

)
dz′,

(29)
con los coeficientes de Un

(
z′, t

)
dados por:

Un

(
z′, t

)
= exp

[
−Qn

(
z − z′, t

)]
u
(

z′, 0
)
+

∫ t

0
exp

[
−Rn (t − τ)

]
F̄
(

z′, τ
)

dτ, 0 < τ < t.
(30)

Resumen y conclusiones

Apéndice I: solución tipo Dirichlet en 1D



Correlación Difusiva de la Corriente...

41

Rev. Acad. Colomb. Cienc. Ex. Fis. Nat. 40(154):34-42, enero-marzo de 2016
8

Las funciones Qn (z, t) y Rn (t) se definen como:

Qn (z, t) =

(
a2π2n2

�2 − ω̄H

)
t +

b
2a2

(
z +

b
2

t
)

,

Rn (t) = Qn (z, t)− bz
2a2 .

(31)
El caso particular b± = F̄± = 0, reduce (29) a la solu-
ción típica de la ecuación del calor en una dimensión y
condiciones de Dirichlet:

u0 (z, t) =
2
�

∫ �

0

∞

∑
n=1

U0
n

(
z′, t

)
sin

(
nπz
�

)
sin

(
nπz′

�

)
dz′,

(32)

con U0
n
(
z′, t

)
= u

(
z′, 0

)
exp

[
−a2π2n2t/�2

]
. Con un pro-

cedimiento similar, la solución para la densidad electró-
nica µ (z, t) puede expresarse como:

µ (z, t) = v (z, t) +
(

1 − z
�

)
µ0 (t) +

z
�

µ� (t) ; (33)

0 < z < �, v (0, t) = v (�, t) = 0 y

v (z, t) =
2
�

∫ �

0

∞

∑
n=1

h̄n

(
z′, t

)
sin

(
nπz
�

)
sin

(
nπz′

�

)
dz′, (34)

y el kernel h̄n definido explícitamente por:

h̄n (z, t) =
D−1

0 HJe (z, t)− κ2
i
[
(1 − z/�) µ0 (t) + zµ� (t) /�

]

κ2
i − n2π2/�2

.

(35)
Las funciones µ0 (t), µ� (t) corresponden a las distribucio-
nes de las densidades de espín electrónico en las superfi-
cies z = 0 y z = � respectivamente. La función HJe (z, t)
en (35) es, en términos de �µ:

HJe (z, t) = D0∇2�µ − 1
τex

�µ × ẑ − �µ

τs f
. (36)

Las componentes de la proyección del campo HJe (z, t) en
el plano XY en la representación de onda de espín rotada
(SWRR) son equivalentes a las definidas en la ecuación
(5).

VII. Apéndice II

En notación simplificada, la solución a la ecuación
homogénea L̂±m± = 0 [Cfr. Ec. (8)] toma la forma:
m± (

q, t
)
∼ exp

[
−Mqt

]
, con Mq = a2

±q2 − ib±q cos θ −
ω̄±

H . Integrando en el dominio del momentum, se obtiene
el resultado (9), con R =

∣∣r − r′
∣∣ .

∫ π

0

∫ ∞

0
exp

[
−Mqt + iqR cos θ

]
q2 sin θdθdq

∼ K3D±
∞

(
r, r′; t

)
.

(37)

El autor no reconoce conflicto de interés alguno en el proceso
de escritura y publicación de este artículo.
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Qn (z, t) =

(
a2π2n2

�2 − ω̄H

)
t +

b
2a2

(
z +

b
2

t
)

,

Rn (t) = Qn (z, t)− bz
2a2 .

(31)
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2
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n

(
z′, t
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(
nπz
�

)
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(
nπz′

�

)
dz′,

(32)

con U0
n
(
z′, t

)
= u

(
z′, 0

)
exp

[
−a2π2n2t/�2

]
. Con un pro-

cedimiento similar, la solución para la densidad electró-
nica µ (z, t) puede expresarse como:

µ (z, t) = v (z, t) +
(

1 − z
�

)
µ0 (t) +

z
�

µ� (t) ; (33)

0 < z < �, v (0, t) = v (�, t) = 0 y
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2
�

∫ �

0

∞

∑
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h̄n

(
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)
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(
nπz
�

)
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�

)
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D−1

0 HJe (z, t)− κ2
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(1 − z/�) µ0 (t) + zµ� (t) /�
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(35)
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en (35) es, en términos de �µ:

HJe (z, t) = D0∇2�µ − 1
τex

�µ × ẑ − �µ
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En notación simplificada, la solución a la ecuación
homogénea L̂±m± = 0 [Cfr. Ec. (8)] toma la forma:
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)
∼ exp

[
−Mqt

]
, con Mq = a2

±q2 − ib±q cos θ −
ω̄±

H . Integrando en el dominio del momentum, se obtiene
el resultado (9), con R =

∣∣r − r′
∣∣ .
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0
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0
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[
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]
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∼ K3D±
∞

(
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)
.
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