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Se deduce un conjunto de fórmulas analíticas y de relaciones de recurrencia para evaluar 
algunas integrales útiles en fisica atómica. Las integrales están relacionadas con la función gamma 
incompleta. 
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Abstract 

A set of analytic formulae and recurrence relations are derived to evaluate sorne integrals used in 
atomic physics. The integrals are related with the incomplete gamma function. 
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l. Introducción las cargadas que conforman el átomo (protones y electro
nes). 

Para estudiar la estructura atómica se utilizan de ma
nera convencional la teoría de perturbaciones y el méto
do variacional (Brandsden y Joachain 1983). En ausencia 
de campos externos, el hamiltoniano no relativista del áto
mo está conformado por la contribución debida a la ener
gía cinética de las partículas y por la energía potencial 
originada en la interacción de Coulomb entre las partícu-
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Los átomos más sencillos son los hidrogenoides (un 
electrón) y los pertenecientes a la sucesión isoelectrónica 
del helio (dos electrones). En estos últimos interviene la 
repulsión interelectrónica, la cual se puede desarrollar en 
una serie que incluye contribuciones de la forma 

~= 0,1,2 ... , 
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donde i designa el momemum angul¡u¡,o,bilal, y , 1 y r2 
son las dislancias del electrón 1 y def electrón 2 al núcleo 
atómico, respectivamente. 

Las funciones de onda que describen el eslado;mecánico 
cuántico de un átomo se construyen frecuen.1ejhC}II~. en 
ténninos de orbitales con una parte radial 1Eew(-a r), 
donde k es un número entero, a es un ñúmero real y r 
designa la dislancia del electrón al núcleo atómico. Para 
determinar la estructura electrónica del átomo se necesilan 
evaluar elemelllos matriciales de operadores, por ejemplo, 
los asociados con las potencias (positivas y negalivas) de la 
distancia electrón-núcleo, r", n = O, ± 1, ± 2, .... 

El objeto de la presente contribución es deducir algunas 
relaciones útiles para la evaluación de elementos 
matriciales en problemas de estructura atómica. Se 
estudiarán las funciones K n<a, x) y J ,., 11(/1, a, x) definidas 
por las siguientes igualdades 

f x u"exp(-au)du:= 

~a-

- exp(- ax) Kn(a, x), 

[ x exp(-bu) ,.,. Kn(a,u) du := 

J~a-
- exp(- bx) J r,n(b,a,x), 

11, r = O, ± 1, ± 2, ± 3, ... , 

(1) 

(2) 

donde a y b son parámetros reales, y el signo de un número 
real (digamos, a) se detennina por la relación 

{

+ 1 sia>O 
~a== O sia=O • 

-1 sia<O 
(3) 

El limite inferior en (1) y en (2) se ha especificado 
,:omo sa - , de tal modo que las exponenciales exp ( - a 11) 
y exp ( - b 11) en los integrandos garantizan la 
convergencia de las integrales. Con la elección de sa -
cOmo lhnite inferior se eliminan ambigüedades en l,a 
constante adiliva de inLegración, ya que se establece así, 
para valores negativos den, la conexión entre Kn<a, x) y la 
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función integral exponencial Ei(- ax). En el caso de a = O 
interpretamos (1) y (2) como integrales indefinidas. 

Frecuentememe, en problemas prácticos, es necesario 
calcular las integrales (1) y (2) con limites diferemes a los 
indicados en estas relaciones, para lo cual es suficiente 
aplicar la siguiente identidad a las funciones Kn(a, x) y 
J r,n(b, a, X): 

f X¡ f x¡ f X() f(u) du = f(u) du - f(u) du . 

X() ~a- ~a-

(4) 

Nótese que la integral (1) está conectada con la función 
gannna incompleta (ver apéndice A). 

2. Forma explícita de las funciones Kn<a, x), n entero 

Para valores posilivos de n la definición (1) y la fórmula 
2.321.2 de (Gradshteyn y Ryzhik 1965, pg. 92) implican 
que Kn<a, x) es un polinomio con las siguientes 
propiedades: 

K (a, x) = 11! f -1 (ax) 111 , n :1:0, a ;tO, (5a) 
n an+lm=om! 

(5b) 

K (0 x)=--1-xn+I n;>:0 a=O. 
n ' n + 1 ' ' 

(Se) 

En el caso de valores negativos den hacemos en (1) la 
substitución n ➔ - n y para a ;t O emplean10s la fórmula 
2.324.2 de (Gradshteyn y Ryzhik 1965, pg. 92). De esta 
manera obleneinos las siguientes relaciones: 

(n-1-m)! 
(-ax¡n-m 

-exp(ax)Ei(-axJJ n:1:1, a"º 

K_ 1(o,x)=-lnx, 

K_,,(o.x)=¡¡-::-r' :;,::-r1 , n - x" - n :1:2. 

(6a) 

(6b) 

(6c) 
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Figura l. Comportamiento de las funciones 
Kn(l, y) para algunos valores positivos de n. 
K0(1, y) es constante y no se incluye en la 
gráfica. 

3 

2.5 

2 

1.5 

y -2 .[;- _'i'f .rn 

-- n=I 

------· n=2 

- - - n=3 

- -n=4 

-ik, 
-1 

,,,. 2 

-2 

-4 

-6 

-8 

-10 

Figura 2. Funciones Kn(l, y) para algunos 
valores negativos de n. Como las funciones son 
singulares en y = O, la figura superior muestra el 
comportamiento para y> O y la inferior el de y< O. 

donde Ei(- ax) es la función integral exponencial. En (6a) 
se sobreentiende que si el límite superior de la suma es 
menor que el lúnite inferior, entonces la suma es cero. 

De las relaciones (5) y (6) se deducen las propiedades 
siguientes: • 

Kn(a, x) = - 1-1 Kn(l, ax), n ~ O, a" O , (7a) an+ 

En el apéndice se indica la forma explícita de las funciones 
Kn(l, y) para los primeros valores den y en las figuras 1 y 
2 se muestra su comportamiento. Se observa que para n ,;; 1 
las funciones Kn(l, y) son singulares en el origen, y= O. 

3. Propiedades de la función Ei (-ax) 

Para un número complejo z, la función integral exponencial 
Ei(-ax) se define por la relación (Abramowitz y Stegun 
1964; Lebedew 1973; Magnos y otros 1966) 

Ei(-z)=-E1 (z) 

(8a) 

- 1 k =y+ lnz + .1: k k' ( - z) , 
k= 1 • 

jArg(-z)j<1t, (8b) 

donde la trayectoria de integración en (8a) excluye el 
origen y no cruza el eje real negativo. El desarrollo (8b) es 
válido también en cada punto del eje real positivo, z = x > 
O, esto es, 

Ei(-x)=-E¡ (x) 

=y+ lnx+ Í klk' (-x/, six> O 
k=I • 

(9) 

La función Ei (- x) es univaluada en el plano complejo 
z con una rama a lo largo del eje real negativo. 
Continuación analítica conduce a la funéión 
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Ei(x) = E*(x) 
(10a) 

(10b) 

donde el integrando en (!Oa) tiene una singularidad en t = O 
y la integral se interpreta como el valor principal de Cauchy 
(Gradshteyn y Ryzhik 1965, pg. 925; Magnus y otros 
1966, pg. 342). En las expresiones anteriores, y = 
0.5772156649015325 ... es la constante de Euler, Arg z 
designa el argumento del número complejo z, y son válidas 
las siguientes relaciones: 

z=lzlexp(i<I>), <l>=Argz. -n<Argz~n. 

Argz*=-Argz, lnz:=lnlzl+iArgz, IArgzl<n. 

El aslerisco en z* significa complejo conjugado, pero en 
E*(x) es una notación que designa el valor principal de 
Cauchy. 

Si elegimos z = - x ± i O. - z = x :¡: ¡O. la función 
Ei (- z) = - E 1 ( z) . toma por encima y por debajo del eje real 
los valores, 

(11) 

( ) 
¡,< ] k {± i II si X> 0 

=y+ In ~xX + L k kl X + o . o 
k = I • , SI X< . 

Por lo talllo, la definición de Ei(z) a lo largo del eje real 
positivo conduce a las relaciones (Abramowitz y Stegun 
1964, 5.1.7, pg. 228; Magnus y otros 1966, pg. 343) 

Ei(x+ i0)=-E1 (-x±iO) 

(12) 

=E*(x)±i1t, si X>O. 

=y+lnx+ ~ - 1-xk o k~tkk! ,X>. (13) 
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En este punto es relevante transcribir la fórmula 6.221 
de (Gradshteyn y Ryzhik 1%5, pg. 641): 

1-exp ax ix ( ) 
0 

Ei(a1)d1=xEi(ax)+ a , (14) 

Por lo tanto, para cualquier real a, positivo o negativo, se 
cumplen las siguientes relaciones: 

dEi(ax) 1 dE~(ax) ¡ 
dx :xexp(ax). a =o;exp(ax). (15) 

Para terminar esta sección es de anotar que, para valores 
reales del argumento de la función integral exponencial, las 
definiciones (8a) y (1 Oa) se pueden agrupar de manera 
formal en una sola relación como sigue: 

(16) 

Con base en esta expresión se detennina la conexión que 
existe entre las funciones Ei(- ax) y K_ 1(a, x). Para esto, 
en ( 1) hacemos n = -1, empleamos el cambio de variables 
t = a 11 = ~ala I u y escribimos x en la forma x = ~xlxl, de 
tal manera que la expresión resultante se puede escribir 
como 

exp(- ax) K_ 1(a. x) = f- f exp( - 1) dt. 

~a~xlallxl 
Como ~a ~x = ± ¡ . la comparación de la expresión anterior 
con (16), conduce a la expresión 

K_ 1(a,x)=-exp(ax)Ei(-ax). (17a) 

que concuerda con (6a) y que es válida para números reales 
arbitrarios a y x (a ,t, O, x ,1, O). Por otro lado, (17a) y (1) 
conllevan a la representación 

E·( )-Ix exp(-au)d 1-ax- " u. 
~a-

(17b) 

Para finalizar es~1 sección se anola que, en aplicaciones a 
problen,ias de estructura atómica, tanto a como x son 
cantidades positivas: el parámetro a eslá asociado con el 
exponente que acompat1a la exponencial en la función de 
onda. mientras que x es la coordenada radial. 
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4. Relaciones de recurrencia para KJa. x) 
En diferentes circunstancias, en especial en cálculos 
numéricos, para determinar las funciones Kn(a, x) es 
preferible utilizar relaciones de recurrencia, las cuales se 
obtienen integrando por partes la ecuación (1). Al tener en 
cuenla los límites de inlegración y con base en las 
expresiones (Bronstein y Semendajew 1972) 

f 11"exp(-a11)d11= 

-¼un exP{-a11) + J¼ f ,,n-1 exP(-au)d11. 11;:,, 1, 

f ,,-nexp(-a11)d11=- n~ 1 [11-(n-llexp(-011) 

+ a f ,,-tn- llexp(-a11)du} 11;:,, 2, 

se obtiene para a c1, O: 

Kn(a,x)=¼x 11 +¾}Kn-1(a,x). n;:,, 1. (18a) 

KJa. x) = ¼, (18b) 

K_ 1(a.x)=-exp(ax)Ei(-ax). (19b) 

Las ecuaciones (17a) y (18) conforman dos conjuntos 
disyuntos de relaciones de recurrencia. Las primeras son 
válidas para enteros positivos, incluyendo cero. mientras 
que las segundas se cmnplen para enteros negativos. 

S. Determinación de las funciones J r,n(b, a, X) 

Para números enteros r y n, positivos o negativos, y para 
parámetros reales a y b tales que ~b _a= ~b = ~a . las 
funciones J r .(b, a, x) se definen a través de la relación 
(2). El objeti~o de esta sección es deducir propiedades de 
estas funciones 

E~ primer lugar es de anotar la validez de la relación 

J r,Jb, a, x) + J n,,{b, b-a, x)= 

(20) 

Para demostrar esta identidad se sustituye (1) en (2), se 
define la funciónauxiliar 

g(11, u):= exp(- a u) u" exr{- (b- a) u} ur, (21) 

y se obtiene 

ix i' = du c/11 g(11, u), 

~a= u 

(22) 

donde la úllim.a igualdad surge de intercambiar el orden de 
integración. Para que la integración sobre u, al lado derecho 
de la primera igualdad (22), esté bien definida, es necesario 
exigir que los signos de los parámetros a y b sean tales que 
~b _ a = ~a . La integral sobre u, a la derecha de la última 
igualdad (22), se realiza de manera inmediata combinando 
(1) y (4 ), para originar la relación 

- exp(-(b-a) x) K ,(b-a, x) + exr{- (b- a) u) K~b- a, u) 

La demostración de (20) termina utilizando la definición 
(2), aplicada ahora a la función J "· /b, b - a. x) . 

Si n ;:,, O, K n<a. x) es el polinomio (5a), y por lo tanto 

J ,._,.(b, a, x) = 
(23) 

n! ~ 1 m ----,,:¡:¡ ¿_.,
0

~
1111 

a K,-+m<b,x), ,i;=,,O, 
a m= • 

para cualquier entero r, positivo o negativo. 

Sin :5 -1, hacemos en (2) el cambio n-->-n y 
sustituimos (6a) en la expresión resultallle, para obtener 

J r,- ,¡(b, a, X) 
(-a)n-1-r 

(n - l)! X 
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[

n-1 (n-l-111)1 
L ( ¡n-111_:,K_(11-111-r)(b,x) 

m=l -a 

+ (- al' exp(b x) FíJb, a. x)j. n;;, 1 

donde introdujimos la función auxiliar 

Fi,{b. a, x) := 

(24) 

(25) 

Al sustituir al lado izquierdo de la ecuación (2) las 
relaciones de recurrencia (18) y (19) se obtienen fórmulas 
que relacionan diferentes funciones J ,.n<b. a, x): 

1 ,Ab, a, x)-* 1,. 11 _ 1(b. a, x)= 
(26a) 

(26b) 

6. Determinación de las funciones Fi,{b. a, x) 

En el caso de r = O, la definición (25) conduce al resultado 

Fi 0(b. a. x)= 
(27) 

b~a [Ei(-bx)-exp(-(b-a)x)Ei(-ax)]. b*a 

donde, para garantizar consistencia entre la definición (25) 
de la función Fi,{b, a, x) y las relaciones de recurrencia 
que se deducen posteriormente, con relación al resultado 
que proporciona Mathematica y a la fórmula 5.231.2 de 
(Gradshteyn y Ryzhik 1965, pg. 632), hemos suprimido al 
lado derecho un sumando - In (b/a) / (b- a). Ahora bien, 
si b=a, por aplicación de la regla de L'Hospital obtenemos 

REY. ACAD. COLOMB. CIENC.: VOL. XXI, NUMERO 79-MARZO DE lm 

FiJa,a,x)=f x dxEi(-ax) 
~a-

(28) 

= x Ei(-a x) + ~ exp(- ax), 

resultado que coincide con la fórmula 6.221 de (Gradshleyn 
y R yzhik 1965, pg. 640), excepto por la elección del Umite 
inferior de in1egración. 

En el caso de r;;, 1 hacemos directamente en (25) una 
integración por partes. Si r ~ - 1 . hacemos de manera 
provisional en (25) el cambio r ➔ - r . efectuamos una 
integración por partes y finalmente reconstruirnos el r 
original mediante la substitución r ➔ - r. De esta manera, 
para todo entero r, positivo o negativo, obtenemos 

Fi,(b, a, x) = Gi,{b. a, x) 
(29) 

- exp(-(b - a) x) K~b- a. x) Ei (-ax), 

donde definimos la cantidad auxiliar (r entero. positivo o 
negativo) 

En particular, 

(31) 

7. Evaluación de las funciones Gi~b, a, x) 

Sir;;, O, entonces K,(b-a,x) es un polinomio que se 
deduce de (5a) por la sustitución a ➔ b - a . Al reemplazar 
K~b - a, x) en (29) se consigue la expresión 

Gi,{b,a.x)=-exnf-bx) r! 
1 

x 
''l (b- a)'+ 

(32) 
r 
L

O 
,
1
1
11 (b - a)"' K111 _ 1 (b. x). 

m= . 

Por otro lado, si usamos (18) y la definición (30), 
deducimos la relación de recurrencia 
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(33) 

que se inicia con 

Gi0(b,a,x)= b~a Ei(-bx). (34) 

En el caso de r S - 2, sustituimos la relación (19a) en 
(30). De esta manera se obtiene la relación de recurrencia 

Gi,(b.a,x)= r! 1 [exp{-bx)K,(b,x) 

(35) 

+(b-a)Gi,-+ 1(/J,a,x)j. rS-2, 

que se inicia evaluando la Función 

(36) 

Esta integral se estudiará en mayor detalle en la sección 9. 

8. Relación de recurrencia para Fi,{b, a, x) 

Se combinan (29), (18a) y (33), al igual que (29), (19a) y 
(35). Por lo tanto, ara r ~ 1 se cumple 

Fi,(b,a,x)= b~a exp(-bx)x 

[exp(a x) x 'Ei (-ax)+ K,_ 1(/J, xJ] (37) 

,. . ( ) + b-a F,,._ 1 b,a,x. 

la cual se inicia con Fio(b, a, x). dada por (27). Parar s -2, 
se encuentra 

Fi,(/J, a, x) = exp(-b x) r ! ¡ x 

[exp(ax]xr+ 1 Ei(-ax)+K,(b,x)j (38) 

b-a ( ) + r+I Fi,+l b,a,x, rS-2, 

la cual se inicia con (ver 25) 

(39) 

9. Otras relaciones útiles 

De (17a) y (25), con r=-1 y a ➔ b-a, obtenemos 

Fi_ 1(b, b- a, x) = - Gi_ ¡ (b, a, x). (40) 

Similarmente, con ayuda de la identidad que resulta de 
calcular la derivada con respecto a x del producto de las 
Funciones Ei (-(b -a) x) Ei (-ax), se encuentra la 
siguiente identidad útil para control numérico: 

Fi_ ¡(1,, a, x) + Fi_ 1(b, b-a, x) = 

Ei (- (b- a) x) Ei (-ax). 

(41) 

En virtud de las relaciones (40) y (41) la cantidad 
Fundamental que se debe determinar es la illlegral 
Fi_ 1(b, a, x). definida en (39), la cual se puede realizar 
numéricamente. 

En este punto es de anotar la relación 

Fi_ ¡(b, a, x) = Ei (- (b- a) x) Ei(- ax)+ L(b. a, x), (42) 

donde definimos la íunción auxiliar 

(43) 

que requiere también evaluación numérica. Para demostrar 
(42) se parte de la ecuación (27) sustituyendo Fio(b, a, x) 
por la integral (25), con r = O. A lado y lado de la expresión 
resultante integramos con respecto a ~ := b _ a entre los 
limites iníerior y superior ~ y ~a oo, respectivamente. Al 
tener en cuema la representación de la función integral 
exponencial Ei(- ~ x) (ver 16) se obtiene el resollado 
deseado, (42). 
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Por comparación de las ecuaciones (41) y (42), al 
emplear (40), se deduce la igualdad 

L(h, a, x) = Gi_ 1(b, a, x). (44) 

Por evaluación numérica de l'i_ 1(b, a, x), Gi_ 1(1t,a, xl y 
de L(b, a, x) se verificó la validez de las ecuaciones (4Í) y 
(44). La integración numérica se realizó empleado el 
programa Mathe111ntica (Wolfrarn 1991). 

Un desarrollo en series de la función Gi_ 1(b, a, x) se 
deduce combinando la definición (36) con la expresiún 

Ei(-(b- a) 11) =y+ ln(~b-a (b - a) ~u 11) 

(45) 

que se obtiene por combinaciún de las ecuaciones (9) y 
(13). Por lo tanto, al tener en cuellla (17b) y hacer un 
cambio de Indice de suma, se puede escribir 

Gi_ 1{b,a,x)= 

-(y+ 11{~b-a (b- a>)) Ei (-ax)+ M(a, x) 

( (b l)n + 1 
+exP(-ax) L - -a -1..K <a,x), 

n=O (11+1¡2 11! ni. 

dondé definimos 

(46) 

(47) 

Al emplear (5a) en (46) e intercambiar el orden de las 
smnas, empleando la identidad 

se puede reorganizar la expresión y obtener 

Gi_ ¡(b, a, x) = 

+ex¡,{-ax) L A ÍÍL::.11.)(ax)"', 
. m =0 111\. a 

(48) 
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donde los coeficienles que intervienen en la última suma se 
definen por la expresión 

A (a)·=..l. L l (-ar+m+l (49) 
111 • 111! n = O (n + 111 + 1)2 • 

La evaluación nmnérica directa de la función Gi_ 1(b, a, x) 
es más eficiente que el empleo de la relación (48). 

10. Conclusión 

Las illlegrales (1) y (2) intervienen en la evaluación de 
elementos matriciales en problemas de estructura atómica. 
Hemos deducido expresiones anallticas y de recurrencia 
que permiten detenninar las funciones Kn<a,x) y 
J ,,,.(b,a,x). La función Gi_ 1(b, a, x) arhnite el desarrollo 
en series de potencias dado por la ecuación (48), pero es 
prefe1ible que se calcule numéricamente. 

Apéndice A 

La función gamma Incompleta y su complemento 

La función gamma incompleta r(a. x) y su complemento 
Y{ a, x) se definen por las relaciones (Gradshteyn y Ryzhik 
1965, fórmula 8.350, pg. 940; Lebedew 1973) 

r(a,x):= fx~,a-lexp(-t)dc, Rea>O, (Al) 

y(a.x):= J:,u-lexp(-r)dl, Rea>O, (A2) 

las cuales están conectadas con la función gamma de Euler, 
r(a), como sigue: 

y(a, x) + r(a, x) = r(a) 
(A3) 

(A4) 

En pru1icular, se cumple la relaci6n 

r(o, x) = - Ei (- x). (AS) 
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Apéndice B 

Algunas funciones Kn(l, y) 

Ko(l,y)= 1, 

K¡(l,y)=l+y, 

K_ 1(1,y)=-expyEi(-y), 

K_ 20,y)=} +expy Ei(-y), 

K_ 3(1, y)= 
2 

~2 - 2
\ - ½ exp y Ei ( - y) , 

K_4(1,y)=--¾--½+-6l +-61 expy Ei(-y). 
3 y 6y Y 
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