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Se deduce un conjunto de féormulas analiticas y de relaciones de recurrencia para evaluar
algunas integrales ttiles en fisica atomica. Las integrales estdn relacionadas con la funcion gamma

incompleta.
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Abstract

A set of analytic formulae and recurrence relations are derived to evaluate some integrals used in
atomic physics. The integrals are related with the incomplete gamma function.
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1. Introduccién

Para estudiar la estructura atémica se utilizan de ma-
nera convencional la teoria de perturbaciones y el méto-
do variacional (Brandsden y Joachain 1983). En ausencia
de campos externos, el hamiltoniano no relativista del ato-
mo estd conformado por la contribucién debida a la ener-
gia cinética de las particulas y por la energia potencial
originada en la interaccién de Coulomb entre las particu-
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las cargadas que conforman el 4tomo (protones y electro-
nes).

Los atomos maés sencillos son los hidrogenoides (un
electrén) y los pertenecientes a la sucesidn isoelectrénica
del helio (dos electrones). En estos altimos interviene la
repulsion interelectronica, la cual se puede desarrollar en
una serie que incluye contribuciones de la forma

1 (N1 N, =012,
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donde ¢ designa el momentum angulas-orbital, y 7y y 1y
son las distancias del electrén 1 y del etectrén 2 al nicleo
aléinico, respeclivamente,

Las funciones de onda que describen ef estado’fnecinico
cudnlico de un 4lomo se construyen frecuemeihenle en
térininos de orbilaies con una parte radial ,.Fexp (—a r),
donde £ es un nimero. entero, a es up fimero real y r
designa la distancia del electrén al niicleo alémico. Para
determinar la estructura electrénica del dlomo se necesitan
evaluar elementos iatriciales de operadores, por ejemplo,
los asociados con las polencias (posilivas y negalivas} de 1a
distancia electrén-nicleo, r?, n=0,21,12, ....

El objelo de la presente contribucion es deducir algunas
relaciones \tliles para la evaluacién de elementos
matriciales en problemas de estruclura atémica. Se
estudiaran las funciones K (a, x} y J, (b, a, x} definidas
por las siguientes igualdades

X
J’ ulexp(—au) du:=
Cqe

-exp(-ax) K (a, v),

X
[ exp(- bu) u" K (a,u) du :=
g

awa

—exp(- bx}J " alha,xy, )

a#0, Cb_angz‘:a’

nr=0+1,+2 +3, ...,

donde a y b son parfinetros reales, y el signo de un nimero
real (digamos, a) se determina por la relacién

0 sia=0. 3)
-1 sia<0

+1 sia>0
Ca =

El limite inferior en (1) y en (2) se ha especificado
comp G, #=, de tal inodo que las exponenciales exp (- a i)
y exp(-bu) en los inlegrandos garantizan la
convergencia de las integrales. Con la eleccin de & e
como lfmite inferior se eliminan ambigiiedades en la
conslante adiliva de inlegracién, ya que se establece asf,
para valores negalivos de a, 1a conexion entre K (g, x) y la

funcion integral exponencial Ei(- 2 x). En el casode a =0
inlerpreiamos (1) y (2) como integrales indefinidas.

Frecuenlemenle, en problewnas priclicos, €s necesario
calcular las integrales (1) y (2) con iimiles diferenles a los
indicados en estas relaciones, para lo cual es suficienle
aplicar la siguienle identidad a las funciones K (a,x) ¥
Jr (b, a, x}:

X1 *1 1)
J’ Sfluydu= [ fu) du— [ Su) du . (4)
20 Laoe Laee

Nélese que la integral (1} estd conectada con la funcitn
ganuna incompleta (ver apéndice A).

2. Forma explicita de las funciones K (g, x) , n entero

Para valores posilivos de n la definicién (1) y la {[6rmula
2.321.2 de (Gradshieyn y Ryzhik 1965, pg. 92} implican
que K {a,x) es un polinomio con las siguientes
propiedades:

K, (a,x) = Tl',io p @x™, n=20, a#0, (52)
H

Ka.00=—8y, 120, 20, (5b)

m+l p>0, a=0. (5¢)

En el caso de valores negalivos de n hacemos en (1) la
substitucion p —» —n y para @ #0 empleamos la fdmmula
2.324 2 de (Gradshieyn y Ryzhik 1965, pg. 92). De esta
manera obleneinos las siguientes relaciones:

K_pla x] = (—na—)nl ;!1 I:-i—.:ll ((-,-1 ; l)_'"','l)':'
—exp(ax)[-‘,i(—ax], nzl, a#0 (6a)
K_ {0, 4)=-1Inx, (6b)
K_,(O,x):ﬁzn%r, n>2, (60)
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Figura 1. Comportamiento de las funciones
K,(1,y) para algunos valores positivos de n.
Kp(1,») es constante y no se incluye en la
grifica,
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Figura 2. Funciones K,(l,y) para algunos
valores negativos de n. Como las funciones son
singulares en y = 0, la figura superior muestra el
comportamiento para y > () y la inferiorel de y < ().

donde Ei(~ a x) es la funcidn integral exponencial. En (6a)
s¢ sobreentiende que si el lfmite superior de la suma es
menor que ¢l limite inferior, entonces la suma es cero.

De las relaciones (5) y (6) se deducen las propiedades
siguientes:

n(ax)- 1 K(l ax), nz0, a0, (7a)

K_n(a,x]=aﬂ-ll(_n(1,ax). nz1, a#0. -(7b)

En el apéndice se indica la forma explicita de las funciones
K,(1,y) paralos primeros valores de  y en las figuras 1 y
2 se muestra su comportamiento. Se observa que para n < 1
las funciones K,,(1, y} son singulares en el origen, y = 0.

3. Propiedades de la funcién Ei [— a x)

Para un nimero complejo 2, la funcién integral exponencial
Ei [—a x] se define por la relacién (Abramowitz y Stegun
1964; Lebedew 1973; Magnus y otros 1966)

Ei(-2)=-E (4]

(8a)

:=—[ ﬂ’~§:Qaft, [Arg(—z)|<1|:,
4

=y+mz+ £ phi -0k |Arg(-o|<x, @b

donde la trayectoria de integracidn en (8a) excluye el
origen y no cruza el ¢je real negativo. El desarrollo (8b) es
vilido también en cada punto del eje real positivo, z = x >
0, esto es,

Ei(-x)=-E (x)
9)
=y+Ihx+ ilkk!( 0% six>0

La funci6n Ei(- x) es univaluada en el plano complejo
z con una rama a lo largo del eje real negativo.
Continuaci6n analitica conduce a la funcién
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Ei(x):E*(x]
(10a)
:=_j CXPf—t) d, x>0
-x
=y+Inx+ i AIT kx>0, (10b)

donde ef ilegrando en (10a) tiene una singutaridad ent =0
y la inlegral se interprela como el valor principal de Cauchy
{Gradshieyn y Ryzhik 1965, pg. 925, Magnus y otros
1966, pg. 342). En las expresiones anteriores, ¥ =
0.5772156649015325... ¢s la constante de Euler, Arg z
designa ¢l argumenlo del ndmero compiejo z, y son vilidas
las siguientes relaciones:

z=|z|exp[i¢], Ob=Argz, —-nt<Argz<m,

Argz¥=~Argz, Inz =ln|z|+iArgz, |Argz|<1t.

El asterisco en z* significa complejo conjugado, pero en
E#{x] es una notacion que designa el valor principal de
Cauchy.

Si elegimos z=—x+i0, —z=x%i0, la Muncién
Ei [_ z] - Ej z] toma por encima y por debajo del gje real
los valores,
Li{x %i0)=-E (- x%i0]
(1

- 1 g, )tim six>0
7+ln(§tx]+ kk'x +{0, si x<0.

Por lo anto, Ia delinicién de Ei(z) a lo largo del eje real
positivo conduce a las relaciones (Abramowitz y Stegun
1964, 5.1.7, pg. 228, Magnus y otros 1966, pg. 343)
Ei(x¥i0)=-E (-x2i0)
(12)
=E*[1:]:': inm, st x>0,
~x+i0)+Ey (-x-i0)

Ei{x) = E*(z] =— 5 [

=7+Inx+k§lﬁ!—xk. x>0. 13)

En este punto es relevante transcribir la férmula 6.221
de (Gradshieyn y Ryzhik 19635, pg. 641):

x s 1- cx;;[a x)
Ei (o) df =x Ei (oux) + — (14)
0

Por lo tanto, para cualquier real &, positivo o negalivo, se
cumplen las siguientes relaciones:

dEi(ax]=}1Eexp(ax], %@:éexp[ax]. (15)

Para terminar esta seccién es de anotar que, para valores
reales del argumento de la funcidn integral exponencial, las
definiciones (8a) y (10a) se pueden agrupar de manera
forinal ¢n una sola relacién como sigue:

Ei(_(iy)]hj XD 4, siy>0.  (6)
ty

Con base en esta expresién se deteninina la conexidn que
existe enure las funciones Fi(-ax) y K_ l[a, x) . Para esto,
en (1) hacemos n = -1, emmpleamos el cambio de variables
t=an={,|a|u y escribimos x en la forma x = gx"‘l' de
tal manera que la expresion resullante se puede escribir
como

-]

exp(-ax)K_ l(a, x]:j %cxp(-—t) dr .

C_.,,C_.xla”xl

Como {_ ¢, =+ 1, la comparacion de la expresitn anterior
con {16), conduce a la expresién

_ l[a, I]=—exp(a x) Ei (—ax]. (17a)

que concuerda con (6a) y que es valida para niimeros reales
arbitrarios a y x (@ # 0, x # 0). Por otro lado, (17a) y (1)
conllgvan a la representacion

X
Ei(-ax]:J apl-aw 4. (17b)
Ca

Para finalizar esta seccién se anota que, en aplicaciones a
problemas de estructura alémica, tanto ¢ como x son
cantidades posilivas: el pardmetro a estd asociado con el
exponente que acommpaiia la exponencial en la [uncion de
onda, mientras quc x es la coondenada radial,
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4. Relaciones de recurrencia para K "(a, x]

En diferentes circunstancias, en especial en célculos
numéricos, para determinar las funciones Kn(a, _z] es
preferible utilizar relaciones de recurrencia, las cuales se
obtienen integrando por partes la ecuacién (1). Al tener en
cuenta los limites de inlegracidn y con base en las
expresiones (Bronstein y Semendajew 1972)

J' un exp(— au] die =

—%u"exp(——au]+%-"u"‘lexp{—au]du, nzt,

J' =" exp(- au) du = - - _{ I [u— - Dexp(- au
+a J' u—{n- Uexp[— au]du nz?,

se obtiene paraa = ()

Knla, x =%x"+ﬂ-K"_l[a,x], nx1.  (18a)

Koa x)=1. (18b)

K"(a,x)=—nil

x"*l—aK"”[a,.x']], n<-2, (19a)

K_ ((a. x)=-exp(ax)Ei{-a ). (19b)

Las ecuaciones (17a} y (18} conforman dos conjuntos
disyuntos de relaciones de recurrencia. Las primeras son
vélidas para enteros positivos, incluyendo cero, mientras
que las segundas s¢ cumnplen para enteros negalivos.

§. Determinacidn de las funciones J ronhs @, X)

Para ndmeros enteros r y n, positivos o negalivos, y para
pardmelros reales g y & lales que {p_,=§;={,, las
funciones J, (b, a, x} se definen a través de la relacion
(2). El objetivo de esta secci6n es deducir propiedades de
estas funciones

En primer lugar es de anotar la validez de la relacién

J,',,(b,a.x]+],,_,(b,b—a,x}=

20)
K ,(b -a, x] K n(a, Jt].

Para demostrar esta idemtidad se sustituye (1) en (2), se
define la funcién auxiliar

g, v) := exp(- a v) V" exp(- (b-a u] ur, (21

y s¢ obliene

x u
exp(~bx}J, (b a x)= J du J dv g(u, v)
Ca= %

X X
= J dv J' die g(u, v), (22
Ca had v

donde la dltima igualdad surge de intercambiar el orden de
integracion, Para que la integracion sobre i, al lado derecho
de la primera igualdad (22), esté bien definida, es necesario
exigir que los signos de los pardmelros a y b sean tales que
Cb - a =G, - La integral sobre u, a la derecha de la tltima
igualdad (22), se realiza de manera inmediata combinando
(1) y (4), para originar la relacién

X
J u"exp(—(b—a)u]du=
v

—exp(— b~a) x) K ,(b-a, x}+exp{- (b-a) U]K,(b—a, 1)}

La demostracién de (20) termnina utilizando la definicién
(2), aplicada ahora a la funcién J, (b,b-a,x}.

3in20,K,(a, x) es el polinomio (5a), y por lo tanto

Jenlba, x)=
(23)

a3l
an+1 "E,Oma'" K, abx), n20,

para cualquier entero r, positivo o negativo.

Sin < -1, hacemos en (2) el cambio n—-n y
sustituimos (6a} en la expresién resullante, para obtener

(_a)!‘l—l—i'

] o n(b, a, x}= —(";IE:*i—)'—— x
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acl (n -1 -
{ z K—(n—m—r)(b' X] 24

m=1 (-a)?'"oT

+(—a) explbx) Fi,(b, a, x]l, nx1

donde introdujimos la funcion auxiliar

Fi{b.a, )=
(25)

X
J duu? exp(— b-a) u] i (« a u],
a o3

r entero,

tb—a=§b=t.;a'

Al sustituir al lado izquierdo de la ecuacién (2) las
relaciones de recurrencia (18) y (19) se obtienen [6rmulas
que relacionan dilerentes funciones J ,..n(b, ax):

Jr.ﬂ(b’ a, x] - % Jrn- l[b’ a. x] =
(26Ga)

%Krﬂ,(b, x]. nzl,

3, b a.x)- s (b, a.x)=
(26b)

_n-}-l K,.+n+l[b,x], n<-2.

6. Determinacion de las funciones Fi ,(b, a, x]

En el caso de r = 0, la definicitn (25) conduce al resuftado

Fi O[b, a, x] = on

7)_1—0 Ei[—b.r]—exp(—(b—a)x]Ei[—-a:). b#g

donde, para garanlizar consistencia entre la definicién (25)
de la luncidn Fi,(b. a, :) y las relaciones de recurrencia
que se deducen posteriormente, con relacién al resultado
que proporciona Mathematica y a la f6rmula 5.231.2 de
(Gradshieyn y Ryzhik 1965, pg. 632), hemos suprimido al
lado derecho un sumando — In (b/a) / (b — a) . Ahora bien,
si b=a, por aplicacién de la regla de L' Hospital oblenemos

dei(-ax)

o0

Figla. a, x]=r;

(28)

=in(—ax]+%exp(—a.t],

resultado gue coincide con la [érmula 6.221 de (Gradshieyn
y Ryzhik 1965, pg. 640), exceplo por la eleccién del lfmite
inferior de integracidn,

En el caso de r21 hacemos directaente en (25) una
integracion por partes. Si r<-1, hacemos de manera
provisional en (25) el cambio r - —r, efectuamos una
integracién por partes y [linalmente reconstryimos el r
original mediante la substitucién r — - r . De esta manera,
para todo entero r, posilivo © negativo, oblenemos

Fi,{b, a, x) = Gi, (b, a, x)
29
- exp(— b-a) x] K,(b —-a, x) Ei [-— a x],

donde defininos la cantidad auxiliar (r cnlero, positivo o
negalivo)

X
Gi b, a, %) = f -,ﬂ— K,(b ~a,u) exp(-bu)du. (30)

Sa

En particular,

Gio[b, a, x] =_ bi_a exp{— b x] K_ (b, x]

Gn

i(-bx) b=a

7. Evaluacion de las funciones Gi ,(b, a, x]

Sir 20, entonces K [b—a, x] es un polinomio que se
deduce de (5a) por la sustitucién @ — b - a . Al reempiazar
K ,(b a, x] en (29) se consigue la expresion

Gi {b a, I]——exp[—bx]ml
(32)

v 1
);. - ™K, (0, x).

Por otro lado, si usamos (18) y la deflinicién (30),

deducimos fa relacién de recurrencia
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Gi ,{b, a, .I] = bl_a exp(-b x)K,._ b, x)

(33)
+ 5= Gip_yfhan) 21
que se inicia con
Gig(h, a, )= L Ei[- b x). (34)

En el caso de r £ — 2, sustituimos la relacién (19a) en
(30). De esta manera se obliene Ia relacién de recurrencia

Gi,(b, a, x] =_1 [exp(- b x] K,,(b, x]

r+1
3%
+(b-a)Gi,, l(b, a, x] , FS-2,
que se inicia evaluando la funcién
X
Gi_y(b.a,x):= J 1Ko - a, u)exp(- b u) du

a oo

(36)

X
=-j %exp(—au]Ei(— G- u]du.
t.na“

Esta integral se estudiard en mayor detalle en 1a seccion 9.

8. Relacion de recurrencia para Fi ,(b, a, x]

Se combinan (29), (18a) y (33), al igual que (29), (192) y
(35). Por lo lanto, ara r > 1 se cumple

Fi,(b, a,x]:-b_l_—a exp{—bx]x
expla x]x’Ei(—ax)+K,_ b, x]] a3n

+b—£a-r‘i,.__ l(b’ a, I], rzl1,

la cual se inicia con Fio(b, a, x]. dada por (27). Para r -2,
se encuentra

Fi (b, a, x] =exp(~ b x) ﬁl— x

expla x) x * 1 Ei (-ax)+K ,,(b, %) 38)

+l:+;‘11ﬁr+ l(b’a'x]' rs<-2,

1a cual se inicia con (ver 25)

Fi_ l(b, a, x] =

39
X
J ,l‘ exp(- (b-a)u|Ei (— a u] du.
Ca oe
9. Otras relaciones atiles
De (17a) y (25), con r=—1 y g ~» b — a, oblenemos
Fi_y(b,b-a,x)=~Gi_,{b, a.5). (40)

Similarmente, con ayuda de la identidad que resulta de
calcular la derivada con respecto a x del producio de las
funciones Ei (- (b-a@) x)Ei(-ax], se encuentra la
siguiente tdentidad il para conwrol numérico:

Fi_ [(b. a, x] +Fi_ l[b' b-a, ,r] =
(41)
Ei(- (b- ) 1) Ei(~ a ).

En virtud de las relaciones (40) y (41) la cantidad
fundamental que se debe delerminar es la integral

Fi_ l[b, a, x], definida en (39), Ia cual se puede realizar
numéricamente,

En este punto es de anotar la relacién
Fi_y{b.a,q)=Ei(- (b~ x)Ei(-ax)+L{b,a, 5, (42)

donde definimos 1a funcidn auxiliar
C-b -a
L (b. a, x] = % Ei (— (H+a) x] du, {43)

—-a

que requiere lambién evaluacién numérica. Para demostrar
(42) se parte de la ecuacién (27) sustiluyendo Fio[b, a, x]
por la integral (25), con r = 0. A lado y lado de 1a expresion
resultante inlegramos con respecto a B:=b-a enwre los
limites inferior y superior B y {g o0, respectivamente. Al
([ener en cuetia la represemaci(?n de la luncién integral
exponencial Ei(- B x) (ver 16) se obtiene ei resultado
deseado, (42).
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Por comparacion de las ecuaciones (41) y (42), al
emplear (40), se deduce la igualdad

L{b a,x)=Gi_y(b,a,1). (44)

Por evaluacién numérica de Fi_ l(b, a,x], Gi_ l(b;a,;cj ¥
de L [b, a, x] se verificd la validez de las ecuaciones (42) y
(44). l.a imtegraciOn nuinérica se realizé empleado el
programa Mathematica (Wollram 1991).

Un desarrollo en series de la funcién Gi_ 1| a. ,:] se
deduce combinando la definicién (36) con la expresion

Ei {— b-a u] =7+ ln(C_,b mal-a)g, u)
(45)
+ k‘ijl Ilkf (~ b-a) u]k,

que se obtiene por combinacién de las ecuaciones (9) y
(13). Por lo tanto, al tener en cuenta (17b) y hacer un
cainbhio de fndice de suma, se puede escribir

Gi ((b, a,2)=
- [Y + “{Cb ~alb- ﬂ)]) Ei (— ax)+ M(a, x) (46)

—b n+l
+expf- ax} § (_M(H_a)]‘ :IKn[ﬂ»I),

n=0 (n+l)2

donde definimos

M(a, x) = - ."Q Im 1 exp(-au) l:{Cu u] du. 47

Al emplear (5a) en (46) ¢ intercambiar el orden de las
swnas, empleando la identidad

f, A(ﬂ m)-— E E A(n+mm]

m=
s¢ puede reorganizar la cxpresidn y obtener

Gi_ (b, a, x) =

- [7 + ln(C_,b _atb- a)}] Ei [— a x) + M(a, x] (48)
+ exp(—a x) )3 A,,{ -

m=

25)(an"

donde los coelicientes que intervienen en la ditima suma se
definen por la expresién

Am[a) = L f’ L [ ]n T 1' (49)

M =0 (a4 m+ 1)2
La evaluacién namérica directa de la funcién Gi_

l[b' a, I]
es mis eficiente que el empleo de la relacidén (48).

10. Conclusion -

Las integrales (1) y (2) intervienen en la evaluacitn de
clementos matriciales en problemas de estructura atémica.
Hemos deducido expresiones analilicas y de recurrencia
que perniten delerminar las funciones K,(a,x) vy
1, nb,a,x) . La funcién Gi_ n(b» a, x] admite el desarrollo
en series de potencias dado por la ecuacién (48), pero cs
preferible que s¢ calcule nmnéricamente.

Apéndice A

La funcién gamma incomplela y su complemento

La funcién gamina incompleta I' ((1, .r] y su complemento
o, .t] se definen por las relaciones (Gradshteyn y Ryzhik

1965, férmula 8.350, pg. 940; Lebedew 1973)
Mo a)i={ “~lexp-Ndi, Rea>0, (Al

Jx

[ X

(-lexp(-ndr, Rea>0, (A2)

Ao 1)

las cuales estdn conectadas con la funcion gamina de Euler,
I'(o) , como sigue:

Yo 4 + Mo, 1) = {a)

JO

(A3)

:=J -1 exp(-nDdt, Rea>0,
0

Yo, =)=r{o, 0)=1{0) . (A®)

En particular, se cumple la relacion

{0, 4) =- Ei(-a). (AS)
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Apéndice B

Algunas funciones K (1, y)

Ko(ly)=1,
Ki(L,y=1+y.
Ky(Liy)=2+2y+y?,
K3(1,))=6+6y+3y2+y3,
Ksgl.=24+24y+12y2+4y3+y4,

K_j(Lyy=-expyEi(-y),

K_Ly)=}+expyEi(-y).

K 1, 9)=—1x -1 _lexpyEi(-y),
3( y yz 2_)’ 72 Py

3y

K_4(1,y)=-—1—3-_6—;2+81-y—+—é—expy Ei(-y).

Bibliografia

Abramowitz, M. & LA. Stegun. 1964, Handbook of
Mathematical Functions. New York: Dover.

Brandsden, B.H. & C.J. Joachain. 1983. Physics of
Atoms and Molecules. London: Longman.

Bronstein, I. & K. Semendajew. 1972. Taschendbuch der
Mathematik. Frankfurt/Main: Verlag Harri Deutsch.

Gradshteyn, LS. & LM. Ryzhik. 1965. Table of Integrals,
Series, and Products. New York: Academic Press.

Lebedew, N.N. 1973. Speziclle Funktionen und ihre
Anwendung. Wien: Wissenschafisverlag
Bibligraphisces Institut.

Magnus, W., F. Oberhettinger, & R.P. Soni. 1966.
Formulas and Theorems for the Special Functions of
Mathematical Physics. New York: Springer.

Wolfram, S. 1991, Mathematica: A System for Doing
Mathematics by Computer. Redwood City: Addison-
Wesley.





