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Se describe el camino seguido desde Euclides hasta Hilbert en la construccién de la geome-
tria como una ciencia tedrica. Se indica la intencion filosofica, que se encuentra ya clara en
Aristoteles, de construir ciencias demostrativas, lo cual condujo necesariamente a la explora-
cion de las proposiciones como elementos constitutivos de un sistema axiomatico para la geo-
metria, pasando de lo ontoldgico a lo légico. En este proceso tuvieron profunda importancia

los intentos de demostracion del postulado de las paralelas, que muestran como se paso de la
“verdad euclidea” a la “consistencia hilbertiana”.
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The path followed to construct a theoretical science, from Euclid to Hilbert, is described.
The Aristotelian philosophical intentions to build demostrative sciences, lead necessarily to
the exploration of propositions as building blocks of an axiomatic system for geometry, which
in turn allowed mathematicians pass from ontological aspects to logical ones. In this process,
the attempts to prove the Fifth Postulate of Euclidean geometry, had a crucial réle since at the
end they lead from “Euclidean truth” to “Hilbertian consistency”.
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§1. De Euclides a Hilbert

La matemaética griega introdujo un elemento nove-
doso en la matemdtica: el método deductivo. Las cul-
turas matemadticas anteriores hicieron de la verificacién
empirica (que sélo podia dar resuitados aproximados), y
1a generalizacion por analogia, sus criterios para estable-
cer los resultados de su matematica. Con el método de-
ductivo de los griegos se pudo ir més lejos. Al comienzo,
este novedoso instrumento de verificacion se ejercité en
el marco de las organizaciones loceles. Por ejemplo, la
geometria del tridngulo, la geometria de la circunferen-
cia, fueron desarrolldndose como “pequefios universos”
de conocimiento geométrico. TALES DE MILETO de-
mostré que los dngulos opuestos por el vértice (entre
dos rectas m y n que se intersecan) son iguales. Lo hizo
de la siguiente manera: Se debe demostrar que A = C.

Ahora, como A+ B = 180° y C + B = 180° entonces
A = C. Un matemético babilénico quiza habria argu-
mentado que el resultado era claro, pues bastaba ver el
dibujo. Aqui esta la diferencia fundamental con la cul-
tura matemética griega: la diferencia enire el dibujo y
el olrjeto geoméitrico.

La matemidtica griega sostiene la idea de que la geo-
metria es una representacién del espacio fisico. Por ello,
sus resultados, que iban siendo establecidos dentro de
la geometria, se aplicaban a problemas del espacio fi-
sico. La geometria se desarrolla como una representa-
cién y organizacidn del conocimiento sobre el espacio
fisice. Un ejemplo sobresaliente lo constituye el método
ideado por Eratdstenes para estimar el radio de la tierra.
Este tipo de ejemplos, en donde no es posible la verifica-
ci6n directa del resultado, fue importante para estable-
cer el método deductivo como un criterio de validacidn.
En efecto, ante la imposibilidad de una comprobacién
empirica (que necesariamente estaba ausente) el tnico
recurso para validar los resultados obtenidos era el que
tales resultados fueran cbtenidos dentro de un proceso
deductivo.

En la incorporacién del método deductivo a la ma-
teméatica también resulté central Ia intencidn filosdfica

de construir una ciencie fedrica cuya mela erg el cono-
cimiento de lo verdad. El objetivo del método deduc-
tivo era explicar: erxplicar era demostrar. Para explicar,
hay que partir, en una ciencia, de primeros principios.
Esta organizacion, ya de cardcter global, en la geome-
tria, quedd plasmada en los Elementos de EUCLIDES -y
refleja ampliamente las concepciones aristotélicas sobre
la ciencia. Alli tenemos una organizacién que rebasa ias
organizaciones locales a las que ya hemos hecho referen-
cia anteriormente. La intencién filoséfica de construir
una ciencia desde sus primeros principios, la podemos
hallar en ARISTOTELES quien se propuso analizar lo que
era una ciencic demosirgtiva. El tema central de su li-
bro Tdpicos es “la demostracién y la facultad que la re-
aliza”. Alli se encuentran los elementos que componen
una ciencia demostrativa:

(i) Las definiciones.

(ii) Los primeros principios, que los hay de dos cla-
ses: los especificos de cada ciencia, llamados
postulados y los comunes a todas, los axiomas.

(iii) Finalmente, estd el cuerpo deductivo, compues-
to por las proposiciones demostradas a través
de la inferencia.

A grandes rasgos, estos son los antecedentes de la or-
ganizacién axiomadtica de la geometria griega. Lo que
siguid, es decir, Iz exploracidn de las proposiciones co-
mo miembros constitulives de un sistema ariomdtico de
geometria, fue cambiando, gradualmente, el significado
de estas mismas proposiciones. Dejaron de ser vistas
como representaciones de alguna propiedad del espacio
{fisico). Es decir, fueron perdiendo su valor entoldgico,
y fue enfatizado su aspecto légico. Empero, esto no fue
un proceso breve. Duré varios siglos y hubo profundas
razones para ello.

La principal fue quizé, el desarrollo impulsado por los
intentos de demostrar el quinto Postulado, pues ya desde
tiempos de EUCLIDES fue visto como una propesicion
“muy complicada” para adjudicdrsele la categoria de
postulado: carecia de la evidencia en si que debia ca-
racterizar las proposiciones dignas de tal nombre. Una
comparacion de los primeros cuatro postulados con el
quinto aclarara este punto. Los primeros cuatro son:

1. Dos punios determinan una tnicg recia

2. Todo segmento de recta puede extenderse conti-
nuamente.

3. Con cualquier ceniro y cualguier radic, puede
trazarse una ctrcunferencia,

4. Todos los dngulos rectos son iguales.

Y el quinto:
5. Dadas dos rectas y una transversal a ellas en un
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plano, si los dngulos internos de un mismo lado
suman menes que dos reclos enionces, al pro-
longar estas rectas ellas deberdn interseclarse
del lado de estos dngulos.

Uno puede preguntarse por qué EUCLIDES no prefirié
una formulacién mas sencilla, como por ejemplo: “Por
un punto exterior & una recta pasa uns inica paralela
a dicha recta (en el plano determinado por la recta y
el punto exterior)”. Basta recordar que tal formulacién
era imposible para EUCLIDES ya que ella supone pos-
tular el comportamiento de una recta “en el infinito”,
més alld de lo que la experiencia sensible puede hacer
pasar como “evidente en si mismo” que es el cardcter que
debe tener todo postulado. La erperiencia sensorial es
sgiempre local.

Debido a esta posicién tan particular dentro del sis-
tema euclideo, desde muy pronto este postulado fue con-
siderado como una proposicion que debia ser demos-
trada, es decir, fue puesto en la categoria de teorema.
La historia de los intentos de demostracién del postu-
lado de las paralelas cubre una parte sustancial de la
historia de la geometria hasta el siglo XIX. Cubre, en
particular, parte importante de 1a evolucién de la idea
de demostracién. Al comienzo, fue claro para quienes
buscaron tal prueba, que habria que hacerlo dentro del
contexto euclideo y ello comportaba una hipétesis de
profundo valor epistemolégico:

La geomeiria euclidea era una represeniacion ver-
dadera del mundo y ademds era dnica.

La demostracién del postulado simplemente haria
més ligero el sistema postulacional. No hubo, en general,
duda alguna del isomorfismo entre el sistema geométrico
y el espacio fisico. Este estado de cosas se mantuvo
casi inalterado hasta el siglo pasado, cuando cambié
radicalmente. La geometria sufrié cambios profundos
que se reflejaron a través de la obra Fundamentos de
geometria (1899), de HILBERT (1862-1943). En los El-
ementos, los axiomas son “verdades evidentes” por lo
cual no necesitan de una demostracién que los justifique
como tales. En consecuencia, lo que podamos deducir
de ellos, tendré también el cardcter de verdad que tienen
los axiomas. Es decir, son verdades necesarias sobre el
espacio fisico. En cambio, en el trabajo de HILBERT, no
se tiene en cuenta el cardcter de “verdad” de los axio-
mas; lo fundamental es que el conjunte de axiomas sesa
consistente. Es decir, que los axiomas no se contradi-
gan entre si. Por ejemplo, no debe haber, ademés del
axioma de unicidad de la paralela por un punto exterior
& una recta, otro axioma que afirme o del cual pudiera
deducirse, la existencia de més de una paralela por un

punto exterior a una recta. Los resultados que se de-
duzcan de los axiomas, tendrédn el caracter de teoremas,
pero no un valor asociado de verdad.

Fl esquema siguiente sugiere la transformacién que
sufrié la axiomatizacién de EUCLIDES en manos de HiL-
BERT:

LA VERDAD = LA CONSISTENCIA
Una extraccién del significado de los términos y pro-
posiciones de la geometria y su correspondiente susti-
tucién por el criterio 1égico de la consistencia. Este pro-
ceso de “desustanciacién” de la geometria, en el que ya
no importa la naturaleza de los objetos de los que se
habla sino la coherencia del discurso, corresponde a un
movimiento general en la matemética del siglo XIX.

§2. Geometria y desustanciacién

La obra de HILBERT sobre los fundamentos de la geo-
meiria aparecié como consecuencia de un movimiento
genersl de la matemidtica: la biisqueda de fundamentos
de naturaleza analitica para esta disciplina. Se parti6
de una idea expresada por HILBERT sobre los axiomas
de una teorfa: lo realmente importante no son los sig-
nificados (interpretaciones) que podamos asociar a tales
axiomas sino la coherencia que ellos mantengan entre si.
Los axiomas juegan el papel de “definiciones implicitas”
de los términos de la teoria que vienen mencionados en
estos axjomas. Entonces, segiin HILBERT, no importa lo
que “son” los puntos, las lineas y los planos; lo que im-
porta son las relaciones entre ellos que vienen dadas por
los ariomas. El libro de COURANT & ROBBINS jQué es
la matemdtica?, expresa este punto de vista de manera
espléndida:

A través de los tiempos los matemdticos consideraron
sus objetos -nimeros, punios, etc.— como cosas sustan-
ciales en sf. Pero en visla de que equellos desafiaban una
descripcion adecuada, los matemdticos del siglo pasado
legaron @ la conviccidon de que el problema de la sig-
nificacion de dichos objetos como cosas sustanciales no
tenia sentido dentro de la maiemdtica. Las vinicas pro-
posiciones relalivas a ellos que importan son las que ex-
presan las relaciones mutuas entre objetas indefinidos:
su estructura y relaciones...la percepcidn de la necesi-
dad de lo desustanciacion de los objetos matemndticos ha
sido uno de los resultades mds fecundos del desarrollo
azxiomdtico moderno.

Hay un proceso que puede ser identificado como cru-
cial para desencadenar el programa de desustanciacion
impulsado por HILBERT: la fundacién de las geometrias



306 REV. ACAD. COLOMB. CIENC.: VOL. XXII, NUMERO 84-SEPTIEMBRE DE 1998

no—euclideas. Con el advenimiento de esta geometria,
quedd inaugurado un nuevo camino: la geometria como
representacion de un espacio posible. Para las mate-
maticas, en general, este proceso marca el paso hacia la
matemdtica de las estructuras.

;Qué hizo posible esta transformacién? parte de la
respuesta estd en el desarrollo de la geometria no—eucli-
des.

§3. La demostracién del quinto Postulado

Hemos visto los extremos de una historia. Digdimosle
asi: lodo comenzdé con FUCLIDES y fermind con HiL-
BERT. De la verdad a la vonsistencia. La ciencia griega
representa el resultado de una actividad cognitiva sobre
lo empirico. FEstd vinculada prioritariamente a la ab-
straccién empirica. La ciencia de HILBERT es resultado
de una reflexién sobre una ciencia ya constituida, cada
concepto es resultado de una reflexién sobre el contexto
total del concepte. Es resuliado de una abstraccidn re-
flexiva, en el sentido de la epistemologia piagetiana.

La geometria griega trata de descubrir verdades ocul-
tas mediante un razonamiento deductive inlimamenie
vinculado a la ontologia. Esta caracteristica subsiste du-
rante siglos y puede verse cémo influye en la estructura
de los razonamientos que buscan demostrar el quinto
postulado. Aunque la historia de los intentos por de-
mostrar e] quinto Postulade comienza casi al tiempo que
los Elementos mismos, nosotros aqui iniciaremos nues-
tro estudio en el siglo XVII. Como ejemplo, vamos a
considerar la demostracién de WaLLIS (1616-1703). Su
estrategia se apoya en la existencia de tridngulos seme-
jantes. Uno de los postulados de EUCLIDES nos dice que
ocon cualquier centro y cualquier radio puede trazarse
una circunferencia. En particular, pueden trazarse dife-
rentes circunferencias concéntricas. Dado que los tridn-
gulos son figuras alin més simples, esta observacién hace
plausible suponer 1a existencia de tridngulos semejantes.
Esto es parte de 1a ontologia subyacente a la geometria:
la homogeneidad del espacio.

. La demostracién de WALLIS es como sigue: dado el
puato P exterior a la recta € constriyase la paralela m
a £ por P. PQ es perpendicular tanto a £ como a m.
Sea n otra recta distinta a m y a la recta determinada
por PQ. Témese R sobre 1, como indica la figura y S el
pie de la perpendicular RS. Considerando el triéngulo
PSRy el lado PQ) debe existir un punto T de modo que
el tridngulo PQT sea semejante al tridngulo PSR. Se
concluye que el raya PR coincide con el rayo PT. Es
decir, T estd sobre el rayo PR. Por otro lado, el 4ngulo
PQT es recto. Entonces T estd en la interseccién de £
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y n. Es decir, la tnica paralela a £ por P es m.

Llevande el andlisis més lejos podemos demostrar a su
vez, que la existencia de tridngulos semejantes se sigue
del quinto postulado. Como son légicamente equiva-
lentes, la prueba de WALLIS sufre del mal de “peticién
de principio”. Fl mal del que sufren todas las demostra-
ciones del quinto postulado cuando se tratan de realizar
desde los otros cuatro postulados de EUCLIDES. Esto
llevé a LOBACHEVSKI a declarar en sus Nuevos Princi-
pios de la geometria (1835):

Es bien conocido que hasta lo fecha la teoria de las
paralelas ha permanecido incompleta. Los esfuerzos in-
Jfructuosos hechos desde tiempos de EUCLIDES y a lo
largo de un periodo de mds de dos mil aries, me han
convencido de que los concepios involucrados en esta
investigacién no confienen la verdad de lo que se desea
demostrar.

No es quizé exagerado decir que las grandes transfor-
maciones matematicas han gravitado siempre alrededor
de problemas epistemoldgicos. En EUCLIDES, los abje-
tos de la geometria anteceden a la ciencia misma, exis-
ten potencialinente en las cosas sensibles y no pueden
ser separados de ellas. El objeto abstracto conserva
una dependencia ontolégica respecto del objeto mate-
rial que sirve para generarlo por via de la abstraccién.
Este enfoque se hace explicito cuando hablamos de los
postulados como de “proposiciones evidentes en si mis-
mas”. La historia de la construccién de las geometrias
no—euclideas es la historia de la lucha contra esta con-
cepcién del objeto matemético. En efecto, las proposi-
ciones que se consideran como “absurdas” son aquellas
que entran en conflicto con proposiciones que se consi-
deran como intuitivamente verdaderas. Dado que es la
“sustancia” la fuente de los obsticulos, los matematicos,
a partir de cierto momento del siglo XIX, decidieron de-
sembarazarse de ella. La cita de COURANT & ROBBINS
que presentamos arriba, refleja justamente tal punto de
vista.
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Continuemos con la historia del quinto postulado.
Después de los intentos de WALLIS y de muchos otros,
hecHos desde la perspectiva de aquél, podemos senalar
una nueva etapa que inaugura SACCHER! (1667-1733).
Se trata de intentar una demostracion por el absurdo.
SACCHERI supone como validos todos los postulados de
EUcLIDES excepto el quinto y en su lugar coloca una de
las dos formas de su negacién. Es decir,

por un punto exterior a una recta dada en un plano,
no pass ninguna parelela a dicha recta,

o bien,

por un punto exterior a una recta dada, en un plano,
pasa mds de una paralela a dicha recta.

La primera hipétesis equivale a que la suma de los 4n-
gulos de cualquier tridngulo sea mayor que dos rectos.
La segunda, equivale a que la suma de los éngulos de
un tridngulo sea menor que dos rectos, A partir de cua-
lesquiera de estas hipétesis, SACCHERI intenta arribar a
uns contradiccién. Por ejemplo, suponiendo vélidos los
primeros cuatro postulados de EUCLIDES, el principio de
continuidad de ARQUIMEDES y la existencia de segmen-
tos de longitud arbitraria —hipdtesis aceptadas dentro
del marco euclideo— es posible demostrar que la suma
de los dngulos de un tridngulo debe ser menor o igual a
dos rectos. En consecuencia, no puede suponerse, dentro
de este marco axiomitico la validez de la primera hipé-
tesis: la hipdtesis del dngulo obtuso. Para descartar la
otra hipétesis, la del 4ngulo agudo (la suma de los dngu-
los de un tridngulo es inferior a dos rectos) SACCHERI se
ve envuelto en un complicado proceso deductive que no
parece arribar a ninguna contradiccién. En cierto mo-
mento, empieza a gravitar sa posicién epistemolégica,
a saber, que la unica geometria posible es Ia euclidea.
Tenemos asi la proposicién XXXIII de su libro Fuclides
liberado de todo error { Euclides ab omni naevo vindica-
tus, 1733, afio de su muerte}: “La hipétesis del angulo
agudo es absolutamente falsa porque repugna a la na-
turaleza de 1a linea recta”. Esta ya no es la actitud del
16gico, sino la del hombre dogmatico que sostiene, contra
su propio razonamiento, la fe en el caracter absoluto de
la geometria euclidea. Con razén LOMBARDO-RADICE
ha dicho de esta actitud de SACCHERI: el dogma vence
o la ldgica.

LEGENDRE (1752-1833) adopté el enfoque seguido
por SACCHERI. Sus intentos de demostracién del quinto
postulado, fueron publicados en sucesivas ediciones de
su texto de geometria. En la geometria euclidea se de-
muestra que la suma de los Angulos de cualquier tridn-
gulo es igual a dos rectos. La demostracion tradicional

emplea el quinto postulado. Reciprocamente, tomando
come base tal teorema euclideo, se puede demostrar el
quinto postulado. Es decir, son proposiciones equiva-
lentes desde un punto de vista légico. Uno de los in-
tentos més interesantes de LLEGENDRE consisti6é en de-
mostrar la imposibilidad de las hipdtesis del angulo ob-
tuso y del dngulo agudo. Como en el caso de SACCHERI,
se requiere del auxilio del principio de continuidad de
ARQUIMEDES y de la posibilidad de construir un seg-
mento de recta de longitud arbitrariamente grande.
Veamos codmo se descarta la hipétesis del 4ngule obtuso:

A A1 A2

B C

Sea FE el punto medio del lado AC. Se traza BA; de
suerte que BF = FEA,. Los tridngulos ABE y ECA,
son congruentes y, en consecuencia, la suma de los angu-
los del tridngulo original ABC y la del tridngulo BC A4,
son iguales. Denotemos tal suma por 180°+¢, donde e >
Q. Puede observarse que uno de los d4ngulos del triangulo
BCA,; es menor que la mitad del 4ngulo ABC' (vértice
en B), si este es el menor dngulo agudo del trigngulo
ABC. Partiendo ahora del tridngulo BCA; tomanos el
punto medio F' del lado C'A; y construimos el tridngulo
BCAjs. De nueva cuenta este tridngulo tiene un dngu-
lo agudo que es menor o igual que la mitad del angulo
CBA, (vértice en B), y, por lo tanto, menor o igual
que la cuarta parte del dngulo CBA. Si realizamos esta
construccién n veces, habremos construido un triéngulo
que tiene un dngulo agudo menor o igual que ABC/(2n).
Para n suficientemente grande, ¢! niimero ABC/(2n) es
menor que £. Por lo tanto, habremos llegado a un tridn-
gulo en el cual la suma de dos de sus dngulos es mayor
que dos rectos. Fsto es una contradiccién.

De esta forma queda descartada la hip6tesis del 4n-
gulo obtuso. En consecuencia, la suma de los dngulos
de cualquier triangulo es menor o igual que dos rectos.
LEGENDRE se propone entonces demostrar que la suma
no puede ser menor, estrictamente, que dos rectos.

Supongamos que la suma de los dngulos del tridngulo
ABC es 180° — ¢, donde € > 0.
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Construimos el punto D simétrico de A respecto la
recta BC. Entonces el tridngulo ABC es congruente al
triéngulo DBC. En tales tridngulos, el dngulo en A es
igusal al d4ngulo en D, el dngulo en F es igual al dngulo
en C, respectivamente. Por el punto D se traza la recta
EF. Entonces:

Suma de los 4ngulos del tridngulo ABC = 180°F —¢
Suma de los dngulos del triangulo BCD = 180° — ¢
Suma de los dngulos del tridngulo DBF < 180°
Suma de los dngulos del tridngulo ECD < 18(0°

Por lo tanto, la suma de los dngulos del tridngulo
EAF es menor o igual que 180° — 2¢. Si repetimos 1
veces esta construccién llegaremos a un tridngulo (como
EAF) en el cual la suma de los dngulos es 180° — 2%¢.
Por Ia propiedad arquimediana, este nimero seré nega-
tivo si n es suficientemente grande. Hemos llegado en-
tonces & uns contradiccién: tenemos un tridngulo cuya
suma de dngulos es negativa.

Si la demostracién fuese correcta LEGENDRE habria
probado que la suma de éngulos de cualquier tridngu-
lo es 180° y con ello, el postulado de las paralelas. ¥l
error de su demostracién consiste en suponer que por el
punto DD se puede trazar, siempre, una recta que inter-
secte a las prolongaciones de los lados AB y AC. [Por
qué es esto un error? Porque estariamos descartando
injustificadamente una situacién como la siguiente:

E

Es decir, en donde exista la posibilidad de que la recta

que trazamos por D sea paralela a AF. Eldibujo ilustra
una situacién posible en una geometria en donde pueda
haber més de una paralela a AF por el punto . Nada
hay que impida que el comportamiento de la recta ED
no sea como el de la fignra. Que la linea £ D intersecta
8 la base en un punto F, seria afirmar que la paralela a
AF, por el punto F es vinica. He alli el error de LEGEN-
DRE: usar en su demostracién una hipétesis implicita
equivalente a lo que se pretende demostrar.

Los esfuerzos de LEGENDRE para intentar producir
una demostracion del quinto postulado son admirables:
durante 29 afios y doce ediciones de su libro de geome-
tria, estuvo presentando demostraciones cada vez “co-
rregidas”, de la unicidad de la paralela a una recta dada
por un punto exterior a ella.

Los trabajos de SACCHERI y LEGENDRE pertenecen
a una segunda etapa del desarrollo de las geometrias
no—euclideas —quiza sea mas apropiado decir de los “an-
tecedentes”. Corresponden a los intentos de demostrar
€l quinto postulado mediante la verificacién de la incon-
sistencia de los sistemas alternativos: los correspondien-
tes a las hipétesis del Angulo obtuso y del dngulo agudo.

Ubicado entre los trabajos de SACCHERI y LEGEN-
DRE, hallamos los del msatemdtico aleman LAMBERT
(1728-1777}, quien produjo un trabajo notable sobre el
problema de las paralelas. LAMBERT ley6 el trabajo de
SACCHERI y en muchos aspectos lo mejoré. Articulé la
primera fase de su trabajo alrededor de una figura remi-
niscente del cuadrildtero de SACCHERL €] cuadrildtero
de LAMBERT que posee tres Angulos rectos y un cuarto
angulo al que se pueden adjudicar valores obtusos, recto
y agudos. Desde luego, bajo la hipétesis del 4ngulo recto
la geometria resultante es la euclidea. La hipédtesis del
angulo obtuso es relativamente fécil de descartar, co-
mo antes, explicitando tanto el postulado arquimediano
como la longitud infinita de la recta. (Vale la pena dar
aqui la noticia: DEHN demostrd, en 1900, la imposibil-
idad de demostrar que la suma de los dngulos de un
trisngulo es menor o igual que 180°, en ausencia del
postulado de continuidad erquimediano.)

A diferencia de SACCHERI, LAMBERT no llegd a con-
clusiones sobre lo absurdo de 1a existencia de una geome-
tria en donde fuese vilida la hipétesis del Angulo agudo.
Por ejemplo, leamos la cita siguiente de LAMBERT:

Se pueden desarrollar demostraciones del postulado
euclideo que dan la impresion de que sélo requieren un
pequenio arregle para hacerlas rigurosas. Sin embargo,
bajo un escrutinio mds detenido aquello que parecta sélo
requerir un pequefio arreglo se convierte en el punlo cru-
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cial; usualmente alli se esconde la proposicién gque se
quiere demostrar o alguna olra equivalente.

La opinién que aqui expresa LAMBERT ya empezaba
a ser compartida en su tiempo por los estudiosos del
problema: no importa cuén duro se trabaje en la biis-
queda de una demostracién del postulado de las parale-
las, siempre se llega a un callején sin salida. Esto llevé
al mismo LAMBERT a opinar asi:

Estoy inclinado a creer que la geometria correspon-
diente al dngulo agudo es vdlida sobre una esfera de ra-
dio imaginario. Debe haber una poderosa razdn para que
no la podamos descartar sobre el plano, como si pode-
mos fdcilmente cuando se trata de la hipdtesis del dngulo
obtuso.

La alusién a la esfera de radio imaginario se debe a
que la geometria del dngulo obtuso {més otras modifi-
caciones) corresponde a la geometria de la esfera. La
trigonometria esférica se transforma en la trigpnome-
tria hiperbélica si realizamos la sustitucién formal del
radio r de la esfera por ir (donde ¢ representa la raiz
cuadrada de —1). Debe enfatizarse que LAMBERT se
esté moviendo en un terreno especulativo (aunque con
una intuicién correcta, como se vera después). Establece
la siguiente analogia: as{ como en la esfera {donde vale la
hipétesis del &ngulo obtuso) los tridngulos tienen un drea
proporcional al exceso: (suma de los 4ngulos)—180°,
entonces, ya que la trigonometria hiperbélica implica
que ¢l rea de un tridngulo es proporcional al defecto:
180° —(suma de angulos del tridngulo) entonces, dado
que ésta es la trigonometria que corresponde a la esfera
de radio imaginario, la geometria de esta esfera imagi-
naria es la geometria de la hipétesis del dngulo agudo.
Las analogias de LAMBERT estuvieron acompaiadas de
sus reflexiones sobre la naturaleza del espacio fisico. En-
tre 1765 y 1770 sostuvo correspondencia sobre estos
asuntos con KKANT. LAMBERT no logra dar un paso
crucial, a saber, ver la geometria euclidea como la geo-
metria de otra superficie: el plano euclideo. No, para €l
la geometria euclidea tiene un papel protagénico que la
sitiia aparte. Fs la geometria del espacio fisico.

Debe observarse que la introduccién de considera-
ciones de caracter analitico —como son las férmulas tri-
gonométricas— marca el inicic de una nueva etapa en
la investigacién del quinto postulado. El enfoque a-
nalitico del problema fue explorado por TAURINUS y
¢l propio Gauss. En el trabajo del primero, el es-
tudic de las férmulas hiperbédlicas, la reiterada vincu-
lacién & la geometria de una esfera de radio imaginario
y, principalmente, la proposicién que vincula el drea de

un tridgngulo hiperbélico con su defecto, fueron abriendo
paso a una forma distinta de conceptualizar €l problema.
En efecto, las formulas de la trigonometria hiperbélica
expresaban relaciones matematicas coherentes; si habia
una superficie cuya geometria tuviese asociada tal tri-
gonometria, aquella coherencia seria reflejo de la posi-
bilidad de existencia de dicha geometria. Faltaba poco
para que se diera el paso en firme que falté a LAMBERT.

En 1825 y 1826 aparecieron dos libros de geome-
tria de TAURINUS. El primero se oponia a la posibili-
dad de una geometria no—euclides debido que “repugna
a la intuicién”, argumento que nos recuerda a los de
SaccHERL En el segundo, empero, su posicién cam-
bia ¥ nos habla entonces de una geometria logaritmico-
esférica que, sin embargo, ahade, no puede corresponder
8 un plano aunque si a otra posible superficie —pero no
dice a cual superficie, Describamos brevemente el tra-
bajo analitico de TAURINUS. Partiendo de la férmula

que vincula los lados con los éngulos de un tridngnlo
esférico:

ay by ¢ b C
cos (k) = 08 (k) cos (k) +sen (}c—) sen (E)OOSA,
donde k es el radio de la esfera, a, b, ¢ son los dngulos
del tridngulo esférico y A el 4ngulo central subtendido

por el arco en cuyos extremos se escuentran los éngulos
bye.

Si como radio usamos ik, se obtiene, de la férmula
anterior, la siguiente:

cosh % = cosh % cosh % - senh%senh-;— cos A
Esta relacién vale entonces para los tridngulos de la es-
fera de radio imaginario. Desde luego, el problema es
entender a qué nos estamos refiriendo cuando hablamos
de esferas de radio imaginario. TAURINUS no aclaré este
punto crucial, aunque consideré de importancia capital
su esclarecimiento. Su trabajo tiene un aura de miste-
rio. La dltima férmula, empero, permite concluir que en
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tal “geometria” la suma de los dngulos de un tridngulo
es inferior a 180 grados.

§4. Gauss

Gauss (1777-1755), uno de los mayores matematicos
de la historia, fue quizds quien primero comprendié las
implicaciones de una geometria no-euclidea. Por ra-
zones muy diversas, nunca publicé sus trabajos sobre el
tema. Para conocer su trabajo hay que recurrir a la co-
rrespondencia que sostuvo con sus allegados a quienes
confié parte de sus reflexiones. Parece que desde muy
joven GAUSS se interesé por el problema; al comienzo,
tal como hicieron SAccHERI y LAMBERT, (GAUSS traté
de demostrar el quinto postulado mediante reduccion
al absurdo. Creia entonces que la geometria del espa-
cio fisico era euclidea. Gradualmente se fue conven-
ciendo de la posibilidad de existencia de otras geome-
trias légicamente consistentes, sin calibrar todavia (algo
que haria después)} las conexiones entre tales geometrias
posibles y la naturaleza del espacio. Hacia 1799 escribié
a su amigo Farkas BoLyal (padre de Janos BoLyal, con-
siderado como uno de los creadores de las geometrias
no-euclideas):

En cuanto a mf, he hecho algin progreso en mi iro-
bajo. Sin embargo, el camino que he elegido me ha con-
ducide a lugares distintos a los esperados... que me
hacen dudar de la verncidad misma de la geomelria.
Ciertamente he enconlrade resuliados que muchos con-
siderarian demostrados, pero que a mis ojos no lo estdin.
Por ejemplo, si uno pudiera hallar un tridngulo de drea
arbitrariamente grande, entonces estaria preparado para
demostrar que la geometria es totalmente rigurosa. Para
muchos, esto puede parecer un arioma, pere ne¢ para
mi ... podria ocurrir que hubiese un lmite al drea de
cualgquier tridngulo, sin importar que tan separados es-
tuvieran sus vérlices enire si.

Fue WALLIS quien utilizé la existencia de tridngulos
de drea arbitrariamente grande como un postulado. Hoy
sabemos que esta afirmiacién es iGgicamente equivalente
al quinto postulado, de manera que los comentarios de
GAUSS sefialan que estaba al tanto de esta situacién y
que no habia que confundir lo intuitivamente claro con
las verdades necesarias de la geometria. Estéd implicita
va, en el trabajo de LAMBERT y TAURINUS, la existencia
de una cota superior para las dreas de los tridangulos: el
area de un tridngulo es proporcional a su defecto.

En 1817 Gauss escribe a su amigo el astrénomo (afi-
cionado} OLBERS:

Cade vez estoy mds convencido que la verdad nece-
saria de nuestra geometria ne puede ser demostreda...

hasta entonces, deberemos colocar la geometria sobre las
mismas bases... que la mecdnica.

Esta cita ya no deja lugar a dudas: las dificultades
para demostrar el quinto postulado, lo han llevado a
dudar de la naturaleza euclidea del espacio fisico. De
alguna manera, la demostrabilidad del postulado y la
naturaleza del espacio empiezan a aparecer como pro-
blemas desvinculados. En este punto es obligatoria la
referencia a la carta que envié a TAURINUS en 1824:

La hipdtesis de que la suma de los dngulos de un iri-
dngulo sea menor que 180 grados da lugar a una geo-
melrie curiosa, muy diferente a la nuestra (la euclfdea)
que he desarrollado a mi entera satisfaccidn, tanto que
puedo, en ella, resolver cualquier problema excepio la
determinacidn de una constante que no puede ser de-
terminade @ priori ... los teoremas de esta geometria
parecen paraddjicos y hasta absurdos ... pero calma,
una refleridn sostenida revela que no contienen nada
imposible. Por ejemplo, los tres dngulos de un tridn-
gulo se hacen arbitrariarnenie pequerios si lomamos log
lados suficientemente grandes, a pesar de lo cual el drea
permanece siempre acotada... No encueniro coniradic-
ciones en este geometrio ne—euclidea a pesar de todos
mis esfuerzos...varias veces he expresade mi deseo de
que la geometria euclidea no fuera verdadera (en el mun-
do fisico) porque entonces tendriamos una unidad abso-
luta de longitud...

Si la geometria no—euclidea (la versién hiperbélica,
para mayor claridad) fuera “la verdadera” con relacién
al espacio fisico, entonces las dreas de los tridngulos
tendrian un limite superior en términos de la suma de
los angulos del tridngulo en cuestién. Dado que el radidn
puede ser tomado como unidad absoluta de medida an-
gular, quedaria determinada también una unidad ab-
soluta de medida para la longitud. Este comentario de
(GAUSS nos muestra ya que las reflexiones de casi 33 afics
habian dado sus frutos.

La sugerencia sobre la naturaleza no—euclidea del es-
pacio fisico, iba en sentido contrario a las tesis kantianas
expresadas por el filésofo de Koenisberg (1724-1804) en
su Critica de la razén pura (1781) cuande GAUsS tenia
cuatro afios de edad. Como sabemos, KANT sefiala que
¢l conocimiento del espacio no es empirico sino prove-
niente de las estructuras aprioristicas del intelecto. Las
percepciones sensoriales son organizadas y moldeadas
por nuestras estructuras mentales de la misma manera
que un recipiente da forma al liquido que se vierte en él.
Dado que nuestras percepciones, siempre segiin KANT,
se estructuran de acuerdo a un marco euclideo, se con-
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cluye que sélo esta geometria es posible. Debemos men-
cionar que, por ejemplo, la teoria de la relatividad ha
invalidado estas tesis kantianas al mostrar que la geo-
metria del espacio estd determinada por la distribucién
de masa en el espacic. En su momento, empero, las
concepciones epistemolégicas de KANT fueron responsa-
bles, en gran medida, de la resistencia que encontraron
las ideas sobre la posibilidad de una geometria no—eu-
clidea. Ademéds, no podemos olvidar que durante mas
de dos mil afios los geémetras estuvieron empeiados en
demostrar la validez del quinto postuiado, como conse-
cuencia de una postura ontolégica: ¢l espacio fisico esta
descrito fielmente por la geometria euclidea. Gauss fue
consciente de que esta tradicién tan afieja representaba
una resistencia formidable a sus ideas; sobre todo con el
apoyo que ahora recibia del espléndido sistema kantiano.
Quizd esto explique su reticencia, que repetidamente
aparece en su correspondencia, & hacer piblicos los re-
sultados de sus reflexiones. GAUSss no era hombre de
polémicas; seguramente conocié las consecuencias de las
disputas entre NEWTON y LEIBNIZ.

Cuando, finalmente, GAUSS parecia disponerse a es-
cribir scbre €l temna, segiin consta en carta dirigida en
1831 a SCHUMACHER, recibié de su viejo amigo Farkas
BoOLYAI su libro Tentamen inventutem studiosem in ele-
menta matheseos purge iniroducendi que contenia el ya
célebre apéndice escrito por su hijo Janos BoLya1 sobre
la geometria que “habia creado de la nada”. La re-
spuesta a F. BOLYAI es un documento polémico. Quere-
mos tan sélo rescatar, para beneficio de este escrito, que
en esa carta (GAUSS presenta su bella demostracién de
la relacion entre el drea y el defecto de un trisngulo:

érea = k*(180° — suma de los 4ngulos)

Esta formmula puede ser interpretada comeo una esplén-
dida sintesis de las reflexiones de GaUss. Nos sefiala 1a
perfecta correspondencia con la férmula conocida de la
geometria esférica, para el cdlculo del drea de un tridn-
gulo esférico:

drea (A esférico) = R*(suma de los dngulos — 180°)

donde R es el radio de la esfera. Desde nuestra pers-
pectiva privilegiada podemos decir que uno de los pun-
tos débiles de los gedmetras de aquel entonces, fue no
haber dado a la constante k& (que vimos aparecer en el
trabajo de TAURINUS, por ejemplo) una interpretacién
geométrica. Hoy en dia sabemos que, asi como el cua-
drado del radio R es el reciproce de la curvatura de la
esfera, también la constante k es el reciproco del valor

absoluto de la eurvatura de una superficie de curvatura
constante negativa, que realiza la geometria no—euclidea
estudiada por GAUSS y tantos otros gebmetras.

§5. Lobachévsky

En 1829 se publicé el primer trabajo scbre las geome-
trias no—euclideas. Su autor: Nicolai I. LOBACHEVSKY
(1792-1856), quien desarrollé de manera considerable la
teoria de las paralelas. En 1840 publicé una versién en
alemAn de su trabajo, el cual fue leido y apreciado por
Gauss. Para los gedmetras que desarrollaron las ideas
no—euclideas, fue inevitable su enfrentamiento con las
ideas kantianas. LOBACHEVSKY aceptd este reto y en
1835 escribié:

Es bien conocido que hasta lag fecha, la teorfa de las
paralelas ha permanecido incompleta. Los esfuerzos in-
fructuosos reglizados desde los tiempos de EUCLIDEs
hasta la fecha, a lo largo de mds de dos mil aiios, me han
llevado a la conviccion de gque los conceptos involucra-
dos en esta investigacidn no contienen la verdad de lo
que se deseaba demostrar... convencido de mi conjetura
escribi mis argumentos en 1826.

Es importante senalar la frase “los conceptos involu-
crados no contienen la verdad de lo que se desea de-
mostrar”; ella es clave para entender lo que LOBACHE-
VSKY estd tratando de comunicar en este pérrafo. En
primera instancia, entendemos de su lecturs, el postu-
lado no puede ser deducido —como una verdad necesaria—
de los restantes postulados de la geometria euclidea.
Yendo un poco més lejos, entendemos que LOBACHE-
VSKY estd tratande de decirnos que la forma (axioma-
tica) como ha sido desarrollada la geometria es defec-
tuosa al extremo que no permite dilucidar una cuestién
tan central como el postulado de las paralelas. Por eso,
¢l propone un enfoque diferente de desarrolio de la geo-
metria que expone, de manera por demés brillante, en
su libro Principios de geomeiria, en donde toma como
punto de partida la nocién de contacto entre los cuer-
pos. Es decir, la geometria empieza con un estudio de
los s6lidos, luego se pasa las superficies como fronteras
de sdlidos y finalmente aparece la linea recta. Un orden
inverso al que sigue EUCLIDES, y que no fue cuestiona-
do por los gedmetras durante todo el largo periodo de
exploracion del quinto postulado.

LOBACHEVSKY no aceptd de manera acritica la hi-
pétesis del dngulo agudoe para desarrollar su geometria;
primero, desarrolla su concepeion de la geometria del
espacio; nos dice:

Las superficies, las lineas, los punlos asi como se de-
finen en la geomelria sdlo evisten en nuestra imagina-
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ctony para medir superficies y lineas hacemos uso de los
CUETPOS...

El concepto de contacto equivale a la posibilidad de
dividir un cuerpo en secciones de diferentes tipos y de
recomponerias nuevamente. Los diferentes tipos de con-
tacto definen las superficies, 1as lineas y los puntos. Sdlo
después de desarrollar mediante este acercamiento la lla-
mada geometria neutra, es decir, la parte que no de-
pende de un postulado sobre las paralelas, es cuando él
nos presenta su teoria sobre la posibilidad de una geo-
metria con mas de una paralela a una recta por un punio
exterior a ella. En palabras de LOBACHEVSKY, la geo-
metria neutra es:

El complejo de deducciones derivadas de aquelios con-
ceplos que son concebidos de inmediato en nuestra men-
te a través de la representacidn de los cuerpos, represen-
tacidn a la que estd atenla nuestra imaginacidn; deduc-
ciones que podemos extraer de la natursleza directamen-
te sin recurrir a nociones arlificiales y extranas.

En otros términos, para €l, la geometria neutra es
la que elaboramos a partir de conceptos geométricos
fundamentales derivados del movimiento de los sélidos
ordinarios. El recurso metodolégico que emplea Lo-
BACHEVSKI consiste en ir presentando resultados de la
geometria del plano (neutro) y luego compararlos con
los correspondientes resultados de la geometria esférica.
Esto cumple con el propdsito de ir abriendo camino a
las ideas no—euclideas que nos presentard més adelante
a propdeito de la hipétesis del dngulo agudo. Algunas
de las diferencias fundamentales entre la geometria de
la esfera y la geometria neutra del plano, son:

1. La suma de los éngulos de un tridngulo esférico
es mayor que 180 grados (diferente de 180 gra-
dos).

2. Las “rectas” de la geometria esférica tienen lon-
gitud finita (son los circulos miximos), mientras
que la recta plana tiene longitud infinita.

3. Sobre la esfera es posible definir, ademés de
una unidad absoluta de medida angular, una
unidad absoluta de medida de longitud. Por
ejemplo, podemos tomar como tal la longitud
de un circulo maximo.

4. Sobre la esfera, dos tridngulos semejantes son
necesariamente congruentes; es decir, la igual-
dad de dngulos implica la igualdad de lados co-
rrespondientes,

A esta forma de geometria no—euclidea no podia LoBA-
CHEVSKY dedicar sus esfuerzos, ya que él incluia entre
los conceptos primitivos de su geometria, la infinitud

de la recta. Sin embargo, la esfera era algo asi como
un “objeto de reflexién” que mostraba también las dife-
rencias y analogias entre los resultados de la geometria
basada en la hipdtesis del 4ngulo obtuso y la del angu-
lo agudo. Por ejemplo, lo que en la esfera es el exceso
del tridngulo, en la geometria de la hipétesis del angulo
agudo es el defecto del tridngulo.

Como bien escribe LOMBARDO-RADICE, LOBACHE-
VSKY no es sélo un i6gico, también es un fisico, un ex-
perimentador. El hecho que la “medicion real” nos lleve
a concluir la veracidad del teorema de PITAGORAS y
que la suma de los 4ngulos del tridngulo es 180 gra-
dos, tan sélo es una prueba de la concordancia de la
geometria ordinaria con la experiencia ordinaria, den-
tro de los limites de la observacién ordinaria, y no mas
alla de éstas. Por ejemplo, la suma de los aAngulos de
un tridngulo puede diferir de 180 grados por una canti-
dad muy pequeiia, insensible a las mediciones practicas
por precisas que éstas scan. Pero las diferencias pueden
hacerse ostensibles a medida que abandonamos la esfera
de nuestra experiencia ordinaria. Esta reflexién llevé a
LOBACHEVSKY a intentar la exploracién empirica de la
naturaleza del espacio fisico mediante el calcule de la
suma de los 4ngulos del tridngulo formado por la tierra,
el sol y la estrella Sirio. Desafortunadamente pars sus
propdsitos, todavia a esta escala, las diferencias con res-
pecto a los clasicos 180 grados resultaba despreciable.

Para LOBACHEVSKY, los principios geométricos no se
derivan exclusivamente de la razén, con independencia
de los objetos materiales. Los principios de una ciencia
son el resultado iltimo de la investigacién, son resultado
de un delicado proceso de abstracciéon. Todo su tra-
bajo puede verse como inmerso dentro de un programa
de sistematizacién de la investigacion matemdtica. El
elemento dialéctico de su obra se manifiesta en la toma
de conciencia de la existencia de diferentes esferas de
validez de las “leyes geométricas”. La geometria eucli-
dea era, en este enfoque, la geometria practica.

LOBACHEVSKY utilizé las férmulas de la trigonome-
tria hiperbélica como soporte de la coherencia légica
de su sistema geométrico. Bajo la hip6tesis del dngu-
lo agudo, pudo demostrar que en la figura anexa, si las
rectas m y n son las paralelas a derecha e izquierda (en
la geometria euclidea el dngulo de paralelismo es recto
y, por lo tanto, las rectas coinciden} entonces se cumple
la siguiente relacién fundamental:

a
g} = exp(~d)

que muestra, analiticamente, la relacion entre la unidad
de medida angular y la unidad de medida de longitud.



MORENOARMELLA, L.: EL POSTULADO DE LAS PARALELAS

403

Mediante el recurso de los métodos analiticos, se pu-
dieron establecer las bases de una geometria no—euclidea
recurriendo a figuras que, podriamos considerar como
“metiforas” de los objetos geométricos de tal sistema.
Coineidimos con GRAY, en que no ha sido suficientemen-
te velorado el papel que jugd en el trabajo estrictamente
técnico de la geometria de LOBACHEVSKI (también en
la versién de BOLYAI, que no vamoe a considerar aqui)
el recurso a los métodos analiticos.

Intentemos una sintesis de lo expuesto hasta ahora:

(i) La casi totalidad de geSmetras anteriores a
(G AUSS, vieron el problema de las paralelas co-
mo la oportunidad de corregir una deficiencia
en los Elementos de EUcLIDES. No tuvieron
duda alguna sobre la naturaleza euclides del es-
pacio. Tampoco sobre la coherencia del sistema
euclideo, pues lo suponian un fiel reflejo del es-
pacio. En esencia, era un problema ubicado
dentro del terreno deductivo. No habia preocu-
paciones ontolégicas derivadas de una reflexién
sobre la naturaleza del espacio.

(i) Gauss y LOBACHEVSKY (también J. BoLyar)
plantearon el problema de modo distinto. En
la imposibilidad de hallar una demostracién del
quinto postulado no vieron la incapacidad de
los gedmetras, sino la incapacidad del sistema
geométrico para reflejar, por un lado, la natu-
raleza del espacio y, por otro lado, para sumi-
nistrar los elementos necesarios para producir
una demostracién del postulado.

Ninguno de ellos logré, empero, pasar de la conviccién &
la verificacién de la consistencia de la geometria. Desde
luego, esto es natural ya que, en gran medida, fue a raiz
de la investigacién sobre el quinto postulado como se dié
la toma de conciencia sobre la construccién de modelos
de un sistema axiomético con el propdsito de verificar
su consistencia. Fue el trabajo posterior de BELTRAMI,
KLEIN, POINCARE y otros investigadores, lo que per-
mitié esclarecer el problema de la consistencia y fijar,
para siempre, a la geometria no—euclidea de GaUss, Lo-
BACHEVSKY y BOLYAI en el mapa de las matematicas.

§6. Modelo de Poincaré

Daremos ahora una pequefia introduccién a un mo-
delo, debido a POINCARE, de la geometria hiperbdlica.
Para ello hay que disefiar primero un diccionario. To-
maremos como “plano” de nuestro modelo el interior de
un circulo. Los “puntos” seran los puntos del interior
de tal circulo y las “rectas” los arcos de circunferencia
interiores al circulo y que sean ortogonales al borde del
mencionado circulo.

Este dibujo ilustra lo que hemos dicho sobre el mo-
delo. Las rectas pueden ser los didmetros o cualquier
otro segmento de circunferencia ortogonal al disco fijo.
1, Cémo podemos ilustrar en el modelo que se cumple el

postulado de LOBACHEVSKY, es decir, que por un punto
exterior a una recta pasan al menos dos paralelas? De la

Ak
Y

siguiente forma: por el punto p (véase la figura adjunta),
exterior a la recta representada por el didmetro, pasan al
menos dos paralelas; por €l punto ¢, pasa una “hiperpa-
ralela” a la recta representada por el didmetro. Nétese
que se ilustra el teorema “dos hiperparalelas tienen una
perpendicular comiin”. Los Angulos se miden, en el mo-
delo, de manera euclidea. La siguiente figura ilustra el
teorema central “la suma de log dngulos de un tridn-
gulo siempre es menor que 180 grados™: esto “se ve”
en el tridngulo abe. Por iltimo ilustremos lo que seria
un trisngulo de drea méAxima: sabemos que debe ser un
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tridngulo con defecto méximo, es decir, cuya suma de
angulos sea cero.

Para que el drea sea méxima los tres vértices deben
estar en el infinito, representado por el borde del circulo
del modelo. Estas ilustraciones del modelo de POINCA-
RE noe sefalan, ademaés, el gran esfuerzo de imaginacién
que debieron hacer los geémetras que incursionaron en
el estudio de esta geometria. Guiados por una intuicién
extraordinaria y un coraje intelectual que no se detuvo
ni ante la epistemologia dominante, la de KANT, ni ante
cualquier otro obstéculo.

Ante el lector, queda el siguiente reto: articular esta
investigacién con los desarrollos de la geometria diferen-
cial, en donde la constante intrinseca adquiere su real
dimensién: la curvatura del espacio. Entender que el
sello caracteristico de la geometria intrinseca de una su-
perficie es la curvatura, abrié posibilidades inéditas a la
gecmetria,

§7. Hacla la estructura

Hasta el siglo XIX la matemdtica podis apoyarse
tanto en la geometria como en el dlgebra para buscar
sustentacién para sus afirmaciones. La toma de concien-
cia de que el contenido de verdad quedaba sustituido por
la consistencia del modelo, voles los esfuerzos hacia la
aritmética. ;Fstaria alli la fuente de verdad que parecia
necesaria para continuar el trabajo matemético? Vea-
mos la situacién que prevalecia en el cialculo. Desde

GALILEO y NEWTON, una de las tradiciones generado-
ras del cdlculo extrajo, del contexto geométrico del es-
tudic dinamico del movimiento, las reglas de operacidén
del nuevo célculo. El libro de PoLya, Matemdticas y ra-
zonamiento plausible reproduce varios ejemplos de esto.
Aqui, sin embargo, no puede hablarse de una actitud
totalmente anclada en el pensamiento empirista pues
en el estudio del movimiento aparece un concepto que
no pudo ser extraido de alli: el concepto de velocidad
instanidneq.

El desarrollo del cilcule, del célculo infinitesimal,
siguié las lineas que le eran posibles con este sustento
concepiual. Desde luego hubo momentos de crisis co-
mo el que se did alrededor del problema de la cuerda
vibrante y que en el fondo reflejé una incapacidad del
célculo, hasta ese momento, para modelar el movimiento
de un continuo. Pero el momento de crisis que nos in-
teresa registrar se dié durante el siglo XIX. Es cuando
WEIERSTRASS publica (1872}, gracias a los buenos ofi-
cios de su discipulo Paul bU Bois—REYMOND, su teo-
remsa sobre la ezistencia de funciones continuas que en
ningtin punto tienen dertvada. Las consecuencias de este
resultado son profundas. Hasta entonces, para hablar
de una funcién continua se decia que era “aquella cuya
grifica puede trazarse sin levantar el 1dpiz del papel”.
Aiin hoy en dia usamos esta expresién cuando quere-
moe dar una idea “informal” sobre la continuidad de
una funcién. Pero el resultado de WEIERSTRASS mostré
que se podia hablar de la continuidad en un lenguaje
totalmente analitico. Es decir, no era necesario recurrir
a las imAgenes geométricas, a lo que los dibujos sugerian
para poder hablar “con precisién” sobre la continuidad.
La existencia de funciones continusas sin derivadas asi lo
mostraban, pues tales funciones no se pueden graficer.
Aparecieron desde entonces advertencias sobre lo “peli-
groso™ que resultaba confiar demasiado en las conclu-
siones extraidas de un dibujo. Se dieron “demostra-
ciones falsas” basadas en dibujos de tridngulos, que lle-
vaban a la conclusién de que “todos los tridngulos son
equildteros”, por ejemplo. El ojo era digno de descon-
fianza, como ha dicho P. Davis.

La crisis no era sélo de caracter metodolégico. Las
estructuras conceptuales, la continuidad, por ejemplo,
debieron entonces ser revisadas. Fsto nos habla de un
cambio en la naturaleza misma del conocimiento. Una
vez més el problema de la desustanciacién. La toma
de conciencia sobre la estructura. Desde luego, en esta
perspectiva se quedan muchas cosas por fuera: unas por
la presién del tiempo, otras por mi desconocimiento.
Pero creo que’lo que si puede verse, desde los ojos de
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nuestra teoria —parafraseando a HANSON— es que la idea
de demostracitén estd vinculada orgéAnicamente a la con-
cepcién de los objetos de la matemitica y que ambos
son resultado de una historia.
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