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Se muestra que las partes conocidas de los términos espectrales moleculares, correspondien-
tes a la energia de los movimientos electronicos, rotaciones nucleares y vibraciones nucleares,
pueden obtenerse sistematicamente como los miembros de un desarrollo en serie de potencias de
la raiz cuarta de la relacion entre la masa del electron y la masa promedio de los nucleos. El
procedimiento lleva a unas ecuaciones para las rotaciones que representan una generalizacion de
la hipotesis de Kramers y Pauli (del trompo con momentum angular intrinseco). También se
obtiene una justificacion de las observaciones presentadas por Franck y Condon sobre la intensi-
dad de las lineas de banda. Esto se muestra para el caso de las moléculas diatomicas.
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Abstract

1t is shown that the parts of molecular spectral terms corresponding to electronic motion,
nuclear rotational and nuclear vibrational energies may be obtained systematically as members
of a power series development on the fourth root of the ratio between the electron mass and the
average nuclear mass. Such procedure leads to rotational equations which represent a
generalization of the Kramers and Pauli hypotheses (about a top with intrinsic angular
momentum). Furthermore, justifications of the Franck and Condon considerations about the
band intensities are given. This is shown for diatomic molecules.
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Introduccién

Los términos espectroscdpicos de las moléculas pueden
ser clasificados por ordenes de magnitud (de mayor a
menor). El orden de magnitud mayor lo tienen los
movimientos electrénicos, luego estdn las componentes de
vibracién nuclear y por tltimo las de rotacién nuclear, esta
comparacion se fundamenta en la relacién entre la masa de
los electrones y la masa de los ndcleos.

En un trabajo de Born y Heisenberg' sobre este asunto,
basado en la teorfa cudntica vieja, se propone que las
componentes de la energia aumentan en funcién creciente

de vm/ M, donde m es la masa del electrén y M es la

masa promedio de los micleos, asi aparecen las
componentes vibracional y rotacional en la ecuacién de
segundo orden. Sin embargo, esto contradice lo que se
habfa encontrado experimentalmente (al menos para
niimeros cuénticos de rotacién pequefios).

En este trabajo tratamos el problema, de nuevo en el marco
de la teorfa cudntica’. Asi se encuentra que los desarrollos

2 .
no deben hacerse con base en Vm/M ., sino en

4Ym/M . A diferencia del caso anterior, en la serie de la

energia, podemos distinguir las vibraciones nucleares en los
miembros de segundo orden y las rotaciones en los
términos de cuarto orden. Los términos de 6rdenes primero
y tercero desaparecen; la razén de esto en el caso del primer
orden depende de la existencia de una posicién de
equilibrio para los niicleos, donde la energia electrénica
para el sistema con los nicleos fijos toma un valor minimo,

Los términos de cuarto orden para los movimientos
rotacionales constituyen una generalizacion de la hipStesis
de Kramers y Pauli’, quienes han reproducido el
comportamiento de una molécula usando el modelo de un
trompo con momentum angular intrinseco.

Para determinar las funciones propias y, con ellas, las
probabilidades de transicién, s6lo en una aproximacién de
orden cero se debe llevar a cabo el cdlculo de la energia
hasta el cuarto orden. También se obtienen asi, valores de
las probabilidades de saltos simultineos en los nimeros
cudnticos electrénicos, de vibracién y de rotacién que son

' M. Born y W. Heisenberg, Ann. der Phys. 74:1 (1924).

? Para la discusién de los fundamentos de este trabajo
tuvimos apoyo, entre otros, del Dr. P. Jordan , a quien
deseamos dar nuestros agradecimientos por sus valiosos
aportes.

* H.A. Kramers Zeitschr. f. Phys. 13:343 (1923); H.A.
Kramers y W. Pauli 13:351 (1923).

una expresion precisa de los propuestos por Franck™ y
generalizados per Condon’,

En este trabajo no se tratan las aproximaciones de 6rdenes
superiores al cuarto. Tales casos corresponderian a
acoplamientos entre los tres tipos bésicos de movimiento ya
mencionados. Un célculo de estos efectos sélo tendria
sentido si se tuvieran en cuenta, al mismo tiempo, todas las
degeneraciones de los movimientos electrénicos para
niicleos fijos, sobre todo las degeneraciones resonantes de
Heisenberg debidas a la indistinguibilidad de los electrones
(y también, dado el caso, de algunos micleos) y, para las
moléculas diatémicas la degeneracién de las rotaciones
propias alrededor del eje internuclear; nosotros haremos
aqui caso omiso de estas situaciones complicadas.

Como ejemplo, consideraremos con detalle las moléculas
diatémicas, no sélo con el método general sino también con
otre en el cual se tendrdn en cuenta las rotaciones mediante
separacién de variables incluso en una aproximacién de
orden cero, de modo semejante a como lo hicieron Born y
Hiickel’ en la teorfa cuéntica vieja.

1. Nomenclatura y definiciones

Simbolizamos las masas y las coordenadas

rectangulares de los electrones mediante
m, X, ¥y 2k
y las de los niicleos por

M, X,,Y,,Z,.

Si M representa el promedio de los valores M, de las

masas de los nicleos, entonces pedemos definir

k=Ym/M (1)
y
1
M, =M—=——;
H, K H
)

donde los |, son ndmeros puros de orden de magnitud 1,

La energia potencial del sistema serd

UK, Y1020, Xg. Y0 Zg e s XL Y20, X, Y, Z, .0 ) = U X) 5 (3)

4 ]. Franck, Trans. Faraday Soc. (1925).

5 E. Condon, Phys. Rev. 28:1182 (1926); Proc. Nat.Acad.
13:462 (1927).

® M. Born y E. Hiickel, Phys. Ztrschr. 24:1 (1923)
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Aqui, como en todo lo que sigue, vamos a representar la
totalidad de las coordenadas electrénicas con la letra x y las
de los nicleos con la letra X. La funcién U depende
solamente de la posicién relativa de las particulas. Sin
embargo, no utilizaremos sus formas explicitas (como la ley
de Coulomb). A la energia cinética de los electrones del
sistema le corresponde el operador

R R

@

en el cual Z representa la suma de los miembros que

X

aparecen, reemplazando ciclicamente x, por y, por z.

La energia cinética de los niicleos es

T, = (5)

ax2 ’
La energia total corresponde al operador
H=H,+x*H,, ©

donde se ha puesto

T, +U= Ho[x,i;X),
ox

(g

Ahora, en lugar de trabajar con las coordenadas
rectangulares de los niicleos, vamos a usar 3N-6 funciones
nuevas, es decir

£, =E,(X),(8)

que fijan la posicidn relativa de los niicleos entre si, y 6
funciones

= 9.(X) ©

que determinan las posiciones de las configuraciones
nucleares en el espacio. Esto se puede hacer de manera
simétrica introduciendo las coordenadas rectangulares

n,,3 de los nicleos, que estdn relacionadas con las

posiciones instantdneas de los ejes principales del momento
de inercia; entre éstas se establecen las seis ecuaciones

> My =0 > M =0,...
1 1

Se puede entonces expresar las ;... en funcién de los 3N-

6 parimetros independientes &, &, ,...

L =r1(&),...

por lo tanto, entre las coordenadas nucleares antiguas y las
nuevas existen las ecuaciones de transformacién

X, =Xo+ D o, (8,0,y)n (E); (10)
¥

X, Y, Z, son las coordenadas de los centros de masa y .,
los coeficientes de la matriz ortogonal de rotacién, que son
funciones conocidas de los dngulos de Euler 3, @, ¥ . Los

valores X,, Y., Z, 3, @, ¥ son los sefialados con 9, en
la ecuacidn (9). Las Xl se determinan mediante (10) como
funciones de las 3, &, ; mediante resolucién se obtienen

las expresiones de (8) y (9)'.

Mediante esta transformacién la energia H no se separa
naturalmente en partes de translacién, rotacién y
movimiento relativo de los niicleos. Sin embargo, H, se
puede separar en tres partes que se comportan de un modo
diferente, que es caracteristico, como sigue

H=H,+H ,+H
(11

383

B0,

; Hgq es independiente de todas las derivadas con

H,, eslineal y homogénea en H,, contiene a

0
ag;
respecto a EJi. Sobre estos operadores todavia se pueden

dar conclusiones generales. Si se hace actuar el operador
completo H, sobre cualquier funcién f(&) de las
coordenadas nucleares relativas tc'“, entonces el valor
resultante H,f(E) de las posiciones en el espacio debe ser
independiente de los ;. Especialmente en H,,, los

2

8E ¢

i3]

coeficientes de no dependen de 3,. Por el

contrario, en H rg aparecen las derivadas — junto con

i

" El que esta solucién conduzca, en general, a funciones
ambiguas no juega aqoi ninglin papel, pero si tiene
importancia fisica. Compérese con F. Hund, Ztschr. f. Phys.
43:805 (1927).
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las &, las 8, junto con las 29 yen H gy aparecen las

62
con las

e , 1 cylas 9.,
89,09, ag 1 5y

i
Vamos a dar estas funciones de operadores explicitamente

para moléculas diatémicas. El problema mecinico que se
debe resolver es

(H, +x*H, - W)y = 0. (12)

Mostraremos que ia solucién, que corresponde a una unién
de los micleos y los electrones en una molécula estable,
puede ser obtenida en forma de una serie de potencias de
K.

2. Movimientos electrénicos para nicleos fijos

Si se toma en (12) k¥ =0 se obtiene una ecuacidn
diferencial para los X, Unicamente en la que X, figura

como pardmetro:

{Ho(x,i;X)—-W}w =0. (13)
ox

claramente ésta coresponde al movimiento de los
clectrones con los niicleos fijos. Aceptemos que este
problema de valores propios estd resuelto. Los valores
propios s6lo dependen de las funciones &, de X..

Entonces se puede hacer coincidir el sistema de
coordenadas con el sistema de los ejes principales de
inercia, obteniéndose que X, = ;(£). En este sistema de

ejes, las funciones propias también dependen de los & i
ademds de depender de los X,. Pero si se hace la
transformacién inversa sobre ejes fijos y arbitrarios en el

espacio, entonces aparecen también las variables Si .

Daremos los siguientes nombres al valor propio n-ésime y a
su funcidn propia normalizada correspondiente

W=V (), v=9,(x§9), (14)

de tal manera que se cumpla

{HO(Xvi;EﬁS) - Vn (E_,)}(Pn (X,&,,S) =0 (15)
ox

Aqui aceptamos que V_ es un valor propio simple. En

realidad esto casi nunca es el caso, puesto que, por la
indistinguibilidad de los electrones, asociada a la
degeneracidn resonante descubierta por Heisenberg y Dirac,
aparece degeneracién en el momentum angular alrededor
del eje de las moléculas diatémicas. Pero aqui estamos
interesados s6lo en sistematizar el proceso de
aproximacién, entonces ignoraremos esa degeneracién, El
tenerla en cuenta, llevaria a ecuaciones seculares como las
de las aproximaciones de 6rdenes superiores.

La meta m#s importante de nuestra investigacién es
comprobar que la funcién V_(&) juega el papel de energia
potencial para los movimientos de los niicleos. Para esto
son necesarias algunas férmulas auxiliares que vamos a

deducir. De lo que se trata es de mostrar que la matriz
correspondiente al desarrollo del operador

Ho[x,a%;l‘;,s) en

a _.
(por tanto, con x,gx- ﬁ_]OS) se puede deducir

términos de E,

desarrollando la funcién V_(&).

En lugar de construir directamente los desarrollos en &,

reemplazaremos &, por &. + L. v diferenciaremos con
respecto a K. El coeficiente de una potencia de K es
entonces un polinomio homogéneo en Ci cuyos

coeficientes son los desarrollos en &, . Entonces escribimos
_ o0 m 2yy{2)
V(E+xE) =V +xV ' +x"V7+.., (16

donde

[2) VO = v (E..)

by VO =
?,
< a7

@ _
) V® = ZC CJ 3 a&

y correspondientemente

H, =Hy +kH)’ +x*HY +--,

0 1 )
¢, =0 +xo + kP4

(18)
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[¢}]

Ahora se pueden desarrollar las ¢ ~, (pm en términos de

las funciones propias !’.|)?l (x;&,9). Escribimos
200 = Tullel,
-

iDe? => ulo;, (19)

........................

Aqui cada uﬁ,;) es un polinomio homogéneo de grado r en

€, por ejemplo’

a-ye e,

o =136, [0 o

(20)

Las integrales que aqui aparecen, en las cuales dx
representa el elemento de volumen en el espacio de
configuraciones de los electrones, son independientes de la
orientacién del sistema nuclear en el espacio, es decir, de
S-i. Estas se pueden calcular en el sistema de los ejes

principales del momento de inercia ,

Ahora, si F es algiin operador dependiente de las X,
entonces tendremos

[o% Fo dx = F% @1

para el elemento matricial de orden r de F. Para r = (} éste
se transforma en ¢l elemento matricial acostumbrado

F. =F, = J'q)ﬂ. Fo? dx (22)
El caso general, de acuerdo con (19) es

FS =Y u®F,, . 23)

Ahora, segiin (15), cuando K = (
(Hg )(r) - u(r) (VO VD) 24)

Z es el complejo conjugado de Z.

Ademds, sustituyendo (16) y (18) en (15) aparecen las

identidades
a) (HO V )(p(l) +(H(1) V(l) )q)g - 0
b) (HO V )(pﬂ] + (H(l) (lJ )(p(l) +(H(2) V(Z) )(PD ___0’

- (25)

si éstas se multiplican por (pg. y se integran sobre las X,
entonces se obtiene, teniendo en cuenta {24):

A u (v - v+ HM), -V, =0,

B) ul (Ve = V) + (HE = Vi) 4 (o — VI8, =0,

de aqui se pueden calcular las expresiones correspondientes
a (Hf’l))m, R (H?) Do s+--» €8 decir, los elementos

B (aHo] [aZHDJ
matriciales 1 s
o, ), \oedE,)

De estas férmulas haremos uso luego’.

§ 3. Construccién de las ecuaciones de aproximacion

Naturalmente, con un procedimiento general de
aproximacién no se puede tratar cualquier configuracién de
electrones y miicleos. Aqui trataremos s6lo los estados que
correspondan a una molécula estable. Por lo tanto, hacemos
la siguiente pregunta: ;Existe un sistema de valores de las
coordenadas nucleares relativas &, de tal tipo que las

funciones propias \/ , de los operadores de energia (6), en
cuanto a su dependencia de los E,N tomen valores

aprectablemente diferentes de cero sélo en una vecindad
pequefia de ese sistema de valores?

Este requerimiento de la mecénica ondulatoria corresponde
a la condicidén ciésica de que los niicleos sélo llevan a cabo
pequeiias vibraciones alrededor del punto de equilibrio;

pues |\|1an es la probabilidad de que, para una energia

dada, se tenga una configuracién determinada.

® El analogo cldsico para las conclusiones mds sencillas de
estas formulas, segiin las cuales, de (26a) para n=n" se
tiene la identidad (H\”) = V'” se encuentra en W. Paull,

Ann. d. Phys. 68:177 (1922). Compdrese especialmente con
§ 4, férmula (11).
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Como sistema no perturbado, tomamos entonces el
movimiento de los electrones para una primera
conifiguracién cualquiera de los nicleos que no se cambiar4
después de seleccionada y que denominaremos F,i.

Entonces desarrollamos todas las cantidades en términos de
pequefias desviaciones de &, que denominaremos k(.

asi estamos aceptando de antemano que el “rango de
vibracién” tiende a cero con K . Suposicién que sélo serd
validada por el éxito

Entonces tendremos como en § 2, (18) el desarrolio

H{x,%;éﬂcﬁ,“}) =Hp +kH’ +’HP + ..., 27)

donde
a) HO = Ho(x,—a—;éj,
ox
oH
b H =Y ¢, —2,
) ° Z 3& (28)
c) HY =
) ZZCQJ 3 aé

0 120
ysegﬁn (11)’ yaque — = ——
4 que o€ 6C
4 b of 1 1
K H][X,a_x) =K (FHQ: -I-;I‘I‘:B +H“J (29)

_ a0 3,0g0 m 4940 1 2
=x'Hy +x"(Hy +H ) +x" (Hy, +Hés)+Hf;;])+

donde
( 2
a) HY, = H} (g 0
G, 0L;
oH®
{b)HY = Zcif, (30)

- o 8
3) He = Hy [gsag as)

........................

al
Ho =HO sga_'—'_, )
) Hes ‘“‘“’[F’ 39,09
2130
Wb) HY =D L, %I;%, (32)

........................

de aquf en adelante tomaremos los argumentos &; como

constantes.

El operador de energfa total gs, por lo tanto:
H=Hj+xHy’ +x*(HY + Hy,)
+k°(HS + Hy + HY) (33)

+x(H" + Hyg +Heg +HZD + ..

Los siguientes miembros tienen la misma forma y se

. 4 .
generan del miembro con K~ aumentando el superindice
enl.

Ahora desarrollamos la funcién propia buscada y el
pardmetro energético en series de potencias de K :

LAl A S
W=W+xW? 4+ WP+

Después obtenemos las siguientes ecuaciones aproximadas:
a)y (Hy -W"y' =0
b} (Hg - Wy = (W' - H" )y,
C) (HD — WPy = (WD _H® - H.;D;)\Pu +{WO _HI )y,
d) (H - W@ = (W™ —HY -H}, -HZ)y'
+ (WP —HO - Hg,_)w“) (WD —H )y, (35)
&) (Hg _wu)wm - (wu) _Hm HD _ Hu) _ H(Z))w
+(W”) _ Hloll _ Hgs _Hg—,}.)‘l-'m +(W( n Hf,n r,c)‘l’( £3) +(W“) —H(‘)” )'4-‘(”
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4. Solucién de las ecuaciones para las aproximaciones de
orden cero y de primer orden

La ecuacién de orden cero (35a) representa €l movimiento
electrénico para los micleos fijos mencionado en § 2. A
partir de la solucién que se introdujo en § 2, es decir, la

funcién propia normalizada (pg(x;ﬁ, 3) perteneciente al
valor propio V!” =V _(£), se obtiene una solucién

- general de la forma
Vo = %0 (6990 (KE,9),
(36)
donde xg es, ante todo, una funcién arbitraria de los
argumentos €., 3 ;3 ésta debe definirse para obtener la
solucién de las ecuaciones de aproximacién posteriores.
La ecuacién de aproximacion siguiente (35b)
(Ho wo)w(l) (wlsn _ Hf)l))\llg
37
solo es soluble cuando el lado derecho es ortogonal a \pﬁ

(con referencia a las coordenadas electr6nicas X ). Esto

da la condicién

{HD), - W2, 8) =0,
(38)

donde (H{)

1 :
HB ), referido a las coordenadas X, , que de acuerdo con la

es el elemento diagonal del operador

ecuacién (28b) es una funcién lineal homogénea de los Ci.

Esta segin (38) debe ser constante, puesto que Y. (G, 3)

no puede ser idénticamente cero sin que lo mismo valga
para \pﬁ . De esto se concluye que

w® =0, (H),, =0. (39)

Sin embargo, segin (26a) y (17)

(HY),, =V =

por lo que también se obtiene

' Definimos la ortogonalidad entre dos funciones f(x) y

g(x) mediante la expresién Iﬁg(x)dx =0

oV, 0.
08

(40)

La posibilidad de llevar adelante nuestro procedimiento de
aproximacién requiere, por consiguiente, que la seleccién
de las coordenadas nucleares relativas ﬁi no sea al azar,

sino que se haga de tal modo que éstas correspondan a un
valor extremo de a energia electrénica V_ (). La

existencia de tal extremo es una condicién para la
posibilidad de existencia de la molécula, postulado que
generalmente se da por cierto. Vamos a mostrar que tal
valor extremo debe ser necesariamente un minirno.

g 0
La funcién %,(C,9) permanece por lo pronto
indeterminada, perc si se ccloca en (37)

=V, (&)= V:,W[SD =0y \pf’, = xﬁ(pﬂ, entonces
se obtiene para \pfjl) la ecuacién aproximada
(HO V )\l-’(l) Hél)(p x
(41)

Una solucién de ésta , segiin (25a) es

n _ (n
"I‘,n x (pn *

donde @'” es la funcién (19a), definida a partir de (18). La

solucion general se obtiene adicionando Ia solucidn (pn de
la ecuacién homogénea por el factor indeterminado por el

momento %" (,9):

v =yl + o).

(42)

§ 5. Solucién de las ecuaciones de segundo y tercer
orden: vibraciones nucleares

Pasamos ahora a la ecuacién aproximada (35¢), la cual,
después de sustituir las soluciones ya encontradas, queda:

(H) - VIw® = (W = HE —Hy )60, ~

HY (0} + 1 e7) (43)
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Para que (43) sea soluble, de nuevo, la parte derecha debe
ser ortogonal a (pg , de acuerdo con lo mencionadoen § 2 y
debido a (39), esto llevaa

(B + B, + (HD - W) =0

Pero segin (26b), para Vrf” = 0 se produce

2
), 4 (D = V0
(44)
Puesto que Hg;, de acuerdo con (30a) no es dependiente

de las X, tendremos

{H +V,.? -
(45)

W)l =

Si se tiene en cuenta el significado dado por (17¢) y (30a} a
ch y Vf) , se observa que la ecuacién (45) representa

las vibraciones nucleares arménicas:

0 (2) —_
H“C[E’ X, J 12“-‘ %, ae, o ke =0
(46)

Esta ecuacién muestra que la funcién V_(&) juega el

papel de energia potencial para los niicleos hasta los
miembros de segundo orden. Para establecer la existencia
de una molécula estable se requiere de la condicién
adicional de que el valor extremo determinado mediante
(40) debe ser un minimo de V_ (§); pues la forma

cuadritica Vf) debe ser definida positiva, con lo cual es

posible que todos los grados de libertad C; sean estables y

sean vibraciones alrededor de la posicién de equilibrio. Se
sabe que mediante una transformacién lineal de las C; de la

ecuacién (46) en “coordenadas normales” T); ésta se hace
separable. Si G2 () es la funcién propia normalizada de
(46) correspondiente al valor propio W,Es , entonces la

solucién general es

a) W = WP 4% =y° donde

ns

b) X7, = Pas (907, Q).
(47)

El indice S debe recorrer los nimeros cuinticos de las
P2 (9) es una

indeterminada por el momento de los Si , qUe es necesario

vibraciones nucleares.

funcién

introducir para seguir adelante con el procedimiento.

Se sabe que G (&) es combinacion lineal de productos de

funciones ortogonales de Hermite, de las coordenadas
normales separadas T, ; estas funciones tienen la propiedad

de tender a cero muy rdpidamente (exponencialmente) fuera
de los limites permitidos por la mecénica cldsica. Con esto

se muestra que nuestro término (& + k() conduce a
soluciones que en relacién con las oscilaciones de &

permanecen dentro de los limites que tienden a cero con
K. Usamos también la propiedad de las funciones de
Hermite de ser, o bien funciones pares o bien impares de
sus argumentos. Si P es cualquier operador expresado en

términos de las variables £, entonces podemos definir la
matriz

nn = Ic +Dob dl

(48)
donde d( es el elemento de volumen en el espacio de las
coordenadas (. .

Para resolver (43) , de acuerdo con (45), colocamos en la
parte derecha

(W(Z) Hg'; )xl:)ls = VrEZ)xgs

entonces, (43) queda

(49)
{(HO VD)W(Z)

2 2 0 1) (n 1 .0
(V: ! _Hg ))X.ns(pn H( (xns(pn +X-n8 (pn)
cuya solucién general es

@ _ @ LW ) (2
Vo =000 + A0 el + 12 e)

(50
donde xﬁ) es una nueva funcién indeterminada de
G, 9 j» lo cual es fécil de ver con base en las identidades

(25).
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Ahora examinaremos la ecuacién aproximada de tercer
orden (35d), la cual, después de sustituir los valores ya
determinados, queda

(HO Vﬂ)w(fi) (w(3) Hgi) _Hg H:(l))x“s(Pn
+(W —HP -HL )50 +x P d)

“H" (X005 +Xes @0’ + X0 @).

(51)

Podemos pensar en desarrollar la parte derecha en términos
de las (p?, . Para elto, escribimos

(Hg _ V[(l))ws.) w(3) 0 (Pn ZF@)

r
ﬂ ’

(52)
donde

3) _ r3D (2) (3.2) ., (1} 33,0 |
an' —an Xns an' X o +Fun’ Lns
(53)
Aqui los operadores F, expresados en términos de { y 9

son, en efecto

a) EP = (HY),,
b) FS” = (H, —-HY -W&) . + S,
(54)

por ahora sélo podemos decir que Fr(j.'a) es una funcién

0
homogénea de tercer grado en C; y en ~——. Para que (52)

oG

sea soluble se debe cumplir

W(J)an F® =9

nn
esto significa, segiin (53)'y (54a)
3,2 3 .
Foox = (WS - FS¥)yl,.
(55)
donde, de acuerdo con (54b) y (44)
(3.2) _ 1q0 2) 2)
EG? =HY, - V? - W

entonces, (55) es la ecuacién inhomogénea que corresponde
a la ecuacién de vibracién (45); ya que (45) tiene por

solucién la funcién normalizada Gons para el valor propio

W@ (55) s6lo es soluble cuando la parte derecha,

ns
multiplicada por 0’23 tiene una integral nula en el espacio
de coordenadas Q Debido a (47b), esto da la siguiente

ecuaci6n diferencial para po (9):

33)
55

. 3.3 . .
Pero como nosotros ya wmos,l"“l,(m ) es funcién impar de

oo

C, Yy ——, entonces el elemento diagonal de la matriz
i
correspondiente debe anularse. Si se hace la transformacién

0 .
a las coordenadas normales 1), , entonces G se convierte

en una suma de productos de polinomios ortonormales de

Hermite, Fﬁ‘” es un polinomio de orden impar en 1), y

en —, de tal manera que cada miembro contiene al

i

menos una de las 1; o de las derivadas — en potencia
i
impar; por lo tanto, al formar la matriz £ desaparece cada

miembro independiente. Por lo tanto, se obtiene

w® =0,
(56)

y pgs sigue permaneciendo indeterminada.
Ahora podemos resolver (55)

X5 =S Pa-
57

donde Sflls) corresponde al siguiente operador en relacién
con 3, :

(3,3) 0
Fm: o]
0= o
(2} 2)
w® _we
(58)
Finalmente, la solucidn de (52) serd -

& / ].:;(33)q)rI
R My (59)
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que de acuerdo con (53), tiene 1a forma

\I’@ Z( 3l (2> 0 32) 1) o Gaa)x(;(pd

,  (60)
donde se ha puesto
Go2 _Vf(s:::/o
e
(61)
De acuerdo con (54), GE;’,D es un nimero, GS”.Z) un
operador diferencial relacionado con Ci, Gﬁ',” un

operador relacionado con &; y §;.

Segiin § 2, (26a) es
H®)

Z G Py @0 Z( nn(Pn X2 =
&

/
2: U @o X = ¢ x?
por lo que también se har4

!
v =elr + 3 G20k + G xe%)
(62)

6. Soluciones de las ecuaciones de cuarto orden de
aproximacién y érdenes superiores: rotaciones y
efectos de acoplamiento.

Después de sustituir los resultados ya obtenidos en (35¢), la
ecuacién aproximada de cuarto orden (35¢) queda:
(HS - VO = (W9 —H® _H°, - HY - H?)y% 00
~(HY +H}, +HY )(x‘n?cp,, *A®)

+(W(2) - H(I) +H )(xti)q’ +qu’(1) +x q)(2))

—H.(;”{‘PS.DX:)*‘Z (G(”)'X,E.l,)‘Pg +G(33) Otp )

(63)

Una vez miés, desarrollamos la parte derecha de acuerdo
con (p: :

(Y -V2)u =Wl - TR,

i
n

(64)
donde
4 42y, (2 43, (D
E, =Fu™x +Fax + B 1
(65)
aqui
(4 2) - (H (1) - er(m2))l_l + (H(l))(l)
(66)
y esta es idéntica a FO;” en (S4b), mientras que F%9 es
0
de orden impar en Ci, E; F;:,’A) es de orden par, La
condici6n de integrabilidad de (64) es
{4) 4 _
w xns an = 0

esto significa, de acuerdo con (65):

420, () _ (W@ _F@4., 0 _ g3, 1)
an an (w _FIJI‘I )xns Fl‘lﬂ xns *

(67

La parte izquierda, debido a (66), estd totalmente de
acuerdo con la ecuaci6n de vibracién (45). La parte

0 i
derecha, por lo tanto, debe ser normal a & . Si sustituimos

los valores de x(ls) ¥ xf:s) de (47b) ¥y (57) y usamos el
simbolo

(@0 = [, 080aC

((DF(3.3).]

_g w(z) W

A

(68)

entonces se obtiene

Wh | R
{FI'I.I'I. + (Fm'l ) 8§

3%

—_ w(4) }pgs = 0 .

(69)
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esta ecuacion es la que finalmente determina p° (9), es

decir, el movimiento del sistema de los ejes principales de
inercia en el espacio, las translaciones y rotaciones. El
término principal del operador en (69) es aquel que
contiene la segunda derivada con respecto a 3,; una
mirada a (63) muestra que surge de Hgsxgs(pg, a él

corresponde, por lo tanto, en FIE: 4 a término,

(70

donde, en el lugar de los puntos se debe colocar 1a funcién
sobre la cual actiia el operador. Puesto que el operador (70)

es independiente de los £, entonces los miembros de Ia

diagonal de !a matriz s correspondiente son idénticamente
iguales a 1. El hecho de que, en lugar del operador sencillo

Hgs intervenga el complicado (Hgs)n significa

fisicamente que hay un acoplamiento del movimiento de
rotacién de los niicleos con el movimiento de los
electrones. De lo que se trata, como veremos luego en el
ejemplo de las moléculas diatémicas, es del efecto que
habian intentado representar Kramers y Pauli" mediante el
modelo de un trompo impulsado que gira. Dado que, en
(69) hay términos que se obtienen del operador H ts ellos

corresponden a un acoplamiento del movimiento del
trompo con momentum angular, que se obtiene debido a las
vibraciones de los niicleos. Finalmente, hay miembros que,
puesto que no dependen de Si, dan una contribucién

o 4 . . .
adicional de orden K~ ala energia de vibracién,

Puesto que las translaciones siempre se dejan separar
trivialmente, nos ocuparemos de las rotaciones. Si r es el
niimero cudntico correspondiente, entonces para la solucién
de (70) se debe escribir;

WO =W, pl =60, (9)
y

asf se puede resolver (67) y finalmente (64). Sin embargo,
no tiene sentido escribir las férmulas explicitamente.

I H A Kramers y W. Pauli, Ztschr. f. Phys. 13:343, 351

(1923).

Queda claro que el procedimiento se puede continuar sin
que en ello aparezca, en principio, algo nuevo. Las
aproximaciones de orden superior describen los
acoplamientos entre rotaciones, vibraciones y movimientos
electrénicos. No vuelven a aparecer nimeros cuénticos
nuevos aparte de los ya introducidos.

Ahora haremos un resumen de los aspectos caracteristicos
de la solucién encontrada. El resultado mas evidente es que
para Ia determinacién completa, asi sea s6lo en orden cero,
de las funciones propias, es necesario resolver las
ecuaciones diferenciales hasta el cuarto orden, pues se tiene

Wnsr (X’Q’ 8) = (Pg (X’C’ S)G:s (C)pgsr (8) +oee ¥
(72)

donde (p?l es la funcién propia del movimiento electrénico

. . 0
para niicleos fijos, O

es la funcién propia de las
0

vibraciones nucleares y p

la de las rotaciones. Aqui se
deben tener en cuenta las coordenadas de vibracién C;
desde una posicién de equilibrio &, que ests determinada
por la condicién de que, en ella, la energia del movimiento
electrénico V_ (&) es un minimo. La determinacién de las
tres funciones (pg , O gs y pgsr produce al mismo tiempo
la energia hasta el cuarto orden, es decir:

W =V "W + W+

(73)

en la que Vr? es el valor minimo de la energia electrénica
que corresponde a la molécula rigida en observacién, \Nl(ls2 )

2 . . 4
es la energia de las vibraciones nucleares y W'Y es la

energia de las rotaciones (junto con algunos términos
adicionales de la energia de vibracién). En esta
aproximacién (hasta K4) aparecen “separados” los tres
tipos bdsicos de movimiento; si se quiere averiguar los
acoplamientos deben tenerse en cuenta potencias mds altas
de K.

Con base en (72) se pueden sacar conclusiones sobre las
probabilidades de transicién (intensidades de las lineas de
banda).

El momento dipolar de la molécula M se deja
descomponer en una parte de los nicleos P y otra de los
electrones P, siendo una componente
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- =Zelxl’
1

B, =eZ£k.
3

M =3 +p,,

(74)

De aquf se construye la serie dependiente de los elementos
matriciales relativos a X, ,C;, 8 ; en primer lugar

®), = [p,0200dx

(75)

es una funcién de €, & ;- luego

(pi)nfl = J.(px)n‘c:scgs'dC, (a‘)“?. =

ool d 76)

son sélo funciones de 3 j» finalmente

B = [(8)e PPl 49,

n's'r’

(ﬁi)nsr = J‘(‘ax)nfrp:srmds

n's'r’
an

son constantes numéricas que determinan la intensidad de
la transicién nsr — n’s'r’. Esta construccién paso a paso
puede interpretarse como si a cada salto del electrén
n — n’ perteneciera un oscilador virtual con momento
(p,), . a éste se superpone la matriz (p,), . que
n' n's’,
corresponde a un sistema de bandas vibracionales
(transiciones $ — $' ) de acuerdo con una regla gue se
aparta algo de lo usual, segiin la cual se utiliza una funcién
propia del nivel electrénico bajo y otra del nivel electrénico
alto [Férmula (76)]. Lo correspondiente se repite para las
lineas de una banda (transiciones T — r').

Aqui estdin contenidas las estimaciones hechas
primeramente por Franck®, ampliadas luego por Condon”,
sobre la intensidad de las bandas de vibracién.

De manera precisa, la estimaci6n de estas intensidades
depende sélo del comportamiento de las funciones V(&)

y V_ (E). S6lo en la vecindad de sus minimos las

o 0 .
1s? Opg difieren
apreciablemente de cero y por lo tanto su producto sélo
difiere de cero cuando ellas se superponen. Cuando la

funcién V_(&) cambia sélo un poco en su forma por un

funciones propias correspondientes a ©

salto etectrénico n —> N', entonces las bandas debidas a
pequefios cambios de s son intensas, pero si V_(E)

cambia fuertemente debido a la transiciéon n—n’',
entonces sélo es posible una superposicion del intervalo en
el cual las G°

ns?
grandes S—S'. Estos comportamientos fueron discutidos
cuantitativamente por Condon. Apreciaciones similares
deben poder desarrollarse, mutatis mutandis, también para
las rotaciones.

0 . . .
G, DO cambian, para diferencias muy

7. Caso especial de 1as moléculas diatémicas

Como ejemplo, trataremos de modo abreviado las
moléculas diatémicas. Para éstas se tiene ademis de la
degeneracién de resonancia debida a la indistinguibilidad
de los electrones, otra degeneracidon adicional, en {a cual a
cada valor de energfa corresponden dos movimientos con
momentos angulares iguales alrededor de la linea de unién
de los niiclees pero con sentido contrario, pero como aquf
no haremos una discusién sobre la estructura fina de las
bandas, dejaremos de lado esa degeneracién. Por lo tanto,
delimitaremos nuestras observaciones a aquellos casos
donde el momentum angular alrededor del eje se anula y
donde la energia del movimiento electrénico no depende
del mismo o depende muy poco.

Para dos nicleos tenemos sélo una coordenada ‘E’H Ia

distancia nuclear § , ¥ cinco coordenadas 3 , es decir, las
coordenadas del centro de masa X;,Y,,Z, y las

coordenadas polares 3,0 del eje de unién de los niicleos.

La energia cinética de los nicleos ser4:

12 J. Franck, Trans. Faraday Soc. (1925).
3 E. Condon, Phys. Rev. 28:1182 (1926); Proc. Nat. Acad.
13:462 (1927).
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h? [Tore ( 8:) i } ( 2
Ty =~k o { Ay + ool 22 | 4 A o ___h 13
) 8n2m{ el gt o = Snzm("‘“ gt )
79 6} h* 2u
donde se ha puesto 1Hgs = 8 2m‘gz_CAs,
K=4a _rr_l____ _ _(Nll'k—NIZ)2 ....................................
M, +M,’ MM,
(9 84)
Y La distancia nuclear & se delermina mediante las
A = o’ + a* + 8’ ecuaciones
° T ex? o oaY?:  azd’ viodVe o
2 n -
A, = 1z 82+ 1 a(sesaj dg
sen” 3 dw” send 9 09 (85)
(80) La ecuacién (45) de las vibraciones nucleares se escribe
Por lo tanto tenemos aqui:
. 2 2
H, =2 {—Sh—ﬁ ot V"(a)wm}x =0,
. n* mdg?
h? 2p 0 ®
1Hes =—m—§--a-g, 5i se coloca ahora
81’ m 8n° m
h2 n A= W(Z) b=___vl:r,
Hy =i B ) v v W 2
) @1 n=¢¥b,
si se reemplaza & por & +k{ y se construye el desarrolio @7 .
en K, entonces se obtiene entonces se tiene
0 h2 62 .iij_.'.(__a_... 2) x0=0
H < an’ \Jo ﬂ
H,(;E) =0, p=12,... Los valores propios son
@ %=23+1 (s=0,12,...)
L) °
@ 8nlm & &
) o h® 2p. 0
8 2In.?;2 ag’

...........................

(83)

4 E. Schrisdinger, Ann. d. Phys. 79: 361, §3 (1926).
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y las funciones propias

o

p n
o,=¢ 2H. (n)
donde H_ es el s-ésimo polinomio de Hermite.,

La energia de vibracion es, por lo tanto

2W‘2)—ah J—(25+1)J5h ﬂ_(#)h J Ly
8’ 4m m

&)
K'WP = (s+Hhv,;

(88)
en donde

1
1 4 p‘ Vu 1 [L-F'—]V: — v(}

4n m 4n M, M,

(89)

es la frecuencia del oscilador.

Ahora colocamos la ecuacién (69) para las rotaciones pero
dejamos de lado el tratamiento detallado de las correcciones
de la energia de vibracién. Puesto que H,q, de acuerdo

con (81) no contiene las derivadas con respecio a Sj,
entonces en (69) sélo debemos tomar en cuenta el término
(HS),s
constante C
queda:

{(Hgs )n + Cns
(90

: todos los deméis miembros los encerramos en la

. Entonces la ecuacién de rotacién (69)

—W(‘”}pﬂs =0.

donde hemos dejado de Jado la parte de las translaciones en
Hgs . Entonces, segiin {70) y (84) tendremos que para una

funcién cualquiera f(9):
L
(HE, ) (9) = T |00, (0l
*mé

y segiin (80)

1 0 of oo° of

As((pﬂf)=(p2Asf+fA9tpg+2( 2. _J,

sen’ 9 dw dw 99 49

De aqui, entonces

h’w 0 o
(H ) f= W{Asf-l-f'j(pnﬁs(pndx
1 of —acp
+2 = dx +
sen § d I(P" 89

donde escribimos A ¢ en la forma

0° 3] 1 ot
= I -
sen? 9 dw?

y vemos que es conveniente introducir las siguientes
abreviaturas

e, = J-(p_g%dx, I(p —& dx o1
oi- for S @~ [M2%a

Estos valores son los elementos diagonales de las matrices
Pg,P, y también de p3,p> (abstraccién hecha del
2

factor

- 0, respectivamente de ~——-) indican por lo
tanto los valores promedio de los momentos angulares en
los movimientos electrénicos perteneciente al Angulo de
Euler y, respectivamente, a los valores promedio de sus
cuadrados. Entonces, la ecuacién (90) queda de una manera

completa asi:

TP B .
(6 +2®ni+®§]+ctg9(i+®n)
09’ o9 a9

2
1 (6 +20 —+Qz)

sen’ 9 \ o’ " Sw

2 2
.,.M(w(“) -C ) p? =0.
hzu ns ns
(92)

Esta ecuacidén es muy parecida a la obtenida por Kramers y
Pauli para el rotor con un grado de inercia intrinseco. La
diferencia consiste esencialmente en que para esos autores,

en lugar de los promedios cuadréticos @2, Qi aparecen

—2 =2
los cuadrados de los promedios G, Q.
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Ademids se puede determinar la dependencia de los valores
de (91) con respecto a los dngulos 3, mediante algunos

andlisis elementales, cuando se acepta que, para este
objetivo, los elementos diagonales de las matrices mecénico
cudnticas se pueden reemplazar por los promedios cldsicos
correspondientes. El movimiento del vector momentum.
angular del movimiento electrénico puede descomponerse
en una oscilacién irregular sin rotacién promedio y una
rotacién regular superpuesta alrededor del eje molecular.
Reemplazamos la oscilacion en promedio por un vector
fijo, de modo que este rote de modo uniforme alrededor del
eje. Se tiene entonces un comportamiento similar al de un
trompo simétrico cuyo momento angular proviene de un
sistema de referencia ligado al trompo, que tuviera
componentes L, M, N, En funcién de éstos se pueden
expresar las componentes del momento angular
correspondientes a los 4ngulos 3, , asi”

® =Lcosy — Mseny,
Q=Lsen$seny + Msen3 cosy + Ncos 3

aqui Y es el 4ngulo de la rotacidn propia alrededor del eje.

Dividiendo por ¥ se obtiene:

@}

=0, Q =Ncos9,
2oL+ MD), &:%(L2+M2)SCHZS+N2COSQ 9.

@

Aqui hay que identificar a N con el ndmero cudntico p que
da el momentum angular alrededor del eje ¥y

%(L2 +M?), %Nz con los promedios cuadriticos

p_zL, pﬁ , del momento angular total de los electrones

perpendicular y paralelo al eje; puesto que N es constante

se tiene que p;‘: = p2 . Entonces se obtiene

®, =0, Q—n=pc038,
e? =;i_, Q: =‘p_fsen28+p2c0528
93)

Este resultado requiere, como es 16gico, una comprobacion
mecanocuintica rigurosa, probablemente p2 se puede
reemplazar por p(p +1) . Mediante el problema de valor
es el momento de inercia de los niicleos en equilibrio.

15 Compérese por ejemplo con: F. Klein y A. Sommerfeld,
Theorie des Kreisels 1, p.108.

2 g2
n mé 4 .
—-—2—W( ) resulta igual a una
T
funcién numérica del nlimero rotacional r, casi igual a
g, () ; entonces para la energia de rotacién se obtiene

propio (92), el valor

2,4 2
(94)
donde
m MM,

J = £ =
ux? M, +M,

(95)

EJZ

Una discusién de las aproximaciones de orden superior sin
tener en cuenta las degeneraciones no tiene ningin sentido
y, por lo tanto, no la haremos aqui.

Por el contrario, vamos a mostrar de una manera ripida que
las moléculas diatémicas pueden tratarse por otro
procedimiento de perturbaciones muy diferente cuyo
andlogo clésico fue desarrollado por Born y Hiickel®. En tal
caso no se toma como aproximacién de orden cero al
sistema electrénico para niicleos fijos, sino el sistema
electrénico para rotaciones regulares de los niicleos.

8. Tratamiento independiente para las moléculas
diatémicas

Recordemos la ecuacién (12), que escribiremos
reemplazando {11):

{Ho +x*(Hy +Hg +Hog) =Wy =0,
Para las moléculas diatémicas es notable el heche de que
H gs 1O depende de 9 : en este caso el método conduce al

objetivo de separar las translaciones y las rotaciones al
mismo tiempo. Segiin (81) se obtiene (dejando de lado los
miembros de translacién):

_ﬁK“(i+g_@_+iA
8n*m \oE? Egof kP °
(96)

0

J—W y =0.

'® M. Born y E. Hiickel, Phys. Ztschr. 24:1 (1923).
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S1 se toma

V=Y, (8,0, (x§),
97)

donde Yr es la funcién esférica de orden r-ésimo, Entonces

la ecuacion

AY, +r(r+ 1Y, =0

es suficiente para que se mantenga la condicién para ‘¥,

2
h'p +3i-‘(”1)]-w}‘1',=0

aZ
0T g2 Kd( 2 2
8n°m Ok, & O €
(98)

Ahora reemplazamos de nuevo & por & + k& y buscamos

las vibraciones alrededor del estado de rotacidn regular,
Describimos la energia de este estado por

_ hiux? r(r+1) _ h?

" 8n’m &' 8nlJ rr+1)
99

y si reemplazamos

W=E+R,
(100)

entonces la ecuacion (98) se convierte en

H +xH® +xHP +. . ~E)¥. =0,

(101)
donde
H® =H],
H® =HY® + (R’
hip &
H(Z) = H(Z) +l ZRn_ _—
‘ o +26 87°m 3¢’
H® = g® +LC3Rm_h_2“_Ei,
°o s 8n’m & o¢

.............................................

Hg,Hg) ,...representan los operadores sefialados de esta

manera en las secciones anteriores. Todas las férmulas del
§ 2 valen sin cambio alguno. Las ecuaciones de
aproximacién son

a)yH" -E")¥? =0,
by (H* -E)¥" = E® -H")¥,,
o) H -EH¥? =(E? -H")¥, +

(E(l) _ H(l) )\Pr(l) Vo 108)

La primera tiene por solucién
E' =V, (), ¥ =% =00 x¥).
(104)

donde el potencial V_ (&) y las funciones ¢°(x;£) son
las que se introdujeron en las secciones anteriores, y
G2 (5) es arbitrario. La condicién de integrabilidad para
(103b) dice:

E® -H{)o?o (§) =0.
Ahora, segiin § 2 (26a) es

M = (HY) +0R = VI +0R =LV, )

De aqui se deduce como antes (§ 4) que
d

EY =0, —(V,+R)=0
dg

(105)

Esta condicién indica claramente que para que prevalezca
la rotacién no perturbada debe existir un equilibrio entre la
fuerza centrifuga y la fuerza cuasieldstica, que se opone al
retroceso del nicleo debido al movimiento de los electrones

La fuerza centrifuga es explicitamente

[1 l]pf [ 1 1Jh2 I(r+1)
- —F— L= + ,
M, M, ‘)’53 M, M, 4n’ E:3

introduce el

mecanocuintico

h
2—\/r(r+1) para el momento angular P, y esto
T

concuerda con R, segiin (99) y (95).

en donde se valor
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De la relacién (105) se puede calcular la distancia de
equiljbrio &_ que es dependiente del nimero cuantico de

rotacién r. Para valores pequefios de la energia de rotacién
R se puede desarrollar &_ en potencias de

2 2
B:K‘E%r(r+1)=(-h%+ML)Zh—2r(r+1)(106)
m4n . .,/ 4n
y se obtiene”
1 3 (.8 j
=&+ - 5 +... (107
G+

Puesto que [3 es del orden de k', para un tratamiento

sistemdtico se necesitarin en esta serie lantos miembros
como corresponda al grado de aproximacién del método de
perturbacién. Como vamos a referirnos de nuevo a este lo
haremos de forma resumida, ya que el método es el mismo
de antes, sélo que simplificado al dejar de lado las
rotaciones, La solucién de (103b) correspondiente a (42)
dice
\P‘(l) - Gm(P(l) _*_G.(l)q)11
(108)

y la condicién de integrabilidad de (102¢) produce

{Hfli) + (HO )(1) E(z) } =0

Esta es, sin embargo, la ecuacién de vibracién
h2 ].1 s

lCZ (V]:I+ R") __EE‘Z)
mac: 2

op =0.
(109)

que se convierte, como en § 7 en

’E® =(s+i)hv,,
(110)

donde la frecuencia

Vrz-—-l— (i+—1—)(v,;'+k")
4in\\M, M

2

(111)

17 Estas férmulas se puede extraer sencillamente del trabajo
ya citado de Born y Hiickel.

depende afin del nimero cudntico rotacional r que aparece
enR.

6%, =e 2H,(M)
(112)

Ademds, como en § 7

con

n=4b, b= %E(VM R")
(112a)

el método se deja desarrollar en la forma conocida.

Se encuentra que E*” =0, mientras que E™ contiene,
ademés de las desviaciones de la ley de vibracién arménica,
un acoplamiento con el movimiento electrénico. Sin
embargo, dentro del marco de este tratamiento, las férmulas
dadas de una manera detallada podrian fallar si sélo se
tuviese en cuenta el fundamento del desarrollo; por otro
lado, los cdlculos de las aproximaciones superiores sélo
tienen sentido cuando, al mismo tiempo, se tienen en cuenta
las degeneraciones.

(Sometido ei 25 de agosto de 1927)
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