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Se presenta una aproximacién del “Branching-Brownian-Motion” mediante procesos mas
simples. El método imita el presentado por Billengsley (1968) en la construccién del movi-

miento browniano.
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Abstract

A “Branching-Brownian-Motion” approximation is presented by means of simple processes.
The employed method imitates one presented by Billingsley (1968) in the construction of

Brownian motion.
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Introducciéon

El movimiento browniano es un proceso estocastico
(Xt) >0 que permite decribir el movimiento de una par-
ticula en un vaso de agua, causado por choques molecu-
lares. Este fenomeno fisico fue observado por primera
-vez por el botanico inglés Brown en el afio 1827. Pero
la primera descripcion matematica de dicho fenémeno
es debida a Einstein en el afio de 1905. Sin embargo fue

Departamento de Matematicas y Estadistica. Universidad Na-
cional de Colombia. Santa Fe de Bogota, Colombia.

Wiener quien presentd por primera vez una formulacion
matematica completa de dicha teoria en el afio 1918.

Es bien conocido el hecho de que el movimiento
Browniano se puede aproximar mediante procesos mas
simples (ver, por ejemplo, Billingsley, (1968)). Nosotros
nos proponemos imitar el método alli expuesto para dar
una aproximacion del “Branching-Brownian-Motion”.

El “Branching-Brownian-Motion” es un proceso que
se desarrolla de la siguiente manera: Una particula que -
parte en el tiempo t=0 de la posicion x=0 se mueve

segin un movimiento Browniano estandar (Bo (1)) >0
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hasta un punto L, € (0,00} que no depende del mo-
vimiento y que se distribuye segiin la distribucién ex-
ponencial Exp(t). En el tiempo T = Lg la particula
se divide en un nimero aleatorio de particulas segin
una distribucién dada p = (pe,P1,--.,Pn,---} donde
Pn = P{“n hijos”) con pp+p; = 0. Los descendientes
generan procesos independientes del mismo tipo.

Para poder imitar el método presentado por Billings-
ley es necesario construir un espacio métrico separable
que desempeiie €l papel del espacio C|[0, 1} de todas las
funciones continuas de valor real definidas sobre el in-
tervalo [0,1] junto con la métrica del “sup”. FEl es-
pacio que se considera es el espacio de todos los arboles
denotado por B[0, 1] cuya construccién se describe de-
talladamente en (Blanco, (1991)) : Un 4rbol continuo
b € B[0, 1] puede considerarse como un conjunto finito
de funciones de C0,1], en cuyo caso llamamos ramas
del drbol a los elementos de dicho conjunto, o como una
funcién definida sobre [0,1] y con valores en un espa-
cio métrico apropiado, el cual fue denotado por F. Los
valores

ot = (@), ((ta (&), @), ... s (taey (&) Buce) ()

de dicha funcién tienen la siguiente interpretacion:

b(t) := Nimero de individuos presentes en el
tiempo t

tn (t) := Marca del n-ésimo individuo presente en €l
tiempo £, n=1,2,...,b(t). )

Br (t) := Posicién del n-ésimo individuo presente en
el tiempo t, n = 1,2,...,b(t).

A los individuos presentes en el tiempo t = 1 los
llamamos individuos finales y la coleccién de todos los
individuos finales de un arbol se denota con A.

Sia= {&1,02,. ..,an} y b = {bl,bz,...,bn} s0n
arboles continuos, es decir colecciones finitas de fun-
ciones de C[0,1], entonces la distancia A entre a y b se
define como sigue:

A(a,b) :=h ({al,ag, e ,an},{bl,bg, . ,bn}) .
siendo } la distancia de Hausdorff sobre
{ACC0,1] : # A < 0}

(ver, Castaing & Valadler, (1977)).

2 Aproximacion Propuesta:

Para cada n € N consideramos un proceso (Z7')y¢(q ]
con las siguientes propiedades:

1. Partimosdet¢ =0 con un individuo en posicién
0.

2. Cada individuo vive un tiempo fijo %

3. Sea 4 un individuo que en ¢ = £ ests en posicién
z ¥ que vive hasta el tiempo 1:—1 . En ese intervalo de
tiempo el individuo se mueve hasta = + {‘f’n, donde las

fm son variables aleatorias independientes con

()= r(eem )

Ent = J—;";l €l individuo va a ser reemplazado bien sea
por Nf « descendientes segin una distribucién dada p =
(po,p1.p2,...}, Po+ p1 = 0, con probabilidad %, o bien
sea por si mismo (exactamente un descendiente) con
probabilidad 1 — 1.

4. Los descendientes se reproducen en la misma
forma, independientemente uncs de otros e indepen-
dientemente de lazs;variables aleatorias £,

Sea f(s) == Y_ pxs5* la funcién generadora corres-

. k=1
pondiente a p.

Vamos a suponer que f" (1) < co.

Queremos demostrar que las realizaciones del pro-
ceso anteriormente descrito, interpoladas linealmeite,
se asemejan para 1 — o0 a las realizaciones del “Bran-
ching-Brownian-Motion”.

Cuando el individuo sea reemplazado por mas de un
descendiente diremos que ha tenido lugar una divisién
auténtica del individuo, en caso contrario diremos que
tuvo lugar una divisién falsa del individuo.

Para cada n € N consideraremos las siguientes va-
riables aleatorias:

L? := Tiempo de espera hasta la primera divisién
auténtica de t-ésimo individuo.

A? :=Niimero de divisiones falsas del t-&simo indi-
viduo antes de su primera divisién auténtica.

N, :=Nimero de descendientes que tiene el (-ésimo
individuo en su primera divisién auténtica.

No es dificil verificar que para cada individuo ¢ se
satisface que:

A" 4 a (%) y L? -‘-i-*oo T,, donde T, 2 Ezp(1),

es decir A tiene distribucién geométrica con parametro
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1y L? tiende en distribucién hacia una variable aleato-
ria con distribucién exponencial con pardmetro 1.

Sea 0 <t < 1 fijo. Supongamos que el individuo ¢
nace en el punto 8, con 3 > £, consideraremos al indi-
viduo en el intervalo [0, 8] como un individuo ficticie que
estd vivo en dicho intervalo. Igualmente luego de cada
divisién auténtica, el individuo serd considerado como
un individuo ficticio que vive hasta el tiempo ¢ = 1. De
esta forma tiene sentido asignarle a cada individuo ¢ :-

L. Elproceso (57 (t))g< <, que describe su movimiento,

esto ‘es
[ni]

St(t) =) ¢,
k=1
y
2. La variable aleatoria

X7 (4, F, P) — (C[0,1], B(C[0,1]))
wr— XM (w): [0,1] — R
t— X7 (t,w),

donde
X7 (t,w) = SP (t,w) + (nt — [ne]) E0F1,

Sea v = (0} el individuo inicial. Puesto que las va-
riables aleatorias .‘,’6",“ son independientes y tienen la
misma distribucién, se sigue del teorema de Donsker
que

X2 % W, siendo W la medida de Wiener.
Hn—rod
Esto es, se satisface para cada 0 <t < 1 que:

d
X(? (t) n::o Wto-l

siendo {W},ci0,1; €l movimiento Browniano esténdar.
Como XJ (Z) no depende ni de L} ni de N§ con-
cluimos ademads que )

(X5 @), L5, No) =5 (WP, To, o).

donde las variables aleatorias f{,‘, Ty se obtienen a par-
tir de L§ y Tp respectivamente, al restringir su rango al
intervalo [0, 1] de la siguiente manera:

L3 (w) :={ @ s W<

s L8 (w) > 1

Anslogamente se define Tp.

Por otra parte, puesto que los individuos se repro-
ducen independientemente uncs de otros, se tiene que
para cada hijo ¢ del individuo {0} se satisface que

(xr @, iz, N,-) — (m T, N,-), i=1,2,... No.

Para cada n € N consideramos la variable aleatoria Y,
dada por:

Yo : (O, F,P) — B[0,]]
wr— Y, (w):[0,1] —F
t— Y, [t,w]

donde cada elemento de F est4 constituido por un nimero
n junto con una lista de n individuos a cada uno de los
cuales se le ha asignado una posicion en R. Es asf que

Ya [t w] i= (me, ((¢F (&), YT (t,w)) ...,

(tm, (6,w), Y, (£,0))))

tiene la siguiente interpretacion :

my ;= MNimero de individuos presentes en el tiempo
L.

e (t,w) == “Marca” del j-ésimo individuo presente
en t, j=1,2,...,m,.

Y (t,w) = YE () (t,w) := Posicién del j-ésimo in-
dividuo presente en £.

La posicién de cada individuo estd definida como la
suma del incremento en posicién del individuo mismo y
de sus antepasados.

Nosotros afirmamos que las distribuciones de las va-
riables aleatorias Y;, convergen débilmente hacia las del
“Branching-Brownian-Motion”.

Puesto que en B [0, 1] los conjuntos finito-dimensio-
nales forman una clase determinante {ver, Blanco,
(1991)) es suficiente probar que:

1. La sucesién (¥,), N satisface la condicién de
Tensién, es decir para todo € > 0 existe un compacto
K. tal que P, (K.) > 1—¢ para todo n.

2. Las distribuciones finito-dimensionales de Y;, con-
vergen a las del “Branching-Brownian-Motion™

Teorema 2.1.
La sucesién (Y;,), . satisface la condicién de Tensién.

Idea de la demosiracidn
Es suficiente verificar (ver, Blanco, (1993)) que:
1. Para cada € > 0 existe un r > O tal que

P({w:Y, (w) tiere més de r ramas}) < -;-,
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para todo n € N,
2. Paracada ¢ >0 y para cada 7 > 0 existe un
0 < é <1 tal que

P ({w : Wyn(w) (& > n}) < —E—, para todo n € N.
2
Recordamos que W, (8) F=max. sup by () — b1 (8)]
ls—t|<é
donde &; denota la I-ésima rama del arbol b.
Para demostrar 1. se considera para cada n € N el

proceso (ZI,":’,n donde Z; , := Nimero de indivi-

duos presentes en el tiempo %, y se demuestra que existe
un r € N tal que
£

P(Zin>1) <3
Para verificar 2. se toman e >0 y 5 > 0 fijos. De 1.
se sabe que existe un r > (} tal que
€
a?

P{{w:Y, (w) tiene mas de r ramas}) < 5

para todo n € N.

Sea A el conjunto de todos los posibles individuos
presentes en ¢ = 1 para todas las posibles estructuras
familiares con a lo mds r individuos finales (es decir
individuos presentes en t = 1). No tenemos en cuenta
las longitudes de vida de los individuos particulares. Es
claro que la cardinalidad del conjunto .A depende de
r. Sea R(r) := #.A. No es dificil verificar que para
¢' = 357 existeun 0 <4 < 1tal que

P ({':"JI : WY"(w) (5) 2 Tf}) <¢R ('f‘) = ga
paratodon e NO

Teorema 2.2.
Las distribuciones finito-dimensionales de Y, conver-
gen hacia las del “Branching-Brownian-Motion”.

Idea de la demostracion

Sea 0 < t < 1 fijo. Sea A €B(F), donde B(F)
denota la o-dlgebra de Borel correspondiente al espacio
meétrico F.

P I () =P(altwl € A)
= P((me, (4 (£, ) Y2 (£:9)),- -,
i (60), Y5, (8,0)) € A

Ahora bien, hay solamente un nimero finito de posibles
estructuras familiares de manera tal que en el tiempo

t haya m; individuos, es decir necesitamos saber cudles
individuos se reproducen antes del tiempo t y cudntos
hijos tienen, para que en el tiempo ¢ haya m; indivi-
duos. En otras palabras, necesitamos informacién a-
cerca de un ndmero finito de variables N. Para que una
de dichas estructuras familiares se realice, las longitudes
de vida de los individuos involucrados deben satisfacer
determinadas desigualdades, es decir requerimos infor-
macién acerca de un nimero finito de variables L".
Si se desea que el vector de posiciones

(Yl'i'l (tvw) LR 1Yf:¢ (t, w))

pertenezca a un determinado conjunto Borel de R™t
(que evidentemente depende de A) necesitamos que se
satisfagan ciertas condiciones sobre un nimero finito de
variables X™. Es decir, se llega a que Py, [T, " se puede
expresar con ayuda de un mimero finito de variables
X" L" y N. Puesto que

n—oo

(x* @, ", N) % (W, T, N),

donde {W;}, (o 1 es el movimiento Browniano esténdar

T2 Ezp(1) y N es una variable aleatoria con funcién
generadora f, se sigue que las distribuciones finito-dimen-
sionales de Y,, convergen. En el caso de que tengamos
un mimero finito de puntos 0 < ¢; < ta.. tx < 1 se ob-
tiene la convergencia deseada haciendo un razonamiento
similar.

Con el fin de aclarar las ideas anteriores vamos a
hacer la demostracién detallada para una situacién par-
ticular del caso unidimensional O

3 Convergencia de las distribu-
ciones finito-dimensionales de
Y, (caso especial).

SeanneN,0<t< 1, y,y2 € R fijos.

Tenemos que

me=2,Y"(t, )<y y Y, )<y siysélosi
existen £ <t y u € R tales que

g =z, Xp(z,.) =1, Ly>t—x, p>t—rz,
[XT (¢,.) — X7 (.’B,)] Sth—u
y (X3¢ )-XF @) <w—w
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Por lo tanto,
P({w:me =2, Y (Lw) Sy, Y (Lw) <)) =
P(L? >t—a, L3 >t —x,[X}P(t,.) - XP(z,)] <

et
uck

th—u, (X3 () -

donde i, es la distribucién de ( Lz, xp ( f.{,')) siendo

X3 (z,.)] < y2 —u)dpia

(28, x5 (L )) (@, F, P) — ([0,1] xR, B ([0,1] x R))
w— (Lo (W), XF (ﬁg(w),w)).

T se tiene que las variables aleatorias

X'ln (.’l:, )] H [X; (ts ') - X;' (:E: )]

Dado L} =
f'?ll ? hg 1[X?(t1') -

son independientes.
Por lo tanto,

fau(z,yu) '.=P(Ihj'1‘ >t—z, f;’z‘ >t—=zx
[X? (t1 ) - X7 (.’L‘,)] S —u,
X3 (1) ~ X3 (2 )] S v2 — ) =
P(L}Y >t '--:1:)}9(1'..5l >t—x)
P(IXT () = X (2,)] St —w)
P([Xx3(t,.)— X3 (z,.)] Sy2 — ).

Es claro que
fa (@) — f(z,u)
donde
fzyu) =

72(3‘, x)

2
b=
—Tvrt - eG-=) dy.

J‘i’l “emti,ufm

Nuestro objetivo es demostrar que f Jfndii, converge.
Para ello seguiremos los siguientes pasos:

1. Demostraremos que la sucesién (,u.n),n eN € una
sucesién débilmente convergente.

2. Verificaremos que las f, son funciones medibles.

3. Luego se prueba que para todo & > 0 se satisface
que:

| Jim limsup 4 (9., fu) =

n—0od

siendo p:=lim pn ¥y
Tt 00

{(z,u) €[0,t) xR:
Az, u'),(z",v") € S{(z,u),6)

86,s1fn =
con |fn (!L",'U,’) - f'n («'E”auu)l >€ }

donde S ((z,u),8) denota la bola abierta de centro en
z ¥ radio &.

Para poder concluir de 1., 2. y 3. la convergencia
propuesta haremos uso de los teoremas siguientes:

Teorema 3.1.

Sea & un espacio métrico arbitrario y B {&) la coleccién
de todas las funciones acotadas, medibles, de valor real
definidas sobre S.

Sea M un conjunto de B (S) y P una medida de pro-
babilidad sobre §. Entonces

f fdP, - / fdPl =0

para todas las sucesiones (P, ), . de medidas de proba-
bilidad que convergen débilmente a P (Notacién: P, =
P) si y sélo si

L sup 1/ (0) F0]: 2y €8, £ € ) <oo

2. lim sup P{{z:wsS (n: §)>e})=

00

donde & (m §) denota la bola de centro en r y radio
by

wy S (z,8) = sup{|f (v) - f(¥)| :

lim sup
n—oo,FeM

u,y € S (z,8)}.

Demostracion
Ver (P.Billingsley, F.Topsge (1967)) O

Teorema 3.2.

Sea P una medida de probabilidad sobre S, {¥n }, cn
una sucesién de funciones en B (§), a € R. Entonces

[ ¥ndP, — & para todas las sucesiones (Fa),cy de
medidas de probabilidad sobre § con P, = P

si y sdlo si

1. La sucesién {#¥n},.n estd uniformemente aco-
tada.

2. [ndP — .

3. Para todo ¢ > 0 se satisface

limsup P (85¢,%n) =10

§—0,n—00

donde
5 _ {ze§:3x',z" € S(z,9)
G,G!wn = talesn que W)ﬂ (:l’:’) — Y (J’.rr)‘ > e } .
Demostracién

Ver (F.Topsge (1967)) O
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Teorema 3.3.

itn = j£, donde p posee la siguiente densidad
2

1 —
g(z,u) =e" e, o<z <1, ueR

Venx

se distribuye con la densidad condi-

cionada °:!; sobre {1} x R.

la masa restaznte el

Demaeostracidn
Sea

(f,{;, Xg) L (4, F, P) — [0,1] x C[0,1]
wr— (ff’o‘ (w), X% (w))

Puesto que f,(’,', X§ son independientes entonces
hn d ~
(25, %) =, (L x)

con L £ Ezp(l)y X £ W, siendo W la medida de
Wiener.
Consideremos la funcién h definida por

h:j0,1] x C[0,1] — [0,1] x R
(z,9) — (2,9 (2)).

No es dificil verificar que h es una funcién continua. Por
lo tanto (ver, Billingsley (1968)) se tiene que:

h(Lg, X3) S n(L, X)
es decir
(L80), x5 (£50), ) > »
donde p tiene la densidad dada en (%) O

Teorema 3.4.
Las funciones f, son medibles

Idea de lo demostracidn
Para la demostracién se siguen los siguientes pasos:
1. Se demuestra que si T es un espacio medible y si

p: T x R—R
(t,z) — 0 (t,z)

es continua a derecha en z y medible en ¢ entonces
@ (., .) es medible.

2. Para cada n € R consideraremos
[nt]
Xﬂ (Z) = ng + (ﬂt - [ﬂ.t]) £[nt]+11 zE Rs
k=1

donde £ : (2, F, P) — R son variables aleatorias in-
dependientes con

(o) (o)

y se demuestra que para cada y fijo la funcién
Gn (- ay) = P(Xn () < y)

e3 medible
3. Haciendo uso de 1. y 2. se demuestra que para
cada n € N las funciones

9 :jo,0) x R—10,1]
(m,y) HP(X:n (t-:L‘, ) Sy),

i = 1,2 son medibles
4. Utilizando 3. se demuestra que para cada n € N
las funciones

g,(,i) :[0,2) x R—[0,1]
(z,9) — P(XP(t, ) — X (z, ) <),

i1 = 1,2 son medibles
5. Se verifica que para cada n € N las funciones

1. [0,t) x R—[0,1]
(z, ) — PP 2t—z), i=1,2

son medibles

6. Usando 4. y 5. se concluye que las funciones f,
son medibles [1

Para una demostracién detallada de lo anterior ver
(Blanco (1991)).

Teorema 3.5.

Sea M := {f, : n € N} entonces se tiene que

/fko-]fndﬂ

para todas las sucesiones (Qx ) oy de medidas de proba-
bilidad definidas sobre S := [0,£) x R con Qy = p.
Demostracion
Es claro que M es un subconjunto del conjunto de
funciones acotadas, medibles, de valor real definidas so-
bre §:=1[0,f) x R '

lim sup =0

k—o0 neN
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Sea £ > 0 fijo pero arbitrario.

Tomemos S, := [0,t —¢) x R y sea 5> 0 fijo pero
arbitrario.

Como

t |
1 —u?
. ey _ 12 —x - _
}1_1)1'1) ,u(SE)—lgr(x)tfe \/%_xfei du| dz=0
1—€ — o0

se tiene que existe un gg > 0 tal que u(S%) < n si
e < gg.

Por otra parte se tiene que f; — f uniforme-
mente en S, := [0, —gp) X R (vernBla.nco, (1991)).

Por lo tanto existe un ng () tal que:

|/n (z,u) — £ (z,4)] <, paratodon > ng (n) y para
todo (z,u) € S,.

Sea (Qi)icn una sucesién de medidas de probabili-
dad sobre S con Qp = p.

Como p(8S,,) = 0 entonces se tiene que

lim Qk(Seo) = #(Seo)
k— oo
Por lo tanto

i
k—oo

m f&ofdczk: [ ra,

ya que f es continua y acotada en S,,.
Por otra parte tenemos que para todo 1 > ng (1) se

satisface:
[g‘ofndak—[qzofndu fs‘afko—/Smfdu

De donde se tiene que existe un kg (1) € N tal que para
todo k > ko (n) se satisface que

]S‘ f,.ko—[S! fadp

o

< 2n+

< 3,

para todo 1. 2> ng (7).
Vamos a demostrar que

/ s~ / i

para todo n < ng (7).

Sea n < ng () fijo. Tenemos que fnQr => fap, ya
que p(Dy,) =0 siendo

Dy, := Conjunto de puntos de discontinuidad de f,

(ver, Billingsley (1968)) .

Tim =0,
k—0

Por lo tanto existe un mg (1) € N tal que

< 39,

FadQs — /S fndp

o
S‘O €0

para todo k > mg (n)y paratodon =1,2....,n9(n).
Tomando Ng (%) := max {ko (), mo (1)} se sigue
que

<3,

FadQu — fs I

Sfa

para todo k > Nj (1)y para todo n. ().
A continuacién demostraremos que existe un
m(n) €N con

FodQs — f fudp

Se,

< 3n,

S;-'O

para todo k > m(n)y para todo n. (¥*).
Para ello tomamos n € N fijo. Puesto que |f»] <1
se sigue que para todo k

[ fog, Fn8@n = fsz, fadi| < 1 (82,) + @ (52,)
< n + Qk (S:o) *
Como
Jim Qx (S5,) = 1 (S5,)

se tiene que existe un m(n) € Neon Qi (52) < 27
para todo k > m (7)), de donde se sigue (#x).
De (x) y (*+) concluimos que

‘ [naan- [ fndu’ <6

para todo k > N(n) = max{m(n), No(n)} y para

todo n.
[naae- [ fndu‘ —0 O

Por lo tanto
lim sup
Finalmente tenemos el siguiente resultado.

k—oco neN

Teorema 3.6

T}ngoffndUﬂszdﬂ

Demosiracidn
Del teorema anterior y del teorema 2.1 se sigue que

lim sup i (8., fn) =0, paratodoe >0.
60 N
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esto implica que
lim limsup # (5, fr) =0, para todoe > 0.
650 poco
Puesto que (fn), .y estd uniformemente acotada y
iy, [ fadiin = [ fau
n"—0C

se sigue entonces por el teorema 3.2 el resultado O
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