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Se estudian la desigualdad isoperimétrica clasica, autovalores del Laplaciano y desigualda-
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La desigualdad isoperimétrica clésica relaciona el 4-
rea A de un dominio §2 en el plano con el perimetro L
de su frontera 2

L2 > 4nA (1)

y la igualdad vale solamente si el dominio es un disco.
Probablemente éste sea el teorema de geometria diferen-
cial global més antiguo y esté relacionado con el siguien-

te problema: de todas las curvas simples cerradas en el -

plano de longitud L, ;jcuél encierra mayor drea? Desde
la antigiledad los mateméticos conocian que el circulo
es la respuesta a esta pregunta; Pappus (siglo III D.C.)
le atribuye el descubrimiento a Zenodoro.
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Si consideramos dominios que estdn limitados por
curvas simples de Jordan entonces es suficiente realizar
la prueba de la desigualdad (1) para dominios convexos.
Para verlo basta considerar la envoltura convexa del do-
minio, la cual aumenta el area y decrece el perimetro.
Esta propiedad es védlida solamente en el plano y hace
la demostracién de la desigualdad (1) mds facil que sus
generalizaciones. Por esta razon a través de los afios los
matemaéticos han elaborado pruebas con ideas y técnicas
diferentes.

El primer paso a una demostracién matematicamente
rigurosa fué dado por J. Steiner en el afo de 1838.
Steiner di6 varias pruebas diferentes pero incompletas,
porque suponia la existencia de una solucién al proble-
ma. Sus pruebas fueron completadas més tarde por di-
versos matemadticos. Vale la pena mencionar las de F.
Edler (1882) y Carathéodory (1910).
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Un avance fundamental en el desarrollo de este pro-
blema fué obtenido por H. A. Schwarz en el afio de 1884.
Influenciado por los trabajos de K. Weierstrass sobre la
existencia de minimizantes a problemas variacionales,
Schwarz probé en su articulo (Schwarz 1884) la desigual-
dad isoperimétrica en dimensién 3:

A% > 36mwV2,

donde A y V representan el drea de la frontera y el
volumen del sélido, respectivamente.

Finalmente, E. Schmidt (Schmidt 1939} obtuvo la de-
sigualdad isoperimétrica en dimensién n:

1

vol,_1 (8) > cp[voln ()] (2)

para cualquier dominio compacto & C R™ con frontera
- 852 suave, donde ¢n = vol,_;[S™]/{vola[B"]} "=

™ y §™1 representan respectivamente la bola y la es-
fera unitarias en el espacio euclideano de dimensién n.

El método de Schmidt es una combinacién del método
de simetrizacién introducido por Steiner y del célculo va
riacional.

Existen por lo menos una docena de pruebas de la
desigualdad isoperimétrica en el plano. Tal vez la mas
elemental es la siguiente:

Sea C : [a,b] — R? una curva cerrada, simple y suave.
El perfmetro L de la curva puede ser calculado por la si
guiente integral

Usando el teorema de Green podemos expresar el irea
A encerrada por la curva C como la integral

: b b
dzx dy
A= —fa ygds —/a m-&;d.s. (3)

Supongamos que la curva C estd parametrizada por lon-
gitud de arco t. Como queremos comparar la curva C
con el circulo, hacemos la giguiente construccién. Sean
D1 y D; dos rectas paralelas tangentes a la curva C' y
cuya distancia entre si es 2r. Considere un circulo de ra-
dio r que tiene las rectas Dy y Dy como tangentes y cuya
interseccién con la curva C es vacia. Tomando coorde-
nadas rectangulares con origen en el centro del circulo,
podemos escribir la parametrizacién de la curva C(t) =
(21(),3:(2)) ¥ la del circulo aft) = (z2(t),pa(t)) =
(Il(t)!y2(t))s te [0! L]

Usando las igualdades en (3) obtenemos
L, d dz
A+7rr2=f ($1—gl—y2—l)

0

L din dzy\?
< 28—
= Jo \/(Il at gt )

< [Eea) () ()
f ok +4 = Lr.

Observe que la media geométrica de dos nimeros es
menor o igual que la media aritmética y la igualdad
vale si los nimeros son iguales. Entonces

VAVTrE < %(A +7r?) < %Lr, (4)
lo cual implica que
4mAr? < %2,
que a su vez muestra la validez de la desigualdad (1},
Si la igualdad se tiene en (1) entonces en las anteriores
desigualdades se tiene igualdades; en particular en (4}

obtenemos que A = nr? y L = 2ar. Note que r no
depende de la direccién de la recta Dy, asi que

2 2
dy]_ dx, dzx; dyl
(IIE—WE) =(= 1+y2)(( dt) +(dt) )’

o, equivalentémente,

dxy dy,
(‘Tl a dt) =0.
Es decir
I _ Y2 _ le+y2 =-:|:7'.

dy,  dz, 2 2
i 2% _ d dr
it \/(%) + (d—t‘)

d .
Entonces r; = :l:r——yi. Como r no depende de la di-
reccién de Dy podemos intercambiar z; con y; en la

— 4+r—L . Entonces
dt

dz; \* dy \*
x%'i'yfﬂ'f‘z [(E‘) +(-&? "'—’TQ-

tltima igualdad y obtener gy,
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Un método bastante directo para probar la desigualdad
(2} en el caso de frontera suave es el del calculo de varia-
ciones. Sea (% un dominio compacto en R™ con frontera
) suave. Sea f: 900 — R una funcién diferenciable.
Sea Q; el dominio que tiene por frontera la superficie
98, que es obtenida desplazando cada punto de la fron-
tera 911 por el vector tf N donde N es el campo vectorial
normal exterior a la superficie 3{2. Sean A(t) el 4rea de
90 y V{t) el volumen de £}, entonces las férmulas de
la primera variacién son

A’(_O)=[me v vor=[ 1,

donde H es la curvatura media de 902, Si la superficie
{1} tiene drea minima entre todas las superficies que
limitan el mismo volumen debe tenerse que si [, f =0
entonces [y, fH = 0. Por lo tanto la curvatura media
H debe ser constante en 0§. Si H no es constante,
entonces existen puntos en la frontera de 2, z ¥ y, con
H(z) # H(y) y podemos encontrar una funcién f que
tiene soporte en pequefias vecindades de los puntos = y
Y, ¥ que ademads satisface

f f=0 e fH <.
an a0

Usando el argumento anterior es posible mostrar que
si 9 tiene drea minima entre todas las superficies que
encierran el mismo volumen, entonces la curvatura me-
dia es constante. Una pregunta surge naturalmente:
juna superficie de curvatura media constante es nece-
sariamente una esfera? La respuesta a esta pregunta
tiene una historia interesante y los trabajos elaborados
por Alexandrov o Reilly nos permiten asegurar que una
superficie que tiene drea minima entre todas las super-
ficies que encierran el mismo volumen tiene curvatura
media constante y por lo tanto es una esfera. A primera
vista, lo anterior resuelve el problema isoperimétrico. Al
estudiar con mayor atencién la frase anterior vemos que
realmente es un teorema de unicidad: ninguna superfi-
cie diferente a la esfera puede tener drea minima entre
aquéllas que encierran el mismo volumen. Lo que falta
por mostrar para resolver el problema isoperimétrico es
que existe alguna superficie que minimiza e] drea. Esta
fué la parte que Steiner no dilucid en sus “pruebas” de
la desigualdad isoperimétrica.

La desigualdad isoperimétrica ha sido considerada en
variedades diferenciales. Recordemos que para cualquier
punto z en una variedad de dimensién 2, si denotamos
por L{r) la longitud del circulo geodésico de radio r y
centro z, y por A(r) el drea del disco correspondiente

entonces tenemos que

. L(r)? —4mA(r)
K{z)=- 11-1—% m2rd

donde K (x) representa la curvatura gaussiana en el pun-
to x.

De la f6rmila anterior claramente obtenemos que si
K(x) > 0 entonces la desigualdad isoperimétrica (1) no
es satisfecha en bolas geodésicas de radio pequefio. En
general, para cualquier variedad compacta M sin fron-
tera, la desigualdad (1) no es satisfecha. DBasta con-
siderar dominios de la forma M — B.{z) donde B.(z)
es una bola geodésica de radio r (v pequefio) y cen-
tro z. Sin embargo existen otros tipos de desigualdades
isoperimétricas que muestran el efecto de la curvatura
del espacio. Por ejemplo en la esfera 52 de curvatura
gaussiana igual a 1 vale que

L? > 47 A% - A%,

mientras que en el espacio hiperbélico H? de curvatura
gaussiana —1 se tiene que

L? > 4742 + A2

Los analistas y gedmetras se han ocupado de estudiar
la influencia de la curvatura en la desigualdades isope-
rimétricas en general {Burago-Zalgaller 1988).

De la anterior discusion aparece naturalmente la si-
guiente pregunta: jen una variedad completa, no com-

_pacta y con curvatura no positiva vale la desigualdad

(1)?

En los idltimos 20 afios los espacios con singularidades
han sido estudiados con gran intensidad por la escuela
rusa de Alexandrov. M. Gromov los hizo populares en-
tre los gedmetras en los Estados Unidos. En un tra-
bajo reciente con J. Cao hemos probado que la designal-
dad isoperimétrica vale en espacios lineales a trozos de
curvatura no positiva. En estos espacios, que pueden
contener singularidades {en cuyo caso la métrica no es
suave), se puede definir la nocidn de curvatura usando
comparacion de tridngulos. En una variedad diferencia-
ble y de curvatura seccional K < 0 vale que la suma de
los dngulos interiores en cualquier tridngulo geodésico es
menor o igual que 7. La anterior propiedad la tomamos
como definicién de curvatura K < 0 en cualquier es-
pacio geodésicamente completo. Nuestra demostracién
usa técnicas desarrolla das en trabajos anteriores e in-
troduce varias ideas nuevas debido a la consideracién de
singularidades del espacio.
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En el caso de variedades riemannianas con métricas
suaves y de curvatura no positiva, la desigualdad isope-
rimétrica (2) es conocida s6lo en dimensiones 2, 3 y 4
por los trabajos (Weil 1926), (Kleiner 1992) y (Croke
1984}, respectivamente.

Otra direccionn importante de la desigualdad isope-
rimétrica es la relacién con el problema de autovalores
del Laplaciano (Osserman 1978), los cuales pueden ser
caracterizados por problemas variacionales. Si conside-
ramos el funcional

(2
Fly) = —p——
fo vy
entre todas las funciones diferenciables que satisfacen
la condicién fg" y(z)dz = 0, entonces la ecuacidn de
Euler-Lagrange asociada al problema variacional (5) es

d?y
dz2

dy _ dy _

+Ay=0 en [0,27],

donde A; es €l minimo del funcional F, La ecuacién
anterior corresponde al primer autovalor del operador
L= f:':f en el intervalo [0, 27] con respecto a la condicién
de frontera tipo Neumann. En una variedad riemannia-
na (M",g) con frontera y de dimensién n, el problema
analogo es el siguiente: minimizar el funcional

Ty |Vul|?dv
Foo) = = Fa

entre todas las funciones no nulas, diferenciables hasta
la frontera y que satisfacen la condicién

/ udv = (),
M

donde dv representa la medida riemanniana inducida
por la métrica.

La ecuacion de Euler-Lagrange asociada al problema
variacional anterior es:

Av+du=0 en M,

Ju
— =0 sobre oM,
an

donde A; es el minimo del funcional F entre todas las
funciones que satisfacen la condicién integral anterior,

Hay muchos trabajos estimando el valor de la cons-
tante A; (el primer autovalor no nulo del Laplaciano con
respecto a la condicion de frontera de tipo Neumann) en
términos de la geometria de la variedad M. En esta di-
reccién una de mis contribuciones es el siguiente teorema
(Escobar 1990).

Teorema. Sea (M",g) una variedad con frontera de
dimensién n. Si la curvatura de Ricci satisface Ric(g) >
{n — 1)g v la frontera es convexa, entonces A, > n.
Si A\ = n entonces (M, g) es isométrica al hemisferio
superior §% = {(z1, "+ ,2n) € R* | 23 + - + 22 =
1,z, >0}

El anterior teorema nos dice que para cualquier fun-
cién no nula  tal que f,, udv =0, se tiene que

1
/ uzs—/ |Vu|2dv
M nJuM

y 8l existe una funcién que verifique la igualdad entonces
(M™,g) es isométrica a Sh. Esto nos permite identi-
ficar el hemisferio norte entre todas las variedades con
frontera convexa y con curvatura de Ricci mayor que la
curvatura de la esfera unitaria. La desigualdad anterior
hace parte de la familia de desigualdades tipo Poincaré
y es fundamental en el estudio de muchos problemas en
ecuaciones en derivadas parciales, ya que nos asegura
que si la norma del gradiente de una funcién en L? es
acotada entonces la norma de la funcién en L? también
es acotada.

En problemas de frontera en ecuaciones diferenciales
parciales es necesario estimar la norma en L? de una
fun cién en la frontera de la variedad, en términos de
la norma L? del gradiente en el interior. Esto nos lleva
a estudiar el siguiente problema isoperimétrico: mini-
mizar el funcional
Ju |Vu|?dv
 Jon utdo
entre todas las funciones no nulas, diferenciables hasta
la frontera y que satisfacen la condicién

/ udo = 0,
aM

donde do representa la medida riemanniana inducida
por la métrica en la frontera 3M de M. La ecuacién de
Euler-Lagrange asociada al problema variacional ante-

rior es:
Ap =0

Oy
an v sobre GM.
donde v es el miinimo del funcional S.
(6) es conocido como el problema de Steklov porque
fué introducido por él en su trabajo (Stekloff 1902).
Steklov estaba interesado en el problema (6) por su apli-
cacién a la fisica. En este caso la funcién u representa
la temperatura del cuerpo M cuando se estabiliza {es
decir no depende mas del tiempo) y el flujo en la fron-
tera es proporcional a la temperatura. Mi contribucion
al problema de Steklov es el siguiente teorema.

S{u)

en M,
(6)



ESCOBAR, J.F.: ALGUNOS PROBLEMAS ISOPERIMETRICOS

113

Teorema, Sea (M™,g)} una variedad riemanniana con
frontera y de curvatura de Ricci no negativa. Sin >3y
la segunda forma fundamental 7 satisface w > ¢ entonces
v > c¢f2. Sin = 2 y la curvatura geodésica k, de la
frontera satisface que kg > ko entonces v > ko v la
igualdad vale sélo en la bola euclideana de radio k3!,

Retomando de nuevo la desigualdad isoperimétrica

(2) observe que la constante c, puede ser caracterizada
variacionalmente como

¢ Yoln1(00)

L) = o o or

donde C es el conjunto de todos los subdominios com-

pactos de R™ con frontera suave y a = "—;1 Es posi-

ble dar una caracterizacién funcional de la constante
isoperimétrica I,(R™). De hecho, usando la fofmula de
co-area es posible mostrar

Io(R™) = I(R™) (7)
donde

fRn |Vuldx

j R™) = 1 D EEE————
a( ) uec’g‘:‘—{o} (Ijﬁn |u|"l;d$)a

Observe que para cualquier funcién diferenciable y de
soporte compacto

n-1
IQ(R“)(f |u|?-':‘fdx) " S[ |Vul|dz.
Rl’l ™
Aplicando la desigualdad anterior a la funcién |u® y u-

sando la desigualdad de Holder obtenemos que

n—1

fa{R“)(Ln|u|’f3dz)T < S/Ru |ul* | Vu|dz
([ 1) ([ o

Escogiendo s tal que 2 = %, es decir 5 =
p(n—-1)

np se tiecneque para 1 <p < n

> 3 y p = 2, cualquier funcién
dife renciable definida en R™ y con soporte compacto
satisface que

(e
< (falmm) " 22 ([ 19a7) e

Andlogamente se pueden definir en cualquler variedad
riemanniana los nimeros Io(M) y Io(M), o real, y la
igualdad (7) también vale. La desigualdad (8) puede
generali zarse a cualquier variedad riemanniana com-
pacta con o sin frontera. Usando una particién de la
unidad se obtiene que para cualquier funcién suave y
que se anula en la frontera se cumple que

n—2
/|u|n_21"§dy " C[/ |Vul2dv+] uz].
M M

La anterior desigualdad es muy iitil en el estudio de
ecuaciones diferenciales parciales. 8in embarge hemos
perdido una propiedad fundamental de la desigualdad
(8). La desigualdad (8) es invariante bajo translaciones
y dilataciones y mas generalmente, es invariante bajo
transformaciones conformes del espacio euclideano. Es
natural considerar una desigualdad en cualquier var-
iedad riemanniana que generalice (8), que posea la pro-
piedad de ser invariante bajo deformaciones conformes
de la métrica y para cualquier funcién en general {no sélo
para aquéllas que se anulen en la frontera). Considere-
mos el problema isoperimétrico siguiente. Sea (M™,g)
una variedad riemanniana de dimensién n > 3. Defina
la enerpfa de la funcién u, E(u), como

£n particular para 1 >

(8)

—2
n hu? do,
oM

E(u) = /M(gw|2+4(”T__2T)R

donde las funciones R y h representan la curvatura es-
calar en M y la curvatura media de M respectiva-
mente, calculadas con respecto a la métrica g. Considere
el nimero real QM) definido como

Q(M) = inf{Q(w) |u € C'(M), u#0en M}, (9)

donde B
Q) = W

(fong lu 2 dw) ™

En el trabajo (Escobar 1992) mostramos el siguiente
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Teorema. Sea {M™,g) una variedad riemanniana con
frontera de dimension n 2> 3. FEntonces

QM) < Q(S) (10)

La igualdad vale sélo si (M™, g) es conformemente equi-
valente a S7.

La demeostracion de la desigualdad estricta en una va
riedad que no sea conformemente equivalente a S7 in-
volucra el uso del Teorema de la Masa Positiva en Teoria
de Relatividad, para espacios con frontera probado en
mi articulo (Escobar 1992),

La consecuencia mas importante del teorema anterior
es que cuando se tiene la desigualdad estricta en (10)
entonces el problema variacional (9) posee un minimo u.
Tal funcién u satisface la ecuacién de Euvler-Lagrange

n-—-2 n—2 42
Au—mRu+~ﬁ-:~l—),\u =0 en M,
Qe m=2h =0 sobre OM, (11)

on
donde A es un multiplicador de Lagrange. Usando el
principio del maximo se muestra que la funcién u es
estrictamente positiva. Entonces las ecuaciones en (11)
significan geométricamente que la métrica riemanniana
uwts g posee curvatura escalar constante A y la frontera

tiene curvatura media nula. Lo anterior implica el si-
guiente resultado {Escobar 1992).

Teorema. Toda variedad compacta de dimensién n >
3, es conformemente equivalente a una de curvatura es-
calar constante con frontera minima.

Aniloga a la desigualdad (8) existe otra desigualdad
en el espacio R} = {(z,t) |z € R Lt > 0}, n > 3,
que es conformemente invariante y relaciona la integral
de la funcién en la frontera con la norma del gradiente
en el interior. M4ds precisamente, para cualquier funcidén
suave y de soporte compacto se tiene que

ne =i
([, 15 00)™

En algunos problemas geométricos o analiticos es impor-
tante saber cudl es la menor constante ¢(n) que satisface
(12). En (Escobar 88) e independientemente Beckner
en (Beckner 1993), mostré que la mejor constante es
e(n) = 2yo
las funciones

c(n) /;n |Vufdedt. (12)

—w1 v la igualdad es obtenida sélo por

(n=2)
2

€
, 0.
(s+t)2+|m——:ro|2) €=

u(z,t) = (

Es natural extender tal desigualdad a una variedad rie-
manniana manteniendo la propiedad de la invarianza
bajo deformaciones conformes de la métrica. Fn el ar-
ticulo (Escobar 92} estudié el siguiente cociente de tipo
Sobolev

Q(M,0M) = inf{Q2(w) v € C* (M), u+#0endM},
donde
QZ(”) = f;fi) n-3 "
)

En (Escobar 1992) mostré el siguiente

Teorema. Sea () C R™ un dominio acotado y con fron-
tera suave entonces

Q(§1,00Q) < Q(B,0B)

donde B es la bola en R™. La igualdad se obtiene sélo
si§l=B.

Una consecuencia del teorema anterior es:

Teorema. Cualquier dominio acotado en R™ es confor-
memente equivalente a uno de curvatura escalar cero y
con frontera de curvatura media constante.

El anterior teorema puede entenderse como una gene-
ralizacién del Teorema de la Aplicacién de Riemann que
dice que para cualquier dominio simplemente conexo en
el plano existe una aplicacién conforme del dominio en
la bola. En dimensiones mayores a dos tal resultado no
es posible debido a que las aplicaciones conformes estan
determinadas localmente (Teorema de Liouville). Sin
embargo si existen métricas que tienen dos propiedades
de la métrica euclideana en la bola: curvatura escalar
cero y curvatura media de la frontera constante.

Recientemente he mostrado que las ecuaciones

n—2

n—
Au— ———R g =
u =) u+4(n_1)z\u =0 en M,
Ou -2
%+"2 hu=n22 4% sobre OM,

admiten una solucién positiva y suave en una variedad
compacta de dimensién n > 3. Tal solucién u define la
métrica riemanniana u 73 g que tiene curvatura escalar
constante A y la curvatura media de la frontera es cons-
tante e igual .
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