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Se describe una extensién de un modelo cl4sico de la teoria de capas planetarias en equili-
brio radiativo. El tratamiento se hace de acuerdo con el conocido esquema de Eddington. La
extensién consiste en incorporar los efectos de la reflexién (isotrépicamente difusa) de la ener-
gia solar en la superficie que separa la atmésfera de un planeta y su capa superficial. El mode-
lo, en cuyo disefio también se tiene en cuenta la absorcién de radiaci6n de onda corta, com-
prende los modelos de la misma clase hasta ahora elaborados. A titulo de ilustracién, el modelo
es aplicado a la atmésfera terrestre y al océano, para los cuales se calculan posibles perfiles de
temperatura.
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Introduccién

La Tierra se encuentra, climatologicamente hablando,
en equilibrio energético o, como suele decirse en
meteorologia, en equilibrio radiativo. Esto significa que
la Tierra emite en promedio exactamente la misma
cantidad de energia que la que absorbe en forma de
radiacién electromagnética proveniente del Sol. De no
ser asi, la Tierra se calentaria o enfriaria gradualmente.
Para los fines de la climatologia, cabe considerar al Sol
COMOo Un cuerpo negro, que se mantiene mediante
reacciones termonucleares a una temperatura de unos
5780 K. En realidad, esta temperatura, denominada en
astrofisica temperatura efectiva, T, , no es sino una
temperatura caracteristica de la fotosfera solar; representa
simplemente a temperatura que deberia tener el supuesto
cuerpo negro, para emitir, segin la ley de Stefan-
Boltzmann, exactamente ia cantidad de energia que por
unidad de area y tiempo irradia el Sol. Asimismo,
midiendo la cantidad de energia emitida por nuestro
planeta (desde un satélite, por ejemplo), podemos
atribuirle una temperatura efectiva, Tef, la cual resulta
ser aproximadamente igual a 18°C bajo cero
(T, = 255°K; cf. Trenberth, 1992). Esta temperatura
puede explicarse suponiendo que la Tierra emite como
un cuerpo negro de forma esférica, al mismo tiempo que
absorbe un 70 % de la energia solar interceptada,
rechazando el 30 % restante en virtud de su albedo o
poder de reflexion. El valor promedio actual de este al-
bedo global (o planetario, con A por simbolo) es la
fraccidn correspondiente, que distinguiremos mediante
un subindice ( A, = 0.3). En términos matemadticos,
podemos expresar la condicion de equilibrio radiativo
global terrestre (pero véalida para cualquier planeta de
caracteristicas semejantes) como el siguiente balance
energético:

(1) oT, T,mRe (1 Ay) = 0T, 47Rg

donde hemos empleado la emisién del cuerpo negro
segun la ley de Stefan-Boltzmann, y donde Rgyy R,
representan los radios de la Tierra y el Sol,
respectivamente. Hemos incluido el factor de dilucion
I, = (R, ,o’DO)2 , de la energia emitida por el Sol al nivel
de su “superficie”, el cual tiene en cuenta la circunstancia
geométrica de que la densidad por unidad de area de la
energia solar irradiada isotrdpicamente disminuye en la
proporcion en que aumenta el cuadrado de la distancia
media entre el planeta receptor y el Sol (asi, para la

Tierra, D, =~ 150000.000 km). Ademas, hemos tenido
en cuenta que la energia solar interceptada por la Tierra
baiia, en promedio, atodo el globo, tras haber atravesado,
casi perpendicularmente, wun disco imagina-tio
(proyeccion bidimensional de la esfera) de radio igual al
terrestre, lo que explica que en el miembro izquierdo solo
aparece el cuarto de la superficie de una esfera.
Despejando la temperatura efectiva de la Tierra y
empleando los valores astrondémicos medios de las mag-
nitudes que figuran en la ecuacion, obtenemos Tef =255
K, valor que concuerda con el observado.

Este modelo en bloque permite reproducir un dato
climatologico importante, como lo es la temperatura
efectiva de un planeta. Es un modelo radiativo, el mas
sencillo en una jerarquia de modelos climaticos
gradualmente mas complejos. El siguienie escalafon en
la jerarquia es un modelo radiativo que permita tener en
cuenta un hecho fundamental de la termodinamica del
sistema solar, y &5 la observacion de que todos los cuerpos
en €l exhiben un gradiente de temperatura en sus capas
gaseosas. Que el modelo sea radiativo significa que
deliberadamente se prescinde de considerar procesos de
transferencia energética que no sean debidos a la
propagacion de energia electromagnética. Si ademas se
considera que los volimenes infinitésimos absorben la
misma cantidad de energia electromagnética que la que
emiten, el modelo representa estados locales en equilibrio.
A tales modelos se los caracteriza como de “equilibrio
radiativo™.

La nocion de atmdsfera en equilibrio radiativo se
origind en un estudio de la distribucién de temperatura
en la fotosfera solar (Schwarzschild, 1906). Desde
entonces, no se ha dejado de utilizar en los tratados, tanto
astrofisicos como meteoroldégicos, que se ocupan de la
transferencia de energia electromagnética a través de la
envoltura gaseosa de un cuerpo celeste. El primer
investigador en aplicarlo a una atmoésfera planetaria, y
particularmente a la terrestre, fue Emden (1913).

El modelo de una atmodsfera en equilibrio radiativo,
después de haber sido creado a principios de este siglo,
goz06 de gran popularidad en astrofisica y meteorologia,
sobre todo en la primera mitad del mismo, tras de que
Eddington propusiera una aproximacién que permite la
solucidn de la ecuacidn principal que rige el intercambio
radiativo'. En meteorologia, su divulgacién tuvo mucho
que ver con la bisqueda de la explicacidn, tras el
descubrimiento de la estratosfera en 1900, de la isotermia
{aparente) de sus capas inferiores. El modelo de
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Eddington se ha consagrado como cldsico. En
meteorologia, después de haberse abandonado como
instrumento de investigacién, parece tener lugar un
renacimiento del mismo en el contexto de modelacion
del clima.

El modelo del equilibrio radiativo presupone
coeficientes de absorcion independientes de la longitud
de onda, un supuesto que se conoce como emisién gris
en teoria de la radiacién. En el modele de Eddington, tal
como se suele aplicar en los textos de meteorologia, se
tiene en cuenta solamente la absorcién y emisién de
energia electromagnética de onda larga (o infrarroja),
mientras que se puede admitir que la energfa de onda
corta (o visible) atraviesa inalterada la atmosfera terrestre.
Esto se debe a que los espectros de la energia solar
incidente y de la energia telirica emergente corresponden
a temperaturas muy distintas, de modo que los espectros
mencionados, al promediarse con respecto a las distintas
direcciones de propagacién posibles, resultan no
traslaparse, y a que la atmdsfera de la Tierra deja pasar
una fraccién importante de la radiacién solar. En una
primera etapa de desarrollo del modelo, por consiguiente,
es razonable suponer que el coeficiente de absorcién del
planeta tenga dos valores: cero en la parte del espectro
visible y no nulo en el infrarrojo (modelo a veces conocido
como semigris). Sin embargo, Emden (1913), a quien ya
mencionamos como el autor dei primer modelo de

equilibrio radiativo en meteorologia, no se limitd a omitir-

la absorcién en el visible, sino que anticipd lo que muchas
décadas después (vid. p. ¢j., Goody & Yung, 1989), se
propuso, como el artificio mds facil de tener en cuenta la
relativamente pequeiia fraccién de energia solar absorbida
por la atmésfera (un 20% de la incidente), utilizar en la
regidén espectral de ondas cortas un coeficiente de
absorcion que represente una fraccién de la absorcién en
el infrarrojo. El modelo resultante ha sido aplicado a la
atmésfera de Venus (Gierasch & Goody, 1970). Esta
extension del modelo cldsico permite explicar cualita-
tivamente el aumento de la temperatura con ia altura en
las partes superiores de algunas atmésferas del sistema
solar, donde tiene iugar la absorcidn de radiacién
ultravioleta (solucién “‘termosférica™).

Ademas de estas simplificaciones fisicas, adoptaremos
la geometria mds comin en las investigaciones sobre

No cito ninguna obra de Eddington al respecte, pues no conozco
ninguna. La apetacién modelo o aproximacién de Eddington, como
también las hipétesis que se conocen bajo su nombre, es comiin en
las obras pertinentes sobre astrofisica o radiacion atmosférica.

transferencia radiativa, esto es, la de una capa plana y
paralela (o estratificada). Semejante capa se caracteriza
por su uniformidad horizontal (cualquier variable
dependiente s6lo puede variar espacialmente en direccion
perpendicular a la capa). Como modelo de una atmésfera
de espesor suficientemente delgado, comparado con el
radio del planeta correspondiente, ha sido de gran utilidad
en el pasado.

Nosotros nos proponemos extender una vez mds el
modelo cldsico, incorporando la reflexién de energia so-
lar en la superficie de la Tierra, puesto que la energfa
reflejada representa una fraccién importante (el 30 %)
de la energia incidente. Esta extensidn se hard natural-
mente de la forma mds sencilla, es decir, suponiendo
reflexion isétropa de los rayos incidentes. Senalo de
antemano que no se tiene en cuenta en estos modelos el
esparcimiento (o difusion o dispersion) de la radiacién
visible, el cual no solo es responsable de los colores que
vemos durante el dia, especialmente del azul celeste, sino
de las dificuitades formidables que surgen en su
tratamiento matematico. Las ecuaciones que obtendremos
en ¢l caso mas general, aunque mas complejas, no
sacrifican el limpido esquema original del modelo, al
mismo tiempo que acrecientan su flexibilidad. Ei modelo
extendido contiene en todo caso los modelos anterjores,
que se obtienen anulando el albedo de la superficie y el
coeficiente de absorcion en el visible.

Breve repaso de la teorfa de transferencia radiativa

Empezamos por definir fenomenolédgicamente el
campo de radiacion, tal y como se ha de especificar en la
descripcién de su interaccién con las capas materiales a
considerar {atmésferas, hidrosferas o litosferas).

En cada punto del medio (plano y paraleio)} podemos
“anclar” una esfera de radio unidad (simbolizada
como §2 ), cuyos puntos en la superficie, de coordenadas
(&,9), fijan cada uno una direccién alrededor del centro
de la esfera (direccién representada por un vector unitario
@ ), de modo que se tiene un nimero infinito de
direcciones. A cada una de ellas se le puede asignar una
infinitud de magnitudes que llamaremos el espectro de
intensidades o radiancias del campo de radiaciéon. Es
decir, para cada direccién hay una infinitud de radiaciones
de distintas longitudes de onda (existe por lo general toda
una gama de colores). Las inténsidades pueden variar en
el espacio y en el tiempo. Con todo, definimos la funcién
de siete variables, /,(x,y,2,0,9,), que depende de:
la longitud de onda (indice [ ), de la posicién (x,y,z)
en el espacio, de la direccién (&,@), y del tiempo . A
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este campo se le llama intensidad o radiancia
monocromdtica.

La suposicién de una atmosfera plana y paralela
implica que no hay variacion de intensidad en el plano
horizontal (21, / Ox = &1,/ &y = 0). Esta hipétesis
simplificadora a su vez acarrea la uniformidad acimutal
de la intensidad (es decir, &I, /3@ =0). A estas
simplificaciones viene a juntarse la invariabilidad tem-
poral, o estacionariedad de todos los campos que
consideraremos en este estudio. De modo que en una
atmosfera. estratificada, ia intensidad monocromatica se
reduce a una funcidén de tres variables:

1,(z2,0)

Esta intensidad sufre alteraciones, por extincién y
reforzamiento, al atravesar la atmodsfera. Estos cambios
se describen mediante una ecuacion diferencial conocida
como ecuacidn de transferencia radiativa (o ecuacion de
Schwarzschild):

dI,

(2) e —pk 1+,

El primer término del miembro derecho representa el
debilitamiento, por absorcién, de la intensidad que se
propaga a lo largo de un “rayo de luz” (ley de Lambert-
Bouguer). El rayo de luz puede describirse mediante el
parametro de arco r, a partir de un punto de referencia
(r=0) Al mismo tiempo, la energia de un rayo
monocromdtico puede intensificarse debido a la emision
de energia dentro del medio material: Como no
incluiremos el esparcimiento, la “funcién fuente” 77; se
debe exclusivamente a la emision. Si el medio estuviese
en equilibrio termodinadmice (uniformidad térmica total),
la intensidad tiene una distribucidn espectral tan conocida
como universal %la funcién de Planck:

2hc; 1

he, [ AT
P Lo |

(3 B,‘a_(T) =

donde jes la constante de Planck, % la de
Boltzmann, y ¢, indica la velocidad de 1a luz en el vacio.
La radiaci6n descrita por esta férmula no esta polarizada,
No es necesario incluir la polarizacion en la clase de
modelo que estamos confeccionando.

En la situaciéon del equilibrio termodinamico, la
intensidad es uniforme y, por consiguiente, Ia ecuacién

(2) se reduce a larelacién pk,f, = 1, o, con laec. (3),
a la ley de Kirchhoff:

= pk;_B A7)

En meteorologia se suele emplear como funcion fuente
a esta expresion, aun cuando la atmdsfera en conjunto
jamas se encuentra en equilibrio térmico, Para justificaria,
se postula que Jocalmente se dan las condiciones del
equilibrio térmico. Aceptamos el argumento, sin mayor
reparo, pues la hipdtesis es utilizada universalmente en
meteorologia e ingenieria (en astrofisica también, pero
hoy en dia con méis escriipulos). Asi obtenemos como
ecuacion de transferencia radiativa (ETR) la que el lec-
tor puede encontrar en cualquier texto o monografia
pcrtincntés (véase, p.ej., Mihalas, 1978; Battaner, 1986;
Goody & Yung, 1989; Modest, 1993):

dl

)] d—:zpkA(Bz_I,t)

Esta es la ecuacién basica de la teoria de transferencia
radiativa, siempre que sea licito descartar el esparcimiento
de los rayos electromagnéticos, es decir, cuando éstos no
sufren desviaciones de sus trayectos de propagacion,
causadas por moléculas (esparcimiento de Rayleigh) o
por particulas en suspensidn {esparcimiento de Mie). Mis
adelante operaremos con intensidades integradas con
respecto a las longitudes de onda (intensidades que
propongo calificar de holocromadticas, por oposicion a
monocromdticas), asi que no estd de mas recordar que:

4
[ B.(T)dA~ o
0 T

Esta intensidad holocromatica, multiplicada por 7,
no es otra cosa que el flujo de radiaciéon emitido por (la
superficie} de un cuerpo negro a la temperatura T (ley
de Stefan-Boltzmann). "

Antes de seguir adelante, nos detendremos un
momento en el sentido del operador diferencial d() / dr :
para los campos estacionarios del modelo, el operador,
en coordenadas cartesianas, tiene la siguiente forma
{véase, p.¢j., Goody & Yung, 1989):

dar,
—“+=w-VI,
dr
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Si recordamos que nuestro modelo no admite
dependencia horizontal de campos, el operador en
cuestion se reduce a:

ar, ol
5) dr _’”az

donde 4 = cosd es el coseno del dngulo cenital, o
componente vertical del vector unitario . Como la
ecuacidn de transferencia radiativa no contiene derivadas
respecto al angulo cenital, ni respecto a la longitud de
onda, la derivada respecto a 7 bien puede escribirse como
una derivada ordinaria.

Hemos sustituido la variable independiente & por su
coseno, 4. Un segundo cambio de variable llevara a
formulas mucho mas cémodas. En lugar de medir la
posicidén vertical de un elemento de volumen
{atmosférico} indicando su altura geométrica 7, es
conveniente introducir la profundidad optica T, que se
define como la integral

w(@)= | phdg

Esta nueva variable independiente tiene en cuenta
tanto la cantidad de materia absorbente, por unidad de
area (Ipdé’), como la capacidad o eficiencia de
absorcion (a través del coeficiente de absorcion k). H,
representa la altura de la frontera superior de ia capa en
cuestién, y 7(0) = 7, es su profundidad optica.

La profundidad éptica depende generalmente de la
frecuencia, debido a que la absorcidn es selectiva (segin
el color). Por ejemplo, para radiaciones de longitud de
onda en la gama del ultravioleta (4 <03
aproximadamente), la atmodsfera es, Opticamente
hablando, infinitamente profunda {u opaca), mientras que,
para las radiaciones que el ojo humano puede percibir
es, incluso si se tuviera en cuenta el esparcimiento, casi
transparente {Opticamente panda o somera). En la
naturaleza las profundidades épticas suelen ser funciones
espectrales bastante irregulares, 1o cual presenta un gran
obstaculo a un tratamiento analitico. Por eso, se ha ideado
el modelo de la atmdsfera gris, consistente en suponer
que el coeficiente de absorcion no depende de la
frecuencia de la radiacién (incidente o emitida). Asi, en
lugar de la infinitud de valores de la profundidad optica,
se opera con selo un valor (medio en algin sentido},
constante a lo largo de todo el espectro (absorcién gris),
0, algo mas general, con dos valores representativos de

las caracteristicas distintas de la absorcion en el visible
y en el infrarrojo (absorcidén a veces denominada
semigris). Esta tltima hipdtesis se ajusta mejor al caso
de la atmésfera, y en todo caso contiene el anterior,
Emden (1913) fue el primero en introducirla, y Milne
planteé el problema de la atmésfera gris en un contexto
astrofisico (Battaner, 1986). Hoy se considera ser una
aproximacién demasiado cruda; no obstante, permite
aclarar algunos puntos tedricos que bien pueden ser
refinados posteriormente. Por lo demas, en estudios con
modelos climdticos, la complejidad de las interacciones
a menudo no permite ir mas alid del modelo que estamos
definiendo.

Designaremos la profundidad éptica en la region
espectral de las ondas relativamente largas (el régimen
infrarrojo) con la letra 7. En el régimen visible
utilizaremos el simbolo 7, . Para evitar tener que
considerar dos variables independientes, Ty T, , nos
serviremos, en un empeflo por buscar siempre el
planteamiento mas sencillo, del expediente de suponer
que ambas profun-didades son proporcionales (Emden,
1913; Goody & Yung, 1989):

I, = &7

Cuando g = |, tendremos el caso de la absorcion gris.
S1 g = (), tenemos el caso de 1a atmosfera semigris, muy
popular en meteorologia, por cuanto permite ilustrar en
forma drastica el efecto invernadero.

Con las nuevas variables independientes, podemos
reescribir la ecuacidén (4) como una ecuacion en el
“espacio Optico™:

7) ud—; =I(r,4) - B,(1)

En esta ecuacion la funcién fuente depende de la
profundidad éptica, a través de la temperatura que aparece
en la funcion de Planck, cuya distribucién espacial se
puede representar en términos de 7 :

B,(r)=B,°T(r)

Continuando la descripcién matematica del campo
radiativo, pasamos a definir el flujo monocromatico de
energia radiante, por unidad de area y tiempo, como la
integral:

F@=], 1La.oado
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Teniendo en cuenta que, salvo en el caso de la energia
solar incidente, en un modelo con estratificacion verti-
cal las componentes horizontales del flujo de energia se
anulan, la tnica componente que se ha de considerar es
la vertical, que se obtiene de la dltima integral, mediante
la proyeccion del vector flujo F sobre el vector verti-
cal unitario j (perpendicular al plano de estratificacién
y apuntando hacia el cenit). Si ademads integramos
respecto al dnguio acimutal ¢ y a la longitud de onda
A , obtenemos el flujo vertical holocromatico neto. En
meteorologia y astrofisica es mas conveniente introducit
el valor negativo de dicho flujo:

® F=-F.k-= —ZJTJ.: I_llfi(r,p)pdydﬂ

El fiujo radiativo también es una funcién de 7.Como
la capa plana y paralela es atravesada por flujos en una
direccién con dos sentidos, es idéneo distinguir ademés
flujos correspondientes: por un lado, el flujo ascendente
(compuesto de rayos con dngulos cenitales menores que
un recto)

D @y =2a [ 1, pyudpd

y el flujo descendente (al cual contribuyen las
intensidades con un dngulo cenital mayor que 90°, es
decir, para las cuales g < 0), que definimos asf:

a0y FH(e)=-2a) [ 1 (o) udpd

De modo que podemos escribir f . FJ' _Ft

Tras establecer los flujos que acabamos de reseiiar,
nos atendremos ademds a la divisién tradicional segin la
composicidn espectral predominante: flujos asociados
con energia de onda corta, centrada alrededor de ( § mm,
que designaremos por Q(7), y flujos infrarrojos que
resuitan de integrar el espectro de ondas relativamente
largas (alrededor de 10 mm), R(7), con lo que podemos
escribir para el flujo holocromitico total

(11} F(r)=0(r)+R(1)= Q" (0- 0" (N + R (D) - R (1)

Esta ecuacidn permite calcular el balance de la radiacidn
total en el nivel de la profundidad 7, o sea, a la altura z.
(1) serefiere ala radiacién solar, y R(r) alainfrarroja.
Nos ocuparemos primero de la radiacién solar.

Debilitamiento de la radiacién solar

El objetivo principal de este apartado es calcular el
flujo de radiacién solar. Como ésta estd constituida en su
mayor parte de radiacién de onda corta (en meteorologia
esto significa: de onda menor que unos 4 mm ), por ser
radiacién proveniente de un cuerpo de alta temperatura
(alrededor de 6000°C), al atravesar la atmésfera, su
intensidad va a ser extinguida paulatinamente, sin ser
reforzada al mismo tiempo, ya que las temperaturas
atmosféricas son demasiados bajas como para contribuir
en forma apreciable al espectro de ondas cortas (sélo
contribuyen al espectro de ondas largas, mayores que 4
mm). Esto implica que en la ecuacién de transferencia
de energia radiativa solar no figura la funcién fuente
{siempre que se excluya, como en todo nuestro
tratamiento, el eZP%rcimiento). Asi:

(12) ,u?;_ = —pk, I}

donde ]2 es la intensidad monocromitica de la
radiacién solar, igual a B,(7 ), en el tope de la
atmosfera. Antes de integrar esta sencilla ecuacion,
examinemos el dngulo sélido que envuelve los rayos
solares.

Supondremos inicialmente que el Sol se encuentra en
el cenit, es decir, en la direccién E . perpendicular a los
planos paralelos de la capa que nos interesa. El Sol,
considerado como cuerpo negro, emite radiacion de
intensidad conocida: a cada rayo solar va asociado un
espectro  normal (o de Planck, vid. ec. (3)),
correspondiente a la temperatura de 5780°K. El haz de
rayos solares estd confinado en un dngulo sélido finito,
cuyo vértice puede suponerse ubicado en el tope de la
capa (z = [I1,), y cuyo eje (en direccién del vector
unitario antiselar a_}o = —k ) une al observador con su
cenit. La semiapertura del d4ngulo sélido subtendido por
el Sol, que tiene forma de cono circular, se notara como
& . Los rayos que inciden bajo un dngulo cenital mayor
que 7 — £, , no pudiendo haberse originado en la fotosfera
solar, tienen una intensidad despreciable (correspon-
diente, si descontamos la contribucién infima de otros
cuerpos celestes, a los 2.7°K de la radiacién de fondo).

El angulo sdlido subtendide por el Sol se puede
calcular pensando en la constelacién que acabamos de
describir:

rll - ﬂ.l“u
1+ 4,

O = [do= fE dude =27(1— i) =21
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donde g, = cosf, . Hemos aprovechado ademis la
relacién geométrica entre el angulo de la semiapertura y
el factor de dilucion 17, esto es, sin® g, =T,,yelhecho

de que #, = 0999989 ~ 1.

Si integramos la intensidad de los rayos solares con
respecto a las direcciones comprendidas en este dngulo
solido y a lo largo del espectro de frecuencias, obtenemos,
con una aproximacidén excelentisima, lo que se conoce
como la constante solar (J:

* ‘ﬂ? 4
-[0 IQUBV(T; )da)dv= -798 ~ O-Tt; FO = QO

Si integramos los vectores unitarios asociados a cada
raye solar, ponderados con sus respectivas intensidades
helocromaticas, obtenemos por definicién el flujo de
energia radiante en la direccion antisolar @ = —k .
Como las direcciones se arraciman alrededor de la
direccion del eje del angulo sélido €2y , podemos
reemplazarlas a todas por a30, lo cual permite facilmente
la integracién:

I:IQDBV(TQ Y, dewdv ~ Oy,

Es patente que esta expresion es valida para cualquier
inclinacion del Sol. Sillamamos g al coseno del angulo

cenital & del Sol, podemos calcular el valor de frontera.

del flujo descendente como la proyeccién de este vector
sobre el vector unitario _ f :

(13) — Qi k = Q" (r=0) = Qut4

Si integramos la ecuacidn diferencial (12}, empleando
el valor de frontera I} (H, e )=B (), ¥y
sustituyendo a A por f4 . puesto que las diferencias
son despreciables, obtenemos la radiancia solar en

funcién de la profundidad optica:

T (2,0 ) =B, (T )e™"

es decir, un debilitamiento exponencial (en el espacio
optico).

Es facil reproducir el razonamiento anterior, pero
ahora para cualquier nivel en la capa absorbente, para
inferir que:

(14) Qi(T) = 1 Qoe—srfys

Los rayos solares inciden sobre la faz de la Tierra,
después de atravesar la atmédsfera, debilitados por la
absorcién en ella, bajo dngulos cenitales vecinos a
7 — 4, , para ser parcialmente reflejados (de manera
difusa), y parcialmente transmitidos hacia el interior (del
mar o la tierra), fracciéon que acaba siendo absorbida en
esta “capa superficial del planeta”. La fraccion reflejada
vuelve a atravesar la atmésfera, pero ahora rellenando el
dngulo sélido igual a un hemisferio (277 ). Ademas, el
suponer que la reflexion difusa sea is6tropa, nos permite
establecer una expresion de la radiancia reflejada en la
superficie terrestre:

I} (5, 1> 0)= gy TR (T, Ye =o'

Resolviendo nuevamente la ecuacion (12 ), pero ahora
con esta condicion de frontera, vemos que la radiancia
sufre nuevamente un debilitamiento exponencial. Asi
obtenemos para el flujo ascendente de radiacion solar:

(15
0" = [ [ e udpdep = 20,0 (7 Ey(o(5, - )

donde —xE

define la integral exponencial de orden n. El flujo
neto de radiacion solar hacia la capa atmosférica situada
por debajo de la altura correspondiente a la profundidad

T es, simplemente, igual a la diferencia de los flujos
descendente y ascendente:

(16)
Q(r) = Q*(n) - Q"(1) = Q* O e™* —2ne ™' E,(e(r, - 1))

dg

®
1

E,(x) =

Para la atmosfera, e incluso para todo el planeta, este
flujo resulta ser:

Q)= O, (1-A)

donde se ha definido el albedo planetario o global
COIMo:

(17) A =2re™ ™" E (e1,)

Segiin esta definicion, el albedo global es una funcion
del albedo superficial y de la profundidad oOptica en el
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visible. Si adoptamos el valor particular
=025 (g =755°), vy A=A, =03,
deducimos que Q(U]:%I-M‘IZ—A“):W; , donde la 0ltima
igualdad obedece a la definicion en la ec. (1).

Habiendo considerado el flujo de radiacidn solar, que
es un flujo asociado sobre todo con radiacidon de onda
corta, tenemos que ocuparnos de la radiacién de onda
larga, radiacidén que corresponde a las temperaturas del
planeta y que se califica de infrarroja. Por lo general, las
atmosferas planetarias absorben esta radiacidén con mayor
eficacidad que la radiacion solar, de modo que pueden
considerarse en el infrarrojo como dpticamente opacas.

Transferencia radiativa en el infrarrojo

En el infrarrojo no sélo tiene lugar un debilitamiento
de la intensidad de los rayos, sino al mismo tiempo un
reforzamiento debido a la emision de la materia
absorbente, la cual, si se considera una porcion
suficientemente pequeila, se supone estar a la temperatura
local del medio (hipotesis conocida como equilibrio
termodinamico local). En tal caso la ecuacion de
transferencia radiativa deja de ser homogénea. Buscamos
resolver esta ecuacién, mucho mas compleja que en el
caso anterior de la radiacidn solar, porque ahora el
término adicional es una funcién de la temperatura, y
ésta no puede calcularse si no se conoce la intensidad de
la radiacion (visible e infrarroja), que a su vez depende
de ella. El problema es matemdticamente de tal
complejidad que no se ha resuelto exactamente (véase
Rutily & Bergeat, 1994, quienes ofrecen una reciente
sofucidn analitica para una familia de ecuaciones
parecidas, pero aparentemente excluyendo nuestro caso).
Es preciso, pues, simplificar. Lo haremos utilizando un
esquema de aproximacion clasico, planteado por
Eddington (vid. Chamberlain & Hunten, 1987; Goody
& Yung, 1989). En el modelo de Eddington se asume
isotropia hemisférica: las intensidades de los rayos
ascendentes, como la de los descendentes, son
consideradas independientes de la direccidon en los
hemisferios correspondientes. Esto facilita las
1ntegraciones respecto a los angulos.

Llamemos a las intensidades con angulos cenitales
mencres que pa2 (de cosenos positivos) j*+ y a aquellas
con cosenos negativos J— . Para que pueda haber flujos
radiativos no nulos, es preciso que J* » j= . El flujo
neto infrarrojo se define como la integral (8), pero en
lugar de F, se ha de escribir ®. Recordemos que

R(7) = R*(r)-R'(z) .

La integracion, pues, de la ecuacidn (7) con respecto
a i y A,conduce auna ecuacion para el flujo infrarrojo:

R_ —47(3-B)
(18) =4
oT!
donde B=—-
7

representa la funcion de Planck integrada en longitud
de onda e

I7) = %J:rlllvdydv

define la intensidad {local) media, la cual viene a ser,
en vista de la isotropia hemisférica, simplemente:

(19) S=;(I++I”)

Igualmente obtenemos de las ecs. (9) y (10) los flujos
ascendente y descendente:

200  RU(t)=A"(r)
@) RY D)= (1)

Equilibrio radiativo de una capa plana y paralela

Pasemos a considerar la condicion determinante del
modelo. El equilibrio radiativo se define como aquella
condicion (estacionaria) en la que un volumen infinitesi-
mal de la capa ni pierde ni acumula energia (radiante).
Recordemos que en los modelos radiativos no se tienen
en cuenta flujos de energia que no sean electromag-
néticos. Luego la condicion significa que la divergencia
del flujo radiativo se anula en todas partes. En el caso
unidimensional que nos ocupa, la condicidén se expresa
{en funcién de 7)) scfncillam?nte asi;

o dF _dF dF
@ T4 a T

donde F(7) = Q(7) + R(T) (verec.(11)) representa
el flujo total (de energia radiante). El equilibrio radiativo
implica, pues, la constancia de este flujo total en funcion
de la profundidad optica:

(23) F(5=F0)=00+R0O=4Q(1-A+RO-R 0
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Podemos definir una temperatura efectiva mediante
la ecuacion:

oy = R'(0)

temperatura que habria de tener un cuerpo negro para
emitir la misma cantidad de energia (infrarroja) que la
observada a la profundidad optica nula.

De la ecuacion (18), con intervencion de las ecs. (19),
(20), (21) y (23), deducimos que para 7 =(:

14RO 1R RO 1
BO)=—— (O+1 +r) o= p” dr<0)+7—+2ﬂ[Q<0)~F(0)]

Teniendo en cuenta la expresion explicita del flujo de
radiacion solar, ec. (16), y aprovechando la condicion de
equilibrio radiativo, ecuacion (22), podemos expresar la
derivada del flujo infrarrojo con respecto a ¢ como:

_=“_=_£Q

dR d e T
o . (0)[
dr dr A

~2re” ™% E,(g(1, - r))j|

lo cual nos permite expresar el valor de frontera en
cuestion como

(24)

0'(0) el 1 . RY(0) F(0)
B<°)=7{“‘*E[L.T”’““ ”’”EZ“"“)}}"T‘ﬁ

La solucidn de nuestro problema se obtiene por un lado
a partir de la ec. (18), derivindola con respecto a 7 :

v, (o o)
i \dr  dr

y por otro integrando la ec.(7), después de
multiplicarla por 4 , con respecto al angulo sélido, siendo
el resultado:

Combinando ambas ecuaciones, podemos establecer
una ecuacidn diferencial con miembro derecho conocido:

o B idm 3
23) dr 4rndr® 4r

Ahora no hace falta sino integrar esta ecuacién con
respecto a T, recordando que R(7) = F(0)-Q(7) vy
recurriendo a la ecuacion (16), obteniéndose asi la funcion
fuente:

(26)

3F(0 (O £
B(r):B(O)fT:I)r+ %?{’:j [3-%2}(1—5“‘* )+

+ 2 [s{z«;(e( 5, - )~ Eer,)] —%[a(e&b ~)- .g(er,,)]J }

expresidén general del modelo que nos permitira
establecer las formas analiticas de los perfiles de
temperatura tanto atmosférico como oceanico.

Temperatura 'superﬁcial

La temperatura superficial es, en el fondo, la
temperatura efectiva de la capa superficial (mar o tierra).
Si se desea suponer que ésta es térmicamente uniforme,
la temperatura correspondiente no puede ser otra que la
temperatura superficial T .

Esta temperatura no es una variable en un modelo del
equilibrio radiativo, sino estd determinada por las
condiciones impuestas al modelo (p. €j., equilibrio
radiativo global). Para calcularla, partimos de las
ecuaciones (20) y (21), a las que sumamos y restamos
7~ /2 Yy I /2, 1espectivamente, para reconocer que
se pueden escribir de la siguiente manera:

R(z)

al' (1) = #3(r) —

2
_ R(7)
al (1) = ﬂ(‘l’)+T

de donde, en virtud de las ecs. (18), (24), y de ia
condicion  R(7) = F(0)- Q(7), se siguen las
expresiones:
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7 3 FO)
@ R()’ﬂ®~—9——ﬂm+4ﬁlw—l— %?
28 R RO 3 FU)

Dcﬁmendo la tempcratura superficial T, mediante la
relacion R (rb) = O'T podemos derivar una ecuacidon
para la temperatura efectiva de la superficie del planeta,
aprovechando las ecuaciones (16) y (24):

(29)

P AN 3u
T =[--—- ] 1— A4 (1-r)e ™ L 20 (] el Yy
: pled { ( fo)e 2¢e € )

174
e [25(1 E,(er))+ = (1 3E, (&7, )):|+R (0y - F(O)(1+ :r]}

Nosotros nos limitaremos, como se explicara en la
s1gu1entc seccidn, a considerar perfiles para los cuales
R* (0)=F(0)=0. Entonces T, representa la
temperatura a la que ha de mantenerse la capa superfi-
cial de un planeta para garantizar el equilibrio radiativo
global.

Si g =0 (o mejor, para ¢ — ()), obtenemos de (29)
la expresion

1/4 144
(490 1)

3
T, A+ g)"

expresion clasica (¢f. Chamberlain & Hunten, 19%7;
Goody & Yung, 1989) que refleja el efecto de
invernadero: si aumenta la profundidad 6ptica de la
atmoésfera (en virtud del aumento de la masa total de
ciertos gases traza), la temperatura superficial aumenta
(en los modelos radiativos ¢} aumento es mucho mas
pronunciado que en la realidad).

Atmoésfera en equilibrio radiative

Consideramos de ahora en adelante solamente el caso
de un planeta en equilibrio radiativo global (balance
energético total estd equilibrado). Como la atmésfera no
recibe radiacion de onda larga apreciable en su frontera
superior, es decir, R (0) = 0, la condici6n se traduce a
lo siguiente (cf. ec.(1)):

F(0)=0 = Q) =0Ty

Con estas condiciones de frontera, y teniendo en
cuenta la hipétesis del equilibrio termodinamico local,
es decir, larelacion B(r) = oT* | i, de la ecuacion (24)
y de la tipica relaciéon r(z) = rbe_z ¢, valida para el
vapor de agua en la atmosfera (y util en el caso de gases
que conforman el efecto invernadero), deducimos la
expresion analitica de la distribucién vertical de
temperatura atmosférica en funcidn de la alwra sobre el
nivel del mar:

~ ,’J-_, Qa]lm
2= [ 20

#

-z/H

3
- -[E4(£rb(1—e
£

el 1
1—A+5 — +2re” " E (£17,) |+

2 .
H —erpie Py, £ —ery e, -z/H,
+ E;(l — gl e )[3 - ;?J + e g[Ez(grb(l —e ey~ Ez(grb)] +

) - E,(e1,)]

1/4

(30)

La Fig.1l muestra este perfil de temperatura, con valores de los parametros que se citardn y explicaran en la ultima

seccion.
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240

250 260 270[ K]

Figura 1. Distriibucién vertical de temperatura en la atmdsfera terresire en equilibrio radiativo, calculada para valores climato-logicos

de ciertos pardmetros. (Escala de altura:

Si el albedo superficial fuese nulo, como en los
modelos hasta hoy publicados, se tendria

i, va € it n &2
T(z}= (——) 1——+—(1—e—ffate ‘}fﬂ?](3———2J
20 2, 2 H,

ecuacion que aparece en Goody & Yung (1989),
capitulo noveno. En el limite g— (), esta ultima
ecuacion se reduce a

1 3 _ 1/4
T(z)= T‘f(a-*-zrbe ZIH:J

expresion clisica que, en términos de 7, aparece en
muchos libros de texto relacionados con nuestro tema.

¢ = km.)

Océano en equilibrie radiative

Para nuestros fines es suficiente recordar, con mas
brevedad que fidelidad, algunas caracteristicas radiativas
del mar. Citaremos un pasaje del libro de Cifuentes et
al. (1986). “Las radiaciones solares que llegan a la
superficie del mar penetran en su masa, alcanzando
generalmente una profundidad media de cien metros, pero
que puede extenderse hasta los mil metros. La penetracion
de estas radiaciones depende principalmente de la
turbiedad, es decir, de la cantidad de materia solida que
se encuentre en suspension. Conforme la profundidad
aumenta van penetrando menos radiaciones, por lo que
la temperatura disminuye. Por lo anterior, en la superficie
del mar existe una capa de agua relativamente caliente,
con una temperatura uniforme; esa capa puede extenderse
de los 20 a los 200 m de profundidad, dependiendo de
las condiciones locales. Abajo de ella existe una zona
limitrofe en donde se presenta un rapido descenso de la
temperatura, llamada termoclina, que divide a estas aguas
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superficiales, menos densas y menos salinas, de las aguas
de las profundidades, mas frias, densas y salinas.” Las
temperaturas marinas pueden oscilar espacialmente entre
-2°C hasta 32°C. En el libro mencionado se afirma que
el principal aporte calorifico al mar se debe a las
radiaciones energéticas que llegan del Sol. Enumeran
otras fuentes menos importantes, pero no parecen
interesarse por la radiacién infrarroja que proviene de la
atmosfera, que también es absorbida casi completamente
por el océano. Podemos intentar reproducir el perfil
descrito en la cita aplicando nuestro modelo a una capa
maritima en equilibrio radiativo.

Cabe, pues, destacar que el caso del océano se
distingue del atmosférico en dos puntos esenciales
(continuamos despreciando el esparcimiento): 1) el
océano, si es suficientemente profundo, absorbe toda la
radiacién solar que no ha sido rechazada por reflexién
difusa en su superficie superior, y 2) el océano es irradiado
por la atmosfera, de modo que aparece una contribucion
infrarroja (que constituye el efecto invernadero), ausente
en el caso atmosférico. O sea, si la capa en equilibrio
radiativo es el océano, los valores de frontera han de tener
en cuenta la presencia de la atmosfera. Por otro lado, el
océano absorbe por igual la radiacidn tanto de onda corta
como de onda larga. En tal caso, la capa puede
considerarse como un absorbedor gris. La profundidad
dptica puede tomarse como infinita, ya que los rayos que
penetran en el mar son absorbidos enteramente alli, Para
no confundir féormulas, emplearemos es esta seccion la
letra § en lugar de 7. Asi, tenemos que J, = ©;
también suponemos que en el fondo del océano 1, = 0.

El balance radiativo al nivel del mar tiene la misma
forma que la ec. (23):

F.(0)=Q.(0)+ R_(0) = 0*(0) - Q7 (0) + R (0) - RI(0)

donde el subindice “m” indica valores que se refieren
a la capa maritima, y donde ahora th (0 = RJ’ ( rb) .Hay
que tener cierto cuidado con los flujos solares, porque la
reflexidn de radiacion solar se supone tener lugar en la
superficie (matematica) del mar, y no dentro del mismo.
Podriamos obviar el problema introduciendo una interfase
(o fase intermedia), pero no es preciso ir tan lejos. Lo
importante es que ¢l balance de la radiacion solar en el
nivel dei mar sea en cualquier caso el mismo, ya que es
la energia que de hecho absorbe el mar.

Si nos acercamos desde el interior de la atmdsfera al
nivel de! mar (operacién insinuada escribiendo como
argumento 0+}, tenemos:

Q4 (0+) = 0*(3,)
¥
O (0+) = Q" (7,)

Pero si nos acercamos a dicho nivel desde el mar
(valores negativos de 7, signo menos en el argumento),
1eNnemos:

0y (0-) = @' (5)1-1,)
Q0;(0-)=0.

En ambos casos
0,(0) = 0, (0) - 0, (0) = 2, (0+) = 0,(0-) = Q' ()1 1)

También esta claro que conocemos el flujo infrarrojo
emergente del océano, puesio que por definicién

RL(0y=0T',

siendo 7, la temperatura efectiva del mar, calculable
de acuerdo con la ec. (29).

De la ec. (28), con el auxilio de las ecs, {16) y (24),
las operaciones indicadas conducen a la siguiente
expresion de la energia que contribuye al efecto de
invernadero:

3 r .
#<a)=d—2@{1—A—<l—ro)e“””“* U [1-35;(«5;)]}

Con los flujos fronterizos exhibidos en este apartado
y las ecs. (24) y (26), deducimos la expresidn para la
distnbucidn vertical de la temperatura maritima:
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1/4
(5) IZAQO} 1_A+(1_'b)e—srbl,u_,

(31)
' lu? —&t, /4,
+——(1—e "
2 € (1=e )

Para poder representar esta expresioén en funcion de
la profundidad geométrica en el océano, se necesita una
relacién entre la profundidad éptica y la profundidad
geométrica. No disponiendo de una relacién conocida
como en el caso atmosférico, donde hemos empleado la
relacién valida para el vapor de agua, optamos por una
forma genérica arbitraria, cuyos pardmetros podemos
ajustar. Este paso en el modelo plantea un problema
importante, con vinculos empiricos. Pero no deseamaos
dedicarle espacio a esta cuestion en este articulo,
dejandola para otra ocasién. Sin embargo, a fin de
demostrar las posibilidades que ofrece el modelo,
supondremos que:

2

grn n#’ 'Em —-&,_d/ i,
+ 3_ 1_ m 78
21 2 2 ]( ¢ )

] 8

1/4

~ D gt [1-3E, (e7,)]

(32) 8(d) = ad" (e™ -1

donde 4 es la profundidad geométrica. El caso par-
ticular = ( se puede justificar, integrando la ecuacion
{6}, con la densidad constante (agua incompresible) y
con un coeficiente de absorcién exponencial,
Seleccionando (hipotéticamente) los valores
n=3,a=100km> y f=0005km"' podemos
calcular una distribucién de temperaturas maritimas con
rasgos que corresponden plenamente a los perfiles
observados en latitudes bajas y medias (ver Fig.2}.

500

1000

1500

2000

17 22 27 °C

Figura 2, Distribucidn vertical de temperaturas maritimas, calculadas para un océano {climatolégico) en equilibrio radiativo (para la representacion .
gréfica se ha recurrido a la relacién (32) con p = 3 ).
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Ejemple numérico

Consideraremos un estado climatolégico, corres-
pondiente al equilibrio radiativo global actualmente
observado (el cual reproduce la temperatura efectiva del
planeta, T, =255 K). Dicho estado se calcula con los
siguientes valores:

Q, =1370 Wim?, 1, =025; A, =03

Para el cdlculo de las distribuciones de temperatura
es necesario prescribir la opacidad infrarroja de la
atmosfera. Empero, no existe un valor climatologico de
ese pardmetro. Un criterio que nos permite fijarlo es hacer
corresponder la temperatura efectiva del océano a la
temperatura superficial observada, cuyo valor
climatologico es de 15°C, o sea T, = 288°K. Con los
valores de los distintos parametros que citaremos a
continuacién, el modelo reproduce esta temperatura para
un valor de la opacidad infrarroja un poco superior a la
unidad, a saber : 7, =123,

Con el fin de fijar otros parametros, recurriremos a
los datos del clima terrestre: aproximadamente un 20%
de la radiacion solar es absorbida por la atmésfera. Por
lo tanto, la superficie terrestre absorbe aproximadamente
la mitad de la radiacién solar incidente en la frontera
superior de la atmosfera. Llamemos }, a esta fraccién.
Estas ligaduras estadisticas nos fijan el valor
climatolégico de &y 7, como demostramos a
continuacion.

La energia solar que absorbe la superficie es igual a
Q(z,). Por lo tanto,

_0(5)
0'(0)

}’0 — (l_rb)e—grblﬂﬂ

Por otro lado esté la definicion del albedo global, ec.
(17), cuyo valor climatolégico A, es igual a 0.3; de
ambas ecuaciones deducimos que

[e"”"”‘i —y0]2E3(£rb) =A, =03

Estas ecuaciones nos fijan los valores de & y I, (para
la profundidad optica infrarroja estipulada y en funcién
de ¥, ¥ Ay)- (Claro esta que podriamos fijar el valor de

dos variables cualesquiera de las cuatro, y calcular las
dos restantes).

Con y, =05 y A, = 0.3 obtenemose = 004717
y T, =0.396. Este valor del albedo su- T
perficial significa que para que Ia Tierra pueda mantener
el valor climatologico del albedo global, con una
atmosfera en equilibrio radiativo que absorbe el 20% de
la energia solar, se precisa un albedo superficial mayor
que ¢! valor del albedo global. Todos estos valores han -
sido utilizados en las representaciones graficas de las
secciones precedentes.

El lectro atento habra notado, escudrifiando las
graficas, que en el nivel del mar las distintas temperaturas
limites no coinciden, sino que saltan de un valor a otro:

T(0) < T, = 288K < T, (0)

Es éste un rasgo esencial de todo modelo de capas en
equilibrio radiativo (véase p. ¢j. Chamberlain & Hunten,
1987; o, para una demostracién rigurosa, Pelkowski,
1993),

Conclusion

El modelo desarrollado en este ensayo se concibe
com¢ un complemento de los modelos cla-sicos
destinados a describir o ilustrar distintos aspectos de la
teoria de la radiacidn, y de los cuerpos a los que se aplica.
La extension contemplada aqui permite ilustrar de una
manera casi clara y elemental, lo que los poderosos y
complejos modelos oceano-atmosféricos no pueden
ofrecernos: una oportunidad de comprender cualitati-
vamente la fisica de los procesos radiativos de
retroalimentacion. Los modelos clasicos nos han brindado
una exquisita ilustracion del efecto invernadero y una
contundente explicaciéon del oscurecimiento hacia el
borde del disco solar, como también la posibilidad de
describir el efecto de un calentamiento de las capas
superiores de la atmasfera, debido a la presencia de
oxigeno y ozono. El modelo extendido que aqui
ofrecemos, al incorporar los efectos de variaciones del
albedo superficial y global, pone de manifiesto los
cambios de temperatura, tanto en la atmésfera como en
el océano, demostrando, por ejemplo, la interrelacién de
tres de los factores climdticos mds importantes: gases
invernadero, aerosoles (que absorben energia solar), y los
albedos superficial y global.
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El modelo, repito, constituye una ampliacion de los
modelos clasicos, cuyo valor didactico ha sido inestimable.
No pretende ser realista en un sentido cuantitativo. Pero
como instrumento de modelizacién puede ser una guia til.
Como tal, tiene sobradas posibilidades de refinamiento,
especialmente en cuanto a las relaciones entre profundidad
Optica y altura en la atmosfera, o entre profundidades Optica
y geométrica del mar. Otra posibilidad inmediata, y de
interés particular, seria la inclusién de una capa de nubes
con su propio albedo. Esto lo dejaremos para un trabajo
futuro, en el cual se tendra en cuenta, también de la manera
mds simple, el esparcimiento de la radiacién solar dentro
de dicha capa de nubes, permitiendo asi la investigacion
de efectos climatolégicos adicionales, como lo es la
nubosidad variable.
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